OSITTAISINTEGROINTI

[ r@erae = sagte) - [ @@

/ab fl(x)g(x)da = /abf(x)g(:c) — /abf(l‘)g'(x)dx




RATIONAALIFUNKTIODEN INTEGROINTI

Rationaalifunkion integraali voidaan laskea kunhan

nimittdjan nollakohdat 16ytyvat

[ [ [

missa polynomin r(z) aste on pienempi kuin polynomin ¢(z) aste

ar + b B Ay A,
T —21)(x — T2 _x_xl :5_'1727 Il#m?
& —2)(@— o) "
A = Tim (az + b)(x — x1) _axy +b
r—x1 (I—xl)(lﬁ—l’g) 1 — Iy
A, = lim (az + b)(x — x2) _ ax b
r—To (:ﬁ—$1)($—$2) Ty — 1
ar +0b _a n arg+b
G—oof 500 (z—u)?

axr + b o 2(z — «) aa + b

@—aP+5 " a5 e -+

2(37_0‘) . 2 2
/mdx—ln((x—oz) + 65+ C

1 sijoituksella 1 1
_— dx= — | ——dt
/(x_a)2‘|‘,32 ‘ (z—a)/B=t 13/t2‘|‘1

1 1 T —
= Earctan(t)—l—C = Barctan( 3 > +C

i




"YLEISTETTY  INTEGRAALI

Funktio f : (a,b) — R (eli f(z) > 0) on integroituva vélilld (a, b) jos

on olemassa jono funktioita (f,(z)) siten, etta
filz) < falz) < ... < fulz) < ..lja lim fu(z) = f(2) kun = € (a,b),
fn on paloittain jatkuva vélilla (a,b) ja 0 rajoitetun valin ulkopuolella

(esimerkiksi f,(z) = min{n, f(z)} kun |z| < n ja z € (a,b) ja 0 muuten)

/f dz = lim abfn()d;v<oo

n—oo

Funktio f: (a,b) — R on integroituva jos
funktiot fy(x) = max{f(x),0} ja f_(z) = max{—f(z),0} ovat integroituvia

/abf(x)dx:/abf+(x)dx—/:f_(x)dl,

Funktio f: (a,b) — C on integroituva jos

funktiot Re f(z) ja Im f(x) ovat integroituvia

/f dr_/ Re f(z )d"c—l—l/blmf(;v)d:c

1
/;vad:l:<oo<:>a>—1
0

o0
/ fdr< oo a< —1

1

1

/—d:c<oo<:>3<1
0 P

/ —d"c<oo<:>/3>1
1 x

Jos 0 < f(z) < g(z), z € (a,b)
ja f ja g ovat esim. paloittain jatkuvia niin

g on integroituva valilla (a,b) = f on integroituva valilla (a, b)

f ei ole integroituva valilla (a, b) = g ei ole integroituva valilla (a, b)




NUMEERINEN INTEGROINTI

Keskipistemenetelma

. . b—a
zi=a+h(j—3), j=1,...,n, h= -

M, =h(f(z1)+ ...+ f(z,)) = hZf(l‘j)

K(b—a)® _ K(b—a)h2

< - Y
T 24n? 24

'Mn—/abf(;z:)d:c

Suunnikasmenetelméa

b —
r;=a+hj, 7=01,...,n, h= ¢

n

T = h(Lf(wo) + F(1) + - + fl@n1) + 2f(22))

b K(b—a)P® K(b—a i
- [ eyt < KOS KO ) < &

Simpsonin menetelma

b—a

x;j=a+hy, 7=01,...,n, h=

n on parillinen

Su = 5(F(e0) 47 (er) +21(e2) +47(23) + .+ A (rnr) + F(2)

g _ /bf(x)dx - K(b—a)® K(b—a),,

Y = @ (| < K
13074 o @@= R

Erilaisilla sijoituksilla t = —, t* = —, * =z, t" =z

T T

?

b d
saadaan usein integraalista / f(z)dz integraali / g(t)dt

jossa —00 < ¢ < d < 00 ja g on rajoitettu ja (monta kertaa) derivoituva

d
niin, ettd integraalin / ¢(t) dt numeerinen laskeminen onnistuu hyvin




PINTA-ALA- JA TILAVUUSLASKUT

Jos f(z) > 0 kun = € [a,b] niin

/f

on kayran y = f(z) jasuorieny =0,z =ajax =b

rajoittaman joukon pinta-ala

Joukko, jonka rajoittavat kayrat y = f(z),y =0,z =ajax =05

pyorahtda x-akselin ympari: Pyordhdyskappaleen tilavuus on

7 / b f(z)? da

Joukko, jonka rajoittavat kayrat y = f(z),y =0, x = a ja x = b,
0<a<b,
pyorahtaa y-akselin ympéari: Pyorahdyskappaleen tilavuus on

W/abxlf(:vﬂdx

Kéyran y = f(z), a < < b pituus on
b
/ V14 fl(x)da

Kayra y = f(z), a <z < b pyorahtdéd z-akselin ympaéri:

Pyo6rahdyspinnan pinta-ala on

25 [ 1@+ PGP de




KAYRAT

Kayrdn { (z(),y(t)) [t € [a,b] } ((=(t),u(t)) # (2(s),9(5)), t #5) pituus on

| VI R

Jos kayra { (x(t),y(t)) | t € [a,b] } pyorahtad z-akselin ympéri,

niin syntyvan pyordhdyspinnan pinta-ala on

25 [ IO + v b

Jos kayra { (z(t),y(t)) | t € [a,b] } on umpinainen (z(a) = x(b), y(a)

niin kayran sisdpuolelle jdadvan alueen pinta-ala on

s [ i == [aya

y(b)),

Kayra { (x(t),y(t)) | t € [a,b] } on siled jos
funktiot x(¢) ja y(t) ovat jatkuvasti derivoituvia,
(z(t),y(t)) ei ole vakio millaan avoimella valilla ja

z'(t y'(t
raja-arvot lim v'(?) ja lim y't)
Y D e IV OO

ovat olemassa myds niissa pisteissi, missa z'(tg) = y'(to) = 0

eli on olemassa f(t) ja g(t) s.e. ne ovat jatkuvia ja
z'(t . y'(t
B0 M/l

o'(t)* + y'(1)? V(1) +y'(1)?

flt)= kun z'(t)> + ¢’ (t)* > 0




FOURIER INTEGRAALIT

Huom! Kurssilla Mat-1.421 S1 Laplace- ja Fourier-muunnokset esiintyvit esimerk-
keind integraaleista, eikd niiden teoriasta tarvitse tietdd yhtaédn mitddn, mutta jos tietda
jotain, niin ndiden integraalien laskeminen on ehka mielekkdampaa!

b
1
/ eldt = —(e® —e™), 2#0,2€C
. z
Jaksollisen funktion Fourier-sarja

fE+T)=f(1)

fty="> 7 fn)
7| 1fora= 3 foP

n=—0o0

for= [ e

(o)

t on "aika” ja w on "taajuus”

1= 5 [ i)

— 00




NAPAKOORDINAATIT

A (:07'3/) ~ [T‘, 9]

[—r,0]=[r0+7], >0

Kéyran r = f(0), a <0 < 3 pituus on

B
JRAUEIOR

Sektorin 0 < r < f(6), o <8 < 3 pinta-ala on

1 [? )
LT o an




VEKTORILASKU

a=azl+a,)+ak, b=2>b1+0bj+0bk,
a-b=a;b, +a,b,+a.b,
a'b:amg‘i'ayg‘i'azz

laj =+v/a-a

i ] k
axb=det |a, ay, a,| = (ayb, — a,b,)i+ (a.b, — azb,)j + (azb, — a,b, )k
b, b, b,
Vektorin a projektio vektorille b on
a-b
b
|b|?
Vektorin a skalaariprojektio vektorille b on
a-b
b

a-b = |a||b]| cos(a)

missd a on vektoreiden a ja b valinen kulma

Vektori a on kohtisuorassa vektoria b vastaan eli a 1L b jos

a-b=0

axb=-bxa
|a x b| on vektoreiden a ja b maaraaméan suunnikkaan pinta-ala
axbla axbdlb
la x b| = |a||b]| sin(«)

a-(bxc)=(axb)-c=(bxc)-a=(cxa) b

on + vektoreiden a, b ja ¢ médiarddméan suuntaissdrmion tilavuus.

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c
(axb)xc)=(a-c)b—(b-c)a




ANALYYTTINEN GEOMETRIA

Suoran yhtéalé parametrimuodossa

T =29+ tv,
y=yo+1lv,, teR

zZ = zg+ tv,

r=rg+1iv

v = v,1+ v,] + v.k on suuntavektori

Suoran yhtalé normaalimuodossa

L—To Y—¥Y _ 22— %0

Vg Uy v,

Tason yhtéalé normaalimuodossa
Ar+ By+Cz=D
Alz —20)+ By —y0) + C(z2 — 20) = 0
n = Ai + Bj + Ck on normaali

Pisteen (xq, yo, 20) etéisyys tasosta Az + By 4+ Cz= D on
|A$0 —|— Byo —|— CZO - D|
A? 4+ B2 + (C?

Pisteen rg = (2o, Yo, z0) etaisyys suorasta r = ry + tv

|(ro — r1) X V|

vl

Suorien r = ry + tvy ja r = ry + tv, valinen etaisyys

[(ry — 1) - (Vi X V)|
|V1 X V2|

Tasojen Ayx + Biy + Ci1z = Dy ja Aye + Bay + Coz = Dy
leikkaussuoran kautta kulkevien tasojen yhtalot ovat
AlfC + Bly + ClZ — D1 -+ )\(AQCC -+ Bzy + CQZ — Dg) =0

missd —oo < A < oo




VEKTORIFUNKTIOIDEN DERIVOINTI, KAAREVUUS

Kéyran r(s) parameterina on kaarenpituus jos
r'(s)[ =1

Jos kdyra r(s) on parametrisoitu kaarenpituudella niin

T(s) = r'(s)

k(s) = |T'(s)| on kaarevuus
A 1 .

N(s) = IQ(S)T/(S) on paanormaali
B(s) =T s) X N(s) on sivunormaali
B'(s) = -7 S)N(S) missa 7(s) on kierevyys
a [T 0 & 0] [T
1 N|=|-« 0 7| [N
B 0 -7 0| |B

_ P <0
ROk
vy = P X (1) (1)

[e'() x x"(1)]?




INTERPOLOINTI

Interpolointi

Funktion f arvot f(z;) tunnetaan pisteissd z;, j =0,1,2,... ,n.
Haetaan jokin funktio g (esim. polynomi) siten, etta g(z;) = f(x;)

jolloin (tuntemattoman) luvun f(z) sijasta voidaan kayttaa g(x)

Jaetut erotukset
flz] = f(2)
flai] = flzj]

Ti — Xj

f[Iiv ‘r]'] =

fle, 2] = f'(z)
_ flwi,xg] = flzg, 2]

f[:civ Tj, xk] -

T; — Tk
f”(.ft?)
f[:E,:E,I] = 2’
f[r- . - ] _ f[xio,xil, P 7'rik_1] — f[xil, . 7$ik_17xik]
20 21 ) Mg Ty — Tiy

Jos p, on astetta n oleva polynomi jolle patee

po(z;) = f(x;), 7 =0,1,... n niin

JUt(t)
f(z) = palz) + CE

min{z, zg, 21, ... ,x,} <t < max{z,zg,T1,... ,T,}

(x —zo)(x —21)... (v — )

Newtonin interpolointikaava
Pa(@) = flzo] + flzo, 21](z — o) + flzo, 21, 22](x — 2o ) (2 — 21)
+.oo 4 flro,x, .oy xn)(e — o) (@ —21) . (T — 2pe)

Lineaarinen splinifunktio

Jos g < 1 < ...<z,ja f(x;) ovat annettuja
niin ¢ on lineaarinen splini-interpolointifunktio mikali g(z;) = f(z;)
ja g on valilla (x;_1, ;) korkeintaan astetta 1 oleva polynomi,

fz;) = f(xj-1)

Tj— Tj1

(z —xj_q) kun = € [z;_1, zj].

eli g(x) = f(z;-1) +




Kuutiosplini

Jos xg < 21 < ... <z, ja f(x;) ovat annettuja
niin ¢ on kuutiosplini-interpolointifunktio mikali

g on kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva valilla [xq, z,], g(x;)

f(@;)

ja g on valilla (z;_1,x;) korkeintaan astetta 3 oleva polynomi.

kioy +4k; + ki = (f(l’j+1) - f(fj—l))a

> o

Jos ¢ on kuutiosplini, ;11 — x; = h ja k; = ¢'(x;), niin

g(x)=fia+(z —zja)kja+ (2 — 1)
ki — 2070 4k

(xj —zj-1)

+(& = zj)’ 2 ’




