SUPREMUM JA INFIMUM

Jos A C R niin sup A = a, missd « € RU {£oc}
mikali x < a kaikilla z € A ja
jos a < @ niin 16ytyy « € A siten, ettd z > a.

sup A eli A:n supremum on joukon A pienin yliraja.

Jos joukossa A C R on suurin arvo a, eli max A = a niin

supA=a

Jos A C R niin inf A = b, missa b € RU {fo0}
mikali x > b kaikilla z € A ja
jos B > b niin 16ytyy = € A siten, ettd « < 3.

inf A eli A:n infimum on joukon A suurin alaraja.

Jos joukossa A C R on pienin arvo b, eli min A = b niin

infA=5

Jos §) on tyhja joukko niin
sup) = —o0 jainf) = +oo




RAJA-ARVOT

lim f(z) = F:

r—Io

Jos |x — xo| on "riittavan pieni” ja & # xo niin |f(z) — F'| on "pieni”

iy ()= F

€N
Kaikilla € > 0 on olemassa é > 0 siten, etta

jos 0 < | — x| < 6 jax € Qniin |f(z) — F| <e

Jos Ilggo flz)=F ja Ilggog("ﬂ) = (7 niin

€N T€Q
lim (af(x) + Bg(x)) = aF + G,
z€Q
lim f(2)g(z) = FG,

r—rXTQ

z€Q

: F
11 f((T; = a, I llkah G # 0,
e gl

F < G mikéli f(z) < g(x) kun 0 < |z — 20| < ¢ missa ¢ > 0.

Jos lim g(z) =0ja |f(x)] < g(x)
kun 0 < |z — zo| < ¢ missid ¢ > 0 niin

lim f(z)=0

r—IQ

Jos lim g(z) = lim h(z) = F ja g(z) < f(z) < h(z)

r—To r—XIQ

kun 0 < |z — zo| < ¢ missid ¢ > 0 niin

lim f(z) =F

r—XIg

Jonon (a,) raja-arvo lim a, = A:

n—oo

Kaikilla ¢ > 0 on olemassa Ny € N siten, etta
jos n > Ny niin |a, — A| < ¢

Raja-arvo lim f(z) ei ole olemassa jos

r—xq
16ytyy kaksi jonoa (a,) ja (b,) siten, etta

an # xo ja b, # x¢ kaikilla n, lim a, = lim b, = z¢ ja
lim f(a,) = Aja lim f(b,) = B missa A # B

n—oo

lim f(z)=lim f(z)
r—xo+ ze(z(),go)




lim f(z)=lim f(z)
T—To— ze(—oo,zo)

lim f(z)=F, (F € R):

r—00

Ve>0dM eR:ax>M=|f(z)— F|<e

lim f(z)=F, (F €R):

r——00

Ve>03INeR: 2 < N=|f(z)—F|<e

lim f(x) = oo, (9 € R):

r—XIQ

VMeR3IO>0:0< |z —a9| <bé6= flz)>M

lim f(z) = —o0, (zg € R):

r—rIQ

VNeRIO>0:0<|z—zo|<bd6= flz) <N

lim f(z) = —oc:

r—00

VNeRIM eR:z2>M= f(z) <N

Josa>0niin a-00 =00
o0+ o0 = o0 o000 = 00
a

(—a) 00 =—o0 — =0
00
0, ® 9
0 00
a
0 =7 (useimmiten joko oo tai —oo)

1
li =F li - | =F
Jim f(@) = F e lim f ()

Tr——00 z—0+ x

lim f(z)=F < lim f (—l> =F

Jos f(z) > 0 kun z € Q niin

1
Jim f(@) =00 & Jlim w75 =0
mEQO z’EQO (.17)

Jos lim f(z)=F, lin%g(y) =G ja
y—)

r—rIQ

g(F) =G tai f(z) # F kun x # ¢, niin
lim g(f(2)) = lim g(y)

Tr—XIQ




JATKUVUUS

Funktio f: @ — R on jatkuva pisteessa xq jos

o € Q ja Ilgglo flz) = f(zo)

z€Q

Funktio f: © — R on jatkuva (:ssa) jos
lim f(z) = f(xo) kaikilla zg € Q2

r—XIQ

€N

Jos f: Q) =5 Rjag:Q — R ovat jatkuvia, niin
af(x) 4+ Bg(x) ja f(x)g(x) ovat jatkuvia Q:ssa ja
f(x)
g(x)

on jatkuva joukossa {x € Q| g(z) #0}

Jos f: Dy - Rjag: D, — R ovat jatkuvia
ja g(x) € Dy kaikilla € Dy, niin
vhdistetty funktio (f o ¢)(z) = f(g(x)) on jatkuva: D, — R

Bolzanon merkinvaihtolause

Jos f:[a,b] — R on jatkuva ja f(a)f(b) <0

niin on olemassa piste xo € [a, b] siten, ettd f(zo) =0

Jatkuva funktio saavuttaa suurimman ja pienimmaéan arvonsa suljetulla valilla:

Jos f : [a,b] — R on jatkuva niin
on olemassa pisteet z1 ja x4 € [a, b] siten, etti
f(21) < f(@) < f(22), @ € [a,b]
cli f(a) = inf fa) = min f(@) ja f(r2) = sup f(z) = max f(z)

z€[a,b] z€[a,b]

Polynomi f(z) = a,z" + a,_12""" + ... ao,

missd n € N on luonnollinen luku, on jatkuva joukossa R

P
Rationaalifunktio f(z) = ﬂ missa P ja () ovat polynomeja

Q(x)
on jatkuva méarittelyjoukossaan {z € R | Q(z) # 0}




DERIVAATTA

(o) = tim LR ()

h—0 h

f on derivoituva < raja-arvo on olemassa ja on ddrellinen.
Voidaan puhua funktion f derivaatasta pisteessi z ainoastaan
jos f on midritelty joukossa, joka sisdltdd vilin (z — 8, z + §)

missd & on jokin (pieni) positiivinen luku

af + B8g)(z) = af'(z) + Bg'(x)
f9)'(x) = f'(x)g(x) + f(z)g'(x)
/

(
(fg)'(

Y f(x)g(x) = flz)g'(2)
<§> ( (9(x))?
h(z) = f(

x

9

)=
(x)) = k' (z) = f'(9(x)d'(z)

Jos f on derivoituva pisteessa x niin f on jatkuva pisteessd x

4
dl:ﬂJj

-1
® — r®

Derivaatta on tangentin kulmakerroin

Derivaatta on muutosnopeus

flz+h)— f(z)

fi(e) = hl—igl+ h
z+h)— flz

f on der1v01tuva pisteessd z &

fi(z) ja fL(=)

fL(z) ovat olemassa ja f(z) =

Implisiittinen derivointi:

Flao,go) = 0, Fy(s0,0) 4 0 (
Fla,y(x)) = 0

y(l’o) =y ja

Fy(z,y) = lim

F(x,y+k)

k—0

):_

!
K T
vo) = = o)

k

(kun |2 — zo| on riittévén pieni ),

Fz(x07 yO)

—F(:vay)>

=




f on jatkuvasti derivoituva jos f on derivoituva ja f’ on jatkuva

(@)= & fe) = D fla)
) = D" f(a)

(@)= )= =2

()= 2

- dan




VALIARVOLAUSE JA DERIVAATAN SOVELLUTUKSIA

Rollen lause:

Jos f:]a,b] — R on jatkuva, f on derivoituva valilla (a,b) ja f(a) = f(b) niin

on olemassa ¢ € (a, b) siten, ettd f'(c) =0

Valiarvolause:

Jos f:[a,b] — R on jatkuva ja f on derivoituva valilla (a, b) niin

on olemassa ¢ € (a, b) siten, ettd f(b) — f(a) = f'(c)(b—a)

Lineaarinen approksimaatio:

flx+h)~ f(z)+ f'(x)h

f: I — R on ei-viheneva jos f(x1) > f(x2) kun @1 > 29 ja 21, 22 € [
>

(:
f: I — R on aidosti kasvava jos f(x flza) kun @1 > x5 ja @1, 2 € [

1)
f: 1 — Ron ei-kasvava jos f(x1) < f(x2) kun @1 > 29 ja @1, 2 € [

f 1 — R on aidosti viheneva jos f(x1) < f(x2) kun 21 > x4 ja 21, v € [

f'(z) > 0 < f on ei-viheneva
f'(z) <0< f on ei-kasvava

f'(z) > 0 eikd 0 milldan avoimella vililld < f on aidosti kasvava

f'(z) <0 eikd 0 milldan avoimella vililla < f on aidosti vaheneva




KAANTEIS JA TRANSKENDENTTIFUNKTIOT

Jos f: I — R on aidosti kasvava (viheneva) ja jatkuva, niin

on olemassa aidosti kasvava (vidheneva) ja jatkuva funktio ¢ s.e.

g(f(x)) ==, zel,  [flgy) =y, ve
missa J = {y € R |y = f(z) jollakin x € [ }

ja I sekd J ovat vileja

9(f(2)) =z = ¢(f(2))f'(z) =1 = ¢ (f(z)) =

flaw) =y = fl9y)d'(y) =1=4(y) =

. T\"
e” = lim (1 + —)
n—0o0o n
TV =e%e¥, =1
d
dx
e./L'
lim — =00, lim z™e™ =0
r—oo —00

d 1
1
li n(z) =0, lim 2%In(z)=0, a>0
r—oo ¢ z—0+
Clb — ebln(a)
et — ™%
inh(z) =
sinh(z) 5
cosh(z) = ¢ -;e
sinh(z)
tanh(z) =
anh(z) cosh(z)
arcsin(sin(z)) =z, z € [—7, 7]
sin(arcsin(z)) =z, z€[-1,1]
L arcsin(e) =
1, aresin(e) = Vi




arccos(cos(z)) =z, x € [0,7]
cos(arccos(z)) =z, x € [—1,1]
d 1

— arccos(z) = —
dzx ) 1 _ 32

arctan(tan(z)) =z, x€ (_37%

tan(arctan(z

) =
— arctan(z) = !

dx




AARIARVOT

Jos f :]a,b] — R on jatkuva niin on olemassa z; ja x5 € [a, b] s.e.

fla1) < f(2) < f(22), @ € [a,0],
z1,x2 € {a} U{b} U{z € (a,b) | f ei ole derivoituva pisteessa x }

Uiz € (a,0) ] fi(z) =0}

Jos f:(a,b) — R on derivoituva, z¢ € (a,b),
f'(zo) =0 ja f"(xg) > 0 niin
on olemassa ¢ > 0 siten etta

flz) > f(zo) kun |z — 20| < 6 ja x € (a,b).

Jos f:(a,b) — R on jatkuva ja on olemassa xq¢ € (a,b) s.e.
flzo) < lim f(z), f(zo) < lim f(x)
niin on olemassa x; € (a, b) s.e.

f("ﬂl) < f(x)7 T e (a7b)7

z1 € {x € (a,b) | f ei ole derivoituva pisteessi = }

Uz e (a,0) | f'(z) =0}




KONVEKSISUUS

Jos f:(a,b) — R on kaksi kertaa derivoituva, niin f on konveksi jos

jokin, ja silloin jokainen muukin, seuraavista ehdoista on voimassa

(1) f((1=t)zo+tay) < (1 —t)f(xo) +tf(x1), te€][0,1], zo,z1 € (a,b)
eli funktion arvo keskiarvopisteessa < funktion arvojen keskiarvo

(2) flz) 2 flzo) + f'(zo)(x — 20), 2,20 € (a,0)
eli funktion kuvaaja on tangentin ylapuolella

(3) f'(x) on ei-vihenevé funktio valilla (a, b)

(4) f"(z) >0, z€ (a,b)

Jos — f on konveksi, niin f on konkaavi

Piste xg on f:n kddnnepiste jos jollakin 6 > 0 pétee, ettd
f on konveksi valilla (zo — 6, xo) ja konkaavi valilla (xg,z0 + ¢) tai

f on konkaavi valilla (zg — 6, xg) ja konveksi valilla (xq, xo + 6)

Kaannepisteessa xg patee f"(zg) =0




NEWTONIN MENETELMA

Newtonin menetelma: f(z) =0 = z =?

f(zn)

Lp41 = Lp — f/(f )
Ln

Suppenee nopeasti jos | f"(z)| < Cja |f'(z)] > ¢ >0

Kiintopisteiteraatio: z = g(x) = x =7

LTnt1 = g(In)

Suppenee ainakin jos |¢'(t)| < K < 1

Yhtalon f(z) = 0 ratkaisu 16ydettava tarkkuudella é:

Lasketaan xg, 1,22, ... (jollain tavalla) ja lopetetaan kun

flezn —0)f(xn) <0 tai f(a,)f(z,+6) <0




TAYLORIN POLYNOMIT

f(z) = O(g(x)) = on olemassa vakio C s.e. |f(z)] < C|g(x)|

kun z € (a,b) tai |z — g| on "riittdvan pieni”

() = Og(e)) = O((x)) + Olg(x)) = O(g(x))
f(z) = O(g(x)) = O(f(z) + g(x)) = O(g(z))
(@) = fla) + Fla)(e —a) + T\ a4 D10 s
g f;;fj,) (0 — a)H,
(t—a)(x —1t) > 0eclitonan jazn vililli
e$:1+x+§+%3+...+%+o(xk+l)
sin(e) = & — %3 +.+ (—1)”(2:57:11)! +O(a+9)
cos(x) =1 — %2 +..+ (—1)”(;:;! + O(22+?)
In(l+2) =z — %2 + %3 S (_1)k+1% 0@

Taylorin kehitelmén yksikésitteisyys:

Jos f on k + 1 kertaa derivoituva ja
flz)=co+ci(x—a)+ ez — a)2 + ...+ ep(z — a)k + O((r — a)k"'l)

_ ["(a) AR

niin  ¢g = f(a), ¢ = f'(a), = o =T




RAJA-ARVOJEN LASKEMINEN

I’Hopitalin sdanto I

Jos f ja g ovat derivoituvia, f(a) = g(a) =0, ¢'(z) # 0 kun z # a ja

. f(x)
lim =L
r—a g’(;{;)
. flz)
lim
= lmo =k

L € [—00,00] ja a:n paikalla voi olla b+, b—, —oco tai +oo

I’Hopitalin sdanto 11

Jos f ja g ovat derivoituvia, lim|g(z)| = oo, ¢'(z) # 0 kun z # a ja

lim =L
r—a g’(,]j)
T ()
r—a g(:ﬁ)

L € [—00,00] ja a:n paikalla voi olla b+, b—, —oco tai +oo




INTEGRAALIT

/f(x)d”c =F(z)+C & Fl(z) = f(2)

b
Integraalin/ f(z)dz maaritelma:

Oletetaan: f : [a,b] — R rajoitettu (sup{|f(z)| |z € [a,b]} < o0) ja —00 < a < b < 00

P ={zg,21,...,2,} on vilin [a,b] jako josa =zg <21 < ... <z, =b
Alasumma: L(f, P Zf] —xj_q) missa f; =inf{ f(z) | xj1 <z <a;}
Ylasumma: U(f, P ZF — xj_1) missd F; = sup{ f(z) |zjo1 <2<z}

b
Nyt f on integroituva valilla [a, b] ja / flz)dz =1 jos

sup{ L(f, P) | P on vélin [a,b] jako } = inf{ U(f, P) | P on vilin [a, b] jako } = [

f :[a,b] — R on integroituva valilla [a, b] ainakin jos

f on paloittain jatkuva (erikoisesti jatkuva) tai

f on ei-vaheneva (tai ei-kasvava) valilla [a, b]

/bf(x)dx:—/af(:c)dx
/f dr—l—/f dr—/f
/(af( )+ By(x) dr—a/f dr+/3/

a

f@) < g(z), @ €lab], (a<b) ;»/ fla dx</g(m)dx

/|f ) dz, a<b
%/jf(ﬂdt:
o) de = /abf(:c)=f(b)—f(a)

x)da




SIJOITUKSET




