INDUKTIO

On osoitettava, etta jokin védite P(n) patee kaikilla n > ng

ja osoitetaan, etta

P(ng) pétee;
jos k > ng ja P(k) pétee, niin silloin myds P(k + 1) pétee

Jos nyt P(n) el olisi voimassa kaikilla n > ng niin
voidaan valita m siten, ettd se on pienin luku jolle viite ei pade.
Silloin m > no (P(no) pitee) ja viite P(k) patee kun k = m — 1, joten

se patee myos kun K = m — 1 + 1 = m, mika on ristiriita.




KOMPLEKSILUVUT

z=x+iy, z,y€eR, i*=-1

Re(z +iy)== Im(z+iy) =y

Moduuli eli itseisarvo

mod (z) = |Z|d=ef\/$2—|—y2, z=ux+1y

Liittoluku eli konjugaatti

Z=x—1y, z=x+1y

2 _ _ . _ —
2| =22, z1+z=71+72, 21— 22=71— 23

= _ _ 21 z
Z =2z, Z1%2 = 21 %2, — = —
z2 22

Kolmioepéayhtalo

|21 + 22| < |z1| + | 22|

Argumentti eli vaihekulma, arg(z) = 6

arctan (2) (+2n7), x>0,
T

f = { arctan (2) + 7 (+2n7), z <0,
T

y T

— 2nT =0
iz '

-~
S z=ux+1y

x
) = ——, sin(f) = ——n—,
cos(6) o sin(6) o

Polaarimuoto

z = |z|(cos(0) +isin()) = |z]e", 0 = arg(2)

|z122] = |21]|22|, arg(z122) = arg(z1) + arg(z2)

z1 |Z1| z1
— =, arg | — | = arg 21 — arg 22
|22 z2

Z2

21 =238 Rezy =Rezy, Imzy =1Imzs
= |Zl| = |22|7 01 = 02 + 2km

missa 0 = arg(z1) ja 0y = arg(zz)




2 =w = |wle = 2 =7
|2 = |z]", arg(z) =0 = arg(z") = nb
n = ¢+ 2kr, |z = |uw

=
¢  2kw .
0= 4 2T )= Yl
=

2k 2k
\"/|'w|<cos<u> —I—isin<u>>, k=0,1,...,n—1.
n

n

Eksponenttifunktio

exp(z + iy) = e”HY Lef oo (cos('y) + isin(y))

621+22 = %%

le?| = €%, arg(e®) =Imz

Logaritmifunktio

z=In(w) & w=¢

&z = In(|w]) +i(arg(w) + 2n7), n=...—2,-1,0,1,2,...

koska jos z = x 4 iy niin |¢*| = " ja arg(e®) =y

jolloin €” = |w], eli = In(|w|) ja y = arg(w) + 2nx.

Mobiuskuvaus
b
Z %, ad —bc # 0

Ympyrat ja suorat kuvautuvat ympyréille tai suorille




MATRIISILASKU

m X n-madtriisi

AL A(L2) ... A(Ln)
A= | A0 AR AR ) = o
A(m,1) A(m,2) ... A(m,n)

Transpoosi, AT
B = A" & B(j,k) = A(k, j)
Summa: A+ B = C, A, B ja C m x n-matriisieja
C(y,k) = A(j, k) + B(j, k)

Skalaarilla kertominen: AA = C
C(j. k) = AAG. ) |

Hermitointi: ZT =C

Cs, k) = Ak, 5)

eli transpoosi ja kompleksikonjugointi

Tulo: €' = AB, Aon m X n-, Bon n X p- ja C' on m X p-matriisi

C(j,k) =Y A(j,9)B(q, k)

(AB)' = BT AT

A(BC)I(AB)C josAommxn, BonnxpjaConpxg

‘Yleensé AB # BA‘

0,.xn tal yleenséd pelkédstadn 0 on m x n-matriisi, jonka kaikki elementit ovat 0

L xm tal yleensa pelkdstdan I on m X m-matriisi,

jonka kaikki lavistajaalkiot ovat 1, eli

- L, josj =k,
10, k) =
(k) {0, jos j # k.

Al = 1A= A]




lavistajamatriisi jos A(y, k) =0 kun 5 # k
ylakolmiomatriisi jos A(j, k) =0 kun j > k
alakolmiomatriisi jos A(j,k) =0 kun j < k
symmetrinen jos AT = A
vinosymmetrinen jos AT = —A

n x n matriisi A on ortogonaalinen jos ATA = AAT =T

hermiittinen jos A=A

vinohermiittinen jos A = —A

. . . —T —T
unitaarinen jos A A =AA =1
kaantyva eli saanndllinen jos silld on

kaanteismatriisi A7 s.e. AATl=A"TA=1T




(GAUSSIN ALGORITMI

Sallitut rivioperaatiot

(i) Lisataéan rivi kerrottuna vakiolla toiseen riviin
(ii) Vaihdetaan kaksi rivia

(iii) Kerrotaan rivi nollasta poikkeavalla vakiolla

Tavoiteena porrasmuoto

m X n matriisi A on porrasmuotoinen mikali ehdosta
A(j, k) #0ja A(j,q) =0 kun 1 < ¢ <k
seuraa, etta

Alp,q)=0kunj<p<mijal<q<k

Porrasmuotoisen m x n-matriisin (j, k)-alkio on tukialkio, jos

A(j, k) £ 0ja A(J,q) =0kun 1 < g < k

Matriisi B on A:n porrasmuoto jos B on saatu A:sta

soveltamalla Gaussin algoritmin rivioperaatioita

Osittaistuenta:

Vaihdetaan riveja siten, etta

tukialkio on itseisarvoltaan mahdollisimman iso

Porrasmuotoisen yhtalosysteemin ratkaiseminen:

Jos sarakkeella & ei ole tukialkiota, niin tuntematon =z
voidaan valita vapaasti.
Jos elementti (7, k) on tukialkio, ja tuntematttomat x441,... ,2, on laskettu,

niin tuntematon x; voidaan ratkaista yhtalosta j.

Jos yhtédlésysteemissé on yhtalo joka on muotoa
O0xy + 0zy + ...0x, = a missd a # 0

niin yhtéalosysteemilla ei ole ratkaisuja.

Rangi:

Matriisin rangi on sen porrasmuodossa olevien

tukialkioiden lukumaara




KAANTEISMATRIISI

Kaanteismatriisi

Matriisilla A on ki&nteismatriisi A™" jos

AAT = ATTA=1

A:lla kdénteismatriisi < A on sdannéllinen < A on kadantyva

(AB)™' = B4~

Kéénteismatriisi Gaussin algoritmilla

[A ]] ~ ...rivioperaatioilla... ~ [] A_l]

n X n-matriisi A on sddnnoéllinen eli kdantyva <
A:n rangi on n &
det(A) # 0 &
A:n vaakarivivektorit ovat lineaarisesti riippumattomia <

A:n pystysarakevektorit ovat lineaarisesti riippumattomia



DETERMINANTIT

det([a]) = a
a b a b
det <[c d]) =1, d‘ = ad — be
det(A) =Y (=1 A(j k) det(;x) = > (—1)*A(j, k) det(4;4)
k=1 7=1
missd 4, on matriisi A josta on poistettu vaakarivi j ja pystysarake k

det(AT) = det(A)

det(AB) = det(A) det(B)

n X n-matriisi A on sdannollinen < det(A) # 0 < A rangi on = n.

Yla- tai alakolmiomatriisin determinantti on lavistajaalkioiden tulo‘

Determinantti Gaussin algoritmilla:

A~ B (Vaihdetaan kaksi rivia) = det(B) = — det(A)
A~ B (Lisatdén rivi kerrottuna vakiolla toiseen riviin) = det(B) = det(A)
A~ B (Kerrotaan rivi nollasta poikkeavalla vakiolla ¢) = det(B) = cdet(A)
A k) =0 j>k= det(A) = A(1,1)- A(2,2) - ... A(n,n)




CRAMERIN SAANTO

A(l,Day +A(L,2)2e ... +A(L,m)z,, =
A2, Dxy 4+A(2,2)z2 ... +AQ2,m)z, =
A(m,m)xy +A(m,2)zy ... +A(m,m)z,, = b(m)
=
det(C;) .
=" 7=1,2...
w] det(A) bl .] ) < 7m7
missd C; on “matriisi A, jossa j:s pystysarake
b(1)

”

on korvattu pystyvektorilla :
b(m)




VEKTORIAVARUUDEN KANTA

Vektorit vi,vy,..., v, ovat lineaarisesti riippumattomia jos
061V1—|—062V2—|—...—|—Oémvm:0:>061 :OéQZ...:O[mZO
Vektorit vy, vy, ..., Vv, ovat lineaarisesti riippuvia jos

ne eivat ole lineaarisesti riippumattomia, eli
ainakin yksi vektoreista voidaan kirjoittaa toisten lineaarikombinaationa, eli

vi=5vi+... .8,V + Biavip o+ BV

Vektoreiden wy,wy, ..., w, virittdma vektoriavaruus on
{a1W1 +aswy 4+ ...+, W, | ap,09,...,0, € R}
Vektorit vy, vy, ..., v, muodostavat vektoriavaruuden W kannan

eli ne ovat kantavektoreita, jos
ne ovat lineaarisesti riippumattomia (W:n vektoreita) ja
jokainen W:n vektori w voidaan esittda (yksikéasitteisesti) muodosssa
wW=0vi+ vt ...+ BV,

Vektoriavaruuden W dimensio on silloin m.

Jos B on matriisin A porrasmuoto, eli
B on saatu A:sta soveltamalla Gaussin algoritmin rivioperaatioita

niin

B:n nollasta poikkeavat vaakarivivektorit muodostavat

A:n vaakarivivektoreiden virittaman vektoriavaruuden kannan

ja

jos B:n tukialkiot ovat pystysarakkeilla kq, ko, ... k,, niin
A:n pystysarakkeet A(:, k1), A(:, k2), ... A(:, k) muodostavat

A:n pystysarakevektoreiden virittdméan vektoriavaruuden kannan




OMINAISARVOT

Jos AX =)X, X#0

niin A on A:n ominaisarvo ja X on vastaava ominaisvektori

det(A — AT) on A:n karakteristinen polynomi

A on A:n ominaisarvo < det(A — Al) =0

Jos matriisilla A on ominaisarvoinaan Ay, Az, ... A, ja A; # Aj kun ¢ #

niin vastaavat ominaisvektorit Xy, X3, ... X,, ovat lineaarisesti riippumattomia

Symmetrisen (ja reaalisen) matriisin ominaisarvot ovat reaalisia

ja (eri ominaisarvoihin liittyvit) ominaisvektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan

Jos A on n x n matriisi, jolla on ominaisarvot

DT U W
ja ominaisvektorit
X1, Xo, ..., X,

ja jos matriisi V jolle patee V(:,7) = X, on kadantyva

eli, ominaisvektorit ovat lineaarisesti riippumattomia, niin

N O ... 0
0 A 0
viiav = | ?
O |
0 0 ... A\,
A0 0
0 A 0
A=V ’ vl
: 0
0 0 A,




TOISEN ASTEEN KAYRAT

axQ—l—bxy—l—cyQ—l—d:c—l—ey—l—f:()

|

A:n ominaisarvot ovat A ja A,

ja vastaavat ominaisvektorit X; ja X, valitaan niin, ettd | X;| = 1.

O oo

s a-|

ol Q

!

Jos V(:,5) = X; ja B’] =V m niin

)\117’2 + )\gy’2 +dz'+ey +f=0
missa [d’ e’] = [d e] Vv




