"YLEISTETTY  INTEGRAALI

Funktio f : (a,b) — R (eli f(z) > 0) on integroituva vélill (a, b) jos
on olemassa jono funktioita (f,(z)) siten, etta

file) S falz) < .. < fulz) <.l ja 7}1_{{)10 falz) = f(z) kun z € (a,b),

fn on paloittain jatkuva vélilla (a,b) ja 0 rajoitetun valin ulkopuolella
(esimerkiksi f,(z) = min{n,

f(z)} kun |z| < njax € (a,b) ja 0 muuten)
b
/f Jdaz = lim fn( Jda < oo

Funktio f: (a,b) — R on integroituva jos

= max{/(z),0} ja f_(x) =

= max{—f(x),0} ovat integroituvia
/abf(:ﬂ)dx = /abf+(x)d:g - /abf—(fﬂ)d.r

Funktio f: (a,b) — C on integroituva jos
funktiot Re f(z) ja Im f(z) ovat integroituvia

/f dr—/ Re f(x )dr—l—l/blmf(:c)d;v

1
/:so‘d:c<oo4:>a>—1
0

o0
/ fdr< oo a< —1

funktiot fy(x)

1
1
/—dx<oo<:>8<1
05175

/ —ﬁd"c<oo<:>3>1
1 X

Jos 0 < f(x) < g(z), € (a,b)

ja f ja g ovat esim. paloittain jatkuvia niin
g on integroituva valilla (a, b

,b) = f on integroituva valilla (a, b)
f el ole integroituva valilla (a, b

,b) = g ei ole integroituva vélilla (a, b)
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OSITTAISINTEGROINTI

[ r@erae = saigte) - [ @@

/ab fl(x)g(x)da = /abf(x)g(:c) — /abf(l‘)g'(x)dx




RATIONAALIFUNKTIODEN INTEGROINTI

Rationaalifunkion integraali voidaan laskea kunhan

nimittdjan nollakohdat 16ytyvat

[ [ [

missa polynomin r(z) aste on pienempi kuin polynomin ¢(z) aste

ar + b B Ay A,
T —21)(x — T2 _x_xl :5_'1727 Il#m?
& —2)(z— o) "
A = Tim (az + b)(x — x1) _axy +b
r—x (I—xl)(lﬁ—l’g) 1 — Iy
A, — lim (az + b)(x — x2) _ ax b
r—To (:ﬁ—$1)($—$2) Ty — 1
ar +0b _a n arg+b
G—oof 500 (z—u)?

axr + b o 2(z — «) aa + b

@—aP+5 " a5 e -+

2(37_0‘) . 2 2
/mdx—ln((x—oz) + 65+ C

1 sijoituksella 1 1
_— dx= — | ——dt
/(x_a)2‘|‘,32 ‘ (z—a)/B=t 13/t2‘|‘1

1 1 T —
= Earctan(t)—l—C = Barctan( 3 > +C

i




SEPAROITUVAT DIFFERENTIAALIYHTALOT

y'(t) = fy(t)g(t) = y(t) =7
Jos y. on f:n nollakohta, eli f(y.) =0 niin
y(t) = y., t € R on (vakio)ratkaisu
y’(t) — o(t)
/ 7 = [
=u=y'(t)dt =du
/ Fw T /
- s G =gl
H(u)=G(t) +
y(t) = H'(G(1) + C)




NUMEERINEN INTEGROINTI

Keskipistemenetelma

zi=a+h(j—3), j=1,...,n, h=

My = h(f(z1) + ..o+ f(2) =k Y f(z))
- [ 1

zj=athi, j=01....n, h=—
T = h( f(z0) + f(z1) + ...+ fl@nc1) + 1 f(20))

Tn N /bf(lf)dl‘ < I((b_ a)S = [((b_a)h27 |f”("€)| S [(

- 12nz 12
zj=a+hy, j=0,1,....n, h=

(b B a) I((b B CL) 2 " -
< = <
- 24n? 24 @) < K

Suunnikasmenetelma

b—a

Simpsonin menetelma
b—a

n

n on parillinen
S, = h(f (o) + Af(x1) + 2f(22) + 4 f(23) + ...+ 4f(20r) + f(20))
s —/f K(b—a)5 Kb—a) ,

- h (4) <K
= T180n4 mo o WISk
o . : r, 1 , m
Erilaisilla sijoituksilla t = —, t* = — t* =z, t" =«
x x

b d
saadaan usein integraalista / f(z)dz integraali / g(t)dt

jossa —o0 < ¢ < d < 00 ja g on rajoitettu ja (monta kertaa) derivoituva

d
niin, ettd integraalin / ¢(t) dt numeerinen laskeminen onnistuu hyvin




TOISEN ASTEEN KAYRAT

2 2
o v,

a? b2

on ellipsin yhtalo

b\a
%

K
akb

v
a2 b

on hyperbelin yhtélo

1
y=—a’

4a

on paraabelin yhtalo




axQ—l—bxy—l—cyQ—l—d:c—l—ey—l—f:()

=i )

A:n ominaisarvot ovat A ja A,

ja vastaavat ominaisvektorit X; ja X, valitaan niin, ettd | X;| = 1.

!
Jos V(:,5) = X, ja <§> -V (‘;,) niin

)\117’2 + )\gy’2 +da+ey+f=0
missa (d’ e’) = (d e) Vv

o Q




PARAMETRISET KAYRAT

Kayrdn { (z(),y(t)) [t € [a,b] } ((=(t), u(t) # (2(s),9(5)), t # 5) pituus on

| VR

Jos kayra { (z(1),y(t)) | t € [a,b] } on umpinainen (z(a) = x(b), y(a) = y(b)),

niin kayran sisdpuolelle jdadvan alueen pinta-ala on

s [wouwa =7 [aya

Kayra { (z(¢),y(t)) | t € [a,b] } on siled jos
jos kéyralla on jatkuva yksikkotangenttivektori
(*joka ei vaihda suuntaansa®)
eli funktiot x(t) ja y(t) ovat jatkuvasti derivoituvia,
(z(t),y(t)) ei ole vakio millaan avoimella valilla ja
raja-arvot lim r() ja lim y)
N A O A OO

ovat olemassa myds niissa pisteissi, missa z'(tg) = y'(to) = 0

eli on olemassa f(t) ja g(t) s.e. ne ovat jatkuvia ja

(1) o o(t) = y'(t)

W Wkunx(ﬂ +y(t)” >0

ft)=




NAPAKOORDINAATIT

[—r,0]=[r,0+7], r>0

Kéyran r = f(0), a <60 < 3 pituus on

B
/ VI(0) + f1(0)2 o

Sektorin 0 < r < f(6), o <0 < 3 pinta-ala on

1 [? )
LT o an




VEKTORILASKU

a=azl+a,)+ak, b=2>b1+0bj+0bk,
a-b=a;b, +a,b,+a.b,
a'b:amg‘i'ayg‘i'azz

laj =+v/a-a

1 J k
axb=la, ay, a,|=(ayb, —a.b))i— (azb, — a,b;)j + (azb, — a,b,)k
by b, b,

a-b = |a||b]| cos(a)

missd a on vektoreiden a ja b valinen kulma

Vektori a on kohtisuorassa vektoria b vastaan eli a 1 b jos

a-b=0

Vektorin a projektio vektorille b on
a-b
——Db
|b|?

Vektorin a skalaariprojektio vektorille b on
a-b
b

axb=-bxa
|a x b| on vektoreiden a ja b maaraaméan suunnikkaan pinta-ala
axbla axblb
la x b| = |a||b]| sin(«)

a-(bxc)=(axb)-c=(bxc)-a=(cxa) b

on + vektoreiden a, b ja ¢ médiarddméan suuntaissdrmion tilavuus.

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c
(axb)xc)=(a-c)b—(b-c)a




VEKTORIFUNKTIOIDEN DERIVOINTI, KAAREVUUS

%(a(t) ~b(t)) =a'(t) - b(t) +a(t) b'(t)
§t< (1) x b(t)) = a'(t) x b(t) + a(t) x b'(t)

Jos |a(t)| on vakio niin a'(¢) - a(¢t) = 0 eli a'(¢) L a(t)

Kéyran r(s) parameterina on kaarenpituus jos
r'(s)] =1

Jos kdyra r(s) on parametrisoitu kaarenpituudella niin

T(s) =1'(s)

k(s) = |T'(s)| on kaarevuus

A 1 -
N(s) = m(s)T/(S) on paanormaali
B( ) = T s) X ( ) on sivunormaali
B’(s) —7(s)N \ (s) missd 7(s) on kierevyys

Z

d T 0 k 0 r_:[‘
d_ = —K 0 T N
S\B 0 —r 0/ \B

0 < P
0= T ep

(F() x (1)) - " (1)
() x (D)

7(t) =




KAYRAINTEGRAALIT

/OF-dr:/abF(r(t))-r’(t)dt

missa r(t), t € [a,b] on kayran C parametriesitys

/F'dfz/<P(I,y72)d$+Q(x,y72)dy+ﬂ’(:ﬂ,y72)d2>
C C
jos F = Pi+ Q)+ Rk

/fds—/f ()| dt

missa r(t), t € [a,b] on kayran C parametriesitys




