SUPREMUM JA INFIMUM

sup A eli reaalijoukon A supremum on maksimin yleistys
jolla on se hyva ominaisuus, ettd se on aina olemassa.

Vastaavasti, inf A eli A:n infimum on mimimin yleistys.

Jos A C R niin sup A = a, missd « € RU {£oc}
mikali x < a kaikilla z € A ja
jos a < @ niin 16ytyy = € A siten, ettd z > a.

sup A eli A:n supremum on joukon A pienin yliraja.

Jos joukossa A C R on suurin arvo a, eli max A = a niin

supA=a

Jos A C R niin inf A = b, missa b € RU {fo0}
mikali x > b kaikilla z € A ja
jos B > b niin 16ytyy « € A siten, ettd = < 3.

inf A eli A:n infimum on joukon A suurin alaraja.

Jos joukossa A C R on pienin arvo b, eli min A = b niin

infA=5

Jos () on tyhja joukko niin
sup) = —o0 jainf) = +oo




RAJA-ARVOT

lim f(z)=L:

r—XIo

Jos |x — o] on "riittavan pieni” ja x # x niin |f(x) — L| on "pieni”

iy ()= L

€N
Kaikilla € > 0 on olemassa é > 0 siten, etta

jos 0 < |z — x| < 6 ja x € Qniin |f(z) — L| <€

Jos Ih_}rglo flz)=F ja Ilggog("ﬂ) = (7 niin

€N T€Q
lim (af(x) + Bg(x)) = aF + G,
z€Q
lim f(2)g(z) = FG,

r—rXIQ

z€Q

: F
1 f((t; = a, I llkah G # 0,
e gl

F < G mikéli f(z) < g(x) kun 0 < |z — 20| < ¢ missd ¢ > 0.

Jos lim g(z) =0ja |f(x)] < g(x)
kun 0 < |z — zo| < ¢ missi ¢ > 0 niin

lim f(z)=0

r—IQ

Jos lim g(z) = lim h(z) = L ja g(z) < f(z) < h(z)

r—XTQ r—To

kun 0 < |z — zo| < ¢ missid ¢ > 0 niin

lim f(z) =L

r—XIQ

Jonon (a,) raja-arvo lim a, = L:

n—oo

Kaikilla ¢ > 0 on olemassa Ny € N siten, etta
jos n > Ng niin |a, — L| < €

Raja-arvo lim f(z) ei ole olemassa jos

r—xq
16ytyy kaksi jonoa (a,) ja (b,) siten, etta

an # xo ja b, # x¢ kaikilla n, lim a, = lim b, = z¢ ja

lim f(a,) = Aja lim f(b,) = B missa A # B
i J(e)= D J(e) T f(&)= Jm /(o)
r—xo+ 1‘6(1?0,00) r—To— z‘E(—oo,z‘o)




lim f(z) =L & lim f(z)= lim f(z)=1L

T—T0 r—x0+ r—xro—

Jos lim f(z)=F, lin%g(y) =G ja
y—)

r—XTQ

g(F) =G tai f(z) # F kun x # ¢, niin
lim g(f(x)) = lim g(y)

r—rXIg

lim f(z) =L, (L € R):
Ve>0dpeR:z>p=|flz)—L| <e

lim f(z)=L, (L eR):

r——00

Ve>0dneR:iz<n=|flzr)-L|<e

lim f(x) = oo, (29 € R):

r—rXIQ

VPeERIO>0:0< |z —ao| <b6= f(z)>P

lim f(z) = —o0, (zg € R):
VNeRIO>0:0<|z—azo|<bd= flz) <N
lim f(z) = —oc:

VNeRdIpeR:z>p= f(z) <N

Josa>0niin a-00 =00

o0+ o0 = o0 o000 = 00

a

_ . - — =0

(—a)- oo o0 -
0-00=7 o00—o00="
0, ~
0 o0
%:uim)

1
li r)=L<& li — | =1L
tim sy =1 i 1 (1)

lim f(z)=L< lim f(—l> =L

T——00 r—0+ x

Jos f(z) > 0 kun z € Q niin

1
Jim f(@) =00 & lim w75 =0

€l € (:E)




JATKUVUUS

Funktio f: © — R on jatkuva pisteessa xq jos

xo € Q ja Ilgglo flz) = f(zo)
z€Q

Funktio f: @ — R on jatkuva (:ssa) jos
lim f(z) = f(xo) kaikilla zg € Q2

r—XIQ

€N

Jos f: Q) = Rjag:Q — R ovat jatkuvia, niin
af(x) + Bg(x) ja f(x)g(x) ovat jatkuvia :ssa ja
fET?; on jatkuva joukossa {x € Q| g(z) #0}

g(x
Jos f: Dy - Rjag: D, — R ovat jatkuvia
ja g(x) € Dy kaikilla x € Dy, niin
vhdistetty funktio (f o ¢)(z) = f(g(x)) on jatkuva: D, — R

Bolzanon merkinvaihtolause
Jos f:]a,b] — R on jatkuva ja f(a)f(b) <0

niin on olemassa piste zg € [a, b] siten, ettd f(xzo) =0

Jos f on jatkuva valilla [ag, bo] ja f(ao)f(bo) < 0 ja jos

aj+1 = aj,
a;+b; dos [fla)f(=52) <o,
bjy1 = —g
_a;+ b;
T os flag)f(HER) > 0,
bjy1 = b;,

) a; +b; . a
ja ajp1 = bjy = 5 L jos f(23) =0,

niin on olemassa piste xg € [a;, b;], 7 > 1 siten, ettd f(zq) =0

Jatkuva funktio saavuttaa suurimman ja pienimmaé&n arvonsa
suljetulla ja rajoitetulla valilla:
Jos f :[a,b] — R on jatkuva niin
on olemassa pisteet z1 ja x5 € [a,b] siten, ettd
Flan) < () < f(2), 2 € [a,0]

eli f(z1)= inf f(z) = min_ f(z)ja f(xz2) = sup
IE[a,b] l‘E[a,b] l‘E[a,b]

() = max f(z)




Polynomi f(z) = ap,a” + a,_12" ' + ... ao,

missd n € N on luonnollinen luku, on jatkuva joukossa R

P
Rationaalifunktio f(z) = ﬂ missa P ja () ovat polynomeja

Q(x)
on jatkuva méarittelyjoukossaan {z € R | Q(z) # 0}




DERIVAATTA

o) — i R =)

h—0 h

f on derivoituva < raja-arvo on olemassa ja on ddrellinen.
Voidaan puhua funktion f derivaatasta pisteessi z ainoastaan
jos f on mddritelty joukossa, joka sisdltdd vilin (z — 8, z + 6)

missd & on jokin (pieni) positiivinen luku

F'(#) = = f(@) = Df(x) = D.f(x)

(af+/39)( ) =af'(z)+ Bg'(=
(fg)'(x) = f'(x)g(x) + f(2)g'(x
<£> f'(x)g(z) — f(z)g'(2)
g (9(x))?
h(z) = f(g h(z) = f'(g(z))g'(z)

Jos f on derivoituva pisteessa x niin f on jatkuva pisteessd x

— S

d
_l,oz — Oé:l/’a_l

dx

Derivaatta on tangentin kulmakerroin

Derivaatta on muutosnopeus

7L(e) = Tim flz+h) = f(x)

h—0+ h
£ (2) = hrgl_ flz+ h}z — f(x)

f on derivoituva pisteessid ¢ <

fi(z) ja fL(x) ovat olemassa ja fi(z) = f’(z)

f on jatkuvasti derivoituva jos f on derivoituva ja f’ on jatkuva

(@) =@ = S L) = &) = )

1) = = f(x) = D" f(a)




OSITTAISDERIVAATAT JA IMPLISIITTINEN DERIVOINTI

folz,y) = EI%-f(x'+'hay2'—,f(x,y)
fulw,y) = lim f(x’erk]z—f(%y)
ff:%Zszzfllef...

Implisiittinen derivointi:
Jos Fzo,90) =0, Fy(xo,y0) #0 ja F sekd F, ovat jatkuvia niin
F(z,y(z)) =0 (kun |z — zo| on riittivén pieni ),
Fo(zo,y0)

y($0) - Yo ja yl(xO) - _F (IO yO)
Yy ?




VALIARVOLAUSE JA DERIVAATAN SOVELLUTUKSIA

Optimoinnin peruslause:
Jos f on derivoituva pisteessd zg ja
f(z) < f(xo) kun |2 — z¢| < 6 missda é > 0 niin
f'(20) =0

eli paikallisessa maksimipisteessi (tai minimipisteessi) derivaatta on 0.

Rollen lause:
Jos f:]a,b] — R on jatkuva, f on derivoituva valilla (a, b) ja f(a) = f(b) niin

on olemassa ¢ € (a, b) siten, ettd f'(c) =0

Viliarvolause:
Jos f:[a,b] — R on jatkuva ja f on derivoituva vélilla (a,b) niin
on olemassa ¢ € (a,b) siten, etta f(b) — f(a) = f'(c)(b— a)

Lineaarinen approksimaatio:

[+ h) = f(z) + f(x)h

f: I — R on ei-viheneva jos f(x1) > f(x2) kun @1 > 29 ja 21, 22 € [
>

(:
f 1 — R on aidosti kasvava jos f(x1) > f(z2) kun 21 > 29 ja 21, 22 € [
f: 1 — Ron ei-kasvava jos f(x1) < f(x2) kun @1 > 29 ja @1, 2 € [

f I — R on aidosti viheneva jos f(x1) < f(z2) kun 21 > x5 ja 21, 22 € 1

f'(z) > 0 < f on ei-vaheneva
f'(z) <0< f on ei-kasvava
f'(z) > 0 eiké (identtisesti) 0 millaan avoimella valilla < f on aidosti kasvava

f'(z) <0 eiké (identtisesti) 0 milladn avoimella vililli < f on aidosti vihenevi




KAANTEIS JA TRANSKENDENTTIFUNKTIOT

Jos f: I — R on aidosti kasvava (vihenevéd) ja jatkuva, niin
on olemassa aidosti kasvava (viheneva) ja jatkuva funktio g s.e.
g(f(z)) ==z, xzel,  flgly) =y, ye€,
missd J = {y € R |y = f(z) jollakin z € T }

ja I sekéd J ovat vileja

9(F@) =2 = NI @) =1 = ¢(f(@) = -

flaw) =y = f9w)d'(y) =1=4'(y) = !

. T\
e’ = lim (1 + —)
n—00 n
ety = e’e, e =1

arcsin(sin(z))
sin(arcsin(z)) = ,1]
d

1
o arcsin(z) =

arctan(tan(x))
tan(arctan(z))
(

t ) = !
1, actan(z




arccos(cos(z)) =z, x € [0,7]

cos(arccos(z)) =z, x € [—1,1]

d )= 1
T arccos(z) = —
sinh(z) = € __26 .
cosh(z) = € -;e
sinh(z)
tanh(z) =
anh(z) cosh(z)




VAKIOKERTOIMISET DIFFERENTIAALIYHTALOT

Jos on ratkaistava differentiaaliyhtélo
y'(t) +ay(t) =0
niin kokeillaan sijoittamalla y:m paikalle y(¢) = " jolloin saadaan
re’t + ae"t =0
Koska €™ # 0 niin supistamalla saadaan
r+a=20

a

josta seuraa, ettd r = —a. Ratkaisuksi kelpaa siis e™® ja yleisemmin

y(t) = ce™™

Jos on ratkaistava differentiaaliyhtélo
y"(t) + ay'(t) + by(t) = 0
niin kokeillaan sijoittamalla y:n paikalle y(t) = e’
jolloin saadaan supistuksen jilkeen karakteristinen yhtalo
rP4ar+b=0
Ratkaistaan tdma yhtélo ja olkoot ratkaisut ry ja rs.
Differentiaaliyhtalon yleinen ratkaisu on
y(t) = c1e™ + cpe™t jos ry,rg € Rry # 1y,
y(t) = 1€ + cpte™ jos 1 =ry € R,
y(t) = c1e™ cos(Bt) + cye**sin(Bt) jos ri,re = aEif.




AARIARVOT

Jos f :]a,b] — R on jatkuva niin on olemassa z; ja x5 € [a, b] s.e.

fla1) < f(2) < f(22), @ € [a,0],
z1,x2 € {a} U{b} U{z € (a,b) | f ei ole derivoituva pisteessa x }

Uiz € (a,0) ] fi(z) =0}

Jos f:(a,b) — R on derivoituva, z¢ € (a,b),
f'(zo) =0 ja f"(xg) > 0 niin
on olemassa ¢ > 0 siten ettd

flz) > f(zo) kun |z — 20| < 6 ja x € (a,b).

Jos f:(a,b) — R on jatkuva ja on olemassa xq¢ € (a,b) s.e.
flzo) < lim f(z), f(zo) < lim f(x)
niin on olemassa x; € (a, b) s.e.

f("ﬂl) < f(I), T e (a7b)7

x1 € {x € (a,b) | f el ole derivoituva pisteessa z }

Uz € (a,0) | f'(z) =0}




KONVEKSISUUS

Jos f:(a,b) — R on kaksi kertaa derivoituva, niin f on konveksi jos

jokin, ja silloin jokainen muukin, seuraavista ehdoista on voimassa

(1) f((1 =t)zo+tay) < (1 —t)f(xo) +tf(x1), te€][0,1], zo,2z1 € (a,b)
eli funktion arvo keskiarvopisteessa < funktion arvojen keskiarvo

(2) flz) 2 flzo) + f'(zo)(x — 20), 2,20 € (a,0)
eli funktion kuvaaja on tangentin ylapuolella

(3) f'(x) on ei-viheneva funktio valilla (a, b)

(4) f"(z) >0, z€ (a,b)

Jos — f on konveksi, niin f on konkaavi




NEWTONIN MENETELMA

Newtonin menetelmé: f(z) =0=z =?
_ f(zn)
LTny1 = Tp f/(l'n)

Suppenee nopeasti jos |f"(z)| < Cja |[f'(z)] > ¢>0

Kiintopisteiteraatio: v = g(z) = = =7

Tnt1 = g("ﬂn)

Suppenee ainakin jos |¢'(t)] < K < 1

Yhtalon f(z) = 0 ratkaisu 16ydettava tarkkuudella é:

Lasketaan xg, 1, 2,... (jollain tavalla) ja lopetetaan kun

flaen —0)f(z,+6) <0
tai kun joko f(zn —8)f(zn) <0 tal f(z,)f(z,+6) <0




TAYLORIN POLYNOMIT

f(z) = O(g(x)) = on olemassa vakio C s.e. |f(z)] < C|g(x)|
kun # € (a,b) tai |z — xg| on "riittdvan pieni”

fz) = O(f(2))
f(2)0(g(2)) = O(f(2)g(z))

FEI()
Gt ) (z — a)*!
(t — a)(r — t) > 0 eli t on a:n ja z:m valilla

(k)
Téssa siis lauseke f(a) + f’(a)(:c —a)+...+ ! k!(a) (z — a)k

(z—a)t +

on funktion f astetta k oleva Taylorin polynomi pisteessi z = a

2 .3 2k
e =ltat o+ +y+()(:ck+1)
. e $2n—.|—1 i
sm(x):x—g—l—. +(—1) (2n—|—1)!+0(:€ )
:[/,2 $2n 2
COS(?):l—E—I- + ( )M—I—O(;v )
x? 23 xk
In(l1+z)==z— S tg ot (—1)“1? + O(zF 1)

Taylorin kehitelman yksikésitteisyys:

Jos f on k + 1 kertaa derivoituva ja
fl@)=co+c(z—a)+ ez — a)2 + ...+ ep(z — a)k + O((x — a)k"'l)
f"(a) f¥(a)

p e Cp =

niin  ¢g = f(a), ¢ = f'(a), = T X




RAJA-ARVOJEN LASKEMINEN

I’Hopitalin sdéanto I

Jos f ja g ovat derivoituvia, f(a) = g(a) =0, ¢'(z) # 0 kun = # a ja

. f'(x)
lim =L
r—a g’("g)
. flx)
lim =
= lmo =k

L € [—o0,00] ja a:n paikalla voi olla b+, b—, —oo tai +oo

I’Hopitalin sdanté 11
Jos f ja g ovat derivoituvia, lim|g(z)| = oo, ¢'(z) # 0 kun = # a ja

['(=)

lim =L
r—a g’(;g)
S tim I

L € [—o0,00] ja a:n paikalla voi olla b+, b—, —oo tai +oo




INTEGRAALIT

/f () +C & F'(z) = f(z)

b
Integraalin/ f(z)dz maaritelma:

Oletetaan: f : [a,b] — R rajoitettu (sup{|f(z)| |z € [a,b]} < o0) ja —00 < a < b < o0

P ={zg,21,... ,2,} on vélin [a,b] jako josa =z <21 < ... <z, =0b
Alasumma: L(f, P Zf] —xj_1) missa f; = inf{ f(z) | xj1 <ax <a;}
Ylasumma: U(f, P ZF —xj_1) missd F; = sup{ f(2) | zjo1 <2 <uz;}

b
Nyt f on integroituva valilla [a, b] ja / flz)dz =1 jos
sup{ L(f, P) | P on vélin [a,b] jako } = inf{ U(f, P) | P on vilin [a,b] jako } = [

f :]a,b] — R on integroituva valilla [a, b] ainakin jos f on paloittain jatkuva

(erikoisesti jatkuva) tai f on ei-vaheneva (tai ei-kasvava) valilla [a, 0]

/bf(x)dx:—/af(:n)dx
/f dr—l—/f dr_/f
/(af()+3g( ))dr_a/f dr—l—@’/ g(x) do

a a

f@) < g(z), @ €[ab], (a<b) ;»/f dx</g(:c)d:n

/|f Jldz, a<b
/awl:c:c(b—a)
i | rmde= s
o) de = / (@) = ) - (@)

x)dax




