KOMPLEKSILUVUT

z=z+iy=z+vyi, z,yeR, i’*=-1

Re(z + iy) ==

Im(z +iy) =y

Liittoluku eli konjugaatti

Zz=x—1y, z==x+1y

=2z, z1+tz=7214+%22, 21—22=21—22

= - 21 21
Z = Z, 21292 = 21 ZQ, — = —
z2 22

Moduuli eli itseisarvo

mod (z) |Z|C1:ef\/x2+y2, z=x+ 1y

Kolmioepayhtalo
|21 + 22| < |21 + |2

Argumentti eli vaihekulma, arg(z) =6
Jos Re(z) = z ja Im(2) = y niin z:n argumentti on
arctan (i) (+2n7), x>0,
f§ = { arctan (%) + 7 (42n7), x <0,
L‘Z—|g (+2n7), =0
Polaarimuoto

z = |z|(cos() + isin(h)) = |z]e' < 0 = arg(z)
eli jos |z| = r ja arg(z) = 6 niin

Re(z) =rcos(d) ja Im(z)=rsin(f)

|2122| = |21||Z2|7

arg(z1z9) = arg(z1) + arg(z2)

21

Z1 n 21
, arg(z") =narg(z), arg <—> = arg z; — arg z»
ZQ| : : Z2

12" = |=[", =

z1 =z < Re(z1) = Re(z2), Im(z) =Im(zy)
<:>|Zl|: |22|7 01:02—|—2kﬂ'

missa 0 = arg(z1) ja 0y = arg(zz)




f=w= |'w|ei"0 (eli ¢ = arg(w)) = z =7

|z| =r, arg(z)=60=|z"|=r", arg(z")=nb
r" =w|, nl=¢+2kr
=

2k
el =r=%/Tel, 0=24=—

n n

Eksponenttifunktio

exp(x + iy) = e”HV Lef oo (cos(y) + isin(y))

ef1tz — o212

le*| = %, arg(e®) =Imz

Logaritmifunktio

z=In(w) & w=2¢

&z =1In(|w]) +i(arg(w) 4+ 2n7), n=...—2,—-1,0,1,2,...

koska jos z = x + iy niin |¢”| = ¢” ja arg(e®) =y

jolloin €” = |w|, eli & = In(|w]) ja y = arg(w) + 2nx.




MATRIISILASKU

m X n-matriisi
Al,l ALQ A Al,n
Ag’l A272 P Ag’n .
=1 . . .| =(AGK) = ()
Am,l Am,2 s Am,n

Transpoosi, AT

B = AT =g B]'JC = Ak,j

Summa: A+ B =C, A, B ja C'' m X n-matriisieja
Cik = Ajr + Bjx

Skalaarilla kertominen: AA = C
Cijr=AAj

Hermitointi: ZT =C
Cjx = A,

eli transpoosi ja kompleksikonjugointi

Tulo: €' = AB, Aon m X n-, Bonn X p- ja C' on m X p-matriisi

n
Cik = E Aj g Bk
9=1

(AB)" = BT AT

A(BC)I(AB)C jos Aommxn, BonnxpjaConpxg

‘Yleensé AB # BA‘

0,nxn tai 0 on m X n-matriisi, jonka kaikki alkiot ovat 0

L xm tai I on m X m-matriisi jolle patee

L, Josj =k,
Iy = .
0, josj # k.

Al=TA=A

m X n matriisi A on nelibmatriisi jos m = n




m X 1 matriisi, missd m > 1, on pystyvektori

1 X m matriisi, missa m > 1, on vaakavektori

lavistdjamatriisi jos A;r = 0 kun 5 # k
symmetrinen jos AT = A

m X m matriisi A on ortogonaalinen jos ATA = AAT =T
kaantyva eli saannollinen jos silld on

kaanteismatriisi A™' s.e. AAT'=ATTA=1T

ylakolmiomatriisi jos A;x = 0 kun 5y > k
alakolmiomatriisi jos A;x =0 kun § < k
vinosymmetrinen jos AT =—-A

m X m matriisi A on

hermiittinen jos A=A

. e . =T
vinohermiittinen jos A~ = —A

unitaarinen jos ATA=AA =1

Matriisi on siis "suorakulman muotoinen” lukukaavio. Matriisin A alkioihin tal element-
teihin voidaan viitata monella eri tavalla, esim. A; ;, A;; (jolloin ei ole selvaa onko Ajas
alkio Aj 93 vai A1), A(7,7), A7, j], ai;j jne. Oleellisinta on kuitenkin, ettd ensimmaéainen
indeksi viittaa vaakariviin ja toinen pystysarakkeeseen.



(GAUSSIN ALGORITMI

Sallitut rivioperaatiot

(i) Lisataéan rivi kerrottuna vakiolla toiseen riviin
(ii) Vaihdetaan kaksi rivia

(iii) Kerrotaan rivi nollasta poikkeavalla vakiolla

Tavoiteena porrasmuoto
m X n matriisi A on porrasmuotoinen mikali ehdosta
Ajir#0jaA;;,=0kun 1 < g <k
seuraa, etta
Apy=0kuny<p<mijal<qg<k

Porrasmuotoisen m x n-matriisin (j, k)-alkio on tukialkio, jos

Ajr#0jaA;j,=0kun 1 <g¢g<k

Matriisi B on A:n porrasmuoto jos B on saatu A:sta

soveltamalla Gaussin algoritmin rivioperaatioita

Porrasmuotoisen yhtilésysteemin ratkaiseminen:
Jos sarakkeella k ei ole tukialkiota, niin tuntematon xj
voidaan valita vapaasti.
Jos elementti (7, k) on tukialkio, ja tuntematttomat x441,... ,z, on laskettu,

niin tuntematon x; voidaan ratkaista yhtalosta j.

Jos yhtalosysteemissé on yhtalo joka on muotoa
O0xy + 0zy + ...0x, = a missd a # 0

niin yhtéalésysteemilla ei ole ratkaisuja.

Osittaistuenta:
Vaihdetaan riveja siten, ettd

tukialkio on itseisarvoltaan mahdollisimman iso

Rangi:
Matriisin rangi on sen porrasmuodossa olevien

tukialkioiden lukumaara




KAANTEISMATRIISI

Kaanteismatriisi

Matriisilla A on kainteismatriisi A~ jos

AAT T =ATTA=1T

A:lla kdanteismatriisi < A on sdannéllinen < A on kadantyva

(AB)™ = B1A™!

Kaanteismatriisi Gaussin algoritmilla
(A ]) ~ ...rivioperaatioilla. .. ~ (] A_l)

n X n-matriisi A on sddnnollinen eli kdantyva <
A:n rangi on n &
yhtalon AX = 0 ainoa ratkaisu on 0 <
det(A) # 0 &

A:n vaakarivivektorit ovat lineaarisesti riippumattomia <

A:n pystysarakevektorit ovat lineaarisesti riippumattomia




DETERMINANTIT

det((a)) =a
a b a b
det((c d))z d'—ad—bc
Aig Ag A
7 7 ’ A A A A A A
Azi Ass Ass| = Ars A2,2 A2,3 ~ Ais A2,1 A2,3 4 Ars A2,1 A2,2
Asi Asy Ass 32 As3 31 As3 31 A3z
det(A4) = 3 (=1)"H A det(4) = 3 _(=1)* 4 det(4)
k=1 ’ =1 )

missd 4 on matriisi A josta on poistettu vaakarivi j ja pystysarake k

5k

Ensimmainen yhtilé on méaaritelma kun 53 =1,

kaavojen muut tapaukset on todistettava

det(AT) = det(A)

det(AB) = det(A) det(B)

n X n-matriisi A on sdannollinen < det(A) # 0 < A rangi on = n.

Yla- tai alakolmiomatriisin determinantti on lavistajaalkioiden tulo‘

A~ B (Lisataan rivi kerrottuna vakiolla toiseen riviin) = det(B) = det(A)
A~ B (Kerrotaan rivi nollasta poikkeavalla vakiolla ¢) = det(B) = cdet(A)

Determinantti Gaussin algoritmilla:

A ~» B (Vaihdetaan kaksi rivid) = det(B) = — det(A)

Aj,k =0 J >k = det(A) = A171 . A272 . Anm

2 X 2 ja 3 x 3 matriisien determinatit tulevat usein laskettaviksi, m x m matriisien deter-
minantit, missd m >> 3 tarvitaan harvemmin (ainakin numeerisesti laskettuina) ja koko
determinantin kasite on valitettavan hankala ja ei-intuitiivinen!



CRAMERIN SAANTO

Arpzr A2 o0 FALT, = b
Azpzy +Azpze ... FAr ., = by
Am,III —I'Am,QIQ cee +Am,m$m = bm
=
B det(C;)

T; = M, 7=1,2,... ,m,
missd C; on “matriisi A, jossa j:s pystysarake
by
on korvattu pystyvektorilla | : |7
by




LINEAARINEN RIIPPUMATTOMUUS JA KANNAT

Vektorit vi,vy,..., v, ovat lineaarisesti riippumattomia jos
061V1—|—062V2—|—...—|—O[mvm:0$041 :OéQZ...:OémZO
eli a1vy +a2ve + ...+ amVvy, = 0 ailnoastaan kun a1 = a2 =...=a,, =0
Vektorit vy, va,...,Vv,, ovat lineaarisesti riippuvia jos

ne eivat ole lineaarisesti riippumattomia, eli
ainakin yksi vektoreista voidaan kirjoittaa toisten lineaarikombinaationa, eli

Vv, = 131V1 + ... IB]‘_1V]‘_1 + /3]‘+1V]‘_|_1 + ...+ ,Bmvm

Vektoreiden wy,wy, ..., w, virittdma vektoriavaruus on
{ozlwl + aswy 4+ ...+ o, W, | ap,0g,...,0, € R}
Vektorit vy, va,...,v,, muodostavat vektoriavaruuden W kannan

eli ne ovat kantavektoreita, jos
ne ovat lineaarisesti riippumattomia (W:n vektoreita) ja
jokainen W:n vektori w voidaan esittdd (yksikasitteisesti) muodosssa
wW=0vi+ BVt ...+ BV

Vektoriavaruuden W dimensio on silloin m.

Jos B on matriisin A porrasmuoto, eli
B on saatu A:sta soveltamalla Gaussin algoritmin rivioperaatioita

niin

B:n nollasta poikkeavat vaakarivivektorit muodostavat

A:n vaakarivivektoreiden virittaman vektoriavaruuden kannan

ja

jos B:n tukialkiot ovat pystysarakkeilla ki, ko, ... k,, niin
Am pystysarakkeet Ay, A. g, ... A1, muodostavat

A:n pystysarakevektoreiden virittdméan vektoriavaruuden kannan




OMINAISARVOT

Jos AX =)X, X#0

niin A on A:n ominaisarvo ja X on vastaava ominaisvektori

det(A — AT) on A:n karakteristinen polynomi

A on A:n ominaisarvo < det(A — Al) =0

Jos matriisilla A on ominaisarvoinaan Ay, Az, ... A, ja A; # Aj kun ¢ #

niin vastaavat ominaisvektorit Xy, X3, ... X,, ovat lineaarisesti riippumattomia

Symmetrisen (ja reaalisen) matriisin ominaisarvot ovat reaalisia

ja (eri ominaisarvoihin liittyvit) ominaisvektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan

Jos A on n x n matriisi, jolla on ominaisarvot

D T U W
ja ominaisvektorit
X1, Xo, ..., X,

ja jos matriisi V, jolle patee V. ; = X;, on kdantyva

eli, ominaisvektorit ovat lineaarisesti riippumattomia, niin

M0 ... 0
0 A 0
viav=| .
: : 0
0 0 ... A
MO 0
0 A 0
A=V ! v
: 0
0 0 A
A0 0
k
VSN RSV AR S B
o 0
0 0 A




MATRIISIN NORMI

Jos X on pystyvektori, niin sen pituus on
X = vXTX
tai VX' X

Jos A on m X n matriisi, niin sen normi ||A|| méaaritellaan kaavalla

41 = ma 1A
[AX] < [ATX]
4B < 111 B]

241 = 4]
|4+ BIl < 4] + 1B

| Al| on matriisin A*A (tai AAT) suurimman ominaisarvon nelijuuri

. .. —T . =T . . e .
(tai matriisin A"~ A tai AA” suurimman ominaisarvon nelidjuuri jos A on kompleksinen)




