OMINAISARVOISTA JA OMINAISVEKTOREISTA

Olkoon X = (X, ..., Xn) avaruuden R" piste (I. vektori). Vektori x samaistetaan
nx1l-matriisin (X1 X» ... X,)" kanssa, ts. voidaan yhta hyvin kirjoittaa

Xy

X

n
Talldin 1xn-matriisia (x; X2 ... Xn) merkitddn x'. Nyt esim. pistetulo
X ¢ y voidaan laskea matriisitulona

xey = xX'y = (%, - %) | = Xayit .. +Xoyn .

Yn

Maaritelma: Olkoon A (reaalinen) nxn-matriisi. Avaruuden R" vektorix #0 on
matriisin A ominaisvektori, jos Ax on yhdensuuntainen (siis saman- tai vastak-
kaissuuntainen) x:n kanssa, ts. jos on olemassa reaaliluku A, jolla Ax = AX.
Talldin A on ominaisvektoriin x liittyva matriisin A ominaisarvo.

(Huom: Jos x = 0, niin yhtdld Ax = AX on voimassa A:n arvosta riippumatta
eika siis sisélla mitdan ehtoa. Siksi O ei ole hyvaksyttava ominaisvektori.
Toinen huom: Ei ole millaéan tavalla kiellettya, ettd olisi A =0.)

-21 12

Esim: Olkoon A = ( 23) . Vektori u = (1,1) ei ole A:n ominaisvektori, silla

-21 12\ (1 -9
Au = = ,
-40 23)\1 -17
eikd Au = (-9,-17) ole yhdensuuntainen u:n kanssa, ts. mikaan luku A ei voi
toteuttaa yhtal6d Au = Au.

Toisaalta, jos v = (1,2), niin Av = 3v, joten v on A:n ominaisvektori;
ominaisvektoriin v liittyva A:n ominaisarvo on 3. //

Ominaisarvojen ldytdminen: Jos A on nelidmatriisin A ominaisarvo, on ole-
massa jokin A:aan liittyva A:n ominaisvektori x. Tallgin Ax = Ax eli

(A-Ax = 0.

(Tassa I on yksikkématriisi. Koska Ix = x, voidaan kirjoittaa AX = AIX.)
Tamé& on nxn-yhtaléryhmé, jonka oikea puoli on = 0. Koska x # 0, yhtalo-
ryhman kerroinmatriisin determinantti on valttdmatta 0, ts.

det (A-Al) = 0.

Taman yhtaloén vasen puoli on muuttujan A polynomi, jonka asteluku on n. Po-
lynomi det (A-A1) on matriisin A karakteristinen polynomi; sen reaalijuuret
ovat siis A:n (reaaliset) ominaisarvot. Karakteristisen polynomin mahdolliset
kompleksijuuret ovat A:n kompleksiset ominaisarvot; ne eivat liity mihinkaan
reaalisiin ominaisvektoreihin.




-40 23

Halutaan l0ytaa sellaiset reaaliluvut A , etta yhtalolla Ax = Ax on jokin ratkai-
su x = (x,y) #(0,0). Siis

-21 12) (x) _ Ay [X] = A 0)(x oli -21-2 12 x) _ (0
-40 23)\y y 0 A ly -40 23-A)ly 0/
Koska yhtaléryhma on homogeeninen (oikea puoli = 0) ja x # 0, on oltava

-21-A 12
- 40 23-A

-21 12
Esim: 1. Olkoon A = ( j (joka esiintyi jo edellisessa esimerkissa).

‘ = 0 eli (-21-A\)(23-A) + 120 = A>-2A-3=0.

A:n karakteristinen polynomi on siis det (A-Al1) = A?- 2\ - 3, jonka juuret -
ts. A:n ominaisarvot - ovat A1 =-1 ja A, =3.//

2 1
2.0lk. B = (O ZJ — det(B-Al) = (2-A\)? = B:lla on kaksinkertainen

ominaisarvo 2 (ts. karakteristisen polynomin 2-kertainen juuri); ei muita omi-
naisarvoja. (nimitys: ominaisarvon kertaluku = juuren kertaluku)

2 1
3.0k. C = ( 1 ZJ = det (C-A1)=(2-A)?+1 = C:lla ei ole reaalisia

ominaisarvoja (kyllakin kompleksiset ominaisarvot 2 £1).

Ominaisvektorien Idytdminen: Jos A on matriisin A ominaisarvo, A:aan liit-
tyvat ominaisvektorit I6ydetddn suoraan maaritelmaa soveltaen, siis ratkaise-
malla yhtald Ax = Ax:

Esim: 1. Olkoon A sama kuin ylla Jos x = (x,y) saadaan
-2Ix +12y =X,
—40x + 23y =Ay.

Kun sijoitetaan A = A; = -1, yhtaléryhma redusoituu yhtaloksi 3y = 5x, jonka
ratkaisut, lukuunottamatta ratkaisua x =y = 0, siis ovat ominaisarvoon —1 liit-
tyvat A:n ominaisvektorit. Siis esim. vektori b; = (3,5) on eras ominaisvektori,
ja muut (ominaisarvoon -1 liittyvat) ovat vektorit tb; = (3t,5t) , t # 0. Nama
ominaisvektorit (ja 0) muodostavat ominaisarvoon -1 liittyvdn A:n ominais-
suoran (jonka yhtal6 siis on 3y = 5x)

Vastaavasti arvolla A = A, =3 saadaan ominaissuoran yhtalé y = 2x ja omi-
naisvektorit tb, = (t,2t) , t # 0, missa siis oli valittu b, = (1,2).

2. Olkoon B kuten yll&. B:n ainoa ominaisarvo on 2. Ominaisvektorit:
2X+y =2X,

on yhtapitava yhtalon y = 0 kanssa (x:lle ei eh-
2y =2y

Yhtaloryhméa {

toa), joka on x-akselin yhtald, ts. ominaisvektorit ovat ti = (,0) ,t#0.

(Lihava 'i" tarkoittaa kantavektoria (1,0) tai (1,0,0) jne. tilanteen mukaan, laiha '/’
puolestaan on imaginaariyksikko.)



3. Olkoon C kuten ylla. C:lla ei ole reaalisia ominaisarvoja eika siis myoskaan
reaalisia ominaisvektoreita (ihan samalla tavalla kuin edella saadaan kylla
ominaisarvoihin 2 i liittyvat kompleksiset ominaisvektorit (1, £ i)). //

Faktoja (ei todisteta, osa kylla helppoja): 1. Jos A on nxn-matriisi, niin A:n ka-
rakteristinen polynomi on jokin n:nnen asteen polynomi, jossa korkeimman
potenssin A" kerroin on +1 (-1, jos n on pariton). Joka tapauksessa juuria
(ominaisarvoja) on korkeintaan n kpl.

2. Itse asiassa ominaisarvoja on aina tasan n kpl, jos lukumaara lasketaan si-
ten, ettda kompleksijuuret lasketaan mukaan ja juurien mahdollinen moninker-
taisuus huomioidaan, ts. k-kertainen juuri lasketaan k juureksi (vrt. matriisi B
ylla).

3. Mahdolliset kompleksiset ominaisarvot esiintyvat aina konjugaattipareina,
ts. jos luku a + ib (a, b reaalisia) on ominaisarvo, niin sen kompleksikon-
jugaatti a — ib on my6s ominaisarvo. TAma seuraa siita, etta karakteristinen
polynomi on reaalikertoiminen (koska tarkastellaan vain reaalisia matriiseja).
4. Yksinkertaiseen reaaliseen ominaisarvoon liittyy aina ominaissuora eika
muita ominaisvektoreita; k-kertaisen, k > 1, ominaisarvon kohdalla tilanne on
mutkikkaampi:

Jos esim. A JR on matriisin A 2-kertainen ominaisarvo, on mahdollista etta
|0ydetaan 2 ei-yhdensuuntaista (siis lineaarisesti rippumatonta) A:aan liitty-
vaa ominaisvektoria, sanokaamme u; ja u,. Talldin kaikki néiden lineaarikom-
binaatiot x = a;u; + ayu, toteuttavat Ax = Ax (helppo todeta), ts. ovat A:aan
liittyvid ominaisvektoreita (paitsi 0). Naiden muodostamaa tasoa voidaan
kutsua ominaisarvoon A liittyvaksi ominaistasoksi, yleisemmin puhutaan omi-
naisaliavaruudesta. (On my6s mahdollista etté 2 lineaarisesti rippumatonta ei
ole; ylla matriisin B kohdalla kavi nain.)

Yleisesti: Jos A on k-kertainen reaalinen ominaisarvo, voidaan l6ytaa kor-
keintaan k kpl lineaarisesti riippumattomia ominaisarvoon A liittyvid ominais-
vektoreita (tietysti vahintaan yksi).

5. Eri ominaisarvoihin liittyvat ominaisvektorit ovat aina lineaarisesti riippumat-
tomia. Tasmallisemmin: jos Ay, Az, ... Ap ovat p kpl nxn-matriisin A erisuuria
ominaisarvoja, ja bi, by, ... by ovat vastaavasti niihin liittyvia ominaisvekto-
reita, niin vektorijono by, by, ... by on lineaarisesti riippumaton.

3 -1 -2
Esim (liittyy erityisesti faktoihin 4. ja 5.): Olkoon E=|2 0 -2
2 -1 -1

3-A -1 -2
Matriisin E karakteristinen yntaloon det| 2 -A -2 | =0 eli
2 -1 -1-A
A2+ 2\2-A=0 = ominaisarvotovat A; =0 ja A, =As=1 (eli 1 on 2-

kertainen ominaisarvo; tama nahdaan selkeasti kirjoittamalla karakteristinen
polynomi muotoon -A(1-A)?).



Ominaisvektorit:
3x -y -2z =0
A1 =0: Yhtaléryhma 5 2x -2z =0 onyhtapitava yhtaldiden x=y =2z
2x -y -z =0
kanssa. N&ahdaan ettd ominaisarvoon O liittyva ominaissuora on vektorin
(1,1,1) suuntainen.
3X -y =2z =X
A2 =A3=1: Nytyhtald Ex = Ax (A =1) eli yhtaléoryhma < 2x -2z =y
2X -y -z =2z
on yhtapitava yhtalon 2x —y — 2z =0 kanssa. Tama on siis ominaisarvoon 1
liittyvan ominaistason yhtald. Tasosta voidaan valita 2 lineaarisesti riippuma-
tonta ominaisvektoria, esim. (1,2,0) ja (1,0,1).
Fakta 5 sanoo tasta tilanteesta, ettd ominaisvektoriparit (1,1,1), (1,2,0) ja
(1,1,1), (1,0,1) ovat lineaarisesti rippumattomia vektorijonoja. Itse asiassa on

voimassa vahvempi vaite: nadiden kaikkien kolmen muodostama jono on
lineaarisesti riippumaton. //

Mika merkitys ominaisarvoilla ja ominaisvektoreilla on?

Tarkastellaan esimerkkind 3x3-matriisia. Olkoon siis A 3x3-matriisi, jonka
ominaisarvot ovat A\; =1, A, =-2, A3 =3 (lukuarvoilla ei tassa ole merkitys-
td) ja naihin liittyvat ominaisvektorit vastaavassa jarjestyksessa ovat ava-
ruuden standardikantavektorit i = (1,0,0) , j = (0,1,0) ja k =(0,0,1). Tall6in

siis ovat voimassa yhtalot Ai =i, Aj =-2] ja Ak = 3k, joista helposti seuraa,
etta A ei voi olla mikdan muu kuin
1 0 O A, 0 O
A=|0 -2 0 =]0 A, O
0O 0 3 0 0 A

A on siis rakenteeltaan mahdollisimman yksinkertainen matriisi, nimittain
diagonaalimatriisi, mik& on seurausta siita, ettd kantavektorit ovat A:n omi-
naisvektoreita (my6s kaanteinen vaite on ilmeinen: jos A on diagonaalimatriisi,
niin kantavektorit ovat A:n ominaisvektoreita).

Esimerkkeja siita, etta diagonaalimatriiseilla matriisioperaatiot ovat tavallista
yksinkertaisempia:

1. determinantin laskeminen detA = AiAoA3 = -6
)\‘11 0O O 1 0 0
2. kéénteismatriisi A* = |0 A} 0| =|0 -1/2 0
0 0 A} 0 0 1/3

(josjoku A; = 0, niin A ei ole olemassa)



1 0 0)(x X
3. vektorin kertominen matriisilla esim. |0 -2 0 y} =| -2y
0O 0 3)\z 3z
1 0 0)(fa 0O a 0 O
4. matriisikertolasku esim. |0 -2 0|0 b 0| ={0 -2b O |. /]
0O 0 3)l0 0 c 0O 0 3c

Annetun neliomatriisin A (joka siis yleensa ei ole diagonaalimatriisi) ominais-
arvojen ja -vektorien etsimisen darimmainen tavoite on A:n diagonalisointi,
mika tarkoittaa A:n muuntamista sopivan k&antyvan matriisin B avulla diago-
naalimatriisiksi siind mielessa, etta

B'AB = diagonaalimatriisi.

Taméa ei ole mahdollista kaikille neliomatriiseille, mutta joka tapauksessa
ominaisarvoista voidaan paatella A:n ominaisuuksia. Esim. kaikille neliomat-
riiseille A patee, ettd A on ei-kaantyva (eli det A = 0) jos ja vain jos 0 on
A:n ominaisarvo (vrt. edelliset esimerkit 1. ja 2.).

Diagonalisointi

Pari havaintoa matriisikertolaskusta yleensa:

1. Olkoot A ja B sellaiset matriisit, etta tulo AB on méaaritelty. Talldin lauseke

AB muodostuu siten, etta jokainen B:n sarake erikseen tulee kerrotuksi A:lla.
2 4

. . 13 -2 1) .
Josesim. A=|0 1| ja B= , jolloin B:n sarakkeet
6 —2 2 0 5 -3

10 6 18 -10
1 1 N .
ovat by = NEEE by = 3 niin matriisin AB=| 2 0 5 -3
2 18 -22 12
sarakkeet ovat Ab,, ..., Ab, . Siis voidaan kirjoittaa

B= (b1 bz b3 b4) = AB = (Ab1 Ab2 Ab3 Ab4)

2. Olkoon B mielivaltainen matriisi ja D diagonaalimatriisi s.e. tulo BD on maa-
ritelty. Talloin BD muodostuu siten, ettd kukin B:n sarake tulee kerrotuksi
vastaavalla D:n diagonaalialkiolla, ts. b; kerrotaan alkiolla d;; , b, kerrotaan
alkiolla dz; jne. Jos esim. B on sama kuin ylla ja D on diagonaalimatriisi,
jonka diagonaali on (dis, ... , dag) = (6, -1, 0, 2), niin

6 -3 0 2
BD = v/
(12 0O O —GJ

Olkoon nyt A nxn-matriisi, ja olkoot A1, A2, ..., Ax A:n ominaisarvoja seka
by, by, ..., by vastaavasti naihin liittyvia ominaisvektoreita.



Nyt ovat siis voimassa yhtélot Ab; = biA; , ... , Abgx = bAdx (missd bA
tarkoittaa tasmalleen samaa kuin Ab ; on samantekevad kummalle puolelle
skalarikerroin kirjoitetaan). Jos muodostetaan - samaan tapaan kuin askei-

sissé 'havainnoissa’ - vektoreista b; matriisi B= (b, b, .. b,) jalisaksi
ominaisarvoista A; diagonaalimatriisi
A, 0 - 0
A = 0 A, :
: .0
0 - 0 A

voidaan siis yhtalét Ab; = bjA; niputtaa yhdeksi matriisiyhtaloksi

AB = BA

(A =lambda, A = iso lambda (kreikk.)).

-1 0 O
Esim: Olkoon A=| 8 -5 -8|.A:nominaisarvotovat 3 ja -1 (joista —1
-8 4 7

on 2-kertainen), ja esim. b; =(0,-1,1) , b, =(2,2,1) ovat A:n ominaisvekto-
reita s.e. Ab; =3b; ja Ab, =-b, . Siis jos

0 2
: 3 0 N
B=|-1 2| ja /\:(0 1j,nnn AB=BA. //
1 1

Jos yhtalossd AB = BA matriisi B on neliomatriisi ja lisaksi kdantyva, A voi-
daan diagonalisoida. Kertomalla yhtalé puolittain vasemmalta matriisilla B™
saadaan nimittdin B*AB = A. Tasmallisesti:

Maaritelma: Neliomatriisi A on diagonalisoituva, jos on olemassa kaantyva
matriisi B ja diagonaalimatriisi A s.e. B*AB = A.

(Huom: Kun B on neliomatriisi, niin B on kdéantyvda - detB#0 < B:n
sarakkeet (tai yhtapitavasti rivit) ovat lineaarisesti rippumattomat.)

Huomautuksia: 1. Jos yhtaléssa B*AB = A matriisin A dimensio on nxn, niin
myoOs B ja A ovat joka tapauksessa nxn-matriiseja (riippumatta siitd, miten B
ja A\ on muodostettu, onko A diagonaalinen jne.); muuten dimensiot eivat ole
yhteensopivia.

2. Edeltavat tarkastelut osoittavat, ettd jos B*AB = A , missa A on diagonaa-
limatriisi, niin B ja A ovat valttdmatta A:n ominaisvektoreista ja —arvoista
ylla kuvatulla tavalla muodostetut. Matriisit B ja A eivat kuitenkaan ole
yksikasitteiset: ominaisarvojen jarjestystd matriisissa /A voidaan muuttaa,
kunhan B:n sarakkeiden jarjestys muutetaan vastaavasti; B:n sarakkeita
voidaan skaalata mielivaltaisilla kertoimilla (kuitenkin # 0) jne. //




Ylla kerrotun nojalla on voimassa

Lause: nxn-matriisi A on diagonalisoituva jos ja vain jos A:lla on n lineaa-
risesti rippumatonta ominaisvektoria. //

Tarkemmin sanoen valttamatonta ja riittdvaa, jotta A olisi diagonalisoituva, on,
etta

1. A:n ominaisarvot ovat reaaliset, ja
2. jokaista A:n k-kertaista ominaisarvoa A kohti on olemassa k lineaari-
sesti rippumatonta A:aan liittyvaa ominaisvektoria. //

Selvin tapaus:

Lause: Jos nxn-matriisin A ominaisarvot A;, ... A, ovat reaaliset ja erisuuret
(siis ei moninkertaisia ominaisarvoja), niin A on diagonalisoituva (ks. fakta 5.
sivulla 3). //

Esimerkkejd: 1. Sivujen 3-4 esimerkin matriisi E on diagonalisoituva: jos

111 000
B=|12 0| ,ninBAB =|0 1 0
10 1 0 0 1

2. Sivun 6 esimerkin matriisi A on my6s diagonalisoituva: jos matriisiin B li-
satddn kolmanneksi sarakkeeksi esim. b3z = (1,0,1), saadaan matriisi, joka dia-
gonalisoi A:n.
a b O
3. Matriisi H = |0 a 0] eiolediagonalisoituva, jos b#0 . Téassa a on 2-
0 0 c

kertainen (tai 3-kertainen, jos ¢ = a) ominaisarvo, johon ei liity riittvasti line-
aarisesti riippumattomia ominaisvektoreita. Sivulla 2 tarkasteltu matriisi B on
esimerkki samasta ilmiosta (ks. kirjoista tai wepista esim. hakusanalla 'Jordan
canonical form’ tai 'Jordan block’).

Sovellus: Olkoon A nelidmatriisi. Tehtavana on laskea A= AALIIA (k kpl).
Jos A on diagonalisoituva, voidaan menetella seuraavasti:

Yhtalé B'AB = A voidaan kirjoittaa myds A = BAB™ . Tall6in
A = (BABY)* = BAB'BAB™? MIBAB?  (k kpl).
Koska BB = I, niin B:t ja Bt supistuvat (paitsi ensimmainen ja viimei-

nen) = saadaan A= BA*B™.
Koska A on diagonaalimatriisi, A on helppo muodostaa: selvasti A€ on

diagonaalimatriisi, jonka diagonaalilla ovat A.“, ..., A.X. Ja siis, kuten jo to-
dettiin, nyt voidaan laskea A*= BA*B™. //

1 -3 3 1 1 1 -2 0 O

Esim: OlkoonA=|3 -5 3|.TaléinB=|1 0 1jjaA=|0 -2 0

6 -6 4 0 -1 2 O 0 4



ovat sita mita pitadkin (tAméan todistamiseksi riittaa verifioida AB = BA).
Halutaan laskea A°®. Tarvitaan B™, joka on

. 1 3 -1 (-2 0 O -32 0 0
B'lzE 2 -2 0| .NytA°=| 0 (2° o|=| 0 -32 0 |,
1 -1 1 0 0 4° 0 0 1024

joten saadaan

1 1 1)(-32 O 0 1 3 -1
1 0 1 0 -32 0 2 -2 0| =..
0 2

A = BASBY = 2
2
0 0 1024)(1 -1 1

464 -528 528
.= | 496 -560 528
1056 -1056 1024

(Siis: muunnetaan A diagonaaliseksi — korotetaan potenssiin - muunnetaan
takaisin) //

Toinen esim: Sivuilla 3-4 ja 7 esiintyy matriisi E , jonka ominaisarvot ovat 0
ja 1. Koska patee seka 0%=0 etta 1%=1 kaikilla k O N, patee selvasti A*
= A kaikilla k O N, mista edelleen seuraa E*=E kaikilla k O N.

Kannattaa vakuuttua tasta laskemalla E® ja toteamalla ettd se on sama kuin
E (muut potenssit ovat sitten automaattisesti samoja).

Huom. ettd E:n ominaisuus E* = E kaikilla k O N ei seuraa viela siita, etta
E:lla ei ole muita ominaisarvoja kuin 0 ja 1, vaan lisaksi on oleellista, etta E
on diagonalisoituva. //

Symmetriset matriisit ja 2. asteen kayrat

Neliématriisi A on tunnetusti symmetrinen, jos A" = A, ts. jos A:n i:nnell4 ri-
villd ovat samat luvut samassa jarjestyksessa kuin A:n i:nnessa sarakkeessa
ja tama kaikki viela jokaisella i .

Symmetrisilla matriiseilla on seuraava tarked ominaisuus:

Lause: Symmetrinen matriisi on diagonalisoituva. // (ei todisteta)

Erityisesti symmetrisilla matriiseilla on siis sivun 7 alussa mainitut ominaisuu-
det.

Lisaksi:
Lause: Olkoon A on symmetrinen neliématriisi. Jos A , A; ovat kaksi A:n eri

ominaisarvoa, ja b;, b; ovat vastaavasti naihin liittyvia ominaisvektoreita, niin
bi ja b; ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa (eli bie b; =0).// (ei todisteta)

Seuraus: Jos A on symmetrinen neliématriisi, niin A:n diagonalisoiva matriisi
B = (b, b, .. b,) voidaan muodostaa s.e. sen sarakkeet ovat toisiaan
vastaan kohtisuoria yksikkovektoreita, ts. toteuttavat b;* b; =1 kaikillai ja

bie b; =0, kuni#j. (Koska eri ominaisarvoihin liittyvat ominaisvektorit ovat
edellisen lauseen nojalla kohtisuorassa, ja kuhunkin moninkertaiseen omi-



naisarvoon liittyvat ominaisvektorit voidaan aina valita kohtisuoriksi.) TallGin
jono by, ..., b, on R™n ortonormaali kanta ja B on ortogonaalinen matriisi.
Ortogonaalisen matriisin  kaanteismatriisi on helposti muodostettavissa:
yllamainitut sarakkeiden pistetulot merkitsevét, etta B'B = I ts. B:n kaanteis-
matriisi on BT (tdma on ortogonaalisen matriisin tavanomainen maéritelma).

Tarkastellaan 2. asteen tasokayrid: Yleinen 2 muuttujan 2. asteen polynomi
on muotoa

f(x,y) = ax’ + 2bxy + cy’ + px + gx +r,

missa oletetaan, etta etta ainakin yksi luvuista a, b, c on #0 (muuten poly-
nomi ei ole 2. astetta). Talloin yhtalon f(x,y) = O ratkaisujoukko, ts. niiden
pisteiden x = (x,y) O R? joukko, joiden koordinaatit toteuttavat yhtélén, on 2.
asteen tasokayra: ellipsi (erikoistapauksena ympyra), hyperbeli tai parabeli.

Huom: Kayra voi olla surkastunut; esim. yhtalén x*+y?+ 1 =0 ratkaisujouk-
ko on selvasti tyhja, yhtalélla x*> + y>* = 0 on ainoana ratkaisuna origo,
yhtalén x? —y? =0 ratkaisuna ovat suorat y = + X , jne.

Perusasiat 2. asteen kayristd: Adams (5. laitos) P.3 ja 8.1.
Yhtalo f(x) = f(x,y) = 0 voidaan kirjoittaa muotoon
f(x) = Xx'Ax + p'x + r = 0,

. (a bj . (p]
missa A = ja p = .
b c q

Koska A on symmetrinen, se voidaan diagonalisoida: BXAB = A , missa
lisaksi voidaan olettaa etta B = BT (ks. sivun 8 loppu).

Jos x = (x,y) on jokin tason piste, niin x voidaan esittda B:n sarakkeiden
lineaarikombinaationa:

X = ubg; + vb,.

Merkitdan u:lla vektoria joka sisdltaa kantavektorien b; kertoimet x:n lausek-
keessa, ts. u = (u,v).

(Siis u,v ovat x:n koordinaatit kantaan b, b, liittyvassa koordinaatistossa
aivan kuten x,y ovat x:n koordinaatit standardikantaan i, | liittyvassa koor-
dinaatistossa; yo. lauseke vastaa x:n esitystd muodossa X =xi +VYj .)

Koordinaattiesitysten valilla vallitsee yhteys x = Bu (kirjoittamalla lausekkeet
auki nahdaan valittomasti, ettd ub; + vb, ja Bu ovat sama vektori). Kun
tama sijoitetaan lausekkeeseen x'Ax saadaan

A, O\ (u
Xx'AX = u'B'ABu = u'Au = (U v)| * = AU+ A VP
0 A, )\v
Nahdaan, etta kayran f(x,y) = 0 tyyppi (ellipsi, hyperbeli, parabeli) on suo-
raan paateltavissa A:n ominaisarvoista:

Esimerkkeja: 1. Tarkastellaan yhtalon x? + 3xy + 4y* = 10 maarittelemaa
kayrdd. Tassa siis p = q =0 eli 1. asteen termeja ei ole (tehdaan tama
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rajoitus 1-kertaisuuden vuoksi). Talloin, jos kayra on ellipsi tai hyperbeli (siis
keskipisteellinen), sen keskipiste on origossa. Matriisi A on nyt

1 15
A= [1 5 4 j , jonka ominaisarvot ovat A; = 0.3787 ja A, = 4.6213 ja

ominaisvektorit vastaavasti b; = (0.9239, -0.3827) , b, = (0.3827, 0.9239,) .
Ominaisvektorit b; ja b, ovat automaattisesti kohtisuorassa, koska A on sym-
metrinen; tassa ne on valittu liséksi yksikkdvektoreiksi. Silloin niista muodos-
tettu matriisi B on ortogonaalinen. Alkuperéinen kayran yhtalo x* + 3xy + 4y?
=10 saa kantaan b;, b, liittyvissa koordinaateissa u, v muodon

0.3787 u® + 4.6213 v = 10.
Tamaéa on selvasti ellipsin yhtalo ja helposti kirjoitettavissa perusmuotoon

u?  v?

o +l3_2 = 1, josta puoliakselien pituudet ja eksentrisyys ovat laskettavissa.
Paaakselit ovat ominaisvektorien b1, b, suuntaiset. Etta yhtalo todella esittda
ellipsia eikéa jotain surkastunutta muotoa on selvaa, koska oikea puoli = 10 >
0. Huom. etta kayra tiedetaan ellipsiksi heti siita, ettd A:n ominaisarvot ovat
positiiviset (yleisemmin samanmerkkiset).

1 25

25 4

voja ne voidaan todeta erimerkkisiksi siita, etta det A =-2.25 <0, koska

2 V2

det A = AA, . Talloin kayra on hyperbeli (perusmuoto u—Z—B—Z = 1). Padak-
a

2. Yhtald x* + 5xy + 4y? = 10 : Nyt A = [ j . Laskematta ominaisar-

selien ldytaminen yms. tietysti edellyttada, ettd A:n ominaisarvot ja —vektorit
todella maaritetaan.

1
3. Yht&ld x? + 4xy + 4y* = 10 : Nyt A= (2

2
4} ja det A =0. Talloin toinen

ominaisarvo on =0 (vain toinen, silla jos 2x2-matriisilla on A; = A2 = 0, niin
matriisi on valttamattda O-matriisi). Jos yhtaloéssa olisi sopivasti nollasta
poikkeavia 1. asteen termeja, se esittaisi parabelia. Tassa tapauksessa pa-
rabeli on surkastunut kahden suoran yhdisteeksi, mika nahdd&n suoraan
kirjoittamalla yhtalé muotoon (x + 2y)® = 10. //

Siis: 2. asteen kayran tyyppi nahdaan suoraan matriisin A ominaisarvoista;
vastaava tulos on voimassa korkeammissa dimensioissa, ts. jos muuttujia on
enemman kuin 2 (silloin kysymys ei ole kayristd vaan 2. asteen pinnoista
jne.). Jos muuttujia on vain 2, tyyppi maaraytyy jo det A :n perusteella.



