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Mat-1.1132 Matematiikan peruskurssi C3-11
Eloranta / Haimi
Tietokoneharjoitustehtavit

Mathematica-harjoitukset

Kéaynnistd Mathematica komennolla mathematica52.

Tehtava 1: Olkoot
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Markovin ketjun siirtymétodennikoisyysmatriiseja P. Nami ovat stokastisia matriiseja (eli rivi-
summat=1, ks. Kreyszig 9. painos s. 285, 341). Markovin ketjun tasapainotila t on stokastinen
vektori (alkiot ei-negatiivisia, alkiosumma = 1), jolla on ominaisuus

tP =t

Mikili ketju on ergodinen, suppenee ketju tasapainotilaan mistid tahansa alkutilasta a ldhtien.
Tama tarkoittaa sitd, ettd aP" — t, kun n — oo. Valitse mielivaltainen stokastinen vektori alkuti-
laksi ja laske sitten esimerkiksi kaskylld

MatrixForm[a.MatrixPower [P, n]]

tila hetkelld n. Suppeneeko prosessi kohti tasapainotilaa? Testaa arvauksesi sijoittamalla se
tasapainoehdon vasemmalle puolelle.

Tehtava 2: Olkoon Markovin siirtymématriisi
(fh 1- Q1)
@ 1—q)
Laske tasapainotila e i gensystem-rutiinilla. Sijoita tulokseen esim. arvoja
a) ¢ =q = % (kolikonheitto)

b) ¢1 =

) ¢ =
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Mieti, vastaavatko tasapainotilat intuitiotasi siitd, kumpaa tilaa ketju suosii?

Tehtiava 3: Valitse mieleisesi reaalinen 2 X 2 - 4 x 4-matriisi a. Tutki ensin komennon

Max [Apply [Plus, Abs[a]]] sisédltimii funktioita yksinkertaisilla listoilla ja laske sitten ko.
arvo. Miki matriisinormeista se on? Entd muiden matriisin ¢ normien (rivi, sarake, Frobenius, ks.
Kreyszig 9 s. 849 ) laskeminen? Huomaa, ettd a "2 ei ole matriisin nelid, vaan - juuri sopivasti -
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matriisi, jonka alkiot on nelidity!

Laske sitten lauseketta ||a™||*/™ kiyttien komentoa MatrixPower [a, n], n. juurta ja em. nor-
meja. Konvergoiko?

Laske matriisin a spektri komennolla Eigenvalues. Mitd huomaat? Raja-arvo lim,, . ||a”||
on matriisin a spektraalinormi.

Jos matriisin a™ alkiot ovat kovin suuria suurilla n, voit katsella matriisia esimerkiksi komennolla
MatrixForm[NumberForm[N [MatrixPower[a,n]],5]].

Keksitkod, miksi raja-arvo ndyttdd samalta matriisinormista riippumatta? Kokeile useilla eri matrii-
seilla, jolloin nédet, miten matriisin o™ alkioiden suhteet muuttuvat.

1/n

Tehtdava 4: Mathematican komento NDSolve ratkaisee numeerisesti differentiaaliyhtiloitéd ja
my0s systeemeji. Itse ratkaisu tapahtuu esimerkiksi koodilla
Sol=NDSolve[{x' [t]==-0.5x[t]-yI[t], vy’ [t]l==x[t]-yI[t],
x[0]==3, y[0]==1}, {x,y}, {t,10}].
Se tulostetaan esimerkiksi kirjoittamalla
ParametricPlot [Evaluate[{x[t],y[t]}/.Sol]l, {t,0,10}].
(Kuvaa on syytd taas skaalata, jotta mittasuhteet ovat oikeat.)

Tutki systeemeja
. 1 .
s L SR
y = -y y = —4dr

eri alkuarvoilla ja muutellen parametrin ¢ sallittua aluetta. Keksitkod, miten saat useamman kéyrin
samaan kuvaan?
Laskemalla ominaisarvot voit péitelld ratkaisujen ”suunnan” (= parametrin ¢ kasvusuunnan). Mitka
ovat systeemien kvalitatiiviset tyypit?
Tutki my0s systeemiéd

{ T o= r+4vy

y =y

vaihtamalla parametrivilid, kun z ja y ovat ldhelld nollaa.

Tehtava S (jos ehtii):  (a) Tutkitaan epédlineaarista systeemid

i = (1-22—9y))zr+4y
o= A+ (1-2"—y)y

Madrittele ensin vektori
flx_,yv_1:={{(1-x"2-y " 2)x+4y}, {-4x+(1-x"2-y"2)y}}.

Derivoi se alkioittain (D [f [x, y] [ [1]], x] jne.) ja muodosta ndistd 2 X 2-matriisi a. Las-
ke mikid matriisi a on origossa. Kiyti esimerkiksi komentoa a/ . { x-=>0, y—>0}. Miti tulos
merkitsee?

Kéyttden komentoa NDSolve tulosta systeemin ratkaisuja. Mallia voit ottaa edellisestd
tehtivastd. Kaytd esimerkiksi alkutiloja (0,0), (0,0.1), (0,0.5) ja (0,10). Skaalaa akselit
tarpeen mukaan. Mitd havaitset? Entd alkutilasta (0, 1)? Olisitko voinut arvata tulokset suo-
raan yhtdlosta?

(b) Van der Polin systeemia
i = -2ty
j o= -
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voidaan analysoida edellisen esimerkin tapaan, mutta systeemi on kvalitatiivisesti hanka-
lampi.

Linearisoi systeemi jdlleen origossa ja tutki stabiilisuutta (ominaisarvoista). Laske sitten rat-
kaisukdyrit esimerkiksi alkutiloista (0, 0), (0,0.1), (0,1.25) ja (0,2) ldhtien. Skaalaa akse-
lit, ettd nidet rajasyklin oikean muodon. Esimerkiksi ¢ € [0, 50] toimii aika hyvin ratkai-
suvilini.
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