Aalto-yliopisto, Matematiikan ja Systeemianalyysin laitos

Matlab-tehtavia, kayran sovitus

mmaAritmetiikka

1.

Strategiapelissd rakennetaan uudelle planeetalle makean veden siili6ta. Sailio on
ympyriapohjainen lierio, jonka korkeus on 320 metrid ja pohjan sidde 1000 metria.
Sailiosta haihtuu vetta keskimadrin 100 litraa minuutissa. Kuinka monta planeetan
vuotta séiliossa riittaisi vetta, ennen kuin téysi sailio pelkastaédn haihtumisen vuoksi
olisi tyhjentynyt? Planeetan vuosi on 3 - 107 sekuntia.

Vihje: Kertomerkki on joko vililyonti tai *; numeroiden tapauksessa * on selkedmpi (ihmiselle).

Trooppisen vuoden pituus on 365 vrk 5 h 48 min 45 s ja Maan pyorahdysaika akselin
ympaéri 23 h 56 min 4 s. [lmoita murtolukuna, kuinka monta pyorahdysta Maa tekee
trooppisessa vuodessa. Mika tulos on desimaalilukuna?

Vihje: Kertomerkki on joko vélilyonti tai *; numeroiden tapauksessa * on selkeimpi (ihmiselle).

Sievenna lauseke /7 — 4v/3. Laske myos likiarvo 100 desimaalilla.

Vihje: Kokeile funktioita Simplify ja FullSimplify. Neligjuurifunktio on Sqrt; symboli 16ytyy

myo6s paletista. Likiarvon laskeminen: N.

Laske summat >7_, k%, kun n = 2,3,4,5,6,7,8,9,10. Jaa tulokset tekijoéihin. Ovat-
ko jotkin summat jaottomia, so. alkutekijoita?

Vihje: Tarvittavia funktioita: Sum, FactorInteger, PrimeQ. Taulukoita voi tehdd funktiolla
Table. Liittdmaélla loppuun maére //TableForm taulukko saadaan tulostetuksi havainnollisem-

paan muotoon.

Tutki, millaisia tarkkoja arvoja saadaan lausekkeelle sin(7/n), kun n on luonnollinen
luku. Mité tarkoittaa, ettd osa tuloksista on (ainakin ndennéisesti) kompleksilukuja?
Missa tapauksissa tulos ei sisdlld imaginaariyksikkoa?

Vihje: Tarvittava funktio on FunctionExpand. Muista iso alkukirjain ja hakasulut: Sin[Pi/n].

Laadi taulukko sini- ja kosinifunktioiden arvoista valilla 0° — 90° yhden asteen vélein.

Vihje: Taulukoita voi tehda funktiolla Table. Liittdméalla loppuun mééare //TableForm taulukko
saadaan tulostetuksi havainnollisempaan muotoon. Trigonometristen funktioiden argumenttien tu-
lee olla radiaaneissa. Luku 7 kirjoitetaan Pi; se voidaan myos valita paletista. Muista iso alkukirjain

ja hakasulut: Sin[Pi/4], Cos[0]. Katso dokumentaatiosta: Degree.



7.

10.

Lukua 7 approksimoidaan luvulla 1/10. Laske absoluuttinen virhe ja suhteellinen
virhe prosenteissa.

Vihje: Luku 7 on Pi ja /10 ilmaistaan Sqrt[10]. Molemmissa tapauksissa voidaan symbolit
valita my0s paletista.

Stirlingin kaavan mukaan on

1
Inn! ~ (n+ E)lnn—n—i-ln\/Qﬂ.

Approksimointi on sitd tarkempi, mitd suurempi n on. Laske absoluuttinen ja suh-
teellinen approksimaatiovirhe, kun n = 10, 100, 1000.

Vihje: Muodosta lausekkeet absoluuttiselle ja suhteelliselle virheelle n:n funktiona ja sijoita nédihin

tarvittavat n:n arvot korvaussdantod kayttaen.

Laske lausekkeen (1 + %)” likiarvo yha isommilla arvoilla n ja tutki, miten tama
lahestyy Neperin lukua e.

Vihje: Likiarvot halutulla tarkkuudella saadaan funktiolla N. Neperin luku on E; se voidaan valita
my0s paletista, jolloin symboli ndyttdéd hieman erikoiselta pikku e:1td. Aloita varovaisesti; ala syoté

kovin suuria lukuja n. Tulokset voi kerdté taulukoksi Table-funktiolla.

Laske summan >7_,(—1)*/k! likiarvo yhi isommilla arvoilla n ja tutki, miten sum-
man kéanteisarvo lahestyy Neperin lukua e.

Vihje: Tarvittavia funktioita: Sum, N. Neperin luku on E; se voidaan valita myos paletista, jolloin
symboli ndyttdd hieman erikoiselta pikku e:1td. Kertoma ilmaistaan yksinkertaisesti huutomerkilla.
Tulokset voi keratd taulukoksi Table-funktiolla.
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Kahden paikkakunnan vélinen lyhin etdisyys maapallon pintaa pitkin mitattuna
voidaan laskea kaavasta

d = Rarccos(sin 91 sin ¥y + cos 1 cos ¥ cos(p1 — 2)),

missa v ja ¢; tarkoittavat ensimmaisen, vy ja @ vastaavasti toisen paikan leveys-
ja pituusatetta. R = 6370 km on maapallon sdde. Muodosta funktio, jolla voidaan
laskea kahden paikkakunnan etaisyys antamalla argumenteiksi paikkojen koordinaa-
tit. Laske a) Helsingin ja Tokion, b) Reykjavikin ja Sydneyn vélinen etdisyys, kun
paikkakuntien koordinaatit ovat seuraavat:

leveys pituus
Helsinki 60°08 N | 25°000 E
Tokio 35°40° N | 139°45 E
Reykjavik | 64°09° N | 21°58 W
Sydney 33°55 S | 151°10° E

Vihje: Muodosta funktio siten, ettd argumentit annetaan asteissa. Arkuskosini on ArcCos. Aste

on Degree; katso tarkemmat tiedot dokumentaatiosta.

mmaDifferentiaaliyhtalot

12.

13.

14.

Osoita, ettd polynomit z? + x ja 2 + 1 toteuttavat differentiaaliyhtilon (22 — 2z —
1)y" —2(z— 1)y +2y =0.

Vihje: Talleta differentiaaliyhtdlo Mathematican muistiin siten, ettd funktion y argumentit
ovat paikoillaan: y" [x] jne. Mééarittele vuorollaan kumpikin polynomi Mathematican funktiok-
si (plx_]:= ...) ja sijoita tdm& yht&l66n: (yhtalo/.y->p). Sievenni tarvittaessa.

Osoita, ettd funktio

y(x) = Cysinz + Cycosx + cosx In

T X
tan ( — >’
4 2

toteuttaa differentiaaliyhtalon y” 4+ y = tan x. Luvut Cy ja Cy ovat vakioita.

Vihje: Joko: Muodosta funktion y ja erikseen lasketun toisen derivaatan summa ja sievennd
tdmaé. Tai: Méérittele y Mathematican funktioksi ja sievennd y" [x] + y[x]. Logaritmifunktio on
Log. Itseisarvot voidaan jattdd huomiotta, silli Mathematica tuntee logaritmifunktion Inz myos
negatiivisilla argumenteilla z, jolloin se eroaa funktiosta In|z| vain kompleksisella vakiolla im.
Kokeile: FullSimplify[ComplexExpand[Log[-x]], x > 0].

Ratkaise differentiaaliyhtélé y” + y = x?. Etsi myos alkuehtoa y(0) = 1, 4/(0) = 2
vastaava yksittaisratkaisu.

Vihje: Kéytd komentoa DSolve, jonka avulla voidaan 16ytéaé seké yleinen ratkaisu ettéd yksittéis-

ratkaisu.



15. Etsi yleinen ratkaisu Airyn differentiaaliyhtilolle y” — xy = 0. Mitd ratkaisussa
esiintyvét funktiot ovat?

Vihje: Kiytd komentoa DSolve. Ratkaisu ei ole lausuttavissa tavallisten alkeisfunktioiden avulla,
mutta kyllikin Mathematican tuntemien funktioiden avulla.

16. Kesiatapahtumassa hyttysten mééré oli tilaisuuden alussa 200 ja kolme tuntia myo-
hemmin 700. Médaran kasvunopeus hetkelld ¢ oli suoraan verrannollinen hyttysten
méaradn sind hetkend. Muodosta hyttysten méairad kuvaava differentiaaliyhtalo ja
sen ratkaisuna hyttysten maéara mielivaltaisella hetkella ¢. Miké oli hyttysten méaré
viiden tunnin kuluttua tilaisuuden alkamisesta?

Vihje: Kaytd funktioita DSolve ja Solve. Kumpikin antaa ratkaisun korvaussédnnon muodossa.
Ratkaisu voidaan tallettaa muuttujaksi jatkokésittelyd varten korvausoperaattorilla, esimerkiksi

lukum= y[t]/.ratkaisu.

17. Lohenviljelyaltaaseen, jossa oli 1100 kalaa, levisi kalatauti. Taudin vaikutuksesta
kalaméara alkoi vihetd yhtédlon

P'(t) = —4\/P(t)

mukaisesti. Téssd P(t) on kalaméérd hetkelld ¢, ja aika ¢ on mitattu viikkoina.
Kuinka monen viikon kuluttua kaikki kalat olivat kuolleet?

Vihje: Kayta funktioita DSolve ja Solve. Kumpikin antaa ratkaisun korvaussddnnén muodossa.
Ratkaisu voidaan tallettaa muuttujaksi jatkokésittelyd varten korvausoperaattorilla, esimerkiksi
lukum= y[t]/.ratkaisu.

Differentiaali- ja integraalilaskenta

/ZW COS & d
—dx
o 13 —12cos2x

a) symbolisesti, b) numeerisesti. Piirrd integroitavan funktion kuvaaja. Mika itse
asiassa on integraalin arvo?

18. Laske integraali

Vihje: Symbolinen integrointi tapahtuu funktiolla Integrate, numeerinen funktiolla
NIntegrate. Jalkimmaéisessé sovelletaan suoraan jotakin numeerisen integroinnin menetelméa, jon-

ka valintaan myos kayttaja voi vaikuttaa. Ks. dokumentaatiota, erityisesti Implementation Notes.
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20.
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23.

24.

Maééarita funktion ]

J(w) = 2+sinw
integraalifunktio ja piirrd sen kuvaaja. Onko tama jatkuva? Pitéisiko sen olla jatku-
va? Laske funktion integraali jakson [0, 27] yli a) integroimalla analyyttisesti komen-
nolla Integrate, b) integroimalla numeerisesti komennolla NIntegrate, ¢) muodos-
tamalla ensin integraalifunktio komennolla Integrate ja sijoittamalla rajat tahén
korvausoperaattoria kéiyttaen.

Vihje: Komennolla Integrate lasketaan seké integraalifunktio ettd médrétty integraali. Numee-
riselle integroinnille (méaratyn integraalin laskemiseen) on komento NIntegrate. Korvausoperaat-

tori on ReplaceAll eli /. .

Maédrita funktion f(x) = x* — 723 + 112 + 7z — 10 nollakohdat, dériarvopisteet ja
kadnnepisteet. Piirrda kuvaaja.

Vihje: Talleta aluksi funktion lauseke jollakin nimelld, jotta siihen viittaaminen myohemmin on
helppoa. Tarvittavia funktioita: D; Solve, NSolve. Arvojen sijoittaminen johonkin lausekkeeseen
tapahtuu korvausoperaattorilla /. eli ReplaceAll. Mikéli saadut numeeriset lausekkeet néyttavét
hankalilta, ne voi hahmottaa paremmin laskemalla likiarvot funktiolla N. My6s funktiosta Chop

saattaa olla iloa; ks. dokumentaatiota.

Méérita funktion f(z) = 2z — 1223 + 72? + 41z — 3 reaaliset nollakohdat, dériar-
vokohdat ja aériarvot seka kdannepisteet.

Vihje: Piirrd kuvio. Ovatko tarkat arvot 10ydettévissa?

Maaritd funktion f(x) = arcsin(2zx+/1 — 2?) suurin ja pienin arvo valilla [—1,1].

Vihje: arcsin on Mathematicassa ArcSin. Piirrd myos kuvio.

Laske funktion funktion f(z) = 2z* — 122® + 722 + 41z — 3 kuvaajan ja x-akselin
rajaaman alueen pinta-ala.

Vihje: Piirrd kuvio. Siirry tarvittaessa numeeriseen laskentaan.

1—e¢"
1+er’

Laske sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat kiyrat y = 22 — 3 ja y =

Vihje: Siirry tarvittaessa numeeriseen laskentaan.
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Ohjelmat:
Maple,Mathematica

(Kurssi: 2012 kevat H/H2T2.tex)
Laske sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat kayrat y?> = x ja o —y = 3.
Vihje: Mieti, kumpi on helpompaa: integrointi x- vai y-suunnassa.

Ratkaisu: mplDi02.pdf (pdf-tiedosto),

mplDi02.mw (Maple ws)

mmaDil07R.nb (Mma-notebook)

Luokittelu:

mplteht/mplDiffint/mplDi02. tex, mmateht/mmaDiffint/mmaDil07.tex
Avainsanat:

Pinta-ala, integraali,diffint perusteet.

Laske kiyrien y = 2® — 3z ja y = —23 4+ rajoittaman kaksiosaisen alueen pinta-ala.

Vihje: Piirrd kuvio. Maarita integroimisrajat. Varsinainen integrointi voidaan tehd& monella eri
tavalla: integroimalla symbolisesti tai numeerisesti, integroimalla funktioiden erotuksia tai erotuk-

sen itseisarvoa.

Kayrd y = sin z, z € [0, 7], pyordahtad x-akselin ympéri. Laske syntyvéin pyorahdys-
kappaleen tilavuus ja pinnan ala. Parametrisoi pinta ja piirra se.

Vihje: Valitse parametrisoinnissa toiseksi parametriksi = ja toiseksi pyérahdyskulma. Piirtdminen
funktiolla ParametricPlot3D. Muista: Sin[x] "2 jne.

Paraabelin y = —42? + 402 — 97 ja x-akselin rajoittama alue pyorihtid y-akselin
ympari. Laske syntyvan kappaleen tilavuus.

Vihje: Kappaleen voi ajatella muodostuvan joko vaakasuorista tasoleikkauksista tai lieriopinnois-
ta, joiden akselina on y-akseli. Namaé johtavat kahteen erilaiseen integraaliin, jotka luonnollisestikin

antavat saman tuloksen.

Laske sen pyorahdyskappaleen tilavuus, joka syntyy kiyran y = 2° + 1, z-akselin
seka suorien x = 3 ja y = 9 rajoittaman alueen pyordahtiessé suoran x = 3 ympaéri.

Vihje: Periaatteessa yksinkertainen integrointi, mutta tutki tarkoin, mitd funktiota on integroi-

tava.
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Puutarhuri viljelee tomaatteja, joiden muoto méaaraytyy kardioidin r = a(1 + cos ¢)
pyordahtamisestd x-akselin ympéri. Piirrd kardioidi. Laske tomaatin tilavuus. Tun-
tuuko saamasi tilavuus uskottavalta? Anna vakiolle a jokin lukuarvo ja laske vas-
taava tilavuuden likiarvo. Piirrd kuvio tomaatista.

Vihje: Valitse kardioidin parametrisoinnissa napakulma ¢ parametriksi, lausu x ja y tdméan avul-
la ja kdytd funktiota ParametricPlot. Vaihtoehtona on kayttad funktiota PolarPlot. Tomaatti-
pinnan parametrisoinnissa ota parametreiksi napakulma ¢ ja pyordhdyskulma x-akselin ympéri.
Piirtdminen tapahtuu funktiolla ParametricPlot3D. Tilavuus saadaan periaatteessa integraalista

[ y*dx, johon on tehtévi sellaiset sijoitukset, ettd muuttujaksi saadaan napakulma .

Laske kardioidin r = 1 + cos ¢ kaarenpituus. Piirrd kuvio. Miten saat kardioidin
kuvan oikeanmuotoiseksi? Tuntuuko saamasi pituus uskottavalta?

Vihje: Kaarenpituusintegraali: [ds = [\/2/(p)? + ¥/ (¢)? de.

Piirrd avaruuskéyra

cost ., sint,
r(t) = Tl—f— — + arctantk,

kun t € [1,T] ja T = 100. Maarita kdyrdn kaarenpituus ja tutki, onko silld raja-
arvoa, kun 17" — oo.

Vihje: Kéyra on luontevinta kirjoittaa vektoriksi r = {Cos[t]/t,Sin[t]/t,ArcTan[t]} ja las-
kea kaarenpituus integraalista [ |r/(¢)|dt.

Astia on kérjellaédn seisova avonainen ympyrakartio. Kartion pohjan sidde on 6,6 cm
ja sivujana 11,0 cm. Astia on tdynna vettd. Astiaan asetetaan pallo, joka sivuaa
kartion vaippaa. Méarita pallon side siten, etta astiasta valuva vesiméara on mah-
dollisimman suuri.

Vihje: Laskusta tulee selkedmpi, jos se lasketaan symboleja kidyttden ja vasta lopuksi asetetaan
naille arvot. Arvojen sijoittamiseksi on luontevaa mééritelld korvaussdanté {r->6.6, s->11.0,
h->Sqrt[11.072-6.672]}, jolloin arvot voidaan helposti sijoittaa mihin tahansa vélitulokseenkin

ja tdman jalkeen jatkaa laskua symboleilla.

R-séteisen pallon ympéri asetetaan mahdollisimman pieni nelipohjainen suora py-
ramidi siten, etta pallo sivuaa pyramidin pohjaa ja sivutahkoja. Laske pallon tila-
vuuden suhde pyramidin tilavuuteen.

Vihje: Lausu pyramidin tilavuus sopivan muuttujan avulla. Taté varten tarvitaan sopivien kol-
mioiden yhdenmuotoisuutta. Hyodynné Mathematican komentoja, jotta et joudu syottamadn kasin

aiempien laskujen tuloksia!
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Osoita, ettd kidyrdan y = e *sinx ja x-akselin alueessa x > 0 rajoittamien aluei-
den Ay, A;, As, ... pinta-alat muodostavat geometrisen jonon. Laske integraali
Jo° le *sinz| du.

Vihje: Madrittele alueen A, pinta-ala funktioksi: a[n_] :=... ja sievenni (Simplify,
FullSimplify) peridkkiisten alojen suhteen lauseke. Funktiolla Sum voi laskea myos ddrettémén

monen termin summia.

Suorakulmaisen kolmion kaikki kérjet sijaitsevat paraabelilla y = az?. Suoran kul-
man kérkeen asetetaan paraabelin normaali. Osoita, ettd kolmion hypotenuusa leik-
kaa normaalin samassa pisteesséd riippumatta kolmion kahden muun kérjen sijain-
nista. Maaritéd leikkauspiste.

Vihje: Esimerkiksi: Laske leikkauspiste, kun suoran kulman kérjen x-koordinaatti on ¢ ja toisen

kateetin kulmakerroin on k.

Pallon muotoiseen nestesailioon, jonka sidde on yksi metri, pumpataan nestetta no-
peudella 10 litraa sekunnissa. Piirra kuvaaja, joka esittda nestepinnan korkeutta sai-
liossé ajan funktiona. Kuinka kauan séilion tayttdminen kestad? Piirrd nestepinnan
korkeuden nousunopeuden kuvaaja.

Vihje: Ratkaise nestepinnan korkeus nestetilavuuden funktiona ja valitse saaduista ratkaisuista

oikea. Lauseke on hankala, mutta Mathematica pystyy kuitenkin késittelemédn sita.

Muodosta kuusi satunnaislukua, jotka ovat peraisin vilien [—5, —3|, [-2, —1], [1, 2],
[3, 5], [—0.5,0.5] ja [1, 2] tasaisesta jakaumasta. Néistd nelja ensimmaéisté olkoot nel-
jannen asteen polynomin nollakohdat, kaksi viimeistd méaarittavat pisteen, jonka
kautta polynomin kuvaaja kulkee. Suurimman ja pienimman nollakohdan valisell&
alueella polynomin kuvaaja pyordahtad x-akselin ympéari ja muodostaa pyorahdys-
kappaleen. Laske taman tilavuus ja pinta-ala; piirra kuvio.

Vihje: Satunnaislukuja generoidaan funktiolla RandomReal, jolle voidaan antaa argumentiksi mm.

vali, jolta lukuja halutaan.

Derivoi funktiot 2™, 2%, sin® x + cos? z. Integroi saamasi tulokset. Paiadytaanko ta-
kaisin samaan funktioon, josta lahdettiin?

Vihje: Huomaa merkintd: Sin[x] "4 etc. Kahden lausekkeen samuutta voi tutkia tarkastelemalla
niiden erotusta. Tamén vertaaminen nollaan on yleensd helpompaa kuin kahden monimutkaisen

lausekkeen vertaaminen toisiinsa. Toisena vaihtoehtona on tarkastella lausekkeiden kuvaajia.

2

1

Laske funktion f(x) = xtj_—l’_
T

arvo etta likiarvo pisteesséd z = 5.

kahdeskymmenes derivaatta ja talle seka tarkka

Vihje: Yritd suoriutua mahdollisimman vahilla Mathematican kaskyilla!



41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

Muodosta funktion tan z kertalukuja 1,2,...,20 olevat derivaatat. Mikd on kerta-
lukua 10 olevan derivaatan arvo origossa?

Vihje: Helpointa on muodostaa derivaatoista lista. Jos listan nimi on 1st, sen k:s alkio on

1st[[k]]. Mathematica kayttdéd trigonometrisia funktioita sekantti sec ja kosekantti csc. Naméa
1 1

maédritellddn yksinkertaisesti: secx = ,c8cT =

cos T sinz’

Laske funktion f(z) = a?sin(1/z) derivaatta jokaisessa pisteessi z € R. Onko
derivaattafunktio jatkuva? Piirrd sen kuvaaja.

Vihje: Funktio on derivoituva myos origossa, mutta derivaatta on laskettava erotusosaméaérin

raja-arvona (miksi?). Mathematicassa on valmiina funktio Limit.

Olkoot f ja g derivoituvia funktioita. Laske tulon ja yhdistetyn funktion derivaatat,
so. derivoi lausekkeet f(x)g(z) ja f(g(x)).

Vihje: Poista ensin funktioille mahdollisesti aiemmin tehdyt mééarittelyt: Remove [f,g]. Maaraa-

méaton funktio voidaan ottaa kdyttoon yksinkertaisesti kirjoittamalla f [x].

Olkoon f, g ja h derivoituvia kahden muuttujan funktioita. Laske yhdistetyn funk-
tion f(g(z,y), h(z,y)) osittaisderivaatat. Ovatko saadut lausekkeet sité, mita pitéi-
si?

Vihje: Miaraaméton funktio voidaan ottaa kiyttoon kirjoittamalla f[x,y]. Jos olet aiemmin
kédyttanyt samaa symbolia jossakin muussa merkityksessé, héavitd se ensin: Remove [f]. Derivoin-

tioperaattori on D riippumatta siitd, lasketaanko tavallisia vai osittaisderivaattoja.

Yhtéalo z = v + y? + y + 1 méarittelee funktion y(x), joka origossa saa arvon —1.
Laske implisiittiselld derivoinnilla 3/(0).

Vihje: Sijoita yht&loon y:n paikalle y(x) ja derivoi yht&lo.

1—
Laske funktion f(x) = arctan z+arctan . i

derivaatta ja saata se mahdollisimman

x
yksinkertaiseen muotoon. Mita téstd voidaan paatella?

Vihje: arctan on Mathematicassa ArcTan. Piirrd myos kuvio.

1—cosx
Muodosta funktion f(x) = arctan T+ cosz ensimmaéinen ja toinen derivaatta.
\ cos
Piirrd ndiden kuvaajat.

Vihje: arctan on Mathematicassa ArcTan.
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Integroi funktio ™. Onko tulos oikein kaikilla n? Onko samantekevéa, jos jollekin
symbolille ensin annetaan arvo ja sitten muokataan symbolin sisialtavaé lauseketta,
tai jos ensin muokataan lauseketta ja vasta sitten annetaan symbolille arvo?

Vihje: Kokeile: Integrate[x"n/.n->-1,x] == Integrate[x"n,x]/.n->-1. Sijoita myds muut-

tujalle n jokin muu arvo. Miten selitdt tulokset?

Etsi funktion e~*” integraalifunktio. Laske médrétyt integraalit

1 e’}
/ e dy ja / e dx.
0 0

Madrita néille myos likiarvot. Mita saatu integraalifunktion lauseke tarkoittaa?

Vihje: Funktiolla Integrate lasketaan sekd integraalifunktioita ettd maérdttyja integraaleja.
Adrettémyys on Infinity; se voidaan myos valita paletista. Mathematica tuntee monia muitakin
funktioita kuin ns. tavalliset alkeisfunktiot. Mitd ndmé oikeastaan ovat, ei aina ilmene dokumen-

taatiosta, koska madritelmét eivit valttamétta ole yksinkertaisia.

Laske integraalit
r+1
a ————dz, b /ln 1+ 2'%) du.
Y
Ovatko Mathematican antamat tulokset oikein? Miten namé voisi tarkistaa? Mil-
laista menetelmad pitéisi késinlaskussa kayttaa?

Vihje: Symbolisissa ohjelmissa derivointi on yleensé integrointia luotettavampaa. Tarkistus voi

siis tapahtua derivoimalla. Logaritmifunktio on Log; ks. dokumentaatiota.

mmaFunktiot

51.

52.

Mathematica tuntee ns. gammafunktion I'(x) nimelld Gamma. Piirrd tdmén ja sen
derivaatan kuvaajat. Mita arvoja funktio saa positiivisilla kokonaislukuarvoilla?

Vihje: Skaalaa graafinen esitys siten, ettd kuvaajien luonne tulee selkedisti nidkyviin. Funktion

arvot positiivisilla kokonaislukuarvoilla voidaan ilmaista yksinkertaisesti. Miten?

Maarittele Mathematicalle funktio

4
flx)==z 1+?.

Laske funktion arvo pisteissa x = —1, 0, 1. Piirrd kuvaaja. Mika funktion raja-arvo
origossa? Onko tdma olemassa? Onko funktio jatkuva?

Vihje: Funktion méarittelyssi voidaan tésséd tapauksessa kayttad yhtd hyvin merkkia = tai merk-

kié :=. Raja-arvo voidaan laskea myos funktiolla Limit; katso ohjeet dokumentaatiosta ja kokeile.



93.

54.

95.

56.

Piirréd funktion log, 2 kuvaaja ja laske sen derivaatta. Voidaanko funktio lausua
luonnollisen logaritmin avulla?

Vihje: Mathematican funktio Log on luonnollinen logaritmi. log; « merkitdén Log[k,x]. Ks. my0s

dokumentaatiota.

Mathematicassa on kaksi operaattoria, joita voidaan kayttda funktioiden maéaritte-
lyssd: joko = (eli Set) tai := (eli SetDelayed). Yrité selvittdd nédiden ero madritte-
lemalla kaksi funktiota seuraavasti:

f[x_,n_]= Expand[x~n]
glx_,n_]:= Expand[x~n]

Laske tdmaén jélkeen f [a+b,5] ja gla+b,5].

Vihje: Delay = viivastad. Katso myos Mathematican dokumentaatiota. Huomaa, ettd Expand ei

kehité (ei voi kehittdd) lauseketta, jonka eksponentti on symboli: Kokeile g[a+b,n].

Maéaérittele Mathematicalle funktio

flz)=e""".

Laske taulukko sen arvoista vélilla [0,5] askelena 0.1. Piirrd funktion derivaatan
kuvaaja. Muodosta integraalifunktio ja piirrd sen kuvaaja. Laske funktion integraali
yli reaaliakselin. Katso, mitd antaa komento 7f.

Vihje: Funktio voidaan méiritelld kahdella tavalla: antamalla muotoa £ [x_] :=... oleva mééarit-
tely tai kdyttdmalld funktiota Function. Kokeile molempia. Taulukko muodostetaan funktiolla
Table, derivaatta saadaan esimerkiksi kirjoittamalla £’ [x]. Integroinnissa tarvittava darettomyys

on Infinity; se voidaan myds valita paletista.

Maéaérittele Mathematicalle funktio

ja laske sen arvot pisteissi x = 7/2, x = 1 ja x = 0. Madrittele tamén jilkeen
funktio origossa siten, etté siitd tulee jatkuva. Laske uudelleen sen arvo origossa.
Piirra funktion kuvaaja ja kokeile, miten Mathematica tulkitsee syttteen £’ [x].
Mita on £’ [0]7 Katso, mitd antaa komento 7f.

Vihje: Funktio voidaan mééaritelld kahdella tavalla: antamalla muotoa f [x_] :=... oleva maéarittely
tai kdyttamalla funktiota Function. Edellisté tapaa kéytettiessd voidaan lisdksi madritelld erikseen

arvo yksittéisissd pisteissa: £ [0]=....



57.

o8.

59.

60.

61.

62.

Médérittele Mathematicalle funktio, jonka kuvaaja vililla [0, 1] yhdistéa pisteet (0, 0)
ja (3,2) sekd valilla [4,1] pisteet (1,2) ja (1,0). Muualla funktio on = 0. Piirra
funktion kuvaaja.

Vihje: Funktion paloittaisessa méérittelyssa kdytetdan symbolia /; rajoittamaan maérittelyaluet-

ta, esimerkiksi f[x_/;x > -1 && x < 1]:=.... Vaihtoehtona on kéyttda funktiota Piecewise.

Maarittele Mathematicalle seuraava funktio ja piirrd sen kuvaaja:

arcosh(—x),  josx < —1,
flx) = V1 —12 jos =1 <x <1,

arcosh x, jos x > 1.
Katso, mita antaa komento 7f. Onko funktio jatkuva? Enta derivoituva? Osaako
Mathematica laskea sen derivaatan?

Vihje: Huomaa: Hyperbolisen kosinin kdénteisfunktio (padhaara) arcosh on Mathematicassa (vir-

heellisesti) ArcCosh. Funktion paloittaisessa médrittelyssd kiytetdén symbolia /; rajoittamaan

madrittelyaluetta, esimerkiksi £ [x_/;x > -1 && x < 1]:=.... My6s funktiota Piecewise voidaan
kayttaa.
Maarittele cos(nz) kahden muuttujan z ja n funktiona. Piirrd tatd kdyttéden funk-

tioiden cosx, cos2x ja cos4x kuvaajat samaan kuvioon.

Vihje: Helpointa on piirtda kukin kuvaaja erikseen ja yhdistad kuviot Show-komennolla yhdeksi

kuvioksi. Kuvion voi piirtdd myos yhdella Plot-komennolla.

Maarittele Mathematicalle kahden muuttujan funktio, jonka kuvaaja valilla [0, ﬁ]

yhdistaa pisteet (0,0) ja (55, 2n) seké valilld [5-, 1] pisteet (5, 2n) ja (£, 0). Muualla
funktio on = 0. Piirra funktion kuvaaja.

Vihje: Funktion paloittaisessa maéarittelyssé tarvittavat ehdot voidaan sijoittaa myos méadrittele-

van lausekkeen jilkeen, esimerkiksi f[x_, n]:=4 n"2 x/;x >= 0 && x <= 1/(2 n).

Laske derivoimalla yhdistetyn funktion f(g(z)) ensimmaéinen, toinen ja kolmas de-
rivaatta.

Vihje: Yhdistettyd funktiota voidaan késitella suoraan muodossa f [g[x]]. Saisitko samat tulokset

laskemalla kéasin?

Jos g on funktion f kaanteisfunktio, on kaikilla arvoilla x voimassa f(g(z)) = =.
Derivoi tatéa yhtalod kahdesti ja ratkaise tuloksista lausekkeet funktion g ensimmai-
selle ja toiselle derivaatalle lausuttuina funktion f derivaattojen ja funktion g arvon
g(x) avulla.

Vihje: Derivointi voidaan suoran kohdistaa yht&loon: D[f[g[x]]==x,x]. Tulokset: ¢'(z) =

m, g (z)=— ]{,'&g;g Saatko samat tulokset laskemalla késin?



63.

64.

65.

66.

Maéaérittele Mathematicalle funktio

f(x):/ol i — 1] dt.

Piirrd taméan maaritelman perusteella funktion ja sen derivaatan kuvaajat.

Vihje: Itseisarvofunktio (Abs) integraalin sisdlld saattaa aiheuttaa ongelmia. Kokeile itseisarvojen
kéyttod, mutta madrittele funktio myos paloittain itseisarvolausekkeen merkkien mukaan kolmessa

osassa. Tutki, osaako Mathematica derivoida mééarittelemiési funktioita.

Ratkaise toisen asteen az?+ 2z +1 = 0 yhtilo ja méérittele funktiot, jotka esittavit
yhtédlon juuria kertoimen a funktioina. Piirrd nédiden funktioiden kuvaajat. Missa
alueessa funktiot ovat maéariteltyja? Miten ne kayttaytyvat, kun a — 0, jolloin
yhtdlé muuttuu ensimmaéisen asteen yhtaloksi?

Vihje: Ratkaise yhtdlo Solve-komennolla ja kédytd tulosta suoraan funktioiden méaéarittelyssa.

Funktionmé&érittelyssa on syytd kayttdda merkkid = eikd :=. (Miksi?)

Fibonaccin luvut maaritellidn ehdoilla a9 = 1, a4 = 1, a, = an_1 + Gn_o
(n = 2,3,4,...). Maarittele Mathematican funktio, joka laskee Fibonaccin luku-
ja antamalla méaarittelyt a[0]=1; a[1]=1; al[n_]:=al[n-1]+a[n-2] ja laske tdméan
avulla Fibonaccin luvut a9 ja asg. Muodosta myos taulukko, jossa on 20 ensimmaéis-
ta lukua.

Vihje: Ennen Mathematican funktion a mééarittelyd anna komento Remove[a], jolla poistetaan
mahdolliset aiemmat maarittelyt. Katso myds, mitd komento 7a maarittelyn jialkeen antaa. Ky-
seessé, on rekursiivinen funktioméarittely. Taulukko voidaan muodostaa funktiolla Table. Miksi

taulukon laskeminen kest&aa?

Funktio f : N — N maéritellaén ehdoilla

f(n)=n—=>5, kunn > 10,
f(n)=f(f(n+6)), kunl<n <10.
Tutki, mita arvoja funktio saa.

Vihje: Funktion arvot voidaan laskea taulukkoon Table-funktiolla. Miten laskisit kéisin arvon

F?



67. Olkoot A ja B dérellisen monen alkion joukkoja. Joukossa A on m alkiota ja joukossa
B on n alkiota. Olkoon S(m,n) surjektioiden A — B lukumaéara. Télle pétee

S(m,1) =1,
n—1 n
S(m,n):nm_z<k>5(m,k), n=23....
k=1

Muodosta surjektioiden maaran osoittava taulukko, kun 1 < m < 5,1 < n < 5.
Onko itsestadn selviaa, mitkd taulukon alkiot ovat = 07 Miksi? Mita lukuja ovat
taulukon lavistajaalkiot? Osaatko paatella kaavojen patevyyden?

Vihje: Surjektio A — B on funktio, jossa jokainen maalijoukon B alkio on jonkin alkion kuva.
Summa voidaan muodostaa funktiolla Sum, binomikerroin on Binomial. Taulukon (kaksinkertai-
sen listan) voi muodostaa Table-komennolla ja sen saa nidkymédn kaksiulotteisena kirjoittamalla

perdédn //TableForm.

68. Mathematicalle voidaan maaritella myos monimutkaisempia funktioita funktioiden-
madrittelyfunktion Function avulla. Maarittele funktio f asettamalla

f = Function[x,FactorInteger[x][[1,1]]]

ja tutki, mita se laskee, kun argumenttina on luonnollinen luku.

Vihje: Tutki erikseen, mitd FactorInteger antaa. Indeksimerkintd [[1,1]] poimii sen tulostuk-

sesta osan.

mmaGrafiikka

69. Piirra funktion f(z) = sin 8z + sin 9z kuvaaja.

Vihje: Tarkastele riittdvan pitkaa vélia. Muista merkinnét: Sin[8x] etc.

70. TSebySevin polynomit mééritellian valilla [—1, 1] lausekkeella
T, (z) = cos(n arccos x).

Piirré polynomien 7},, n = 1,2, 3,4, 5, kuvaajat samaan kuvioon.

Vihje: Funktioiden nimet ovat Cos ja ArcCos. Yhden kuvaajan piirtdminen tapahtuu komennol-
la Plot. Useita kuvioita voidaan yhdistad samaan kuvaan komennolla Show, jonka argumenteiksi
kirjoitetaan ne tulosteet, jotka kuvaan halutaan. Esimerkiksi %k viittaa tulosteeseen Out[k]; tu-

losteille voidaan antaa myos nimet kirjoittamalla esimerkiksi kuval = Plot ....



71.

72.

73.

74.

75.

76.

Piirré sini- ja kosinifunktioiden kuvaajat muotoa

Plot [{Sin[x], Cos[x]}, {x, -Pi, Pi},
PlotStyle -> {Dashing[{0.1, 0.05}],
{RGBColor[0.9, 0.3, 0.4], Thickness[0.05]}}

olevalla kaskylla. Selvitéd kokeilemalla, mitd PlotStyle-madrittelyssa olevat para-
metrit vaikuttavat kuvioon.

Vihje: Parametrien merkitysta voi tutkia my6s Mathematican dokumentaatiosta.

Piirré funtion f(z,y) = 2® — 2y — 5z kuvaaja.

Vihje: Tarvittava funktio on Plot3D. Tutki piirtoalueen vaikutusta kuvaajan muotoon ja miten

sithen voidaan vaikuttaa Plot3D-funktion optioilla (katso dokumentaatiota).

Piirra funtion f(z,y) = arctan(y/x) kuvaaja. Miten funktio kdyttéytyy origon ym-
paristossa? Miten funktion voi luonnehtia geometrisesti? Onko funktio jatkuva?

Vihje: Funktionnimi on ArcTan. Tarvittava piirtokomento on Plot3D. Piirtotiheyttd voi sdataa

optioilla PlotPoints tai Mesh. Muitakin optioita on; katso dokumentaatiota.

Piirrd kahden muuttujan funktion f(z,y) = log, x kuvaaja.

Vihje: Mieti ensin, milld arvoilla (x,y) funktio on maaritelty.

Piirrd kahden muuttujan funktion

_
f(x7y)_x2+y2

kuvaaja. Tutki erityisesti funktion kayttaytymista origon ympéristossa.

Vihje: Kayté seké funktiota P1ot3D ettd funktiota ParametricPlot3D. Voitaisiinko kayttad na-

pakoordinaatteja? S&ada piirtotiheys sopivaksi optiolla Mesh. Onko funktio jatkuva origossa?

Piirréd kuva parametrimuodossa annetusta kayrasta
xr=cospt, y=singt, tel0,27]

missa p ja ¢ ovat numeerisia kertoimia.

Vihje: Piirtokomento on ParametricPlot. Tutki my6s, mitd optioita on kaytettavissa.



77. Piirrd kuva parametrimuodossa annetusta kolmiulotteisen avaruuden kéyrasta

x = (5 + cos 25t) cos bt, y = (5 + cos25t) sinbt, z =sin25¢, ¢ € [0, 27].

Vihje: Piirtokomento on ParametricPlot3D.

78. Piirrd kuva parametrimuodossa annetusta kolmiulotteisen avaruuden kiyrista
r = (2mr —t)cosbt, y = (2mr —t)sinbt, z =t¢, te€[0,2n].

Muunna parametriesitysta siten, ettd saadaan pallopinnalla sijaitseva spiraali.

Vihje: Piirtokomento on ParametricPlot3D. Piirtotiheytta voidaan sdatda optiolla PlotPoints.

Pallopinta: Jos korkeuskoordinaatti on ¢, niin miké on pisteen etiisyys z-akselista?

79. Piirrd alueessa —25 < x < 25, =5 < y < 5 kuva kiyrasta o = y3 — 5y +y + 3
ParametricPlot-funktiolla.

Vihje: Valitse parametriksi y.
80. Piirrd kuva parametrimuodossa annetusta ruuvipinnasta:

1
x:u(l—é)cosv, y:u(l—%)sinv, z:g(v—u), u € [0,3], ve|0,8n].

Vihje: Piirtokomento on ParametricPlot3D. Sdddéa piirtotiheys sopivaksi, niin ettd saat kauniin

kuvan: optio Mesh.

81. Tutki, millaista pintaa esittdi parametriesitys
x = cosu(a + bcosv), y =sinu(a+ bcosv), z=bsinv, u € [0,2x], v € [0,27].

Anna piirtamisté varten vakioille a ja b erilaisia (positiivisia) arvoja ja yritd paista
selville niiden merkityksesta. Tutki myo6s, mita vaikuttaa optio Shading->False
grafiikkakomennossa.

Vihje: Tutki aluksi tapausta, missi a/b = 2, mutta tarkastele myos tapauksia, missi suhde on = 1
tai < 1. Pinnasta saa paremman késityksen piirtdmalld siitd vain sopivan osan, ts. rajoittamalla

parametrien u ja v vaihteluvélia.



82. Yhtilo
ot 4yt + 2+ 227y + 20727 + 22227 — 102? — 1042 + 622 4+9=0
esittaa erasté kolmiulotteisen avaruuden pintaa, ympyrdarengasta eli torusta. Leikkaa
pintaa tasoilla z = vakio ja z = vakio ja piirréd leikkauskayrét.

Vihje: Kiyté funktiota ContourPlot. Millaisia kvalitatiivisesti erilaisia leikkauskayri& syntyy?

83. Piirréd origon ympéristossi kuva kiyrésta y* + ¢ + 2y = 23 — z.

Vihje: Kéyté funktiota ContourPlot.

84. Tutki, mitkd xy-tason pisteet toteuttavat yhtélon log, © = log, y. Piirra kuvio.

Vihje: Logaritmifunktio on Log. K&yt funktiota ContourPlot. Mieti, miké on sopiva piirtoalue.

. Tutki funktion f(z,y) = ayttaytymista origon ymparistossi alueessa x > 0,

85 T tk- f kt- ym k.. tt.. t . t.. .g . t“ . 1 0
y > 0: piirrda kuvaaja (pinta), piirrd pinnan korkeuskéyrid, laske funktion arvoja.
Mita arvoja funktio saa origoa lahestyttiessa?

Vihje: Tarvittavia funktioita: P1ot3D, ContourPlot. Jialkimmaiselle voidaan antaa optiona kor-
keuskéyrien korkeudet muodossa Contours->{. . .}, missd korkeudet luetellaan listassa; katso myds

dokumentaatiota.

86. Piirrd origon ympéristossd kuva pinnasta z3 + 93 + 22 — 2%yz — xy?2 —xyz® — 1 = 0.

Vihje: Kéytéd funktiota ContourPlot3D. Katso dokumentaatiosta kayttéohjeet.

mmalausekkeet

r—1
1 1\
(1= 7)1+ %)
Vihje: Sopivia Mathematican funktioita ovat Simplify ja FullSimplify.

87. Sievenna lauseke

palataan alkuperiiseen lausekkeeseen.

Vihje: Tarvittavat Mathematican funktiot ovat Expand ja Factor. Niiden argumenttina oleva
lauseke voi olla joko hakasuluissa tai komento voidaan kirjoittaa sen perdan: Expand[lauseke] tai
lauseke//Expand.



90.

91.

92.

93.

20 4 2ty — 23y? — 227y — 2Py — 2227 + xyd + 27
Kehita saamasi tulos, jolloin palataan alkuperaiseen lausekkeeseen.

Vihje: Tarvittavat Mathematican funktiot ovat Expand ja Factor.

Tutki, mika lauseke on tekijana lausekkeessa a™ — 0" riippumatta eksponentin n € N
arvosta. Missa tapauksessa lausekkeella a” 4 b™ on vastaavanlainen tekija? Supista

lausekkeet
a15 o b15 ] a15 + 615

a—bu Y

Mita sddnnonmukaisuutta tuloksen osoittajassa ja nimittédjéssa on?

yleistd symbolia n ei voida kiyttaa?) Kokeilut voidaan laskea myos yhteen taulukkoon kayttdmalla
komentoa Table; tulostuksen saa hieman selkedmpéédn muotoon kirjoittamalla komennon jilkeen
//TableForm.

Lavenna murtolauseke
a+x

Va+x—\/x
siten, etta juuria ei esiinny nimittajassa.
Vihje: Murtolausekkeesta voi poimia osoittajan funktiolla Numerator ja nimittdjan lausekkeel-

la Denominator. Kokeile my6s, mitéd tapahtuu, kun murtolausekkeeseen kohdistetaan peridkkéain

funktiot Apart ja Simplify. Mitd ndmé periaatteessa tekevit?

Hajota seuraavat rationaalilausekket osamurtokehitelmiksi, joissa nimittajat ovat
ensimmaisté astetta tai ensimmaisen asteen polynomin potensseja:

T 20+ 7
24+ 5246’ 23 +322+3z+1

Miten pédastaan takaisin alkuperéiseen lausekkeeseen?

Vihje: Sopivia funktioita: Apart, Together, Simplify, Expand ...

Muodosta osamurtokehitelmé lausekkeelle

4696 — 110762 + 112902% — 62272 + 1687x* 4+ 1802 — 3642° + 15627 — 362° + 429
—1152 + 24962 — 252822 + 161623 — 70424 4 208x° — 4026 4 427 '

Lisda tamén jalkeen lausekkeen nimittajaan 1 ja muodosta osamurtokehitelma uu-
delleen. Miksi toisessa tapauksessa onnistutaan, toisessa ei?
Vihje: Sopivia funktioita: Apart, Numerator, Denominator. Myo6s hiirta ja paletteja voi hyodyn-

taa.



94.

95.

96.

97.

Tutki, tarkoittaako Mathematican merkintd x"x"x samaa kuin (x"x) “x vai samaa
kuin x~ (x"x). Sievennd, derivoi ja integroi kumpikin vaihtoehto.

Vihje: Yksinkertainen sievennyskomento Simplify ei auta, koska Mathematica varautuu mahdol-
lisuuteen, ettd muuttujat ovat kompleksisia, jolloin tavanomaiset laskusdédnnot eivét rajoituksitta
olekaan voimassa. Kokeile tamén johdosta seuraavia sievennyskaskyja: Simplify[..., x>0] ja

PowerExpand. Katso ndiden komentojen tarkempaa selitystd Mathematican dokumentaatiosta.

Talleta lauseke % jollekin nimelle ja laske sen arvo, kun a) z = 2, y = 3,
x
b) © = —5, y = m. Laske seké tarkka arvo, ettd 50-desimaalinen likiarvo. Ovatko

desimaaliesitykset jaksollisia?

Vihje: Kéaytd arvojen sijoittamisessa korvausoperaattoria /. (eli ReplaceAll). Likiarvojen laske-

minen funktiolla N.

Mathematicassa on kaksi operaattoria, joilla muuttujalle annetaan arvo: joko = (eli
Set) tai := (eli SetDelayed). Yrita selvittdd ndiden ero antamalla syotteet

a=RandomInteger [{1,100}]
Table[a,{10}]
b:=RandomInteger [{1,100}]
Table[b,{10}]

Vihje: Delay = viivastda. Katso myos Mathematican dokumentaatiota. Funktio RandomInteger

generoi satunnaisia kokonaislukuja; sen argumenttina annetaan vili, jolta luvut otetaan.

Kaksi matkapuhelinmastoa nékyy paikkaan, jonka etaisyys toisesta mastosta on
5,27 km ja toisesta 3,16 km. Tahtdyssuunnat mastoihin muodostavat 72° 50’ suurui-
sen kulman. Kuinka etaélla mastot ovat toisistaan? Etéisyydet mitataan vaakasuo-
rasti, eikd maaston mahdollisia korkeuseroja oteta huomioon.

Vihje: Trigonometristen funktioiden argumentit ilmoitetaan Mathematicassa radiaaneissa. Radi-
aanien ja asteiden vélinen muunnoskerroin on valmiina nimelld Degree (katso dokumentaatiota),
mutta kertoimen voi tietenkin muodostaa itsekin. Muista: Funktioiden nimet kirjoitetaan isolla

alkukirjaimella, argumentit annetaan hakasuluissa.



98.

99.

100.

101.

Tutki lausekkeiden

sin(5z)
(

sin(x + y)

cos(arccos )
arccos(cos )

)
)
)
d) exp(iz) + exp(—iz)
)
)
) exp(ln )
)

In(exp z)

sieventdmistd. Mita naista pitéisi tulla? Mitd Mathematica antaa ja milla komennol-
la? Mita symbolisen ohjelman itse asiassa pitdisi antaa vastaukseksi, kun muuttujaa
x ei ole millaan tavoin rajoitettu?

Vihje: Mathematicalla on useita erilaisia Expand- ja Simplify-tyyppisid komentoja. Muista:
Funktioiden nimet kirjoitetaan isolla alkukirjaimella, joskus isoja kirjaimia voi olla muuallakin:

ArcCos. Argumentit annetaan hakasuluissa. Imaginaariyksikké on I.

Muokkaa muotoa sin(nz), cos(nx), sin™ x, cos™ x olevia trigonometrisia lausekkeita
erilaisiin muotoihin, kun 7 on jokin luonnollinen luku (ei symboli).

Vihje: Kiyta funktioita TrigFactor, TrigExpand, TrigReduce, ExpToTrig, TrigToExp. Muista:

Funktioiden nimet kirjoitetaan isolla alkukirjaimella, argumentit annetaan hakasuluissa.

Sievenna TSebysSevin polynomin lauseke 7T),(z) = cos(narccosz), n € N, muotoon,
josta ilmenee, millainen polynomi on kyseessa. Mikd on polynomin asteluku?

Vihje: Anna symbolille n numeerisia arvoja. Funktioiden nimet ovat Cos ja ArcCos.

Astetta n olevan polynomin nollakohdat olkoot x1,zs, ..., x,. Maaritd polynomien
kertoimien lausekkeet nollakohtien funktioina tapauksissa n = 2, 3,4, 5. Miten poly-
nomin kertoimet riippuvat nollakohdista?

Vihje: Polynomi voidaan nollakohtien avulla kirjoittaa tulomuotoon
(x —z1)(x —22) ... (T — xy).

Hyodyllisid funktioita ovat mm. Product, Collect, Coefficient, CoefficientList. Jos listassa

on pitkié alkioita, sen voi tulostaa selkeimpédén muotoon kirjoittamalla perdén //TableForm.



102.

103.

104.

Yhtélot
x = cosu(a+ bcosv), y=sinu(a + bcosv), z=bsinv

esittavat erasta pintaa, ympyrdirengasta eli torusta parametrimuodossa. Etsi toruk-
selle muotoa F'(x,y, z) = 0 oleva yhtalo eliminoimalla eo. yhtdloistd parametrit u ja
v.

Vihje: Eliminointi voidaan tehd& funktiolla Eliminate; ks. kdyttoohjeet Mathematican dokumen-
taatiosta. Se toimii kuitenkin parhaiten polynomeihin sovellettuna ja trigonometristen funktioiden
tapauksessa ei kovin yksinkertaisiin lausekkeisiin péédsté. Vaikeudet voidaan vélttdd seuraavasti:
Eliminoitaviksi muuttujiksi otetaan parametrien u ja v sijasta niiden sinit ja kosinit, ts. tehddan
eo. yhtéaloihin sijoitus Sin[u]->ul, Cos[ul->u2, Sin[v]->v1l, Cos[v]->v2. Uusien muuttujien
valilla ovat voimassa yhtdlot ul"2 + u2°2 == 1 jav1l~2 + v2°2 == 1, jolloin on kaikkiaan viisi

yhtéloa, joista on eliminoitava nelji muuttujaa.

Yhtalo
ot oyt 4+ 2 4 202y + 20227 + 22702 — 1022 — 102 + 622 +9 =0

esittaa erasté kolmiulotteisen avaruuden pintaa, ympyrdrengasta eli torusta. Jos pin-
taa leikataan tasolla z = 0 tai tasolla x = 0, saadaan leikkauskayraksi kaksi ympy-
rda. Maarita nédiden yhtalot.

Vihje: Muodosta leikkauskéyrien yhtalot sijoittamalla vuorollaan arvot £ = 0 ja z = 0 annettuun

yht, niin yht [[1]] on sen vasen ja yht [[2]] oikea puoli.)

Ratkaise yhtéaloiden

1. 168z = 195

2. 22 20 —-4=0

3. —a2?+2—-21=0
4. (a—=b)x*+ar+b=0

kaikki juuret. Sijoita juuret takaisin yhtaloihin ja tutki, toteutuvatko yhtélot.

Vihje: Talleta ensin yhtélo jollekin nimelle. Yhtéaloissa kéytetddn yhtaldisyysmerkkind ==. Yh-
talon ratkaiseminen Solve-funktiolla tuottaa ratkaisut ns. korvaussdéntdjen muodossa. Néaiden
avulla voidaan saadut juuret helposti sijoittaa mihin tahansa lausekkeeseen, esimerkiksi yhtaloon:

yhtalo/.korvaus. Téssd /. on lyhennemerkintd Mathematican funktiolle ReplaceAll.



mmalLineaarialgebra

105.

Muodosta taulukko (matriisi), jonka alkioina ovat luvut &/, k = 1,...,10, j =
1,...,10.

Vihje: Tarvittavia funktiota: Table, TableForm; katso dokumentaatiota.

mmasSarjat

106.

107.

108.

109.

110.

> 1

Laske sarjan Z e summa ja piirrda kuvio, joka osoittaa, miten osasummat lahes-
k=1

tyvat sarjan summaa.

Vihje: Muodosta osasummista lista ja piirrd kuvio funktiolla ListPlot.

Laske sarjan

® /2r —1\F
kz:%) (333 + 1)
summa. Mill4 arvoilla x € R sarja suppenee? Piirrd summafunktion kuvaaja.
Vihje: Sarjan summa lasketaan funktiolla Sum. Suppenemisalueen tarkastelussa voidaan kéyttaé

funktiota Reduce reaalilukualueella (Reals).

Muodosta funktiolle f(z) = exp(arctan x) Maclaurinin polynomeja. Valitse astelu-
vuiksi ainakin 10, 20, 30, 40 ja 50. Vertaa naiden kuvaajia funktion kuvaajaan. Mill&
muuttujan arvoilla Maclaurinin sarja néyttaisi suppenevan?

Vihje: Kéyta funktiota Series. Sarjan jadnnostermi voidaan pudottaa pois komennolla Normal.

Kehita funktio f(z) = v/92% — 3x 4+ 5 Taylorin sarjaksi pisteissd * = 0, z = 2 ja
x = 5. Piirrd Taylorin polynomien kuvaajat astelukuun 10 saakka ja vertaa niita
funktion kuvaajaan. Miten laajassa alueessa Taylorin sarja néyttéisi suppenevan?

Vihje: Sarja muodostetaan komennolla Series, jolle on my6s ilmoitettava, montako termia alusta
ldhtien halutaan. Tuloksessa on muotoa 0[x"n] oleva jadnnostermi, joka on pudotettava pois, jotta

osasumman kuvaaja saadaan piirretyksi. Tamé tehddan komennolla Normal.
Suhteellisuusteorian mukainen kappaleen kineettinen energia on
2 2 Mo

T =mc” —mpc”, missd m=—F——.
v
Vi—-a

Osoita origokeskiseksi Taylorin sarjaksi kehittamallé, etta pienilla nopeuksilla v téa-
mé on likimain sama kuin klassinen kineettinen energia %mOUQ.

Vihje: Komento Series.



mmaTodennikoisyyslaskenta

111.

Tutkimuksessa todettiin, ettd 200 gramman keksipakkausten massan keskiarvo oli
204 g ja keskihajonta 6 g. Oletetaan, ettd massa on normaalisti jakautunut. Kuinka
monella prosentilla pakkauksista massa oli alle 200 g? Kuinka monella prosentilla
pakkauksista massa oli valilla 200 g — 210 g?

Vihje: Tutki funktioita NormalDistribution ja CDF (= cumulative distribution function = ker-
tyméfunktio), joiden avulla voidaan laskea mihin tahansa normaalijakaumaan liittyvit todenné-
koisyydet.

mmaVektorianalyysi

112.

113.

114.

115.

Jaa vektori ¢ = 7i+ 5j vektoreiden a = 3i+4j ja b = 5i — j suuntaisiin komponent-
teihin.

Vihje: Esita vektorit kaksialkioisina listoina. Muodosta naiden avulla vektoriyhtdlo ja ratkaise se
Solve-funktiolla.

Olkoot A = (7,3), B = (1,2) ja C = (3,5) tason pisteitd. Muodosta kulman ABC
puolittajan suuntavektori ja sen suuntainen yksikkovektori.

Vihje: Syo6té aluksi pisteet kahden alkion listoina ja muodosta niiden avulla tarvittavat vektorit.

Puolittajavektori saadaan helpoimmin kulman kylkien suuntaisten yksikkovektoreiden summana.

Kolmion karkipisteet ovat (1,2), (=3,5) ja (=1, —6). Maarita kolmion keskijanojen
leikkauspiste (x,y) muodostamalla sille vektoriyhtalot ja ratkaisemalla koordinaatit
naistd. Osoita laskemalla, etta keskijanat todellakin leikkaavat samassa pisteessa,
joka jakaa keskijanat suhteessa 1 : 2.

Vihje: Solve-komennolla voidaan ratkaista myos vektoriyhtéloiden muodostama ryhmé. Vaadi
esimerkiksi, ettd pisteen (x,y) ja kolmion kérkipisteen yhdysvektori on samasta kérjestd vastak-
kaisen sivun keskipisteeseen suuntautuvan vektorin skalaarikerrannainen. Koska kérkid on kolme,
saadaan kolme vektori- eli kuusi skalaariyhtéloa, joissa on viisi tuntematonta: z, y ja kolme ska-

laarikerrointa.

Todista yleisesti, etta kolmion keskijanat leikkaavat toisensa samassa pisteessé, joka
jakaa ne suhteessa 1 : 2. Tarkastele tatéd varten kolmiota, jonka kérkipisteet ovat
(a1, a2), (by,b2) ja (c1,c2). Merkitse keskijanojen leikkauspistetta (z,y) ja muodos-
tama sille vektoriyhtalot. Ratkaise ndma ja tulkitse tulos.

Vihje: Solve-komennolla voidaan ratkaista myds vektoriyhtéldiden muodostama ryhmé. Vaadi
esimerkiksi, ettd pisteen (x,y) ja kolmion kérkipisteen yhdysvektori on samasta kérjestd vastak-
kaisen sivun keskipisteeseen suuntautuvan vektorin skalaarikerrannainen. Koska kérkid on kolme,
saadaan kolme vektori- eli kuusi skalaariyhtaloa, joissa on viisi tuntematonta: z, y ja kolme ska-

laarikerrointa.



116.

117.

118.

119.

120.

121.

122,

123.

Vektorit a, b ja ¢ ovat kolmion kérkipisteiden A, B ja C paikkavektorit. Olkoon P
sivuille AC' ja BC' piirrettyjen korkeusjanojen leikkauspiste ja p sen paikkavektori.
Talloin patee

(p-b)-(a—c)=0, (p—a)-(b—c)=0.

Jos voidaan todistaa, ettd myos (p—c)-(a—b) = 0, on tullut todistetuksi, ettd kaikki
kolme korkeusjanaa leikkaavat samassa pisteessi. Suorita todistus Mathematican
vektorialgebraa kayttéien.

Vihje: Esitd tehtdvin vektorit symbolisina kaksi- (tai kolmi-) komponenttisina listoina, so. Mat-

hematican vektoreina. Funktioista Simplify ja FullSimplify on apua; katso dokumentaatiota.

Kolmiulotteisen avaruuden taso kulkee pisteiden A = (7,3,1), B = (1,2,3) ja C =
(3,5, —5) kautta. Laske tason yksikkonormaalivektori.

Vihje: Syotéd pisteet kolmialkioisina listoina ja laske néilld. Normaali voidaan mééarittad joko

skalaaritulojen avulla tai vektorituloa kayttaen.

Maarita u siten, ettd vektoreiden i+ 2j + 3k ja ui + 5j + 6k vélinen kulma on 60
astetta.

Vihje: Hyodynné skalaarituloa. Mieti, montako ratkaisua tehtévalla on. Tarkista saamasi tulos.

Kolmiulotteisessa avaruudessa sijaitsevan kolmion karkipisteet ovat (1,2,3),
(—2,4,5) ja (2, —5,—7). Laske kolmion ala.

Vihje: Kaytéi vektoreita. Kolmion ala voidaan lausua ristitulon (Cross) avulla.

Kolmiulotteisessa avaruudessa sijaitsevan kolmion kérkipisteet ovat (1,2,3),
(—2,4,5) ja (2, —5,—7). Laske kolmion kulmien suuruudet asteissa.

Vihje: Sovella vektorialgebraa, erityisesti skalaarituloa. Kosinifunktion kdéanteisfunktio on ArcCos;

tdma antaa kulman suuruuden radiaaneina.

Miké suoran (z,y) = (1,2) + (3,4) piste on 1&dhinna pistettéd (8,1)7 Mikad on tamé
lyhin etéisyys?

Vihje: Kéyté vektorialgebraa.

Miké suoran (z,y,2) = (3,0,1) + #(1,1,4) piste on ldhinné pistetta (1,4,2)7 Mika
on tdma lyhin etéisyys?

Vihje: Kayta vektorialgebraa.

Missé pisteessé suora (z,y, z) = (1,2,3)+1t(4,5,6) leikkaa tason z—2y+3z—4 = 07

Vihje: Kaiyta vektorialgebraa.



124.

125.

126.

127.

Taso kulkee pisteiden (1,2,3), (—2,4,5) ja (2,—5, —7) kautta. Mik4 tason piste on
lahinna pistettd (3,2, 1) ja mikd on tdmé lyhin etéisyys?

Vihje: Kayta vektorialgebraa.

Tarkastellaan avaruuskéyrad r(t) = eti+e*j+ 2tk t € R. Piirrd kayra.

a) Muodosta kayrélle parametriesitys, missd parametrina on arvoa t = 0 vastaa-
vasta pisteestd parametrin ¢ kasvusuuntaan mitattu kaarenpituus s.

b) Maarita kayrédltd piste P, joka on kdyrad pitkin mitattuna etaisyydella 2
pisteestd (1,1,0) parametrin ¢ kasvusuuntaan. Laske koordinaattien likiarvot ja
vertaa kuvaan.

c) Laske kdyrdn kaarevuus ja kierevyys pisteessd P sekd tdhén pisteeseen liittyva
kolmikanta {t,n,b}.

d) Maéérita kiayran pisteeseen P liittyvin kaarevuusympyran keskipiste ja séde.

e) Misséd pisteessa kdyrdn kaarevuus on suurimmillaan ja mikd on maksimiarvo?
Vastaavatko arvot kuvaa?

f) Missé pisteessa kiyran kierevyys on suurimmillaan ja mikd on maksimiarvo?

Vihje: Kertaa kiyrateoria jostakin oppikirjasta! Em. laskujen lapivieminen johtaa yleensé vai-
keuksiin, koska kaarenpituusintegraalista tulee liian monimutkainen. Tehtdvan kéyréd on kuitenkin
poikkeuksellinen: lasku onnistuu! Sy6té kayrd Mathematican vektorina, so. kolmialkioisena listana

ja laske vektorialgebraa kayttéen.

Muodosta lista (vektori), jossa on 20 ensimmaisté alkulukua. Muodosta toinen lista,
jossa on 20 ensimmaéisté sellaista alkulukua, joiden jérjestysluku on myo6s alkuluku.

Vihje: Tarvittavia funktioita: Table, Prime. Kiinnostava voi olla my6s PrimeQ

Maaratty integraali voidaan laskea numeerisesti esimerkiksi puolisuunnikassagannolla

b _
/a f(z)dz ~ b2na(yo +2y1 +2yo + -+ 2Yp-1 + Yn)-

Tassa integroimisvéli on jaettu n yhtd suureen osaviliin ja luvut y tarkoittavat

funktion arvoja jakopisteissi. Laske integraali fol e~** dz puolisuunnikassaannolli

kayttaen arvoja n = 4,8,12,16,20. Muodosta jokaisessa tapauksessa ensin kaksi

vektoria: toisessa on funktion arvot tarvittavissa jakopisteisséd ja toisessa vastaavat

painokertoimet.

Vihje: Anna aluksi arvo muuttujalle n ja muodosta vektorit tdmén avulla. Miten vektoreiden
sisdtuloa voidaan laskennassa hytdyntad? Miten tulokset saadaan helpoimmin muilla arvoilla n?

Miten ndmé suhtautuvat NIntegrate-funktion antamaan tulokseen?



128.

Maératty integraali voidaan laskea numeerisesti esimerkiksi Simpsonin saannollé

b _
/a f(z)dz ~ bgna(yo + Ay +2y2 + dys + 2ys + -+ Y1+ Yn).-

Tassa integroimisvéli on jaettu parilliseen maardan n yhta suuria osavalejé ja luvut

yr tarkoittavat funktion arvoja jakopisteissi. Laske integraali fol e~ dz Simpsonin

sdaannolla kdyttaen arvoja n = 4,8,12,16. Muodosta jokaisessa tapauksessa ensin

kaksi vektoria: toisessa on funktion arvot tarvittavissa jakopisteissé ja toisessa vas-

taavat painokertoimet.

Vihje: Anna aluksi arvo muuttujalle n ja muodosta vektorit tdmén avulla. Painokerroinvek-
toria muodostettaessa voidaan kiyttad esimerkiksi Mathematican funktioita If ja EvenQ (katso
dokumentaatiota). Miten vektoreiden sisdtuloa voidaan laskennassa hyodyntaa? Miten tulokset
saadaan helpoimmin muilla arvoilla n? Miten ndmé suhtautuvat NIntegrate-funktion antamaan

tulokseen?

mmaY htalot

129.

130.

131.

Etsi yhtélon 23 — 22 — 5 = 0 kaikki juuret. Etsi seké tarkat arvot etté likiarvot ja
sijoita kummatkin takaisin yhtéloon. Toteutuuko yhtélo?

Vihje: Likiarvot voidaan laskea joko tarkkojen arvojen likiarvoina funktiolla N tai suoraan kéyt-
tdmalla funktiota NSolve. Juurten sijoittaminen yhtdléon: yhtalo/.korvaus, missd /. on lyhen-

nemerkintd Mathematican funktiolle ReplaceAll.

Etsi yhtédlén 27 — 22 — 5 = 0 kaikki juuret. Sijoita jonkin juuren kaksi-, kolmi-
ja nelidesimaaliset likiarvot alkuperiiseen yhtaloon ja tutki, milla tarkkuudella se
toteutuu. Onko juurille mahdollista 10ytda tarkat arvot? Kuinka monta reaalista
juurta yhtélolla on? Voidaanko yhtélon toteutumisen tarkkuudesta padtella juuren
likiarvon tarkkuus?

Vihje: Mathematican versiosta riippuen juurten tarkat arvot saatetaan esittdd hieman erikoisessa
muodossa Root-funktion avulla. Ta&mé itse asiassa ilmoittaa vain, ettd kyseessd on juuri tdmén

polynomin juuri!

Muodosta toisen asteen yhtalon yleiset ratkaisukaavat ratkaisemalla yhtilo ax? +
br + ¢ = 0. Laske 2?2 + z179 + 23, missd x; ja x9 ovat saadut juuret. Tarkastele
esimerkkind yhtaloa 222 4+ 3z + 4 = 0.

Vihje: Suorita laskut siten, ettd et joudu késin syottaméan uudelleen jo laskettuja tuloksia. Kaytéa
korvausoperaattoria ReplaceAll eli /. sopivalla tavalla. Esimerkkiyhtalon juuret ovat kompleksi-

lukuja, mutta juurista muodostettu lauseke on yksinkertainen reaalinen murtoluku.



132.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

Johda Solve-funktiota kayttéden toisen ja kolmannen asteen yhtalon yleiset ratkai-
sukaavat. Ratkaise ndiden avulla yhtalot 1522 + 22 +12 = 0ja 23 — 22 —5 =0
sijoittamalla kertoimien arvot ratkaisukaavaan. Syntyyko toisen asteen tapaukses-
sa tutut ratkaisukaavat? Antaako kertoimien sijoittaminen ratkaisukaavaan samat
juuret kuin yhtalon ratkaiseminen suoraan?

Vihje: Yleiset ratkaisukaavat saadaan ratkaisemalla Solve-funktiolla yhtélot, joissa kertoimet

ovat symboleja.

Ratkaise yhtilo 22 + 1 = 0 sijoittamalla kertoimien arvot kolmannen asteen yhtélon
yleiseen ratkaisukaavaan. Antaako kertoimien sijoittaminen ratkaisukaavaan samat
juuret kuin yhtélon ratkaiseminen suoraan?

Vihje: Kolmannen asteen yhtélon yleinen ratkaisukaava on sangen mutkikas eiké kaikissa tapauk-
sissa anna ongelmitta oikeaa ratkaisua. Ratkaistaessa yhtdlo suoraan saatetaan tarvita funktiota

ComplexExpand saatujen juurten sieventamiseen.

Etsi yhtalon a* — 223 4222 — 62 — 3 = 0 juuret. Jaa yhtilon vasempana puolena oleva
polynomi naiden avulla mahdollisimman alhaista astetta oleviin reaalisiin tekijoihin.
Onko tulos sama kuin Factor-funktion antama?

Vihje: Solve-funktion antamasta korvauslistasta voidaan poimia k:s korvaussdanto joko hii-
ren avulla tai asettamalla listan nimen perdan indeksi kaksinkertaisiin hakasulkuihin, esimerkiksi
ratk[[k]]. Tulos voidaan saada myos Factor-funktiolla, mutta siind tarvitaan lisdoptio; ks. Mat-

hematican dokumentaatiota.

Ratkaise yhtélo 27 +1 = 0. Esitd juuret muodossa z = x+1iy ja tutki, miten kaukana
origosta juuret sijaitsevat kompleksitasossa. Mitka ovat juurten napakulmat?

Vihje: Sievenni juurten lausekkeet ComplexExpand-funktiolla. Kompleksiluvun itseisarvo saadaan

funktiolla Abs, napakulmaan voidaan kiyttéé funktiota Arg (vaikka tulos kylla nakyy muutenkin).

Ratkaise kompleksinen yhtlo 2% — iz? + 2iz + (8 — 4i) = 0.

Vihje: Imaginaariyksikké on I. Se voidaan myds valita paletista, jolloin symboli on hieman eri-

nakoinen.

Tutki eri tapoja ratkaista itseisarvoyhtélo |z — 1| + |z — 3| = 3 Mathematicalla.

Vihje: Itseisarvofunktio on Abs. Yhtdloon voidaan suoraan soveltaa yhtéléiden ratkaisemisessa

kéytettavid komentoja itseisarvolausekkeita ensin purkamatta. Piirrd myos kuvio (Plot).

Ratkaise yhtalo |3z + 1| + |2z — 3| = az + |5z — 7| kdyttden funktiota Solve; a on
jokin reaalinen vakio. Kokeile, toteuttavatko saadut juuret yhtalon.

Vihje: Voi olla hyddyksi tutkia yhtdlon toteutumista antamalla a:lle sopivia arvoja. Itseisarvo-
funktio on Abs.



139.

140.

141.

142.

Ratkaise lineaarinen yhtaléryhmé

3r—2y =1,
4o + dy = 2.

Vihje: Solve-funktion ensimméisend argumenttina voi olla usean yhtédléon muodostama lista ja

toisena usean tuntemattoman muodostama lista.

Ratkaise yhtaloryhméat

r+2y+3z2=11
a) < 4x+5y+62=13
Tr + 8y + 10z = 17

r+2y+3z2=1
b) ¢ 4x + 5y + 62 =13
Tr +8y+9z =17

r+2y+3z2=1
c) S dx+>5y+6z2=13
Tr+8y+9z =15
Montako ratkaisua yhtaloryhmilla on?

Vihje: Ryhmén rakennetta voi my6s tutkia tarkemmin eliminoimalla esimerkiksi tuntematto-
man x kahdesta ensimmaéisestd ja vastaavasti kahdesta jalkimmaéisestd yhtéalostd. Talloin on apua

Mathematican funktiosta Eliminate.

Ratkaise yhtalopari
2% + 3y? — 2y = 10
ar—y=>5 '

Milla vakion a arvoilla yhtaloparilla on reaalisia ratkaisuja?

Vihje: Ratkaise ensin yhtdlopari ja poimi hiirelld ratkaisusta ehto luvulle a. Epayhtéloita voidaan
ratkaista funktiolla Reduce.

Ratkaise kéyrien

1622 + 9y + 24zy — 170z + 310y — 465 =0 ja
522 4 8y? + 4dxy — 32z — 56y + 80 = 0.
leikkauspisteiden koordinaatit. Vertaa tulosta kéyrien kuvaajiin.

Vihje: Kumpi on jarkevampéé: Hakea leikkauspisteiden koordinaateille tarkat arvot vai likiarvot?

Kuvaajat voidaan piirtdéa funktiolla ContourPlot.



143.

144.

145.

146.

147.

148.

149.

Ratkaise yhtalo In(z? + 1) = x + 1.

Vihje: Piirrd kuvio (Plot) ja selvitd sen avulla yhtdlon juurten lukuméérd. Voidaanko juurille
l6ytéaa tarkat arvot? Mitd yhtédlonratkaisufunktioista Solve, NSolve, FindRoot voidaan kayttda?

Miksi? Luonnollinen logaritmi on Log.

Ratkaise yhtalo e™ — sinz = 0. Piirra tata varten funktioiden y = e ja y = sinx
kuvaajat samaan kuvioon. Méarita kolmen pienimmén juuren likiarvot. Montako
juurta yhtélolla on? Mitd voidaan sanoa néiden ratkaisemisesta a) algebrallisesti,
b) numeerisesti?

Vihje: Funktiota Solve tai edes NSolve ei voida kéyttaa, koska kyseessd on transkendenttiyhtalo.
Tteratiiviseen numeeriseen ratkaisemiseen (Newtonin menetelmén tapaan) on kiytettévissé funktio
FindRoot.

Etsi yhtéloparin e* + siny = 0, 2% — 2y + y% = 4 juuret numeerisesti.

Vihje: Funktioita Solve ja NSolve ei voida kayttdd, koska ne ratkaisevat vain algebrallisia yhtéa-
16ita. Transkendenttinen yhtalo tai yhtédloryhmé voidaan ratkaista funktiolla FindRoot, joka oleel-
lisesti kayttda yksi- tai useampiulotteista Newtonin menetelméé. Sopivien alkuarvojen 16ytamiseksi

kéyrat on syytd piirtdd. Télloin voidaan kayttaéd funktiota ContourPlot.

Osa tien kaarteesta on ympyran kaari, joka kartalla kulkee xy-koordinaatiston pis-
teiden (28,98), (70,112) ja (126, 84) kautta. Kuinka suuri on tdmén ympyran sade,
kun yksikko kartalla vastaa 25:t4 metrid luonnossa?

Vihje: Ratkaise kolmen algebrallisen yhtéalon ryhmé. Muodosta téta varten ensin ympyréan yhtalo,

jossa séde ja keskipisteen koordinaatit ovat tuntemattomia, ja sijoita sithen annetut arvot.

Maérita ympyrdiden z2 + 3% — 42 — 6y + 10 = O ja 22 + > + 20 — 2y — 3 = 0
leikkauspisteet, laske niiden etaisyydet origosta ja niiden keskinainen etéisyys.

Vihje: Kiyta Solve-komennon tuottamia korvaussaéntoja mahdollisimman tehokkaasti. Etaisyy-

det voi ehké helpoimmin laskea vektoreiden pituuksina.

Kolmen pallon keskipisteet ja séiteet ovat (1,1,1), 3; (1,2,3), 2; (3,2,4), 4.
Maarita pallojen yhteiset pisteet.

Vihje: Kayta funktiota Solve usean algebrallisen yhtalon muodostaman ryhmén ratkaisemiseen.

Kolmannen asteen polynomilla p(z) on kaksinkertainen nollakohta = = 2 ja p(3) =
15, p'(1) = 0. Maarita p(x).

Vihje: Muodosta polynomille lauseke tuntemattomin kertoimin ja johda kertoimille yhtaloryhmé

ehtojen perusteella.



150. Miéritd vakio a siten, ettd yhtilon a* — az? + 2z + 1 = 0 juurten neliiden summa
on 1. Mitka ovat vastaavien juurten likiarvot?

Vihje: a on yksinkertainen murtoluku; kaksi juurista on kompleksisia. Tehtdvan voi laskea
monella tavalla. Tutki, mitd antavat seuraavantyyppiset syoOtteet: neliot= x~2/.Solvel[...],

Apply [Plus,neliot].



