Leikki metrisessa avaruudessa
kannustaa luovuuteen

Riikka Korte ja Outi Elina Maasalo
Matematiikan laitos, Teknillinen korkeakoulu

Tassa artikkelissa esitelldan
valikoituja osia kahdesta met-
risten avaruuksien analyysig
kdsittelevastd vaitoskirjasta
[51ja [7]. Analyysi metrisissa
avaruuksissa on kansainvili-
nen ja aktiivinen matematiikan
ala, jonka parissa tydskente-
lee myds useita suomalaisia
tutkijoita. Molemmat vaitoskir-
jatydt on tehty Teknillisessa
korkeakoulussa Epélineaariset
osittaisdifferentiaaliyhtélét -
tutkimusryhmassa. Ensimmai-
sessd tutkitaan metristen
avaruuksien geometrisia omi-
naisuuksia sekd Sobolev-tyyp-
pisten epdyhtéldiden erilaisia
karakterisaatioita. Jalkimmai-
nen kdsittelee variaatiolasken-
taa metrisissd avaruuksissa.

Erityistapauksista
yleisempdaéan teoriaan
Analyysi metrisissi avaruuksissa
saattaa hyvinkin olla matematiikan
ala, jolle hakeutuvilla ihmisilld on lap-
sena ollut vain yksi lelu — ja sekin
tiukasti patterin vilissd. T#llaisessa
analyysissé lahdetddn nimittiin liik-
keelle hyvin vahilli tiedoilla tutkitta-
van avaruuden rakenteesta. Lihto-
kohtana on vain pistejoukko, jossa
jokaisen pisteparin vilille on méiri-
telty etdisyys. Kuten arvata saattaa,
kaikissa téllaisissa avaruuksissa toi-
mivia leluja i ole kovin paljon.
Kiinnostus yleisten metristen
avaruuksien tutkimukseen lihti 1900-
luvun viimeisilld vuosikymmenills
liikkeelle tarpeesta soveltaa klassisen

18

analyysin ja potentiaaliteorian tulok-
sia esimerkiksi kvasikonformikuvauk-
sia, geometrista mittateoriaa, Rieman-
nin geometriaa ja geometrista ryhmé-
teoriaa koskeviin ongelmiin. Yhtengi-
selle ja yleiselle teorialle oli tarvetta,
Jottei argumentteja tarvitsisi kiyda
ldpi yhd uudestaan jokaisessa erityis-
tapauksessa.

Metristen avaruuksien analyysii
voidaan motivoida my®s sills, etta
kun ylimiariists tietoa avaruuden
rakenteesta ei ole, “turhat” tyskalut
Jamenetelmit eivit ole kdytossi. Jo-
kainen tiedostava vanhempihan ym-
martdd, ettd hienojen lelujen paljous
vain tukahduttaa lasten luovuuden.
Kun tietoa avaruuden geometriasta ei
ole, joudutaan kaivamaan ilmisiden
perimmdiset syy-seuraussuhteet esil-
le. Tdstd johtuen metristen avaruuk-
sien analyysi paljastaa vililld mielen-
kiintoisia havaintoja jo klassisestakin
tilanteesta ja yksinkertaistaa tunnet-
tuja menetelmii. Ylldttavin suuri osa
ilmidistd, jotka ndyttavit perustuvan
euklidisen avaruuden lineaariselle
rakenteelle, osoittautuvat siitd rii ppu-
mattomiksi.

Kohti ensimmaisen
kertaluvun
differentiaalilaskentaa
Pelkilld metriikalla ei kuitenkaan pii-
se kovin pitkille. Mihin tahansa pis-
tejoukkoon voidaan méritelld met-
riikka vaikkapa siten, ettd jokaisen
pisteparin etéisyys on tasan yksi
metri. Tuloksena saadun metrisen
avaruuden hyvit ominaisuudet on
kuitenkin nopeasti lueteltu. Suurin

osa mielenkiintoisista ilmisists taas
on luonteeltaan direllisulotteisia.
Yksi toimivaksi osoittautunut tapa
karsia pois patologiset tapaukset ja
rajata metrisen avaruuden dimensiota
on edellyttid, ettd sinne on médritelty
tuplaava mitta. Mitan tuplaavuus tar-
koittaa siti, ettd jos minki tahansa
pallon side kaksinkertaistetaan ja
keskipiste pidetdfin samana, suurem-
man pallon mitan suhde pienemmin
pallon mittaan on tasaisesti rajoitet-
tu. Tuplaavuusehdon avulla saadaan
esimerkiksi avaruuden Hausdortfin
dimensiolle yldraja. Haluamme kuiten-
kin huomauttaa, ettd estimaatit riip-
puvat seki valitusta mitasta etti met-
riikasta eivitkd siis kerro kovinkaan
paljoa avaruuden geometriasta.

Tuplaava mitta antaa metriselle
avaruudelle jo huomattavan hyvii
ominaisuuksia. T4ll5in saadaan toimi-
maan muun muassa erditi tirkeitid
peitelauseita, ja ndiden avulla voi-
daan tutkia esimerkiksi Hardy-Little-
woodin maksimaalifunktioita ja saada
estimaatteja funktioiden Lebesguen
pisteiden miarilie.

Koska metrisessi avaruudessa ei
ole lineaarista rakennetta, ja siten esi-
merkiksi suunnan kisite on epamis-
rdinen, osittaisderivaattojen médritte-
leminen on hankalaa ellei jopa mah-
dotonta. Eriinlaista vastinetta osit-
taisderivaatoille on tutkinut Cheeger
[1]. Tdysin koordinaatistosta riippu-
mattomaan tilanteeseen padstiin kui-
tenkin korvaamalla gradientti niin sa-
notulla ylagradientilla. T#ti lihesty-
mistapaa ovat kilyttdneet ensimmais-
ten joukossa Hajlasz [3] sekd Heino-
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nen ja Koskela [4]. Yiigradientin
médritelmin idea on, etti tarkastelta-
essa avaruuden mielivaltaista piste-
paria ja mitd tahansa n#iti yhdistavig
polkua yldgradientin polkuintegraali
polun yli on suurempi kuin funktion
arvojen erotus tarkasteltavissa pis-
teissd. Euklidisessa avaruudessa sile-
in funktion yligradientiksi kelpaa
siis gradientin itseisarvo. Yligradien-
tilta puuttuu kuitenkin monia gradi-
entin hyvis ominaisuuksia. Se ei ole
lineaarinen eli kahden funktion ero-
tuksen yldgradientiksi ei viilttamatts
kelpaa yligradienttien erotus. Toi-
saalta ylagradientti ei ole yksikisit-
teinen, silld mikd tahansa yligradient-
tia suurempi funktio kelpaa yhti hy-
vin. Monissa tilanteissa on kuitenkin
olemassa yksikésitteinen minimaali-
nen ylédgradientti.

Kéayttamalld ylagradienttia on
mahdollista m#ritells esimerkiksi en-
simmdisen kertaluvun Sobolevin ava-
ruudet siten, ettd euklidisessa tilan-
teessa tdmé médritelma antaa klassi-
sen Sobolevin avaruuden. Shanmu-
galingam on kirjoittanut viitoskirjas-
saan systemaattisen esityksen Sobo-
levin avaruuksista metrisissi ava-
ruuksissa. Tulokset on julkaistu artik-
kelissa [8].

Vaikka yligradientin midiritelma ei
vaadi avaruudelta erityistd rakennet-
ta, karussa ympéristossi se e ole
kovin hyodyllinen eiki kerro villtts-
mittd mitdan funktion kiytoksesti.
Tuplaavan mitan ohella usein olete-
taankin, ettd avaruudessa pitee niin
kutsuttu Poincarén epiyhtilo, joka
kytkee mitan ja yligradientin vhteen.
Toisin sanoen ilman Poincarén epé-
yhtélod yldgradientin vilittimiasts
lokaalista informaatiosta ei passta
globaalimpiin estimaatteihin.

Avaruus Poincarélla

vai ilman?

Mitan tuplaavuus ja Poincarén epé-
yhtéls ovat muodostuneet standar-
dioletuksiksi metrisen avaruuden
analyysissd, ja monet klassisen ana-
lyysin tulokset on saatu vleistettyd
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tahin tilanteeseen. Sen sijaan meills
on vithemmin tietoa siiti, millaiset
avaruudet toteuttavat nimi ehdot,

Yksi viitoskirjan [5] tutkimuskoh-
teista oli, mitd geometrisia ominai-
suuksia Poincarén epayhtildstd seu-
raa avaruudelle. Jo aiemmin on tiedet-
ty, ettd epiyhtilon voimassaolo takaa
muun muassa, ettd avaruus on yhte-
ndinen ja sielld on paljon 4irellismit-
taisia polkuja. Itse asiassa avaruus on
vieldpd kvasikonveksi, eli miti tahan-
sa pisteparia yhdistdd vahintddn yksi
polku, jonka pituus on verrannollinen
pisteiden etdisyyteen toisistaan. Aja-
tus on alunperin Semmes’n, ja todis-
tus [8ytyy esimerkiksi Cheegerin ar-
tikkelista [1]. Usein yksi polku ei kui-
tenkaan riitd, silld jos jotain pisteparia
yhdistiisi vain yksi polku, avaruudes-
ta tulisi epayhtendinen jo poistamalla
vksi sopivasti valittu piste. Viitoskir-
jassa osoitettiinkin, ettd kun kiytdssa
on riittdvéin vahva Poincarén epiyh-
tilo, kahden samankeskisen pallon
viliin jadva alue on lihes kvasikon-
veksi, eli miki tahansa pistepari voi-
daan yhdistaa lyhyehkoilla poluilla,
jotka pysyviit ainakin melkein alueen
sisilla. Erityisesti tillaisia polkuja on
useita. Vaikka alueen reunoja voi-
daankin hieman joutua venyttimin,
tulos on aiemmin tunnettuja vahvem-
pi jariittdvi ajatellen suurinta osaa
sovelluksia. Lisdksi menetelmi on
luonteeltaan kvantitatiivinen, eli itse
asiassa saadaan estimaatti tillaisten
polkujen midralle.

Metrinen avaruus, jossa on tup-
laava mitta ja Poincarén epiyhtils
pitee, tarjoaa siis analyysille hyvin
lahtskohdan. Miki vielikin parempaa,
chdot tdyttavid avaruuksia on lukui-
sia. Helpoin esimerkki on euklidinen
avaruus, jossa on Lebesguen mitta tai
Lebesguen mitta painotettuna
Muckenhouptin painoilla. Sen lisiksi
my0s esimerkiksi monet monistot ja
ryhmirakenteet toteuttavat nimi eh-
dot.

Toki on olemassa yksinkertaisia-
kin esimerkkejd avaruuksista, joissa

Jompikumpi tai kumpikaan ehdoista ei

toteudu. Tarkastellaan vaikkapa suo-
raa, jossa on tavallinen pituusmitta,
mutta madritelldsin metriikka ottamal-
la normaalista etdisyydesti nelijuu-
ri. Ndin saadaan toimiva metriikka,
mutta nelidjuuren ottaminen repii
pienid etéisyyksid valtavan paljon
suuremmiksi. Tésti johtuen kaikki
polut ovat d4rettdmin pitkid. Mita
lyhyemmilli askelilla yritetisn pazstd
paikasta toiseen sitd pidempi on mat-
ka. Eisiis kovin mukava leikkipaikka
lyhytjalkaiselle lapselle, joten pa-~
laamme takaisin Poincarén epéyhtii-
16n toteuttavaan maailmaan.

Osittaisdifferentiaali-
yhtaloiden teoriaa
variaationlaskennan kautta
Vaikka yldgradientin kisite mahdol-
listaa Sobolevin avaruuksien mirit-
telemisen, osittaisdifferentiaaliyhii-
16t jaavit edelleenkin lelukaupan yli-
hyllylle. Kiukuttelu on kuitenkin tur-
haa, silld esimerkiksi suuri osa sizin-
nollisyysteoriasta voidaan rakentaa
tutkimalla heikkojen ratkaisujen si-
Jaan variaatiointegraalien minimoijia
Jjakvasiminimoijia. Jalkimmaiset mini-
moivat integraalin vain kerroinvakio-
ta vaille ja toisin kuin minimoijat ne
silyvit bilipschitz-kuvauksissa.
Kvasiminimoijia on jo euklidisessa
avaruudessa ldhestyttivi variaatio-
laskennan kautta, sill4 nijhin ei ylei-
sesti liity Euler-Lagrangen yhtaloi.
Viitéskirjassa [7] tutkitaan variaatio-
laskentaan liittyvii integroituvuus-
kysymyksid, joissa ilmist ovat luon-
teeltaan itsednsd parantavia. Talls
tarkoitamme siti, ettd tarkasteltava
funktio onkin integroituva korkeam-
paan potenssiin kuin sen mairitelmi
antaa ymméirtii,

Lokaalit tulokset vaativat usein
vain mainitsemiemme standardiole-
tusten, sekd kenties tdydellisyyden,
voimassaolon, kun taas globaalien
tulosten todistamiseksi tarvitaan li-
sdd tietoa avaruuden ja tarkasteltavi-
en joukkojen geometriasta. Viitoskir-
jojen tulokset kietoutuvat yhteen
muun muassa tutkittaessa kvasimini-
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moijien sddnnollisyytta. Viitoskirjas-
sa [7] osoitetaan, ettid kvasiminimoiji-
en janiiden yldgradienttien integroi-
tuvuudella on itseparantavuusomi-
naisuus. Viitdskirjassa [5] tutkitaan
toisesta nikdkulmasta ehtoja, joita
itseparantavuusominaisuus edellyt-
44 avaruudelta ja tarkasteltavalta
joukolta.

Tyypillinen tytkalu paremman
eksponentin saavuttamiseksi on Gia-
quintan ja Modican [2] todistama ver-
sio Gehringin lemmasta, joka on jo
itsessé@dn itseparantavuustulos. Lem-
man mukaan kignteinen Holderin
epdyhtild parantaa itsedisin, joten
mikd tahansa funktio, joka toteuttaa
kd#nteisen Holderin epiyhtilon, on
lokaalisti integroituva myos korkeam-
paan potenssiin. Lemman klassinen
todistus perustuu Calderén-Zygmun-
din hajotelmaan, eli sithen, ettd kuu-
tio voidaan peittids dyadisilla osakuu-
tioilla, joissa funktion integraalikeski-
arvoa voidaan kontrolloida.

Metrisessd avaruudessa kuutioita
ei suuntien puuttuessa voida madri-
telld, pallot sen sijaan voidaan. Met-
risen avaruuden pallot eiviit tosin
valttdmittd ole pyoreitd tai edes yh-
tendisig, eiki pallon peittdminen pal-
loilla ei ole endd kovinkaan siistii.
Siind, missi kuutiopalikoilla leikkivi
lapsi voi ndppiristi rakentaa pali-
koistaan suuremman kuution, naapu-
rin lapsi, joka on saanut pallokokoel-
man, voi vain katsoa kateellisena vie-
restd: pallojen viliin nimittiin ja4 vi-
kisin ldhes aina tilaa.

Vaikka metrisesss avaruudessa
on kiytinnéssi mahdoton saada
tdysin optimaalisia estimaatteja, mi-
tan tuplaavuus takaa, ettd mitd tahan-
sa aluetta peittimain voidaan aina
valita joukko erillisid palloja siten,
ettd hieman suurennettuina pallot
peittdvit koko alueen. Viitéskirjassa
{7] esitetdsin Gehringin lemmalle to-
distus metrisen avaruuden tilantees-
sa korvaamalla Calderon-Zygmundin
hajotelma tillaisilla peiteargumenteil-
la ja maksimaalifunktiotekniikoilla.
Hieman erilaisella menetelmalld ilmis-
td ovat tutkineet muun muassa
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Stromberg ja Torchinsky [9].

Tamén jilkeen lokaali itseparanta-
vuustulos seuraa suoraviivaisesti,
silld kvasiminimoijat ja niiden yl4gra-
dientit toteuttavat kdsinteisen Holde-
rin epdyhtilon kaikissa avoimen jou-
kon palloissa, jotka ovat tarpeeksi
kaukana reunasta. On kuitenkin mie-
lenkiintoisempaa tutkia, milloin pa-
rempi integroituvuus saadaan koko
joukossa. Viitdskirjassa [7] osoite-
taan, ettd mikili metrinen avaruus on
aiemmin mainitulla tavalla lihes kva-
sikonveksi, ja joukon komplementti
toteuttaa erfiéinlaisen kapasiteettitihe-
ysehdon, lokaali tulos voidaan laa-
jentaa globaaliksi. Li ja Martio [6)
ovat todistaneet vastaavan tuloksen
esteongelman ratkaisuille euklidises-
sa avaruudessa. Kvasiminimoijille
viitdskirjan tulos on uusi myos tissd
klassisessa tilanteessa.

Joukon komplementin tasainen
kapasiteettitiheys on olennaista to-
distetussa itseparantavuustulokses-
sa. Vaikka euklidisessa avaruudessa
esimerkiksi kaikki Lipschitz-reunaiset
Jjoukot toteuttavat timin ehdon, ka-
pasiteettitiheys kertoo kuitenkin
enemmén joukon geometriasta kuin
sen reunan sdinnollisyydestd. Hie-
man yllattdvisti talle ehdolle saadaan
hyvinkin erityyppisid yhtipitivii
muotoja.

Viitdskirjassa [5] osoitettiin, ettid
tietyissi tilanteissa joukon komple-
mentin tasainen kapasiteettitiheys on
ekvivalenttia Hardyn epiyhtilon
kanssa. Jo aiemmin on tiedetty, etti
Hardyn epidyhtil seuraa aina
komplementin tiheydesti. Toinen
suunta todistetaan osoittamalla, etti
Hardyn epayhtilostd seuraa komple-
mentin tasainen perfektisyys ja siiti
edelleen kapasiteettitiheys. Tasainen
perfektisyys kertoo, ettd joukkoon ei
voi kuulua liian eristyneits saaria mis-
sédn mittakaavassa. Viitoskirjan tu-
lokset siis osoittavat, ettd geometri-
nen kapasitettitiheysehto, analyytti-
nen Hardyn epiyhtils ja luonteel-
taan metrinen tasainen perfektisyys
ovat yhtépitivii.

Téssd kisiteltyjen viitoskirjojen

aiheet valottavat kahta erilaista mutta
tyypillistd nakokulmaa analyysiin
metrisissd avaruuksissa. Toisaalta
ollaan kiinnostuneita siitd, mitki klas-
sisen analyysin tuloksista ja menetel-
mistd on yleistettdvissi. Toisaalta on
tarke tietdd, mitd vilttimittomat ole-
tukset avaruuden rakenteesta oikeas-
taan tarkoittavat.

Ennen kaikkea analyysi metrisissi
avaruuksissa tarjoaa uuden ja hyo-
dyllisen ndkokulman esimerkiksi epi-
lineaaristen osittaisdifferentiaaliyhti-
loiden teoriaan. Tosin tillikin lihes-
tymistavalla on rajoituksensa. Esi-
merkiksi korkeamman kertaluvun dif-
ferentiaalilaskentaa ei toistaiseksi ole
saatavilla edes, sanokaamme, lelu-
kaupan tiskin alta.
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