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1 Lammon johtumisesta veden virtaukseen

Epélineaaristen parabolisten osittaisdifferentiaaliyhtéloiden ja -systeemien
parissa tyoskentelee useita suomalaisia nuoria tutkijoita. Seuraavas-
sa esitelladn kahta Teknillisessé korkeakoulussa FEpdlineaaristen osit-
taisdifferentiaaliyhtiloiden ryhmdssi tehtya vaitostutkimusta. Molemmat
vaitostutkimukset liittyvét epélineaaristen parabolisten osittaisdifferenti-
aaliyhtéloiden sadnnollisyysteoriaan. Ensimméisesséd tarkastellaan ratkaisun
muutosnopeuden singulariteetteja ja toisessa ratkaisun kayttaytymisté.

Perinteinen osittaisdifferentiaaliyhtéaloiden tutkimus on usein keskittynyt
tutkimaan stationaarisia ilmiditd. Jos halutaan ymmértdd paremmin lu-
onnon dynamiikkaa, joudutaan muutos ajassa kuitenkin huomioimaan,
ja ndin paddytddn usein tutkimaan parabolisia osittaisdifferentiaaliy-
htéloita. Erds tunnettu esimerkki téllaisesta osittaisdifferentiaaliyhtalosté
on lampoyhtilo, joka mallintaa muun muassa kappaleen ldmpotilan muut-
tumista limmonjohtumisen ja mahdollisten ulkoisten tekijoiden vaikutukses-
ta. Nimestddn huolimatta lampoyhtalolla on myo6s paljon muita sovelluksia
kemikaalien diffuusiosta porssikurssien heilahteluun.

Lampoyhtélo pukee matematiikan kielelle ajatuksen siité, ettd kappaleen
l&dmpotila muuttuu limmonjohtumisen seurauksena ja limmonjohtuminen on
suoraan verrannollinen ldmpétilaeroihin. Ajatus tuntuu arkielamén havain-
tojen perusteella melko uskottavalta: Jos ulkona on pakkasta, karkaa lampoé
sisdltd nopeammin kuin kesdhelteelld. Pitkdn ajan kuluttua péaadytasan
sopivissa olosuhteissa olennaisesti tasapainolampdtilaan, joka ei endd muutu.
Téata tasapainotilaa voidaan sitten mallintaa stationaarisella mallilla.

Lampoyhtédlo on esimerkki lineaarisesta parabolisesta osittaisdifferen-
tiaaliyhtalostda. Tallaisten yhtéloiden ratkaisut séilyvét ratkaisuina vaki-
olla kerrottaessa tai laskettaessa ratkaisuja yhteen. N&itd ominaisuuk-
sia hyodyntden voidaan lampoyhtélolle johtaa yleinen ratkaisukaava, jos-
ta pystytddn usein melko suoraviivaisesti lukemaan ratkaisun ominaisuuk-



sia. Esityskaavan avulla voidaan esimerkiksi todistaa, ettd lampoyhtalon
ratkaisut muuttuvat ajan kuluessa varsin nopeasti sddnnollisemmiksi
ldmpotilaerojen tasoittuessa.

Lineaarisilla yhtélgilla on kuitenkin rajoituksensa. Joskus kuulee sanot-
tavan, ettd 1800-luvun suuri keksinté oli se, ettd luontoa mallintavat yht&lot
ovat lineaarisia, kun taas 1900-luvun suuri keksintd oli se, ettd ne eivit
ole. Epélineaarisista parabolisista yhtdloistd mainittakoon erikoistapauksi-
na parabolinen p-Laplacen yhtdlo ja huokoisen aineen yhtélo. Parabolisel-
la p-Laplacen yht&lolla on sovelluksia esimerkiksi nestedynamiikkaan, ku-
vankésittelyyn, ja se myos liittyi Neuvostoliiton ydinohjelmaan, jossa Baren-
blatt [1] ja Zel’dovich-Kompaneets [18] mallinsivat lamporintaman eten-
emistd. Nykyisin keskittyneen alkujakauman aikaansaamaa perusratkaisua
kutsutaankin Barenblattin ratkaisuksi. Huokoisen aineen yht&lo taas on ke-
hitetty mallintamaan veden kulkeutumista huokoisessa maaperéssé, ja ovat-
pa téhtitieteilijat perustelleet silld jopa édlyllisen elamén hidasta levidmisté
galaksien valilld, Newman-Sagan [13]. Huokoisen aineen yhtaléén voi tutus-
tua esimerkiksi Vazquezin kirjoista [16, 17].

Epélineaarisilta yhtéaloiltd puuttuvat monet lineaaristen yhtaloiden
hyvistd skaalaus- ja summausominaisuuksista. Niinpé niille ei yleensé saa-
da johdettua yleisid ratkaisukaavoja, joista ominaisuudet voitaisiin lukea.
Epiélineaaristen yhtaloiden ominaisuudet joudutaan tyypillisesti todista-
maan tapauskohtaisesti: tulokset perustuvat kovaan analyysiin ja tarkkoi-
hin yhtdlén rakenteen huomioiviin arvioihin. Useinkaan tuloksia ei voida
saavuttaa yleisilla funktionaalianalyyttisilla menetelmilld. Yhtaloiden sijaan
voidaan tutkia myos systeemejé, joissa yhden tutkittavan suureen sijaan on
useita toisiinsa vaikuttavia suureita. Suureiden vuorovaikutuksen takia sys-
teemien késittely saattaa olla huomattavasti vaikeampaa kuin yhden yhtélon.

Epélineaarisessa teoriassa esiintyy useita uusia ilmioitéd, jotka vaikeut-
tavat todistuksia lineaariseen teoriaan verrattuna. Esimerkiksi degen-
eroituneessa parabolisessa tapauksessa perusratkaisuun muodostuu niin
sanottu vapaa pinta, jonka toisella puolella ratkaisu on positiivinen ja
toisella puolella nolla. Témaé johtuu siitd, ettd yhtédlo kuljettaa informaa-
tiota &drelliselld nopeudella, eli esimerkiksi maaperdssd virtaavalta nes-
teeltd kuluu tietty aika saavuttaa kukin kohta maaperéissid. Vapaa pinta
rikkoo ratkaisun sddnnollisyyden, miké joudutaan huomioimaan matemaat-
tisissa tarkasteluissa esimerkiksi skaalaamalla geometriaa. Singulaarises-
sa tapauksessa esiintyy niin kutsuttu sammumisilmio &érellisen ajan ku-
luttua. Lampoyhtalolla téllaisia ominaisuuksia ei sen sijaan ole, vaan
keskittynyt alkulampotilajakauma levida valittomaésti kaikkialle, ja ratkaisu
on positiivinen kaikilla myohemmilld ajanhetkilld. Taméa epéfysikaalinen
kédyttdytyminen johtuu pohjimmiltaan siitd yksinkertaisesta oletuksesta, etté



l&mmon johtuminen riippuu lineaarisesti lampdétilaerosta.

2 Arvioita gradientille

Lampoyhtédlon  ratkaisun  todettiin ~ olevan  sddnnollinen,  vaikka
alkulampotilajakauma olisi epéasddnnéllinen. Herdd kysymys, voisiko
epélineaarisilla yht&loilla olla vastaavankaltainen ominaisuus. Jotta de-
generoituneiden parabolisten yhtéloiden heikoista ratkaisuista voitaisiin
ylipddnsa puhua, tédytyy olettaa, ettd ratkaisujen gradientit ovat riittdvén
sadnnollisia. Kay kuitenkin ilmi, ettd yhtalo parantaa itseddn, eli etté
ratkaisujen gradientit ovat sddnnéllisempié, kuin mitd alunperin oletettiin.
Erityisesti tamé tarkoittaa, ettd ratkaisun muutosnopeuden singulariteetit
eivit olekaan niin pahoja, kuin voisi odottaa. Tatd ilmictd kutsutaan
gradientin korkeammaksi integroituvuudeksi.

Ensimméinen, joka tutki korkeampaa integroituvuutta, lienee ollut Bo-
jarski. Vuonna 1957 ilmestyneessé artikkelissaan [2] hén tarkasteli station-
aarisia systeemeji tasossa. Myohemmin Elcrat ja Meyers [9] todistivat, ettd
stationaarisilla epélineaarisilla systeemeilld on myo0s vastaava ominaisuus.
Todistukset eivat kuitenkaan suoraan yleisty paraboliseen tapaukseen, silld
aikaevoluutio aiheuttaa tiettyjd hankaluuksia. Giaquinta ja Struwe [6] on-
nistuivat kuitenkin todistamaan korkeamman integroituvuuden parabolisille
systeemeille erddsséd erikoistapauksessa. Yleinen tapaus sdilyi sen sijaan
pitkddn avoimena ongelmana. Sen ratkaisivat vuonna 2000 Kinnunen ja Lewis
[7].

Syy gradientin korkeamman integroituvuuden tutkimiseen 10ytyy
toisaalta  sovelluksista ja  toisaalta  mielenkiinnosta  ratkaisujen
saannollisyyttéa kohtaan. Kyseessd on perustyokalu, jota kidytetddn muiden
sdannollisyystulosten todistamiseksi systeemejd tutkittaessa. Jotta osit-
taisdifferentiaaliyhtaloa voitaisiin kéyttda fysikaalisena mallina, on usein
perusedellytys, ettd yhtédlon ratkaisut ovat stabiileja mitattavien parame-
trien suhteen. Niin pienet mittausvirheet aiheuttavat vain pienen muutoksen
ratkaisuihin. Gradientin korkeampi integroituvuus on kayttokelpoinen omi-
naisuus stabiilisuutta tutkittaessa, silla jos ratkaisut kuuluvat parempaan
luokkaan, ne kestévit parametrien vaihtelua paremmin.

Kaikki kappaleen alussa mainitut tulokset ovat paikallisia, eli ne péatevit
etddlla alueen reunoista. Usein varsinkin kaytédnnon sovelluksissa reunan
vaikutusta ei voi jattdd huomiotta esimerkiksi siksi, ettd reaalimaailmassa
kappaleet ovat rajoitettuja. Viitostutkimuksessa [14] osoitetaan, ettd degen-
eroituneiden parabolisten yhtaloiden ja systeemien gradientit ovat oletettua
saannollisempia reunalle asti tietyilld oletuksilla (katso myos [15]). Todis-



tuksessa tilannetta tarkastellaan ensin paikallisesti sopivassa geometriassa,
ja lopuksi yleinen tulos kootaan peiteargumentteja kidyttden. Kdy ilmi, ettd
epélineaarisuudesta ja reunaechdoista johtuen sopiva geometria riippuu seké
reunaehdoista ettd ratkaisun gradientista itsestddn. Intuitiivisesti yht&aloa
katsotaan sellaisessa geometriassa, jossa ratkaisu kayttaytyy jossain médrin
lampoyhtilon ratkaisun tapaan. Jatkotutkimusten kohteena ovat tulosten
laajentaminen singulaariseen tapaukseen ja sovellukset stabiilisuuteen.

3 Ratkaisun kiyttidytyminen

Hilbertin 19. kysymyksen, eli ovatko kaikkien s#d&nnéllisten variaatio-
ongelmien ratkaisut valttamétta analyyttisid, myonteinen vastaus kiteytyi
sithen, ovatko ratkaisut Holderin jatkuvia. Holderin jatkuvuuden todistivat
riippumattomasti De Giorgi [3] ja Nash [12] tdysin eri menetelmin.

1960-luvulla Moser [10], [11] todisti Holderin jatkuvuuden lineaarisille
parabolisille osittaisdifferentiaaliyhtéloille kédyttden apuna nk. Harnackin
epayhtalod. Se kertoo, etté jos ratkaisu on annettuna alueessa, johon kuuluu
2r-siteinen pallo, niin ratkaisun maksimia r-séteisessi pallossa télla ajan-
hetkelld rajoittaa ratkaisusta riippumattomalla vakiolla kerrottu ratkaisun
minimi samassa pallossa, mutta vasta tietyn odotusajan kuluttua. Station-
aarisessa tapauksessa téllaista odotusaikaa ei ole.

Esimerkit néyttavit, ettd sama tulos ei voi olla totta epélineaarisessa
tapauksessa. Ymmartadksemme ongelman, voimme jéilleen palata
maaperdssi virtaavan veden tarkasteluun. Jos aiemmin mainittu Har-
nackin epayhtdlo olisi voimassa, tapahtuisi seuraavaa: Oletetaan, etté
maaperé olisi kostea rajatussa alueessa ja muu maa olisi kuivaa. Harnackin
epayhtalo kertoisi, ettd kosteus levidisi kaikkialle maaperdén valittomaésti.
Intuitiivisesti on selvié, ettd néin ei voi tapahtua. Osoittautuu, ettd tdmé
on tilanne myods matemaattisesti.

Ongelma siitd, mikd on epélineaarinen Harnackin epéyhtalo, séiilyi
avoimena ongelmana aina 1980-luvun lopulle, jolloin DiBenedetto ja Her-
rero [5] osoittivat, ettd Harnackin epédyhtélossd odotusajan pituus riippuu
ratkaisun suuruudesta tarkasteluhetkelld. Eli toisin kuin korkeamman in-
tegroituvuuden tapauksessa, nyt aikaskaalan méardaa ratkaisun suuruus sen
gradientin suuruuden sijasta. Todistuksen ongelma oli se, ettd se késitti ain-
oastaan homogeenisen tapauksen. Tamé tarkoittaa sité, ettd jokaisessa pis-
teessd sdaanto, jolla esimerkiksi vesi levidd, riippuu tdsmélleen samalla tavalla
ratkaisusta. Fysikaalisesti on selvié, etté jos maaperén rakenne muuttuu, ni-
in my6s vapaan reunan ympyranmuoto rikkoutuu. Samanlainen ilmié rikkoo
my6s yllamainitun todistuksen vuodelta 1989. Tésta syysta ratkaisu ei ollut



vield fysikaalisesti - eikd ennenkaikkea matemaattisesti - tyydyttéavé.

Viimeisen kahden vuoden aikana ratkaisu on lopulta saatu valmiiksi.
DiBenedetto, Gianazza ja Vespri [4] todistavat yleisen tuloksen hyddyntden
De Giorgin aikoinaan kehittdmid menetelmia. Viitostyossa [8] todiste-
taan sama tulos soveltaen Moserin menetelmid. Suurin osa tyon tuloksista
késittelee yleisempéd superratkaisujen luokkaa. Tamé ratkaisujen luokka on
erittdin mielenkiintoinen jatkotutkimuksen kannalta, ja silld on lukuisia sovel-
luksia. Superratkaisuiden ominaisuudet stationaarisessa tapauksessa liittyvit
ldheisesti Suomessa paljon tutkittuun potentiaaliteoriaan. Vastaavassa ajas-
ta riippuvassa teoriassa on lukuisia vield tutkimuksen alla olevia kysymyksié.
Viitostyon tulokset voivat osoittautua hyodyllisiksi téssé yhteydessa. Tulok-
silla on myo6s sovelluksia, kun tutkitaan ratkaisuiden olemassaoloa.

Lopuksi kerrottakoon, mité véitoskirjojen tulokset kertoisivat yhtélon,
joka mallintaa veden virtausta maaperéssi, ratkaisuista. Ensinnékin tu-
lokset kertoisivat vakiota vaille tarkasti, kuinka maaperdn kosteus muut-
tuu ajan kuluessa. Toiseksi tulokset ennustaisivat, kuinka nopeasti kos-
teus levidisi maaperdan. Ennenkaikkea voisimme padtelld, kuinka kaukana
kosteasta alueesta maa olisi varmasti kuivaa tietyn ajan jédlkeen. Kyseinen
tulos ei myoskéddn ole erityisen herkkd maaperin rakenteelle. Kolmanneksi
tulokset kertoisivat numeerisia laskuja varten sen, ettd kuinka nopeaa kos-
teuden muutos olisi ajassa eteenpéin kuljettaessa. Témén perusteella voitaisi-
in valita aikahila, jossa ongelma ratkaistaisiin. Téllainen adaptiivinen al-
goritmi voisi nopeuttaa ja tarkentaa huomattavasti ongelman numeerista
ratkaisemista.
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