olemassa,

[ > Wi th(student):

| Otetaan esimerkiksif (x) =\/? .
> fi=sqrt(x);

f:

V¥ 1. Pinta-ala summan raja-arvona

Tarkastellaan funktion kuvaajan ja x-akselin viliin jddvii pinta-alaa, jota approksimoidaan
suorakaiteiden pinta-alojen summalla. Seuraavassa havainnollistetaan asiaa Maplen student-
pakkauksen funktioilla leftbox ja rightbox.

Luentoesimerkki: Riemannin integraali

Heikki Apiola, "New perpectives 2011"-esitykseen lievésti muokattu

Kurssi: Informaatioverkostot, kevaalla 2000

Document mode on edelleen voimissaan, kiyttotarkoituksesta (ja makuasioista) riippuu, kumpaa
kiytetddn. Kéytetddn my0s joitakin uudempia piirteitd, kuten
| kdtevdd taulukkomahdollisuutta ja kaavojen aikaisempaa helpompaa editointia.

[ Tissd (24.10.2011) kaytetddn "worksheet-modea", uudempaa "document mode" ei tuohon aikaan ollut

(1.1)

> leftbox(f, x =0 .. 4, 4,
title = "A asunmm, n=4");
Alasumma,n=4
2-
1.51
1-
0.51
0
0 1 2 3 4
X
=>

=Vx
> rightbox(f, x =0 .. 4, 4,
title = "Yl asunma, n=4");
Yldasumma,n=4
2-
1.57
1
0.51
0
0 1 2 3 4
X
=>

| ri ght box taas oikeassa

Niemme, ettd | ef t box laskee funktion arvon kunkin osavilin vasemmassa paatepisteessa ja

|_> vasen : = leftsun(f, x =

0 ..

|_> oi kea: =ri ght sun{f, x=0. .4, 4);



4, 4); val ue(vasen);

3
vasen = Z\/ i
i=0

val ue( oi kea) ;

4
oikea := Z\/T
i=1

1+V2 +3 +J/4 (1.3)
1+V2 +V3 1.2) |F.
- -
i Hienonnetaan jakoa:
> leftbox(f, x =0 .. 4, 20); > rightbox(f, x = 0 .. 4, 20):
2; 21 g
el A
] A
A
1.5 - 1.5 g
g -
A f
17 17 ?
0.57 0.57
0 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
X x
B eval f(leftsum(f, x =0 .. 4, B eval f(rightsum(f, x =0 .
20)); 4, 20));
5.115572732 (1.4) 5.515572732 (1.5)
> >
Tutkitaan, miten kiy, parhaassa tapauksessa Maple osaa laskea raja-arvot, kunn — .
| Madritellddn summat n:n funktioiksi:
> Vas: =n->l ef tsunm(f, x=0..4,n);
Q k: =n->ri ghtsunm(f, x=0..4,n);
Vas := n— leftsum( f,x=0.4,n)
Oik .= n—rightsum( f,x=0.4,n) (1.6)
> Vas(20), O k(20):
19 20
T2V 2 VBT .7)
i=0 i=1

=> eval f (Vas(20)), eval f (Q k(20));

71 O\



5.115572732, 5.515572732

(1.8)

> seq(eval f(Vas(20+k*10)), k=0. > seq(eval f (O k(20+k*10)), k=0.
.10) ; . 10) ;
5.115572732, 5.190249121, (1.9) || 5.515572732, 5.456915788, (1.10)
5.226967725, 5.248762738, 5.426967725, 5.408762738,
5.263180860, 5.273418828, 5.396514193, 5.387704542,
5.281061180, 5.286982208, 5.381061180, 5.375871097,
5.291703576, 5.295555705, 5.371703576, 5.368282978,
5.298757993 5.365424659
_> _>
|: Kokeillaan rohkeasti Maplen raja-arvokykya:
> limt(Vas(n),n=infinity); >limt(AOk(n),n=infinity);
% N (1.11) % J4 (1.13)
> sinplify(d.11)); > simplify((1.13));
16 16
- 1.12 - 1.14
3 (1.12) 5 (1.14)
[ HAA! [ ja HAA HAA!!!

4
[0,4]jaJ V¥ dv= 2
0

Katsotaan viel, mitéiJ -komento sanoo:

> F\/?dx

vield on lim. Kaikki tdssd onnistuu.

Ylasummien ja alasummien jonoilla on raja-arvot, jotka yhtyvit.
Olemme todistaneet Maplen avustuksella: Funktiox—+/x on Riemann-integroituva vililld

(1.15)

Kaikki tismia, IHANAA Maple IHANAA !!!

Yleensd edes osasummaa ei saada lausutuksi "suljetussa muodossa" (vrt. integraalifunktio), sitten

Ylldoleva ei voi yleisessé tapauksessa onnistua, yhtd vihén kuin minka tahansa annetun funktion



integraalifunktion lausuminen ns. "suljetussa muodossa".

Nyt on ndyttimo avoinna puhtaasti matemaattiselle pdattelylle yleisten lauseiden muodossa, kuten:
"Jatkuva funktio suljetulle vililld on integroituva".

Siind ei symbolilaskentaohjelmalla ole roolia.

Approksimoivien jonojen avulla saadaan uskon vahvistusta, vrt. ylld. Sielld myos ndhtiin, ettd
tdllainen laatikkomenetelmé on varsin tehoton numeeriseen integrointiin, teoriaan se kylla
kelpaa.

| Tehokkaat numeerisen integroinnin menetelméit padstettdkoon nyt vuorostaan esiin!

» Funktioiden leftsum, rightsum ja middlesum toiminta

V¥ Luentotehtiivi

Tutki kidyrdn y =sin(x) ja x-akselin rajoittamaa pinta-alaa vililla [0,2]. Kaytd | ef t sum
| ef t box jne. funktioita. Jaa aluksi vaikkapa 10:een osaviliin.

Annetaan aikaa n. 10 min. Ratkaisu esitelldéin ja annetaan kdyttoon sitten.

V' Ratkaisu (suorita itse)

> | eft box(sin(x),x=0..2,10);

> rightbox(sin(x),x=0..2,10, col our=bl ue, shadi ng=yel | ow) ;
> | s: =l eftsun(sin(x), x=0..2,10);

> rs: =rightsun(sin(x),x=0..2,10);

> val ue(ls);val ue(rs);

> eval f(Is);evalf(rs);

| > eval f (m ddl esun(sin(x), x=0..2,10));

| Menndén vihin asioiden edelle:

[ > int(sin(x),x=0..2);

[ > eval f (99 ;

| > eval f (m ddl esun(si n(x), x=0..2,20));

> eval f (I eftsun(sin(x),x=0..2,20));eval f(rightsun(sin(x),x=
0..2,20));

Jaettaessa 20:een osaviliin, saatiin 4 oikeaa numeroa téssd esimerkissé. | ef sum ja

ri ght sum antavat ala-ja ylélikiarvon, jotka nayttavat ldhestyvan yhteistd raja-arvoa, joka
on integraalin arvo. (Huom: lefsum antaa oikean "alasumman", jos funktio on kasvava koko
vililld, samalla ehdolla rightsum antaa "yldsumman". Téssdhdn néin ei ole, vaan itse asiassa
| "hiukan paremmin".)

VY 2. Yli- ja alasumma

Olkoon annettu R-akselin vili [a,b] . Jactaan vili osavileihin jakopistein x,, x;..x, , missd
X, = a, x, = b ja pisteet muodostavat kasvavan jonon. Merkitéddn h,=x; . | — x;, ts. h; on i:nnen

osavilin pituus. Huomaa, etté jaon ei tarvitse olla tasavélinen, kuten edellisissa esimerkeissi oli.
Joukkoa P = {xo ..xn} sanotaan (yllatyksettomasti) vélin [a,b] jaoksi.




Oletetaan, ettd f:[a,b]->R on jatkuva funkio vililld [a,b]. Jatkuvien funktioiden perusominaisuuden (
[RA] s. 43 Lause 3.4.9 (Weierstrassin lause) tai [Ad] s. 80 Thm. 8(The Max-Min Theorem) mukaan f
saavuttaa kullakin osavililld [x; _ |, x;] suurimman ja pienimmén arvonsa, merkitdén vastaavia x-

pisteitd u, ja [, (kuten upper ja lower).

Jakoon P ja funktioon f liittyvét (Riemann-Darboux) ylé- ja alasummat mééritellaén néin:
n n

U P) = 2. f () hy L LULP) = > f (L) b,

i=1 i=1

V¥ Tehtiivi, jossa tarvitaan yleisempii vilineiti kuin leftsum ym. [Israel: Esim.
(Exa 2 s. 89)]

Maplen ohjelmointikieltd hallitseva opettaja voi sellaisia muokata tai etsid. Onneksi Robert Israel
tarjoilee meille kehittdmidén.

Muodosta funktion f'(x) =+/ |x3 4+ 1| Riemannin yld- ja alasummat, kun kyseessd on vili [-1,
2] ja sen jako 10:een tasaviliseen osaan.
Kéytetdédn Robert Israelin tekemié valmiita tyovélineita.

www.math.hut.fi/teaching/v/maple/koodit.mpl Ota ja lue read:1la ndin:
|:> read("c:\\ Users\\ Hei kki\\ opetus\\v2-3\\mapl e\\ koodit. npl"):
Syyté selostaa funktioita (tai lukea Israelista) tai sitten ei!
Funktioissa on kiinnitetty nimet a, b, f, cp .
Vaikein osa on etsid kultakin osavililtid funktion max- ja min-arvot. Nehdn I0ytyvét joko
paitepisteistd tai derivaatan nollakohdista (kriittiset pisteet)
tai singulaaripisteisté (pisteistd, joissa derivaattaa ei ole). Funktiot upper jal ower hoitavat

paitepisteet automaattisesti, mutta kdyttdjan on annettava lista cp, jossa ovat singulaari- ja
kriittiset pisteet. Niiden muodostamiseen kiytetddn tietysti Maplea.

| > f:=Xx->sqrt(abs(x"3-x"2+1));

[ > a:=-1:Db:=2:n:=10:

[ > s:=sol ve(x"3-x"2+1=0, x) ;

| Ratkaisuja on kolme, joista vain ensimmadinen on reaalinen, se saadaan viittauksella s[1].
[ > sing:=eval f(s[1]);

| Lasketaan kriittiset pisteet, eli derivaatan nollakohdat:

[ > krp:=solve(diff(f(x),x)=0,x);

| Liitetddn singulaaripiste ja kriittiset pisteet perdkkdin listaksi.
> cp: =[sinmplify(s[1]),krp];

| > rsun(upper);

> eval f (9% ;

> eval f(rsun(! ower));

> wi th(plots):

> di spl ay({rbox(upper), rbox(lower)});

> rbox(upper);




| > rbox(|ower);

Komeastipa nuo toimivat. Huomaa, ettd kuvissa oleva pikki on niin kapea, etti
| oletuspiirtopistemadrd ei riitd piirtoon 0-arvoon saakka.

| > print(rbox);
| > print(rect);

» 3. Miaaratyn integraalin mééaritelma

4. Maaratyn integraalin ominaisuuksia

— Lineaarisuus kolmioey. ym.
—viéliarvolause

—paloittain jatkuvan funktion integraali

¥ 3. Differentiaali- ja integraalilaskennan peruslause

¥ 6. Integrointitekniikkaa

Y 6.1 Sijoitus

Y 6.2 Osittaisintegrointi

6.3 Rationaalifunktiot

! Osamurtohajoitelmat



