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Maple-avustusta

read("../maple/v302.mpl");
antaa kayttoosi funktiot:

randV ,

Kannat,aliavaruudet,...
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sarakeavaruuden, riviavaruuden ja nolla-avaruuden kanta.

1. Maaritd matriisin A =

Mihin dimensioita koskeviin lauseisiin saat uskonvahvistusta?

Jos (kun) lasket Maplella, tee muutama rivioperaatio malliksi Maplella
“késin”. Sitten voit kiyttii ref /rref-aliaksia (alustukset, kuten LA.mws,
yms. tydarkeissa).

Lineaarikuvaukset ja homogeeniset koordinaatit

Lahteita:
Lay 1.9 The Matrix of Lin transf. ss. 82 — 92
Lay 2.7 Applications to computer graphics ss. 158 — 167

Lineaarikuvauksen havainnollistaminen:

L7maple.mws — nuolikuva: sininen 1dht6, punainen kuva

Harj. 3 LV: Monikulmioalueen kuva saadaan piirtdmailld nurkkapisteet ja
yhdistdmélla ne. Jos nurkkien koordinaatiti ovat listassa, tehdddn vain
plot(lista);. (Huomaa, ettd alkupiste on otettava myos loppuun.)

Esim: Yksikkonelio:

> lista:=[[0,0],[1,0],[1,1],[0,1],[0,0]];
> plot(lista,scaling=constrained) ;
(0,1) 1,

Kun tutkitaan, miten matriisin A madraama linearikuvaus kuvaa monikulmio-
alueen, sijoitetaan kirkipisteet 2 x (N +1) matriisin M sarakkeiksi (tdssd N=4)
ja kerrotaan: K = AM.

Kaksirivinen matriisi muuntuu pisteiden listaksi néin:
convert (Transpose(M) ,listlist);

Siis tdhdn tapaan:

with(LinearAlgebra) :

A:=<<1,-1>|<-1,2>>; # Kuvausmatriisi
M:=<<0,0>|<1,0>|<1,1>]<0,1>]<0,0>>; # Yksikénelid

K:=A.M; # Yksikkonelion kuva
Mlista:=convert(Transpose(M),listlist);
Klista:=convert(Transpose(K),listlist);
plot(Mlista,scaling=constrained); # Yksikkonelid
plot(Klista,scaling=constrained); # Yksikkonelitn °‘A-kuva’’.
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Polygonialueiden piirtoon on my6s erikoistuneita vilineitd plottools-



pakkauksessa: Edelliset plot-komennot voidaan korvata tdmén tyyppisilld (saa-
daan my6s alueen tiytto, eikd tarvita alkupisteen toistoa).

> with(plottools): with(plots):
> display(polygon(Klista,color=red));

Tehtavaia

1) Opiskele Lay 1.9, tutustu erityisesti tason lineaarikuvausten tyyppeihin:
Table 1,2,3 ss. 85 — 87.

1. Tee joitakin tehtdvistd 1.9 s. 90. Sanokaamme nyt ainakin 5,6,8,12. Piirrd
Maplella yksikkonelio ja sen kuva.

2) Opiskele Lay 2.7, selvitd, mité tarkoittavat homogeeniset koordinaatit, ja
miksi ne ovat hyoddylliset.

Tehtévia 2.7, s. 165 — 167:

1. Teht. 1, 3, 5, 6.
2. Teht. 11, 17, 18, 19.

Piirrd kuvia aina kun se on mielekésté. Erit. tehtavisséa 19 on hyvéa verrata
Maplen 3d-piirtoon. Voit valita muitakin tehtédvia ja vaihtaa ehdotettuja
muihin “yht& mielenkiintoisiin”.

3) Jos haluat edetéi pitemmiille, voit etsié késiisi jonkun tietokonegrafiikan
oppikirjan, kuten:

Foley—van Dam — Feiner — Huges: Computer Graphics: Principles and
Practice, 3" ed. A-W 2002, erit. Ch. 5,6.

Matriisin diagonalisointi

L8maple.mws
Kirjoita pieni ”essee” aiheesta.

Asiaan kuuluvaa:

e Diagonalisoituvuus ja ominaisarvojen kertaluvut, ominaisvektorikanta
e Miksi matriisin potensseja on helppo laskea? Miksi niitd halutaan laskea?

o Sovellusesimerkkejé differenssi- ja/tai differentiaaliyhtélosyst.

PNS-approksimaatio ja lineaarinen ennustava koodaus

Léahteitéa:

e Lay
Eirola LA
L10maple.mws/html, ../ratk/harj7LV.mws

e Boggess — Narchowich: A first course in Wavelets with Fourier analysis,
Prentice Hall 2001, ss.29 — 32, 36

Osa 1 Harjoitustehtévii ja teoriaa

Osa on késinlaskutehtévié, kaikissa laskuissa saa kayttda Maplea.

1. (Lay 6.5 s. 416 teht. 3)

Kirjoita normaaliyhtélot ja ratkaise PNS mielesséd systeemi Ax = b, kun

1 -2 3
-1 2 1
A= jab=
0 3 —4
2 5 2
2. Muodosta PNS-suora aineistolle (1,0),(2,1), (4,2), (5,3). Piirrd data ja
PNS-suora.

3. Valitse vaikkapa Lay’n kirjasta joku tehtédva kustakin seur. aihepiiristé:

(a) Vektorin esittdminen OG kannan avulla, (b) Ortogonalisointi GS-
menetelmilld, (c¢) QR-hajotelman laskeminen.

Kaytd ihmeessd Maplen palveluja ja malliratkaisu- seké luentotyoarkkeja.
(harj6, harj7, L10maple,...)



-1 6 6 Tahan liittyen sovella lineaarista ennustavaa koodausta lukujonon pak-

3 -8 3 kaamiseen. Ajatuksena on ldhettdd lihes jaksollinen merkkijono verkon
4. (a) Muodosta matriisin A = . kautta vastaanottajalle siten, ettd dataa tiivistetdén merkittavésti.
b =26 Olkoon X = (x1,...,xn) , ja olkoon jono jaksollinen, jaksona p << N.
1 -4 -3 Esimerkiksi z; = sin(j7/3), 1 <j < N = 60. Téssé siis p = 6.
sarakeavaruudelle ortonormaali kanta Gram-Schmidt’n menettelylla. Sovella lineaarista ennustavaa koodausta kertoimien aq,...,a, laskemi-
Maplella laskiessa tee kisinlaskua simuloiden, ei siis valmiilla seksi. Virheen pitéisi olla 0, lukuunottamatta pyoristysvirheitd. Héiritse
GramSchmidt:1l. jonoa pienelld satunnaisella virheelld. Taté varten voit méaéritelld funktion

(b) Muodosta A:n QR-hajotelman matriisit @ ja R. randV, kis. kohtaa Maple-avustusta.

(c) Ratkaise pienimmén nelidsumman tehtdvid ming [|[Ax — b|| QR-
hajotelmaa kayttaen.

Voit kokeilla satunnaislisdystd d*randV(N), missé d on sopiva luku, vaik-
kapa 0.2. Valitse sopiva hyviksymiskriteeri, kuten virhetoleranssi luokkaa
0.1 tms. Montako termid yli p = 6:n joudut siirtim#én? Vertaa alku-

Malliratkaisu- seké luentotyoarkkeja: harj6, harj7, LiOmaple,... periiistd ja siirrettyd kuvaa.

5. Tarkastellaan avaruuden C[—m, 7| aliavaruutta H =sp(7), jonka virittid Tee pieni tutkielma, jossa kokeilet muutamalla d:n arvolla ja vaihdellen
funktiojoukko 7" = {1, cos , cos 2z, cos 3z }. myo6s toleranssia. Piirrd datapisteet, jotta ndet, miten lihelld jaksollista
Osoita, ettd 7 on H:n ortogonaalinen kanta, kun siséitulona on: datasi on.

- Havainnollista esitystési taulukoin ja piirroksin.
(f1, f2) = fi(z) fa(x)dx 3. Lay 6.5 teht, 26 s. 417, liittyy signaalien suodatukseen (johdantoesimerk-
- ki differenssiyhtélsihin, alipééstosuodatin). Hiukan suppeampi kuin edel-
Vihje: Kayté tyyppid cos a cos 3 olevia kaavoja. Maplekin antaa niitd ko- linen.
mennolla:  combine (cos (alpha)*cos(beta)); . Voit valita néisté toisen, edellisen pistearvo on hiukan suurempi. (Mutta
Méiriti funktion f(x) = 22 projektio f* aliavaruudella H. (Ts. paras riippuu toteutuksesta.)

approksimaatiot, eli pienimmén ”nelidsumman” approksimaatio)

Piirrd samaan kuvaan kantafunktiot seka f ja f*

Mééritd myds erotuksen normi: || f — f~|| Differentiaaliyhtilésysteemit

1. Ratkaise harj. 10 LV tehtévé 2 matriisitekniikkaa kéyttden. Huomaa, etté
perustapa on muuntaa systeemi ensin 4 x 4 systeemiksi, joka on 1. kerta-

Vrt.. Harj. 7 LV teht. 4 lukua.
Suorita vertailuja L-muunnosta kayttdvin malliratkaisun kanssa, ja tee
samat visualisoinnit. (Laskuissa ehki tulee tuo v/5 vastaan jollain tavalla.)

Osa 2 Sovelluksia

1. Lay 6.6, s. 426, teht. 11 (Keplerin laki ja komeetan rata).
Kun olet saanut méaratyksi parametrit e ja 3, niin piirrd myos komeetan 2. Ratkaise x" = Ax, x(0) = [0, 1,1] kun

rata.

—14 —-160 —40
2. Tutustu jaettuihin sivuihin aiheesta “Linear predictive coding”. (Kirjasta
Boggess—Narchowich: A first Course in Wavelets with Fourier Analysis) A= 181 5 2
Kirjoita lyhyt selvitys aiheesta. 96 ]4 18



Suorita ratkaisu normaaliin tapaan ominaisarvoteoriaa kéyttden, lausu
ratkaisut reaalisen kannan avulla.

Piirrd ratkaisukdyrdparvi (aikariippuvuuskuva) sekd faasiavaruuskuva
(pisteiden (z1(t), z2(t), z3(t)) muodostama avaruuskdyrid, kun ¢ on pa-
rametrina).

Ratkaisupisteiden laskennassa voit kayttaa suoraan
linalg[exponentiall- funktiota, ellet halua kirjoittaa edelld saa-
maasi ratkaisua Maple-proseduuriksi.

Piirrd samaan kuvaan reaalinen ominaisvektori ja kompleksisen ominais-
vektorin re- ja im- osien muodostamat vektorit. Matlabissa

Kokeile aluksi sellaisilla alkuarvoilla, jotka sijaitsevat kompleksisen omi-
naisvektorin Re/Im-osien médrdamailla tasoilla. Muita alkuarvoja kannat-
taa hakea varsin ldheltd reaalista ominaisvektoria, satunnaisesti avaruu-
desta valittu alkuarvo voi “karata késistd”.

Fourier-sarjat

Opiskele aihetta vaikkapa KRE-kirjasta ja
http://www.math.hut.fi/teaching/v/3/02/L/L16four.html:sta.

Selvita perusasioita:

Jaksollinen funktio ja jaksollinen laajennus,

Kertoimien laskemisen periaate (ortogonaalisuuden rooli),
Suppenemislause ja Gibbsin ilmio,

Puolen jakson laajennukset (pariton ja parillinen laajennus),

Laske joitakin esimerkkejé: (alla on jokunen ehdotus)

1) Yleinen (ei parillinen eiké pariton)
2) Pariton laajennus
3) Parillinen laajennus.

Suorita Maplella mallityoarkkeja hyviksi kiiyttden. Piirrd jaksollinen jatko seké
Fourier-osasummia. Miten Gibbsin ilmié nikyy kuvissa (missi esiintyy ja missi
ei).

Joitakin konkreettisia esimerkkejé.:

1. Muodosta funktion f(z) = sinz, x € [0,n] puolen jakson parillinen laa-
jennus (eli kosinisarja) ja piirrd normaaliin tapaan. (Kyseessi on “koko-
aaltotasasuunnattu sinikdyra”.)

(Tyhmé) kysymys: Mikd on f:n sinisarja?

2. Muodosta puoliaaltotasasuunnatun sinikéyridn Fourier-sarja ja piirré. Il-
maistaanpa vaihteeksi asia kdyttden jakson sijasta kulmataajuutta w. Ky-
seessd on talloin:

sinwt, 0<t<Z
f(t)_{o s t 27rw
, T<t< i

Piirtamista varten valiaan tietysti jokin sopiva numeroarvo w:lle.

3. Tutki Gibbsin ilmidétd muodostamalla vaikkapa kanttiaallon tms. Fourier-
sarja ja piirtdmélli sopivasti valittuja osasummia. Ald téytd kuvaasi
Fourier-summilla, vaan piirrd mieluummin harvoja, mutta valittuja (suu-
ria) osasummia. Tarkkaile myos maksimipisteen siirtymistd hyppypistetta
kohti. Vahvista kokeellisesti tuo viite n. 9%:n ”yli/ali-ampumisesta”.

Diffyhtédl6esimerkki, Fourier-sarjan ja Laplace-muunnoksen
vertailua

1. Ratkaise AA-tehtédva 2’ + 2z = r, 2(0) = 2/(0) = 0,missé r(¢) on 27-
jaksoinen neliaalto, joka perusvélilld [0, 27r] médritellddn néin :

-1,0<t<m
r(t) =
l,m<t<2m

Suorita ratkaisu seuraavilla kahdella eri tavalla:

(a) Muodosta herédtefunktio vaikkapa 3:n jakson alueella ja rat-
kaise yht#élo Laplace-muunnoksella. Saat kédyttdd Maple-funktiota
dsolve(...,method=laplace) ;.

Ylimé#rainen pohdiskelu: Jaksollinen funktio on helppo Laplace-muuntaa,
valmis kaavakin on johdettu KRE-kirjassa (Laplace Tranf. of pe-
riodic function). Miten onnistuisi ratkaisu téitd kiyttiden. (Ongelma:
Késinteismuuntaminen voi olla vaikeaa. Katso, onko niin.) Ehdotetus-
sa tekniikassa otetaan vain a#rellinen ma#ra “aikasiivuja”, jolloin ratkai-
suapproksimaatio tapahtuu aika-akselilla (korkeintaan) sinne saakka, jo-
hon herétettéd otetaan mukaan.



(b) Kehité r(t) Fourier-sinisarjaksi ja kiytd osasummaa S7 (eli mukana
ovat termit sin 7¢-termiin saakka.) oikean herétteen approksimointiin.

(¢) Vertaa molemmilla menetelmilli saamiasi tuloksia, esiti graafisesti ja
katso, miten tarkkuus paranee, kun otat korkeamman asteisia Fourier-

osasummia.

Aaltoyhtilo

Jonkin aaltoyhtalotehtdvan ratkaisu ja visualisoinnit harj. 12:n tapaan.



