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Aaltomuotojen analysointi... Fourier-analyysi antaa tyokalut, joiden avulla aalto voidaan jakaa taajuus-
komponentteihinsa.

Usein on hyodyllistd ajatella signaalia taajuuskomponenttiesityksend, eiké pelkéstadn aikaesityksena.
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Signaalin suodatus ...

Suodatetaan pois taajuudet, joita ei haluta, jotka ovat tehneet tehtédvinsi, kuten kantoaalto.
Historiaa: Trig. sarjat 1700-luvulla vérdhtelevien kielien yms. yhteydessa.

1808 Fourier: Lammonjohtuminen, julkaistiin vasta 1822

Riemann-integraali, Lebesgue-integraali syntyiviit téssi yhteydessi. arose in the study of F-series”(and
the related F-transf.)

Sovellutuksia: Tod ja til., signaalinkésittely, kvanttimekaniikka...
datan pakkaaminen ...
200 vuotta on kulunt, edelleen térked seké teoreettisesti ettd sovelluksissa. (niissé ja nyt vasta onkin!)

Euler 1707-1783

D’Alembert 1717-1783

Bernoulli 1700 - 1782

Clairault 1713-1765

Dirichlet 1805-1859 riittavit ehdot 1829

History: Jeffrey: Trig. series 1956, Kline: Math. Thought ... 1972
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Kuva 1. Jaksollinen funktio, jakso=2

1. JAKSOLLISET FUNKTIOT, TRIGONOMETRISET SARJAT

Funktio f : R — R on jaksollinen, jaksona p > 0, jos f(z+p) = f(z) kaikilla z € R. Jos f on p-jaksoinen,
niin se on kp-jaksoinen kaikilla £ € N Pienin téllainen luku p on perusjakso.

Onko nyt varmasti téllainen pienin jakso aina olemassa? No eipé olekaan! Vakiofunktio on selvésti jak-
sollinen miten pienin jaksoin hyvénsé, ts. jokainen p > 0 kelpaa jaksoksi.

Jaksollinen funkto (p = 2) néyttdd tyypillisesti kuvan 1 mukaiselta.

Huomautus 1.1. Signaalinkésittelyn yhteydessé erityisesti merkitddn yleensd muuttujaa t:114, viitaten
aikaan. Usein jaksoa merkitdan télloin kirjaimella 7.

Noudatamme tésséd enimmaékseen kirjan [1] (KRE8:AEM lukul0O) merkintdjd, mutta esittelemme myos
muita yleisesséd kdytossd olevia tilaisuuden tullen.

Esimerkki 1.1. Tutuimmat ja perustavanlaatuisimmat jaksolliset funktiot ovat sin ja cos, joiden (pe-
rus)jakso = 2.

Jos w on positiivinen reaaliluku, niin coswz ja sinwzx ovat Qw—”f jaksoisia, silld olkoon vaikkapa f(x) =
coswz ja olkoon p = 27” . Talloin

f(z+p) = cosw(x + p) = cos(wz + 27) = coswz = f(x).

Kokoamme yhteen joitakin jaksollisten funktioiden ominaisuuksia, jotka ovat vélittomid seurauksia méaé-
ritelmésta.

Lause 1.1. (Jaksollisuus)

p-jaksoisten funktioiden summa on p-jaksoinen,
vakio kertaa p-jaksoinen funktio on edelleen p-jaksoinen.
Jos funktio on p-jaksoinen, niin se on np-jaksoinen jokaisella n € N.

= 0 N =

Jos f on p-jaksoinen, miin f;+p f(x) ei riipu pisteestd a.

Tod. Kohdat 1, 2,3 voidaan huoletta jattéaa lukijalle harjoitustehtaviksi, kohta 4 voidaan laskea suoraan
integraalin mééritelmén nojalla. Integraalia approksimoivan Riemannin summan termit ovat jaksolli-
suuden takia pareittain yhtédsuuret, ne vain summataan eri jérjestyksessi. (Voidaan toki tehdd myos
muuttujanvaihdolla.) O

Kaksi ensimmaéistd ominaisuutta tarkoittavat lineaarialgebran kielelld ilmaistuna: p-jaksoiset funktiot
muodostavat vektori(ali)avaruuden.
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Edellisen esimerkin mukaan erityisesti cosn x ja sinn x ovat 2TTF—jaksoisia ja siten myos 27-jaksoisia, joten
muotoa

N
ap + Z ay, cos (nx) + by, sin (nx)

n=1

oleva summa on 27-jaksoinen. Jos téllaiset summat ldhestyvit raja-arvoa s(z), kun N — oo, niin raja-
funktio s(x) on myds 27 — jaksoinen. Kyseessd on télloin trigonometrinen sarja, joka on p#dasiallinen
mielenkiintomme kohde seuraavassa.

1.1. Trigonometrinen sarja. Tutkimme trigonometrista sarjaa:

oo
ap + Z an cos (nx) + by, sin (nx)

n=1

Erityisesti signaalianalyysin yhteydessi merkitsemme muuttujaa usein z:n sijasta ¢:114. Edustakoon f(t)
signaalia, kuten ajasta riippuvaa sdhkéjannitettd, musiikki- instrumentin tuottamaa &iniaaltoa tms.
Funktion f esitys trigonometrisena summana antaa signaalin esityksen eri taajuuskomponenttien avulla.

Tyyppié sin kt olevan siniaallon jakso on 27” ja (kulma)taajuus k (ts. k virdhdysjaksoa 2m:n pituisella
aikavélilld.) Kulmataajuus voi olla tietysti my6s mielivaltainen positiivinen reaaaliluku w, jolloin siniaalto
w

- . _ 27 - . ) e IS st
on sinwt, jakso = =T ja taajuus (virdhdystd aikayksikossd) on 5%.

Jos signaalimme on vaikkapa

f(t) = 2sint — 100 sin 3t + 10sin 50¢,

niin se siséltdd taajuuskomponentit, jotka viridhtelevét (kulma)taajuuksilla 1,3 ja 50 kertaa 2m:n levyisté
aikavélid kohti. Taajuudella 3 vardhtelevd komponentti dominoi, sen amplitudi 100 on merkittavéasti
suurempi muiden komponenttien amplitudeja.

Kaksi tyypillista sovellusaluetta:
1) Korkeataajuuksisen “kohinan” suodattaminen Data compression [3](BOG-NAR s. 38 alh.)
2) Datan pakkaaminen

Tavallinen tehtéva signaalinkésittelyssd on tiedon pakkaaminen. Tarkoituksena on ldhettéd signaali siten,
ettd minimoidaan siirrettdvan tiedon méara, mutta siilytetddan mahdollisimman hyvin olennainen tieto-
sisélto. Erés tapa on esittdd signaali trigonometrisené sarjana ja ldhettédé vain ne kertoimet ayg, by, jotka
ovat itseisarvoltaan suurempia kuin jokin annettu toleranssi.

Voidaan osoittaa, etté yleisilla funktiota f koskevilla ehdoilla kertoimet ay — 0 ja by — 0, kun k& — oo
(Riemann-Lebesgue- lemma). Siten jokaista annettua (positiivista) toleranssia kohti vain #érellinen mésra
kertoimia jaa lahetettavaksi.

1.2. Parilliset ja parittomat funktiot. Tarkastelemme funktiota f : R — R.
Maéiritelmé 1.1. Funktio f on parillinen, jos f(—x) = f(x) ja pariton, jos

f(=z) = — f(x) kaikilla reaaliluvuilla z.

Tyyppiesimerkkejé parillisista funktioista ovat parilliset potenssifunktiot seké cos ja cosh ja parittomista
vastaavasti parittomat potenssit, sin ja sinh.



FOURIER-SARJAT 3

Muita esimerkkeja: e*""/’Q, sgn. Jéalkimmaé&inen tarkoittaa "merkki-funktiota, ts. funktiota, joka saa arvot
—1,0, 1 sen mukaan, onko argumentti negatiivinen, nolla vai positiivinen. Lukija péastelkoon ndiden funk-
tioiden parillisuus/parittomuus-kéytoksen. Alla on muutama tyypillinen kuva.

so a oo
so ERr=0="
Kuva 2. Parillinen (z2) ja pariton (2?)
soT \
ot
50\
L EE ST T == B~ ——r W= S Lpar— E— N E L

Kuva 3. Parillinen (cos), pariton (sin) ja pariton epéjatkuva funktio
Huomautus 1.2.

1. Mielivaltainen reaaliakselilla mééritelty funktio ei yleensé ole parillinen eiké pariton.

2. Jokainen postiivisella reaaliakselilla mé#aritelty funktio voidaan jatkaa koko reaaliakselille paril-
liseksi tai yhté hyvin parittomaksi funktioksi. Edellinen saadaan aikaan méérittelemilld f(z) =
f(=z), kun = < 0 ja jalkimméiinen méérittelemilld f(x) = —f(—xz), kun = < 0.

Viliton seuraus madritelmésta on:

Lause 1.2. (Tulon pariteetti)

f pariton g pariton = f g parillinen,

f pariton g parillinen = f g pariton,

f parillinen g parillinen = f g parillinen,

Todistus. Kyse on vain siitd, ettd kahden samanmerkkisen luvun tulo on positiivinen ja erimerkkisten
tulo on negatiivinen. Esimerkiksi ensimméinen kohta menee néin: Olkoot f ja g parittomia. T&lloin
(f9)(=2) = F(—z)g(—2) = — F(@)(~9(x)) = F(@)g(x) = (fg)(x).

Muut kohdat vastaavasti. ]
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Fourier-kertoimien laskemisessa on syytd tottua kiyttdméadan sujuvasti hyvéksi yksinkertaista ja havain-

nollista integrointiseikkaas:
Lause 1.3. (Parillisen/parittoman integraali)

a) Jos f on pariton ja c > 0, niin
f(z)dx =0.

(b) Jos f on parillinen, niin

_C f(z)dx = Z/OCf(x) dx.

Todistus. Jos tulkitsemme integraalin pinta-alana, niin vakuutumme asiasta vilittomésti kuvaa katso-
malla. Muodollinen todistus voidaan tehd& joko suoraan integraalin méiritelméédn nojautuen tai kaikkein
mekaanisimmin suorittamalla muuttujanvaihto x = —t. Edellinen tapa on samanlainen edelld esitetyn,
jaksollisen funktion integroinnin kanssa: Téssé tapauksessa symmetrisessi asemassa origon suhteen olevat
Riemannin summan termit joko kumoutuvat (pariton) tai ovat keskenéén yhtésuuret (parillinen). O
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2. JAKSOLLISEN FUNKTION FOURIER-SARJA

Peruskursseilla 1-2 on kehitetty "sileitd”funktioita Taylorin sarjoiksi ja tutkittu, milld ehdoilla sarja sup-
penee ja esittdd annettua funkiota. Kyseessd on potenssisarja:

o0
) =3 eala —20)",
n=0
(n)
missé kertoimet saadaan kaavalla ¢,, = fTW

Tyypillisesti téllainen sarja esittdé funktiota jossain kehityskeskuksen xg riittdvan pienessé ympéristossa.
Voimme sanoa, ettd Taylorin sarja on kehitelm, jossa "kantafunktioina’ovat monomit (z — xo)™.

Talla kertaa tarkastelemme koko reaaliakselilla médriteltyé jaksollista funktiota ja etsimme sille sarjake-
hitelm&é jaksollisten “kantafunktioiden”cos nx ja sin na avulla.

2.1. Eulerin kaavat Fourier-sarjan kertoimille. Olkoon f : R — R jaksollinen, oletamme aluksi
merkintéjen yksinkertaistamiseki, ettd jaksona on p = 27. Mythemmin palautamme yksinkertaisella
muuttujan vaihdolla yleisen tapauksen tdhéan.

Kuten usein matematiikassa, lahdemme liikkeelle siitd oletuksesta, ettd funktiolla on suppeneva sarjaesi-
tys:

(2.1) flx)=ao+ i (an cosnz + by, sinnz)

n=1

Johdamme kertoimille valttaméattoméat lausekkeet. Mychemmin tarkastelemme ehtoja, joiden vallitessa
sarjakehitelmé on voimassa.

Kertoimien johtaminen on helppoa. Se perustuu ortogonaalisuusideaan. Kyseessé on aivan sama asia kuin
esitettdessd vektoriavaruuden vektoria ortogonaalisen kannan avulla.

Palautamme tdmén mieleen, niin ndemme.

Olkoon {eq, ..., ey, } vektoriavaruuden kanta. Halutkaamme esittds annettu vektori v tdmén kannan avulla. Tésséd tapauksessa tieddmme, etté
on olemassa esitys:

n
v=>" &eg.
k=1
Kerrotaan tdmé esitys puolittain sisdtulon mielessé kantavektorilla e, jolloin saadaan:

(v,ej) = Z Srler,e;) = &5,
k=1

koska (e, ej;) = oy ;-

Muistele lineaarialgebraosuuttal

Fourier-sarjan tapauksessa “kantavektoreina” on funktiot {1, cosz,cos2z, ..., sinz,sin2z,...}. Voimme
madritelld funktioavaruudessa sisdtulon integraalina:

(fig) = j f(2)g(z) dz.

Aivan kuten tutummissakin vektoriavaruuksissa, sanomme funktioavaruuden vektoreita f ja g ortogonaa-
lisiksi ja merkitsemme f L g, jos (f,g) = 0.
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Tehtévandmme on ensin osoittaa, ettd kantafunktiot muodostavat ortogonaalisen joukon.
Siihen tarvitsemme trigonometrisia kaavoja, joilla sinin ja kosinin tulot saadaan lausutuksi summina.

Kosinin yhteenlaskukaavat:

{cos (o + ) = cos (a) cos (B) — sin (a) sin (3)
cos (o — 3) = cos () cos () + sin () sin (5)

Laskemalla ensin yhteen ja sitten vihentdmalld puolittain saadaan kosinien ja sinien tulot lausutuksi
summien avulla, jolloin integrointi kay helposti.

cos () cos (3) = 1 (cos (o + 3) + cos (a — B))
sin (a) sin (8) = %(cos (o — B) — cos(a+ )

Niistd saadaan sijoittamalla o = nx ja 0 = ma:

(cos ((n — m)x) — cos ((n +m)x))

{cos (nz) cos (mz) = %(cos ((n — m)z) + cos ((n +m)zx))
sin (nz) sin (ma) =

2
1
2
Téadmén trigonometrisen pikku harjoitelman jilkeen saamme ortogonaalisuustuloksen aivan suoraan:

1. cosnz L cosmz, jos n # m, silla

/W cos (nz) cos (mx) de = %/W (cos ((n —m)x) + cos ((n+m)zx)) =0,kun n # m.

—T —T

Jos n = m, tulee ylld olevan integraalin 1. termisté 7 ja jélkimmaisests 0, ts. [ (cos (nz))? dz = .

2. sinnx L sinmaz, jos n # m. T&mé& menee aivan vastaavasti jilkimmaéisen tulokaavan avulla. Jos n = m,
saadaan téssikin tapauksessa .

3. cosnz L sinma aina (vaikka olisi n = m), silld sin on pariton ja cos on parillinen, joten niiden tulo on
pariton, ja siten integraali yli O:n suhteen symmetrisen vélin = 0.

Kertoimien johtaminen

Toimimme edelld olevan vektoriavaruusmallin mukaisesti, kun kédytossimme on trigonometrisen systee-
min muodostama ortogonaalinen “kanta”. Talla kertaa kasittelemme kuitenkin ddretontd summaa. Tésséa
vaiheessa viltdmme vaikeudet olettamalla, ettd on luvallista operoida samaan tapaan kuin #arellisilla
summilla.

Myo6hemmin palaamme kysymykseen operaatioiden luvallisuudesta. Témé on hyvin tavallista matematii-
kassa. Katsotaan, mité seuraa, jos teemme sellaisia oletuksia, joiden vallitessa saamme tuloksia johdetuksi.
Voimassaolotarkastelu tehddén sitten erikseen (tai vedotaan siihen, ettéd se "voidaan tehdi”).

Olettakaamme siis, ettd annettu 27-jaksoinen funktio f voidaan esittdd sarjana

(2.2) fl@)=ao+ Z(an cos nx + by, sin nx).
n=1

Kerroin ag
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Kerrotaan yhtéls ( 2.2) puolittain vakiofunktiolla 1 ja integroidaan ffﬂ (Idea: 1 L cosnz, 1 L sinnx.)

T T 00
f(x)dx = ap2m + / Z(an cosnx + by, sinnz) de =
- T n=1

™ T

a2+ >0 an / cosnz +y .o by, / sinnz dx

—T —T

— ——
=0 =0
Saadaan siis:
a L f(z)dzx
0= 2T

Kertoimet a,,, n>1

Periaate on aivan sama kuin edelld. Jos n > 1 on kiinnitetty, kerrotaan yhtils ( 2.2) puolittain cos naz:ll4
ja integroidaan. T&lloin summan kaikki muut termit ovat = 0, paitsi cos nz-termi:

T s

[T f(@)cosnazdr =ag / cosnzdr +Y poqan / coskzcosnz + Y po by

= . _ N
/ sin kx cos nx dx =0 =0,kun k#n

=0 Vk

Néiin saadaan yhtalo:

/ f(x)cosnzdx = an/ (cosnz)? = a,,

—T —T
josta ratkaistaan:

ap, = l/ f(z) cosnx dx

L

Kertoimien b,, miiridminen
Ei ole vaikea arvata: Kerrotaan yhtils ( 2.2) puolittain sinnz:lld ja integroidaan.
Niin paddytasn kaavaan:

1

b, = — f(z)sinnz dx
T J_xn

Olemme néin johtaneet Eulerin kaavat Fourier-kertoimille:
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1 ™
ag = — f(x)dx
2 J_,
1 ™
(2.3) Qp = — f@)cosnzdr, n>1
™ —T
1 [ .
by, = — f(z)sinnzdx, n>1.
T™J -7
(2.4) flx) ~ap+ Z(an cosnz + b, sinnz).

n=1

Kertoimia ( 2.3) sanotaan siis funktion f Fourier kertoimiksi ja sarjaa (2.2) Fourier sarjaksi. Kaavassa
(2.2) kiiytetty merkki ~ viittaa siihen, etti emme vield tied&, milld ehdoilla sarja suppenee ja jos se
suppenee, esittadko se funktiota kaikissa tai ainakin joissakin pisteissa x.

2.2. Esimerkkejid Fourier-sarjoista. Eulerin kaavojen (2.3) avulla on (periaatteessa) helppoa ja me-
kaanista laskea funktioiden Fourier-sarjoja.

Aloitamme siis esimerkeilld, samalla saamme tuntumaa siithen, missi méérin sarja todella esittdd annettua
funktiota, ja miltd kayttaytyminen nédyttdd poikkeuspisteissi, joita ovat epdjatkuvuuspisteet.

Esimerkki 2.1. Aloitamme kanttiaallosta [Kre99, Luku 10, s. 532]

Kyseessd on 27-jaksoinen funktio, joka jaksovélilla [—7, 7] mééritellaéin:
-1, kin—nm<x<0
fz) =
1, kun O0<z<m
Kuva saadaan MATLAB:1la néin:

>>plot([-pi 0 0 pil,[-1 -1 1 11)
>>ylim([-1.2 1.2])

Kuva 4. Kanttiaalto (perusjakso)

Lasketaanpa Fourier-kertoimet:

™ 0 ™
aOZ% 3 f(x)dxz%(/ (—1)d$+/0 ldx)zO.
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(Laskettiinpa nyt kerran suoraan "silmét ummessa”integraalikaavasta.) Toki on dlykk&&mpéd todeta, etti
f on pariton, ja siten integraali symmetrisen vélin yli = 0. Tdhén tyyliin lasketaan loput:

an = — f(z) cosnzdx =0,
™

—T

koska f on pariton ja cos on parillinen (kts. Lauseet 1.2 ja 1.3 s. 3)

1 (7 2 [T
b = — f(z)sinnx dx = —/ f(z)sinnx dz,
T Jo

—T

koska f(z)sinnz on parillinen (Jilleen Lauseet 1.2 ja 1.3 , s. 3).Siten saadaan:

2 (7 2 g 2
bn:—/ sinnxdx:——/ cosnr = — (1 — cosnm).
T Jo nm o nmw

Koska cosnm = (—1)"™, on siis

2
b,=—@0-(-1)"
w=— (1= (=17,
auki kirjoitettuna:
1 1
b,)=—(1,0,-,0,—,...).
(bn) = = (1,0,5,0. ...
Fourier-sarja on siten:
4 (. 1 . 1 .
(2.5) f(x) ~ = (sinx 4+ -sin3z + —sinbzr +...|.
m 3 5

Voidaan kirjoittaa Y -notaation avulla néin:

4 Z sin nx 4005111214371
T 2%k —1

fla)~

n=1,3,5,...
Ensi t6iksi rienndmme piirtdmé&én sarjan osasummien kuvia, jotta ndemme, onko hommassa jotain jéarkes.

clf

x=linspace(-pi,pi);
y1=(4/pi)*sin(x);
y3=y1+(4/pi)*sin(3*x)/3;
y5=y3+(4/pi)*sin(6*x)/5;
plot([-pi 0 0 pil,[-1 -1 1 11)
ylim([-1.2 1.2])

hold on

plot(x,y1)
plot(x,y3)
plot(x,y5)
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Kts: http://www.math.hut.fi/teaching/k3/03/L/ tai
http://www.math.hut.fi/teaching/k3/04/L/matlab/ sieltid 16ytyy mm.

demokanttiO.m demokanttil.m demokantti2.m demoesim3.m
Suorita MATLAB:ssa sopiva addpath-komento ja sitten demokanttil.
Havaintoja, paitelmia

Kanttiaaltofunktion sarjasta (merk. s(z)) ndemme seuraavia asioita:

1. 5(0) = s(nm) = 0 = 1(F(0—) + F(0+)), missi f(z—) = lim,—o— f(x) ja f(a+) = lim,os ()
ovat vasemman ja oikeanpuoleiset raja-arvot. Tamé nihddin sijoittamalla sarjaesitykseen (2.5)
x = 0 tai x = n, jolloin sarjan kaikki termit ovat = 0, joten sarja suppenee taatusti kohti lukua
0.

2. Jos tietdisimme, ettd sarja suppenee esim. pisteessd x = % kohti arvoa f (%) = 1, saisimme

4 Ssin(2k— 1) 4K (—-1)1 4 1 1 1
1=— — 72—~ —— =— 14+ - —=...
71'; 2k —1 W; 2k —1 7r 3+5 7 ’
josta seuraisi

i (_1)k—1 o
— 2k —1 4
Erikoistapauksena saisimme tuloksen, jonka Leibniz johti geometrisluonteisella péattelylld v.
1673.
Niinpé yleispatevé Fourier-sarjojen suppenemislause, joka soveltuisi esimerkiksi kanttiaallon
tapaukseen, sisdltdd erikoistapauksenaan tdmén Leibnizn tuloksen, jonka todistus ei ole aivan
yksinkertainen.

Kuten ylldolevasta esimerkistd voidaan paételld, yleiset Fourier-sarjojen suppenemistulokset ovat syvél-
lisid. Yleensikin sarjojen summia on vaikea laskea (paitsi geometrisen sarjan). Fourier-sarjojen suppene-
mistulokset antavat muun hyvén liséksi erdén menetelmén tietynlaisten sarjojen summien laskemiseksi.

Ilahduttavaa on, ettd matemaatikot ovat pystyneet todistamaan helposti todennettavia yleisid riittévia
ehtoja, jotka takaavat Fourier-sarjan suppenemisen laajalle joukolle funktioita. Voitaneen kovin paljon
liloittelematta sanoa, etté tekniikan sovellutuksissa esiintyvisti funktioista valtaosa toteuttaa ndma ehdot.

Fourier-sarjojen teoria on matemaattisesti vaikeaa, edelleenkin siiné on avoimia kysmyksid. Suppenemis-
teoriassa ei vieldkd#in tunneta valttamittomié ja riittdvid ehtoja, kenties sellaisia ei ole tai ei koskaan
16ydetd? Kuitenkaan matemaattisella vaikeudella ei kannata likaa pelotella. Tuo ylld mainittu tekniikan
tarpeisiin hyvin riittdvéin lauseen todistus, vaikka onkin jonkinverran pitké, ei vaadi mitdéan peruskurssin
1 yli menevad matemaattista esitietoa.

Sovellutusten kannalta hyva uutinen on luonnollisten ja helposti verifioitavien riittévien ehtojen olemas-
saolo ja Fourier-sarjojen helppo ja mekaaninen laskenta. Toki voi tulla vastaan integrointivaikeuksia,
jolloin on turvauduttava numeeriseen integrointiin.

2.3. Fourier-sarjojen suppeneminen. Jokaiselle 27— jaksoiselle integroituvalle funktiolle voidaan muo-
dostaa Fourier-sarja kaavojen (2.3) ja (2.2, s. 12) avulla.

Huom: 27— jaksoisuudessa ei ole mitddn ”"maagista”, kohta ndemme, miten mielivaltainen jakso palautuu tdhidn yksinkertaisella muuttujan
skaalauksella. Niinpé kaikki yleiset 27w — jaksoisia koskevat paddtelmit ovat yhtd hyvin voimassa muille jaksoille. Kaavat toki muuttavat hieman

muotoaan tuon skaalauksen takia.

Luonnolliset kysymykset
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e Suppeneeko sarja kaikilla/joillakin z:n arvoilla?
e Jos sarja suppenee pisteessi x, niin onko sen summa = f(z), ts. esittddko sarjan summafunktio
annettua funktiota f 7

Integroituvuudelle riittéava ehto on paloittain jatkuvuus, joka oli esilld jo Laplace-muunnosten yhteydessa.
Kerrataan téssa:

Maéritelmé 2.1. Funktio f : [a,b] — R on paloittain jatkuva (P.J.), jos vili voidaan jakaa dérelliseen
médrdian osavéleja jakopisteilld a = zg < 1 < ... < &y = b siten, etta

1. f on jatkuva kullakin avoimella osavililli (zx_1,2%), k=1...N ja

2. f:ll4 on &aérelliset raja-arvot ldhestyttiessd kunkin osavilin péitepisteitd ao. osavilin sisilté,
ts. vasemmssa péadtepisteessd x;_1 on oikeanpuoleinen raja-arvo ja oikeassa péadtepisteessd xy
vasemmanpuoleinen, k =1... N.

Paloittain jatkuvalla funktiolla on siten (korkeintaan) direllinen mééri epédjatkuvuuspisteitd, ja ndméi
ovat ddrellisia hyppéyksié, eli yksinkertaista tyyppié.

Fourier-sarjojen teoria késittelee jaksollisia funktioita, siten kaikki informaatio funktiosta siséltyy yhteen
jaksovéliin. Tésséd yhteydessid emme siten tarvitse késitettd paloittain jatkuvuus koko R:ssd méaritellylle
funktiolle. Muissa yhteyksissd (kuten Laplace-muunnokset) sitd tarvitaan: Paloittain jatkuvaksi sanom-
me sellaista funktiota, joka on edellisen mééritelmén mielessi paloittain jatkuva jokaisella &érelliselld
osavalill4.
Esimerkki 2.2.

22, 0<x<?2

7, x=2
S PR
0, x=5

Alla oleva koodi antaa kétevin tavan esittdd kuvia MATLAB:la. Jos haluat nihdi, leikkaa/liimaa Matlab-
istuntoon. Téssd opetamme samalla erédén helpon tavan funktion kuvaajan piirtoon, fplot.

clf; clear

fplot(’x.72’,[0,2]); hold on
plot([2],[4],%0°); plot([2],[7],’*r?)
fplot(’8-x’,[2,5]); plot([5],[3],%07)
plot ([5], [0],’*r’)

axis([0 5.3 -0.4 7.3]); shg

Jos haluat katsoa MATLAB-ajon, jossa on ndméa komennot seké samalla vuorovaikutteinen esimerkki hyp-
pyéd monimutkaisemmasta epéjatkuvuudesta, sijoita tiedosto http://www/opetus/k3/04/L/matlab/demopaljat.m
MATLAB-polun varrelle ja komenna MATLAB:ssa: >> demopaljat .

Vasemman- ja oikeanpuoleiset derivaatat

Laplace-muunnosten ja Fourier-sarjojen yhteydessd mééritelladn toispuoliset derivaatat lievemmin kuin
1-peruskurssissa.

Lievennys on teorian kannalta olennainen, saamme kipeésti kaivattuja funktioita Fourier-sarjojen suppe-
nemislauseiden piiriin.

Maéritelmd 2.2 (Vasemman- ja oikenpuoleiset derivaatat). (Fourier- ja Laplace-teorian tarvitsemassa
viljennetyssi muodossa)

T h) — f(xo— T h) — f(x
h_%l_f( o+ )h f(xo )’ f’(mo+)=hl_i%1+f( 0+ )h f(zot+)
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Huomautus 2.1. Tavanomainen vasemmanpuolinen/oikeanpuolinen derivaatta midritellién niin, ettd
erotusosamédrin kantapisteend on f(xo). Silloin pétee:

Lause 2.1 (Vanhan (peruskurssin 1) terminologian mukaan). f on derivoituva pisteessi xq, jos ja vain
jos f:lld on xg:ssa vasemman- ja otkeanpuoliset derivaatat ja ne yhtyvit.

Nyt kidytettdvan viljemméan méiritelmén mielessid esim. kanttiaaltofunktiolla on hyppypisteessi seké
vasemman- ettd oikeanpuoleinen derivaatta ja kumpikin = 0. Funktio ei kuitenkaan ole ko. pisteessé edes
jatkuva, saati sitten derivoituva.

Alkuperiisessé, ahtaammassa mielessd muodostetut toispuoliset derivaatat riippuvat siitd, miten funktio
médritellidn ao. pisteessd xg, sensijaan uuden, viljemmén madritelmén tapauksessa funktion arvolla
Tg:ssa el ole asiaan mitdédn vaikutusta. Ta4mé& sopii yhteen sen kanssa, ettd Fourier-kertoimet saadaan
integraaleina, joiden arvoihin ei vaikuta funktion arvo yksittéisessi pisteessi. Siten epdjatkuvan funktion
hyppypisteissé ei yleensé ole tarpeen spesifioda funktion arvoa.

Tehtdvid 2.1. Médritd demofunktiomme (2.2) vasemman- ja oikeanpuoleiset derivaatat hyppypisteissd
seké “klassisen”ettd uuden véljennetyn médritelmén suhteen.

Niiden késitteiden perusteellinen esittely katsottiin tarpeelliseksi, jotta Fourier-sarjojen suppenemis-
lauseeen kayttd saadaan vankalle pohjalle.

Muotoilemme lauseen 27-jaksoiselle funktiolle, mutta luonnollisesti se pétee yhtd hyvin mille tahansa
jakson pituudelle p = 2L (tillin viitataan vastaaviin modifioituihin kaavoihin, joihin kohta p#isemme).

Lause 2.2 (Fourier-sarjan suppenemislause). Olkoon f 2m-jaksoinen funktio, joka on paloittain jatkuva
jaksovdlilli [—m, ] ja jolla on vasemman- ja oikeanpuoleiset derivaatat kaikissa vilin [—m, ] pisteissi
(ts. kaikissa R:n pisteissd).

Tdlloin f:m Fourier-sarja suppenee jokaisessa pisteessd x kohti arvoa %(f(qu) + flz—)).

Erityisesti sarja suppenee kohti funktion arvoa f(x) kaikissa pisteissi x, joissa f on jatkuva. Hyppypis-
teissd se suppenee kohti hyppdyksen keskiarvoa.

Todistus. Jatdamme todistuksen téssd vaiheessa kisitteleméttda. Palaamme aiheeseen myohemmin. Perus-
kurssilla K3/P3 tai vast. voidaan harkinnan mukaan j#ttid asia tdhén ja harjoitella pelkkdi soveltamista.
Toisaalta voidaan antaa ainakin péfiperiaatteet, mutta emme kuitenkaan téilld kertaa (2004). O

Ensimmaéiseksi voimme soveltaa lausetta edelld késiteltyyn kanttiaaltoon. Kuvista ja laskuista havait-
semamme kiytos saa ndin matemaattisen perustelun. Ovathan vasemman- ja oikeanpuoliset derivaatat
kaikkialla olemassa (ja ovat kaikissa pisteissd = 0) ja funktio on paloittain jatkuva.

Gibbs’n ilmid. Jos piirretéén esimerkiksi kanttiaallon Fourier-sarjan osasummia Sy ja katsellaan niiden
kaytostéa epdjatkuvuuspisteen lahelld, havaitaan, ettd osasummat heilahtelevat funktion arvon molemmin
puolin suunnillleen yhté paljon, n. 9% hyppéyksen suuruudesta, valittiinpa n kuinka suureksi tahansa.
Ilmi6n havaitsi Gibbs.

Téassé on klassillinen esimerkki funktiojonosta, joka suppenee pisteittidin kohti rajafunktiota, mutta ei
“tasaisesti”. Aikanaan ilmi6 her&tti hdimmennysté, nykyisin on kdytossd niiden suppenemislajien lisiksi
muitakin, kuten edelld mainittiin. Ja hammennys on hélvennyt.

2.4. Mielivaltainen jakso p = 2L. Luonnollisesti haluamme késitelld kaikenlaisia jaksoja, emme vain
jaksoa 27. Yleinen tapaus palautuu késittelemédmme 27-jaksoiseen yksinkertaisesti muuttujan skaalauk-
sella.

Olkoon f : R — R jaksollinen funktio, jonka jakso p = 2L. Olkoon t = %% ja merkitéddn g(t) = f(z) =
F(£).
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Télloin g on 27-jaksoinen, sillé:

L(t +2m)
T

Lt Lt

g(t+2m) = f( )= F(E+

koska f on 2L— jaksoinen.

Olkoon g:n Fourier-sarja:

g(t) ~ap + Z a, cosnt + Z b, sinnt.

n=1 n=1

Koska g(t) = f(z), missid z = £, on siten

oo oo
f(x) ~ap+ Zancosn—zx +ansin$
n=1 n=1

Toispuoliset raja-arvot ja toispuoliset derivaatat vastaavat tésséd skaalausmuunnoksessa toisiaan, joten
suppenemislauseen ehdot pysyvét samoina. Kertoimien laskemiseksi on luonnollista tehd& tuo samainen
muuttujanvaihto t-muuttujasta z— muuttujaan:

ao =5 [T g(t)dt =5 [T f(E)dt.

Suoritetaan muuttujan vaihto t = 7=, dr = %dt, integroimisrajat muuttuvat: —L ... L. Saadaan siis:

2L-jaksoisen funktion Fourier-sarjan kaavat:

1 L
= — d
ao 2L ,/_L f(l') X,

1 L
a":f/ f(x)cosn—zxdx, n>1
(2.6) i
bnzf/_Lf(x)sin?dx, n>1

fl@) ~ap+ Z(an cos nx + by, sin nzx).

n=1
Huomautus 2.2. Lauseen 1.1 kohdan 4. mukaan jaksollisen funktion integraali yli jakson pituisen vélin
ei riipu integraalin aloituskohdasta. Siten ylli olevissa kaavoissa voidaan integraalit kirjoittaa muodossa

f10+2L

20 mielivaltaisella luvulla xy. Téstd voi joissain tapauksissa olla helpotusta kdytdnnon laskuissa.

Huomautus 2.3. Jos suppenemislauseen oletukset ovat voimassa, voidaan ~ vaihtaa yhtdsuuruusmer-
kiksi ja kirjoittaa siis reilusti:

f(z) =ao+> .7 (ancosnz + by, sinnz).

Talloin ajatellaan f :n arvo hyppyisteissd mééritellyksi hypyn keskiarvona.

2.5. Puolen jakson laajennukset. Usein on sovelluksissa tilanne, jossa funktio on annettu vélill [0, L].
Télloin on kaksi luonnollista tapaa jatkaa f 2L- jaksoiseksi koko R:44n.

(1) Jatketaan ensin parilliseksi méirittelemilld f(z) = f(—=x), kun z < 0. Niin saadaan vililla [—L, L]
mééritelty parillinen funktio, joka jatketaan 2L-jaksoisena koko R:&én.
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(2) Jatketaan parittomana, muuten siis sama kuin edelld, mutta asetetaan f(z) = —f(—z), kun = < 0.

Toki on mielivaltainen mé#rd muitakin tapoja jatkamiseen. Erés voisi olla sellainen, etté jatketaan funktio
O:na vélille [-L, 0] .

Parillinen ja pariton jatko ovat standarditapoja, jotka tulevat luonnollisesti vastaan monissa sovellusti-
lanteissa. Ndemme sen osittaisdifferentiaaliyhtélosovelluksissa vield ennen joulua (2004).

Asiaa valaisee luennolla nayttdméani MAPLE-tydarkki, joka on sekd Maple-muodossa ettd html-muodossa
saatavilla luentosivulta:
www.math.hut.fi/k3/04/L/Fsarjat.html ja www.math.hut.fi/k3/04/L/maple/Fsarjat.mws .

Niissé on kiytossd apufunktiot JJ ja paritonjatko sekéd parillinenjatko. Esimerkissd jatketaan funk-
tio f(z) = o3 seki parittomaksi fo ettd parilliseksi fe (o —"odd”; e — “even”). Maanmainion operaattorin
JJ avulla kumpikin jatketaan 4—jaksoisiksi funktioiksi f02J ja fe2J. (2 viittaa puoleen jaksoon).

Sitten kehitetdéin Fourier-sarjaksi. Parillinen jatko fo2J on jatkuva, siind Fourier-osasummat nékyviét
suppenevan varsin nopeasti kohti funktiota. Pariton on epé&jatkuva, siind ndkyy Gibbs’n ilmi6. Otettaessa
osasumma, jonka indeksi on 50, saadaan varsin tarkka approksimaatio muuten, paitsi epdjatkuvuuskohtien
valittoméassé ldheisyydessa nidkyy punaiset “lieskat”, jotka juuri edustavat Gibbsin ilmiota.

Huomautus laajennusten laskemisesta

Kyse on samasta asiasta jonka jo ensimmaéisessé esimerkissimme kohtasimme: kiytdmme integroitavien
parillisuutta/parittomuuta laskennan lyhentédmiseksi. Tissé tapauksessa, kun miiritelmé on alunperin
annettu vain positiivisella puolella, tekninen helpotus on vield hiukan parempi, koska Fourier-sarja voi-
daan laskea pelkéstddn alunperin annettujen, positiivisella puolella maédriteltyjen arvojen perusteella,
tarvitsematta ryhtyé laajennukseen.
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2.6. Fourier-sarjan suppeneminen. Esitimme edelld (Lause 2.2) Fourier-sarjojen suppenemista kos-
kevan peruslauseen ilman todistusta muodossa, jossa sitd on helppo soveltaa. Tarkastelemme téassa 14-
hemmin suppenemiskysymysti. Téhdenndmme myos sitd, ettd funktiosarjan suppenemista voidaan tar-
kastella erilaisten “normien” suhteen. Fourier-sarjojen kayttédytymisen tutkiminen on ollut ldhtokohtana
néiden ilmididen yleisemmaénkin ymmértamisen ja oivalluksen tiella.

Térkeimmét suppenemiskésitteet ovat nimeltadn pisteittdinen suppeneminen, tasainen suppeneminen ja
suppeneminen “keskiarvon mielessd’.

Lause 2.2 kisittelee pelkédstadn ensin mainittua pisteittédistd suppenemista.
Riemann-Lebesgue lemma

Kaikissa esimerkeissimme on ollut voimassa ominaisuus: lim,, .o a, = 0, lim,, -, b,, = 0.
Aloitamme osoittamalla, ettd tdmé pétee aina, kun f on paloittain jatkuva.

Eras merkittava kdytdnnon seuraus on kéytettdessd Fourier-sarjaa tiedon pakkaamisessa: Esitetddn sig-
naali Fourier-sarjana, talletetaan (ldhetetéifin pitkin linjaa) vain ne, joiden itseisarvot ylittdviit jonkun
annetun kynnysarvon. Y1l mainitusta (alla todistettavasta) syystd niitd on vain dérellinen méara. (Ai-
heesta muotoillaan pieni harjoitustehtévi.) Datan pakkaukseen kiytetddn yleisesti Fourier-muunnosta ja
Wavelet-teoriaa, joissa lahtokohtana on Fourier-sarjojen teoria.

Kts. esim. [BNO1]
Lause 2.3 (Riemann-Lebesgue lemma). Olkoon f paloittain jatkuva vililli [a,b]. Tallin f:n Fourier-
kertoimet ay, ja b, ldihestyvdit kohti O:aa, kun n — oo.

Huomautus 2.4. Paloittain jatkuvuus-oletusta voidaan lieventdd huomattavasti, mutta emme pyrikéén
maksimaaliseen yleisyyteen.

Todistus. On siis osoitettava, etti

us s

lim f(z)cosnxzdr =0, lim f(z)sinnz dx = 0.

Todituksen idea aivan yleisessd muodossaan on se, ettd kun funktio f on annettu kiinted funktio ja
cosnx ja sinnx virdhtelevit sitd suuremmalla taajuudella, mitd suurempi n on, niin riittdvan suurilla
(“riittdvyys” riippuu annetusta funktiosta f) n:n arvoilla funktio on miltei vakio koko jakson aikana.

Analyyttinen todistus on erityisen helppo, jos tehddin lisdoletus: f on paloittain jatkuvasti derivoituva.

Todistus liséioletuksin: f on paloittain derivoituva ja f’ on paloittain jatkuva. TAmé oletus muuttaa to-
distuksen verrattoman helpoksi, kunhan huomataan tehdé osittaisintegrointi. Télloin voidaan tarkastella
mité tahansa vilid [a, b].

/ab f(z) cos(kx)dx = %be(x) sinkx — % /ab sin(kz) f'(x)dx.

Kumpikin termi menee 0 :aan koska % — 0, kun k — oo, ja integraali on itseisarvoltaan |f’| : n integraalia
pienempi. ([l

Huomautus 2.5. Riemann—Lebesguen lemman sijasta voisimme kiyttiad Besselin epdyhtdlod (kts. [TWIS,
Thm 9.1 s. 292]) Toisaalta Riemann—Lebesguen lemma voidaan todistaa elegantisti pelkéistiddn olettamalla
f integroituvaksi, kts. [Rud74].

Jotta nékisimme, ettd suppenemsitodistus on tédysin peruskurssien tiedoilla esitettévissé, esittelemme sen
péadvaiheet ja viittaamme yksityiskohtien suhteen kirjallisuuteen.
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Samalla tulee niikyviin edelld mainittu periaate sarjesityksen johtamisesta: Johdimme kertoimien lausek-
keet, joihin vélttamétta paadymme, mikéali “luonnolliset operaatiot”sarjoilla ovat sallittuja. Nyt kaytam-
me néitd johdettuja lausekkeita (Fourier-kertoimien kaavoja) hyviksemme todistaaksemme, etté kyseiset
esitykset todella ovat voimassa.

Saamme johtua matemaattiseen tulokseen vaikka kuinka kyseenalaisilla ja likaisilla, intuition, unien, né-
kyjen, luulojen, haaveiden johdattelemilla tempuilla, kunhan pystymme jélkikdteen todistamaan, etté
kyseinen tulos on péteva. Toki on hyodyllistd etsid ehtoja, joiden vallitessa Fourier-kertoimien johta-
misessa kédytetyt termeittédin integroinnit ovat sallittuja, mutta tédssd kohdassa niihin vetoaminen ei ole
tarpeen.

Jatetdan télla kertaa kuitenkin tdhén.
Fourier-sarjan suppeneminen jatkuvuuspisteessi
Muistutamme nyt vield, mité sarjan tavanomainen “pisteittdinen” suppeneminen tarkoittaa.

Sitd varten muodostamme osasummafunktion:

N
Sn(z) =ap+ Z (an cosnx + b, sinnz),
n=1

missé siis ag, an, b, ovat f:n Fourier-kertoimet.

Fourier-sarja suppenee pisteessid x kohti funktion arvoa f(z), jos limy_,o Sy(z) = f(x), jolloin merki-
taan:

f(x) =ao + Z (an cosnz + by, sinnz) .
n=1

Aloitamme lauseesta, joka on edelld esitettyd suppenemislausetta 2.2 heikompi sikéli, etti siind ei sallita
epidjatkuvuuksia. Perusajatus nékyy téssd hyvin.

Lause 2.4. Olkoon f 27— jaksoinen jatkuva funktio. Tdlloin f:n Fourier-sarja suppenee kohti arvoa f(x)
jokaisessa pisteessd x, jossa f:lld on derivaatta.

Tod. Todistus on mukava jakaa mutamaan erilliseen askeleeseen:
Askel 1, Sijoitetaan kertoimien lausekkeet ja sievennetiin

Kun operoidaan airellisella summalla, kaikki alla esiintyvit operaatiot ovat ilman muuta luvallisia.

N
Sn(z) =ao+ Z(an cos nx + by, sinnx),
n=1

missé
ag = L /7T f(x)dzx
07 on o

1 s

ap, = —/ f(z) cosnx dx
T™J -7
1 [ .

by, = —/ f(x)sinnz dx
71— —T
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Sy (x

~

T N T N T
— %[ﬂ f@)dt+ 711_7; < » f(t)cosntdt> cosn:ch%Z ( » f(t)sinntdt> sin nx

n=1
1" 1 O
= —/ f@) < + Zcosntcosnx+sinntsinnx> dt
T 2 =

—T

Jélleen kerran padsemme kéyttdmé&in cos:n yhteenlaskukaavoista

cos(a — ) = cosacos 3 + sinasin 8
cos(a + 3) = cosacos B — sinasin 8

yhteenlaskemalla ja vihentdmalld saatavia kaavoja:

cosacos 3 = % (cos(a — B) + cos(a+ 3)), sinasinf = %(cos(a —fB) — cos(a+ 9))

Kun tulotermeihin sovelletaan néita kaavoja, saadaan:

1 1
cos nt cosnx + sin nt sin nx = §(cos n(t+x)+cosn(t—zx)) + 5((?08 n(t —x) —cosn(t+x)) = cosn(t — z).

Siispé saadaan siisti kaava:

- N
(2.7) Sn(z) = %/ (@) <; + Z cosn(t — a:)) dt.
n=1

—T
Téssé siis kdytimme pelkédstain Fourier-kertoimien kaavoja ja sievensimme tavanomaista trigonometrian
tulokaavaa kayttaen.

Askel 2

Voimme sieventédd edelld esiintyvdn summan, eli laskea sen ”suljetussa”muodossa. Muotoilemme témén
askeleen omaksi apulauseeksi, lemmaksi.

Lemma 2.5.

2sinu/2

1
— +cosu+cos2u + ... +cosNu = 1
N+§7 u = 0.

{sin((N—i—l/Q)u)’ u 7& 0
2

Lemman todistus. Jos omaamme hiukan rutiinia kompleksisen eksponenttifunktion késittelyssé, ndemme
heti, ettd tyyppia
cosu +cos2u + ...+ cos Nu

oleva summa palautuu kompleksisen eksponenttifunktion kautta geometriseen summaan.

Muistammehan, etté

(e")" = €' = cosnu + isinnu,

joten



18 HEIKKI APIOLA

N N N
E (") = g cosnu + 14 E sin nu,
n=0 n=0 n=0

joten

Zcosnu— Re (D y ) |

n=0

Merkitddn ¢ = e™, jotta geometrisen summan kaava nayttéisi tutummalta:

iv:qnzlin%»l

n=0 1_q

Niin saadaan:

1— (N+1)u
l1+cosu+...+cosNu= Re<1—> .
_elu

Kun lavennetaan e~ /2:1la ja kiytetiin Fulerin kaavaa (e = cost + isint), padstiin lopputulokseen
pienen rutiinilaskutyon jilkeen. Kts [BNO1][Lemma 1.23 s. 64]

O

[Lemman todistus péittyy]
Askel 3, Fourier-sarjan osasumman lauseke

Kun sijoitamme u = t — x edellisessé, saamme askeleessa 1 johtamamme lausekkeen (2.7) sievennetyksi:

SN(ac)zi/7T ( —l—Zcosnt—J;)dt

' B sin((V + 1/2)(t — z))
2 / LA (s Yo B

= [ s@Pute -2y

missi olemme merkinneet:

sin((N + 1/2)u) .

P (u) = 27 sin(u/2)

Suoritetaan integraalissa muuttujanvaihto u = ¢ — = , jollon integrointirajoiksi tulevat [—7m — x, 7 — x|,
mutta koska seké f ettd Py ovat 2m-jaksoisia, voidaan integroida yhté hyvin valilld [—m, 7). (Huomautus
2.2.)

(Huomaathan, ettd = on koko tarkastelun ajan ennalta kiinnitetty luku.)

Niin paadytaian tyylikkddseen kaavaan:
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s

—T

Tassd funktiota Py kutsutaan Fourier-ytimeksi. Esitys voidaan mieltdéd integraalioperaattoriksi, jonka
méirid kyseinen “ydin”. (Tamé on yleistyskelpoinen puhetapa, josta ei tarvitse vilittdid téissd kohdassa
vilttdmiéittéa sen enempiid, kalskahtakoon ainakin hienolta.)

Askel 4, Fourier-ytimen integrointi

/W Py () du = 1.

—T

Téamé ndhdasin kiyttdmilld summamuotoa: Py (u) = % (% 4+ cosu+ ...+ cos N u) , josta integroitaessa
saadaan pelkk#d nollaa muista paitsi ensimméisestéd termisté, joka tuottaa sen ykkosen.

Askel 5, todistuksen loppu

Mitéd tuossa oikein tapahtui? Emmehén tehneet mitdéan ylimaallisen vaikeaa. Tuloksena oli kuitenkin
kaunis, yksinkertainen kaava (2.9). Voidaan sanoa, etti térkein véline kaavan saattamiseksi “suljettuun
muotoon” (sanottaisko muotoon, jossa ei tarvita niitd kuuluisia kolmea pistetté (.. .)), oli jo lukiosta tuttu
geometrisen summan kaava.

Jéljella on rajankéynti, siirtyminen &érellisestd summasta dérettomasn.
Haluamme siis osoittaa, etta

s

flu+2)Py(u)du — f(z),kun N — oc.
Edellisen kohdan (askel 4) mukaan 1 = ["_Py(u)du, joten f(z) = [*_f(2)Py(u) du. (Muista, ettd =
on koko ajan kiintei.)

Néin ollen viitteemme voidaan kirjoittaa:

us

Jim [ (f(utw) = f@)Py(u)du=0.

Kun sijoitamme Fourier-ytimen Py lausekkeen (2.9), saa viitteemme muodon:

' ™ sin((N +1/2)u)
o [ () = f@) = o

N—oo o

du =20

Integraali on muotoa:

/Tr g(u) sin((N +1/2)u) du

s - @)
g(u) = sin(w/2)

(Pudotamme vakiotekijén pois, sehiin ei vaikuta asiaan.)
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Johtop#itos seuraa Riemann—Lebesgue-lemmasta (Lause 2.3, s. 15), mikili pystymme osoittamaan, ettd
sen oletukset ovat voimassa. Sen saamme, jos pystymme osoittamaan, ettid funktio g on jatkuva.

Jatkuvuus on selvd muualla, paitsi pisteessd u = 0, koska [ oletettin jatkuvaksi. Jatkuvuus pisteessé
u = 0 seuraa siité, ettd oletamme f:n derivoituvaksi pisteessi x. Tarvitsee vain laventaa u:lla ja kayttaa
tunnettua raja-arvoa:

sinv
v

lim,_,q =1, josta seuraa:

lim g(u) = 2/'(x).

Madritteleméalld g(0) = 2f'(x), saadaan siis koko vililld [—, 7] jatkuva funktio g ja Riemann—Lebesgue-
lemma soveltuu.

Todistus on valmis!
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3. HARJOITUSTEHTAVIA FOURIER-SARJOIHIN
harj.tex 29.4.03

Jaksolliset, parilliset ja parittomat fkt.

GREEL s. 455 Osoita, ettd parittomalle funktiolle f pétee: f(0) = 0.

1. Olkoot f ja g médritelty vélilla [—1,1] (tai jollain O:n suhteen symmetriselld). Oletetaan, ettd f
on pariton ja f parillinen ja kumpikaan ei ole identtisesti 0. Osoita, ettd f ja g ovat lineaarisesti
riippumattomia valilld [0, 1].

2. Esitetddn annettu funktio f muodossa f = f, + fe, missid

folw) = $(F(o+ F(=2)) ja f.(2) = L(F(@ — F(—2)).
Totea, ettd esitys on oikein laskettu ja osoita, ettd f, on pariton ja f. parillinen.

3. Joitakin esimerkkejé (Kts. GREE s. 455, teht. 5). Otetaan ensimméiseksi e”.

KRE s. 536 Muodosta funktion
plot([-pi -pi/2 -pi/2 pi/2 pi/2 pil,[0 0 1 1 0 O])
ylim([-0.2 1.2])
grid
shg

Fourier-sarja.

Ratkaisu:
o= o [ fw)de == g =
0= o J S TT T T

1 2 (2 2 2 o
anp =— [ =" f(z) cosnx dr = — lcosnzder = — sinnz = —sinn—,
s T Jo nm /o nmw 2

joten a, = % (1,0, f%,(), , %, . ) ,eli
_2(=1)F1
A2k—1 = Z@E—1)
Koska f on parillinen, on f(z)sin(nz) pariton, joten b, =0 Vn > 1.
Siten

1 2 (=1)*cos((2k — Dz
f(“‘)“i*;;( e

% addpath /home/apiola/opetus/materiaaliO3/fourier
% addpath \usr\heikkilopemate\fourier

clear

clf

x=linspace(-pi,pi);

y0=1/2;
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y1=y0+(2/pi)*cos(x);

y3=y1-(2/pi)*cos(3*x)/3;

y5=y3+(2/pi)*cos(56*x)/5;

y7=y5-(2/pi)*cos(7*x) /7

plot([-pi -pi/2 -pi/2 pi/2 pi/2 pil,[0 0 1 1 0 OI)
ylim([-0.2 1.2])

hold on

grid
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plot(x,yO*ones(size(x)),’--7)
plot(x,y1,’g’)
plot(x,y3,’r’)
plot(x,y5,’y’)
plot(x,y7,’m’)
title(’Fourier-osasummat 0,1,3,5,77)
shg
4. Tietokoneteht. Gibbsin ilmi6. Tutki luentodemotiedostoa demogibbs.m
Tee sen pohjalta m-tiedosto, jolla havainnollista Gibbsin ilmi6té ja Fourier-sarjojen suppenemis- kéy-
tostd. Kerdd maksimikohdat ja -arvot kaikista osasummista (esim. 1 .. 20), sijoita ne vektoreihin max-
kohdat, maxarvot ja nayté vierekkéin:
[maxkohdat’ maxarvot’]
Selitéd omin sanoin, Fourier-sarjan suppenemiskiytostéi (pisteittdinen suppeneminen, tasainen suppe-
neminen (tai sen puute), Gibbsin ilmis).
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Piirrd funktion f(z) = cosz, x € [0,n] parittoman laajennuksen kuvaaja vililli [—m, 7] ja kehitd se
Fourier-sarjaksi, ts. muodosta f:n sinisarja.

Kirjoita auki sarjan osasumma, jossa on termit sin 6z:44n saakka.

Ratkaisu:

. : sty Jpss cosz, x>0
Pariton laajennus mééritellddn: f,(z) = ’
—cosz, z<0.

Koska integroitava on pariton, ja pariton x parillinen = pariton, ja pariton funktio integroituna origon
suhteen symmetrisen vilin yli antaa 0:n, ovat Fourier-sarjan cos-termien kertoimet (ja vakiokerroin) 0,
elia, =0, n=0,1,2,....

Koska pariton x pariton = parillinen, saadaan b,-kertoimet kertomalla 2:lla vilin [0, 7] yli otettu inte-

graali, eli
9 (L
=7 /0 f(x)sin _nzx dx

Integrointi:

sin (nx + z) = sin (nx) cos (z) + cos (nx) sin ()
sin (nz — ) = sin (nx) cos (z) — cos (nx) sin (z)
Yhteenlaskemalla: sin (nz + x) + sin (nz — x) = 2 sin (nx) cos (z) , joten integroinnissa tarvitsee vain kat-

soa, etté sisdfunktion derivaatta tulee oikein. Koska siiné tulee jako n—1:114, taytyy tapaus n = 1 késitella
erikseen. Jétetdan integroinnin yksityiskohdat lukijalle ja annetaan tulokset.

Jos n > 1, saadaan

(cos(rn)+1)n _ o (=1)"+1)n
b =2 w (n+1)(n—1) — 2 7w (n?2—1)

Tapauksessa n = 1, tulee: by = 0 . Siispé sarja saadaan muotoon:

= ((=1)" + 1) nsin (nx) s ksin (2 kx)
2 il SV
;2 ™ (n* —1) 218 (4k2—1)

Jalkimméinen lauseke seuraa merkitsemalld n = 2k, ja ottamalla huomioon, ettd parittomilla n:n arvoilla
b, = 0.

5111(2 z) 16 sin(4 x) 24 sin(6x)
Kysytty osasumma on siten: 8/3 + — + 55 — . Piirretdéin samantien:

>> x=linspace(-pi,pi);

>> b=[8/3 16/15 24/35]/pi;

>> S=b(1)*sin(2*x)+b(2) *sin(4*x)+b(3)*sin (6*x) ;
>> plot(x,S); shg

>> grid

>> hold on

>> xv=x(x<0);

>> xo=x(x>=0) ;

>> plot(xv,-cos(xv),’r’,xo0,cos(x0),’r’)
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KuvaA 5. cos:n pariton jatko ja sinisarjan osasumma
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