Teknillinen korkeakoulu Apiola/Juntunen
Matematiikka

Mat-1.192 Numeerinen ja symbolinen laskenta kevit 2005
http://www.math.hut.fi/teaching/numsym/04/H/

Laskuharjoitus 3-4 (viikko 7-9 , 8.2.2004)

Versio 3 ke 16.2.

- Tehd&én 1,2,3 to 17.2. mennessa.

- Tehtévit 4-9 muodostavat harj4:n, ne kaikki to 3.3.

- Ehdotan, ettd vanha teht. 6 (jota ei tédssd ole nikyvilld) siirrettéiisiin mahd.
my6hempiiin ajankohtaan. (Ei ole vaikea, mutta ehké tilld kohdalla ja4 hiukan
irralliseksi. Jos joku on sen ehtinyt tehd&, niin katsotaan, miten hyvitetéaén.)

Hiihtoloma pidetédan viikolla 8. Ti 22.2. ei luentoa.
Neuvontaharjoitus to 24.2.

http://www.math.hut.fi/"apiola/matlab/opas/lyhyt/
http://www.math.hut.fi/teaching/k3/03/L/demo*.m — Matlab skripteji
Fourier-sarjoihin

http://www.math.hut.fi/teaching/p3/04/L/fourier.pdf -  Fourier-
sarjojen perusteita, mukana Matlab-esimerkkejd. (My0s .ps)
http://www.math.hut.fi/teaching/p3/04/L/Fsarjatl.html Fourier-

sarjojen perusty6arkki html-muodossa.
http://www.math.hut.fi/teaching/p3/04/L/maple/Fsarjat.mws Sama
.mws-muodossa.
http://www.math.hut.fi/teaching/numsym/05/maple/ns05.mpl  Siséltds
hy6dyllisia apufunktioita, kuten JJ (jaksollinen jatko).
http://www.math.hut.fi/teaching/numsym/05/L/Fouriersarjat.pdf
(lisdtty 12.2.)

1. Piirrd [T-W]-kirjan s. 70 tyyliset kuvat jatkuvan ja diskreetin ominaisar-
votehtdvin ominaisfunktioista. Kirjoita skriptiksi, jossa voi helposti muut-
taa parametria n. Piirré siis joillakin isommillakin n:n arvoilla kaikki omi-
naisfunktiot. Saat valita, teetké MAPLE:lla vai MATLAB:1la. (Mielelldéin
molemmilla, mutta ei "velvoiteta”.)

2. (a) Tutki kokeellisesti Lemman 2.9 (s. 70) todenmukaisuutta laskemal-
la my6s ”A-matriisin”’ominaisarvot eri n:n arvoilla. (vrt. harj. 1 teht. 6 (c)).

. Olkoon f(x) = {

(b) Osoita tehtédvin EXE 2.27 s. 80 viitteet oikeiksi sekéd matemaattisesti
ettd kokeellisesti. (Edellisessi saat toki kidyttdd MAPLE:a esim. sarjake-
hitelméan tai mihin vain. 1imit-komentoon ei kannata luottaa sokeasti,
mieluummin vain testailuun.)

Suorita “kokeelliset”osat sekd MAPLE:lla ettd MATLAB:lla. (Pidetddn mo-
lemmat aktiivisina, se maksimoi riemun!)

0, kin 0<zx <1

1, kun 1< <2

(a) Piirrd MAPLE:lla f :n pariton ja parillinen 4—jaksoinen laajennus vélil-
14 [—4, 4]. Kdytéd funktiota ParinenJ ja ParitonJ) (tiedostossa ns05.mpl).
Piirr4 sitten jaksollinen laajennus ainakin kahden jakson pituisella valilla.
Kéytd ns05.mpl-tiedoston (erinomaista) funktiota JJ.

(b) Muodosta seké sini- ettd kosinisarja ja piirrd osasummia samaan ku-
vaan funktion kanssa.

2 cos(nm)—cos(1/2nm)

nm

Vastaus (a)-kohtaan kertoimien osalta: —

. .[T-W] EXE 3.1 s. 108 (kohdat a,b,c).

Tee ainakin joku kohta MATLAB:lla (Kertoimet saat toki laskea
MaAPLE:1la.) Aiemmin sanotun kohdan ([T-W]) 3.3 sijasta uusi tehtidvi
5 (jota kannattaa tehdd rinnan tdmén tehtdvin kanssa.)

. Kirjoita MATLAB-funktiot (m-tiedostot) sinisarja.m, kosinisarja.m,

foursarja.m vaikka tyyliin:

function summa=sinisarja(b,L,N,x)

% Lasketaan sinisarjan osasumma N vektorin x pisteissé.
% b -- kerroinvektori: annetaan vaikka inline-funktiona
% L -- Jakson puolikas

% N —- Trig. polynomin asteluku

% x —-— Vektori, pisteet, joissa lasketaan.

summa=sum(...);

Toinen mahdollisuus olisi antaa b vektorina, jolloin voitaisiin sopia, etta
nollat ovat mukana. Silloin ei tarvittaisi argumenttia N. (Néin on tehty
lopussa olevassa lamposin-funktiossa.)

Funktio-tapa voisi olla selkedmpi ja helppokayttoisempi.

Kts. help feval ja ohje alla (sekd Higham—Higham Ch 10 ss. 125 — 127)

Testaa funktioitasi ainakin joihinkin tehtévien 3 ja 4 esimerkkeihin.



6. Havainnollista Gibbs’n ilmioté sopivalla omavalintaisella funktiolla. Muo-
dosta kertoimet MAPLE:1la ja piirrd kuvat MATLAB:1la. (Toki on luonnol-
lista piirtdd myds MAPLE:lla. MATLAB:lla piirtdminen on paitsi hyddyl-
listd MATLAB- harjoittelua, my0s selvisti tehokkaampaa. Gibbsin ilmitn
demossa on mukava ottaa paljon pisteitd, mikd MAPLE:ssa alkaisi kulut-
taa enemmén aikaa.) Ota mallia em. demo* .m-skripteisti. Téssid on hyvi
tilaisuus kokeilla MAPLE:lla generoidun kerroinkaavan siirtdmistd MAT-
LAB:iin.

Lisdys 15.2: Tee Fourier-sarjaprujun (alun linkkilistassa) s. 23 kohdan 4.
tietokonetehtdvan evistystd noudatellen.

7. Tutustu luentotydarkkiin heat_separ.mws (sekd www../L/:ssi ettd
/p/edu/mat-1.192/:ssa). Ratkaise limmonjohtumistehtévit [T-W] s. 108
Exe 3.4.

8. Kirjoita edellisti modifioiden tydarkki lampoNeumann.mws (edellinen oli-
sikin voinut olla lampoDirichlet.) Ratkaise tehtdvit Exe 3.5.

9. Tutustu téhén, peruskurssia K3 varten kirjoittamaani MATLAB-koodiin
huolellisesti.
http://www.math.hut.fi/teaching/p3/04/L/matlab/lamposin.m
(Koodi mukana myos tehtédvipaperin lopussa.)

Voit halutessasi tehdé sithen pikku muutoksiakin, kuten b-kertoimien an-
tamisen funktiona vektorin sijasta, kuten Fourier:ssa ehdotettiin.

Kirjoita vastaava lampocos.m

Ratkaise ja visualisoi nididen avulla yksi edelld oleva (tai jokin muu)
Dirichlet-tyyppinen ja yksi Neumann-tyyppinen lammonjohtumistehtava.

Ohjeita
Teht. 1

MATLAB:ssa voit jakaa grafiikkaruudun osiin subplot:lla. Toisaalta voit myos
piirtd4 eri ikkunoihin komentamalla figure (seuraava) tai figure(n). Piirret-
tavén datan voit kerdtd matriisiin for-silmukan avulla sarake tai rivi kerrallaan.
(Silmukkaa ei tehdé pitkin vektorin komponentteja — sellainen saa opettajat
hyppiméén seinille!)

Toisaalta voidaan myos tehdd ilman yhtdan for-silmukkaa:

Ulkotulo, sarake * rivi, meshgrid Monissa yhteyksissd tarvitaan vekto-
rien x ja y ulkotuloa, joka on matriisi M, missd m;; = x;y;. Jos = ja y ovat
vaakavektoreita, saadaan M matriisitulona M=x’*y. Toinen tapa (esim)

>> x=linspace(0,1,8);

>> y=linspace(-1,1,5);

>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> M=X.x*Y; % Katso: X, Y, M

>> mesh(x,y,M); surf(x,y,M) ¥ Kokeile!

Huomaa: edellisessd matriisikertolasku (*), jilkimmaéisessd (.*)

Télld voidaan korvata for-silmukka niin jatkuvassa kuin diskreetisséikin. (Jat-
kuva on Matlabin kannalta oikeasti myos diskreetti, pisteitd on vain enemmén.)
Lue meshgridin kdytosta vaikka "pikku-oppaasta’tms. ja

help meshgrid, help mesh, help surf, help contour.

Teht. 2

MATLAB:ssa komento eig laskee ominaisarvot (ja pyydettiessid myos vektorit).
>> [V,D]=eig(A) muodostaa "diagonalisoinnin”, kts. help eig.

Jos haluat verrata kaavasta laskettuja ja eig:n antamia, niin ominaisarvojen
muodostaman vektorin saat edelld olevasta D:sté: diag(D).

Ominaisvektorit ovat matriisin V' sarakkeet. Téssd kaikki ominaisavaruudet
ovat 1—ulotteisia (miksi?). Jos kéytossisi on kaksi matriisia (V, W), joiden
sarakkeet koostuvat ominaisvektorikandidaateista samassa jérjestyksessé, voit
selvittdd vertailun suorittamalla V./W (miksi). Ja vield yksi “miksi” Niin siis
miksi on térkedd tdmén toimivuudelle, ettd ominaisarvot ovat yksinkertaisia?

Teht. 3

MATLAB-ratkaisussa voitaisiin vaikka MAPLE:n avulla muodostaa:

b=inline(’..’,’n’) n on skalaari tai indeksivektori, kéytd piste-
operaatoita tai funktiota vectorize.



Osasummia laskettaessa kannattaa muodostaa sarjan termien matriisi siten,
ettd termi n muodostaa rivin n (eri x:n arvoilla). Funktio sum laskee matriisin
sarakesummien vektorin, joka antaa nyt osasumman sy laskettuna pisteissa
Z1,..-T100- (Sum on esimerkki ns. vektorifunktiosta, muita ovat mm. min, max,
.. .. (Kts. laajempaa opasta (kunhan korjaan linkit).) Esim:

x=linspace(-2,2);

N=10;

termit=zeros(N,length(x));

for n=1:N
termit(n,:)=b()*sin(...);

end;

summa=sum (termit) ;

Huom! Téssékin for-silmukka voidaan korvata ulkotulolla, kuten ylla. Tehok-
kuuden kannalta voi olla merkitysté, tdssdhéan voidaan haluta laskea isoillakin
N:n arvoilla (ainakin Gibbsissi).

Jos haluat osasummaparven, saat senkin samasta termimatriisista funktion
cumsum avulla. Voit poimia jalkimméisestéd sopivasti osia.

Teht. 5

Funktion vilittdminen argumenttina MATLAB-funktiolle:

Esim ([Hig-Hig] Ch 10): Funktio eros palauttakoon parametrina anne-
tun funktion f erotusosamé#arin: w Voitaisiin kirjoittaa (tiedostoon
eros.m) néin:

function y=eros(f,x,h)
y=(feval(f,x+h)-feval(f,x))/h;

Siis se, miké kirjoitettaisiin istunnossa f(x), kirjoitetaan funktion rungossa
feval(f,x). Huom: Tamd koskee vain tapausta, jossa £ estintyy argumentti-
listassa.

Kutsuesim: eros(@sqrt,1,0.1) Kutsussa voi esiintyd sqrt :n paikalla yhta
hyvin oma m-tiedosto. (My&s ’sqrt’ toimii, mutta se alkaa ndyttdd "vanhan-
aikaiselta”, muoto @fun on ns. "function handle”, olisko vaikka "kahva”, ja se on
suositeltava.)

Korjaus harj.3 versioon 2: inline-m##rittelyn tapauksessa ei kirjoiteta
@-merkkid. Esim:

b=inline(’-2/pi*(cos(n*pi)-cos(n*pi/2))./n’,’n’)
s=sinisarja(b,2,10,x);

Jos taas  kirjoitetaan alla  oleva  m-tiedosto bm.m, on  kut-
suttava, s=sinisarja(@bm,2,10,x) ; (Myos “vanhanaikainen”
s=sinisarja(’bm’,2,10,x); toimii, mutta pelkkd bm ei.)

function kerroin=bm(n)
kerroin=-2/pi*(cos(n*pi)-cos(n*pi/2))./n;

(Vanhat versiot (< 5) ovat tésséd suhteessa johdonmukaisempia, mutta uudet
tehokkaampia.)

Huomaa, etté yleisen F-sarjan osasumma on syyté kirjoittaa muodossa ag +

> n—1(an cos "FE 4 b, sin “7%), eikd niin, ettd summataan ensin cos-termit ja

sitten sin-termit. Periaatteessahan cos- ja sin-osuudet voisivat vaikka hajaan-
tua, vaika koko sarja suppenisi. Mutta téassihén lasketaan aérellisia summia,...,
kylld, mutta myos adrelliselld tarkkuudella.

Fourier-sarjat
Kts. ylld olevia referensseji MAPLE- ja MATLAB-tekniikoihin.

2L-jaksoisen funktion f Fourier-sarja:

nmx

ap + Z(an cos nLﬂ + by, sin 7 ),

n=1

ag = ﬁ f_LL flx)dz, a, = %f_LL f(x) cos M2dx, b, = %f_LL f(x) sin 222 d.

Lampdyhtidlon Fourier-sarjaratkaisu MATLAB:1lla

(Valtaosa seuraavan funktion riveistd on kommentteja.)



function [Z,x,T]=lamposin(L,c,b,T,M)

% HA 25.11.03

% Lasketaan l&mpdyht&ldn u_t = c¢”2 u_xx sinisarjaratkaisu korkeusmatriisina
yA

% Input: L:  jakso/2

h ¢ (Lampdéyhtdlsn c)

% sinisarjan kerroinvektori (nollat mukana)

% aikapisteet

% x-diskrertointi (oletus 50)

yA

% Output: [Z,x,t] - lé&mpdtilamatriisi, x-vektori, t-vektori
%

% Esim:

% clear; close all

% L=10;c=sqrt(1.14) ;nb=10;

% b=1./(1:nb) ;b=rem((1:nb),2).x*b;

% kerroin=400/pi; b=kerroinxb;

% T=linspace(0,10,10);

% [U,x,t]=lamposin(L,c,b,T);

% surfc(x,t,U); % Pintapiirros

=43 0T o0

% figure
% plot(x,U) % Lampotilaprofiilit t-vektorin
yA % ilmaisemilla ajanhetkilli.

yA

N=length(T);

if nargin==4, M=50; end

nb=length(b);

x=linspace(0,L,M);

Z=zeros (M,N);

for n=1:nb;
Z=Z+(b(n)*sin(n*pi*x./L)) **exp (- ((n*pi*c/L) "2)*T);
% Vanha tuttavamme ulkotulo on t&ssi korvaamaton.

end;

Z=7";



