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7.1. Suurimman uskottavuuden estimointimenetelma

Otos ja sen jakauma
Olkoot
Xy, X2y oony X
satunnaismuuttujia, joiden yhteigakauman pistetodennakdisyys- tai tiheysfunktio
f(X1, X2y .., X Q)
riippuu tuntemattomasta vektoriarvoisesta parametrista
q9=(q @& -, @)1 Q
jossa joukko Q on parametriavaruus eli mahdollisten parametrin arvojen joukko.
Oletetaan, etta satunnaismuuttujien Xy, Xo, ... , X, havaitut arvot ovat
X1, X2y ee s Xn

Kutsumme satunnaismuuttujia Xy, Xs, ..., X, havainnoiks janiiden havaittuja arvoja x;, X, ... , X
havaintoarvoiksi.

Satunnaismuuttujat Xy, X, ..., X, muodostavat otoksen, jonka jakauman méérittelee niiden yhteis-
jakauman pistetodennakdisyys- tai tiheysfunktio

f(X1, X2, ... , Xn; Q)
Havaintoarvot

X1y X2y +ev s X

ovat kiinteitd eli ei-satunnaisia reaalilukuja, mutta ne vaihtelevat satunnaisesti otoksesta toiseen
satunnaismuuttujien Xy, Xz, ... , X, yhteigakauman f maaraamin todennakoi syyksin.

Uskottavuusfunktio
Otoksen
xll x21 ,xn

uskottavuusfunktio on satunnaismuuttujien Xy, X, ... , X, yhteigakauman pistetodennakoisyys-
tal tiheysfunktion

f(X1, X2y -, X0y Q)
arvo havaintopisteessa x = (X, Xz, ... , Xn) tulkittuna= (@, @, ... , g) funktioksi.
Merkitsemme uskottavuusfunktiota seuraavalla tavalla

L(q) = L(Q; X1, X2, «-- , Xn) = F(X1, X2, +.. , X0 Q)

Uskottavuusperiaatteen mukaan uskottavuusfunktio tiivistdd yhteen kaiken olennaisen parametria q
koskevan informaation otoksesta.
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Suurimman uskottavuuden estimaattori
Olkoon
L(Q) = L(Q; X1, X2, -+ 5 %n)
otoksen X, Xy, ... , Xn uskottavuusfunktio ja olkoon
t=9g(xy, X2, ..v 4 Xn)
sellainen parametrin q = (G, @, ... , gp) arvo, joka maksimoi uskottavuusfunktion L(q) arvon €li
L(t)= rple(\?x L(0)
stI:(o_ttavuusfunktion L(q) maksimin antava parametrin g arvo t on havaintoarvojen Xi, Xz, ... , X
unktio.

Valitaan parametrin q estimaattoriks satunnaismuuttuja
0=T=9g(X,X,,K,X,)

Estimaattoria @ kutsutaan parametrin q suurimman uskottavuuden estimaattoriksi eli SU-

A

estimaattoriksi. Suurimman uskottavuuden estimaattori 0 tuottaa parametrille g arvon, joka
tekevat havaintoarvot

X1, X2, «on y Xy
mahdollisimman uskottaviks.

Parametrin q suurimman uskottavuuden estimaattori méardtaan siis maksimoimalla uskottavuus-
funktio

L(q) = L(q; X1, X2, --. , Xn)

parametrin g suhteen. Sadnnollisissi tapauksissa maksimi 16ydetdan merkitsemalla uskottavuus-
funktion L(q) derivaatta

L'(9)
nollaksi jaratkaisemalla q saadusta normaaliyhtél dsta
L'(@) =0

Olkoont = g(Xs, Xz, ... , Xn) Normaaliyhtalon L"(q) = 0 nollakohta. Piste t vastaa uskottavuus-
funktion maksimia, jos

L”(t) <0

Uskottavuusfunktion maksimin antava parametrin q arvo voidaan etsid my6s maksimoimalla
logaritminen uskottavuusfunktio eli uskottavuusfunktion logaritmi

1(q) = log L(q; X1, X2, ... , Xn)

parametrin g suhteen. Logaritmisen uskottavuusfunktion maksimointi on monissa tilanteissa
helpompaa kuin uskottavuusfunktion itsensa maksimointi.

Huomautus:
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L ogaritminen uskottavuusfunktio ja uskottavuusfunktio ssavuttavat maksiminsa samassa
pisteessa.

Uskottavuusfunktio ja riippumattomat havainnot

Olkoon

X1, Xo, ooy Xn
yksinkertaisen satunnaisotos jakaumasta fx(x; q), jossaq = (g1, @, ... , G,) on jakauman muodon
maaraéva parametri.

Tal6in satunnaismuuttujat Xy, X, ... , X, ovat riippumattomia ja noudattavat samaa jakaumaa
fx(x; ):

XL XK XA
X, f,(x0),i=12,K,n

Koska satunnaismuuttujat Xi, Xs, ... , X, oletettiin riippumattomiksi, otoksen Xy, X, ... , X,
uskottavuusfunktio voidaan esittéa muodossa

L(Q; X1, Xz, - s %) = F(xe; @) (x5 @) < (%07 )
jossa
f(x;q),i=1,2,...,n
on havaintoarvoon x; liittyva pistetodennakdisyys- tai tiheysfunktio.
Siten vastaava logaritminen uskottavuusfunktio voidaan esittéd muodossa
[(0) =logL(0)
=log(f(x;0)" f(x;0)" L f(x,0))
=log f (x;0)+log f (x,;0) +L_+log f (x,;0)
=1(0;%) +1(0;%,) +L+1(8;x,)
jossa
I(g; x) =log f(q; x) ,i=1,2,...,n

on havaintoarvon x; logaritminen uskottavuusfunktio. Etenkin riippumattomien havaintojen
tapauksessa logaritmisen uskottavuusfunktion summaesityksen maksimointi on usein helpompaa kuin
uskottavuusfunktion itsenséd maksimointi.

Suurimman uskottavuuden estimaattorin ominaisuudet

Suurimman uskottavuuden estimaattori e valttamatta toteuta tavanomaisia hyvélle estimaattorille
asetettavia kriteereitg, kun otoskoko on aarellinen:

(i) SU-estimaattori ei valttamatta ole harhaton.
(i) SU-estimaattorin jakaumaa ei valttamatta tunneta.

Onneks suurimman uskottavuuden estimaattorilla on kuitenkin hyvin yleisin ehdoin hyvat
asymptoottiset ominaisuudet.
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Suurimman uskottavuuden estimaattorin asymptoottiset ominaisuudet

Suurimman uskottavuuden estimaattorilla on hyvin yleisin ehdoin seuraavat asymptoottiset
ominaisuudet (ks. tarkemmin kappaletta 7.2.).

(i) SU-estimaattori on tarkentuva.
(i) SU-estimaattori on asymptoottisesti normaalinen.

SU-estimaattorin tarkentuvuus tarkoittaa sitd, ettd SU-estimaattori toteuttaa suurten lukujen lain.
Tama merkitsee sitd, etta estimaattorin arvo konvergoi kohti ”oikeata” parametrin arvoa, kun
havaintojen lukumaarén annetaan kasvaa rajatta.

SU-estimaattorin asymptoottinen normaalisuus tarkoittaa sitg, etta SU-estimaattori toteuttaa
keskeisen raja-arvolauseen. Tama merkitsee se sitg, etté SU-estimaattorin jakaumaa voidaan
suurissa otoksi ssa approksimoida normaalijakaumalla, jolloin parametrin luottamusvalit ja
parametreja koskevat testit voidaan perustaa normaalijakaumaan tai t-jakaumaan.

On suhteellisen yksinkertaista todistaa SU-estimaattorin tarkentuvuus ja asymptoottinen
normaalisuus, jos otos muodostuu riippumattomista, samaa jakaumaa noudattavista havainnoista.
Oletuksia havaintojen riippumattomuudesta ja samasta jakaumasta voidaan tietyin edellytyksin
lieventad, milla on suuri merkitys esimerkiks aikasarjamallien SU-estimoinnissa.

Tilastollinen aikasarja-analyys perustuu siihen, ettd havaittu aikasarja tulkitaan jonkin stokastisen
prosessin realisaatioks. Siten stokastisia prosesseja kaytetdan aikasarjojen tilastollisina malleina.
Aikasarjamallien parametrien SU-estimaattoreiden tarkentuvuus ja asymptoottinen normaalisuus
voidaan todistaa esimerkiks silloin, kun aikasarjan generoinut stokastinen prosessi on jotakin
Seuraavistatyypeista

—  ergodinen
— stationaarinen

—  martingaalidifferenss
7.2. Suurimman uskottavuuden estimaattorin asymptoottiset ominaisuudet

1. kertaluvun osittaisderivaattojen vektori ja
2. kertaluvun osittaisderivaattojen matriisi

Olkoon
q=(q .-, @)
p-vektori.
Taloin
efu
€a. U
. "ﬂq]_ ‘]
P2 o € u
D= i,K,iizéM l;l
o Yg,5 € q
e~ u
g1a, H

on 1. kertaluvun osittai sderivaattaoperaattoreiden
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\l

—,i=12K,p
fa
muodostama p-vektori ja
é T° 2.0
é ! ; L ! U
& g, ‘ﬂql‘ﬂqp@
D?=DD¢=¢€¢ | hu
& 1 1 ;
& e
@ﬂqpﬂq]_ ﬂqp g
on 2. kertaluvun osittai sderivaattaoperaattoreiden
1‘[2
Ji=12K,p,j=12K,p
A}

muodostama p” p-matriisi.

Otos ja sen jakauma

Olkoot
X1, X2y oony Xn

satunnaismuuttujia, joiden yhteigakauman pistetodennakdisyys- tai tiheysfunktio
f(X1, X2y .., X Q)

riippuu parametrista
q=(q & -, @)

Olkoot satunnaismuuttujien Xy, X5, ... , X, havaitut arvot

X1y X2y +ov s Xn

Uskottavuusfunktio

Otoksen
X1, X2y oony Xn

uskottavuusfunktio
L(q) = L(Q; X1, X2, «-. , Xn) = f(Xq, X2, -.. , X} Q)

on satunnaismuuttujien Xy, Xo, ..., X, yhteigakauman pistetodenndkdisyys- tai tiheysfunktion
f(X1, X2y -, X0y Q)

arvo havaintopisteessa x = (X, Xz, ... , Xn) tulkittuna parametrin q = (g1, @, ... , @) funktioksi.

Olkoon

1(@) = 1og L(Q; X1, Xz, - , Xn)
vastaava logaritminen uskottavuusfunktio.
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Suurimman uskottavuuden estimaattori
Olkoon
L(q) = L(q; X1, X2, --. , Xn)
otoksen X, Xy, ... , Xn uskottavuusfunktio ja olkoon
t=9g(xy, X2, ..v 4 Xn)

sellainen parametrin q = (g1, @, ... , gp) arvo, joka maksimoi uskottavuusfunktion L(q) arvon.
Uskottavuusfunktion L(q) maksimin antava parametrin g arvo t on havaintoarvojen xi, Xz, ... , X
funktio.

Valitaan parametrin q estimaattoriks satunnaismuuttuja

0=T=9g(X,X,,K,X,)
Estimaattoria @ kutsutaan parametrin q suurimman uskottavuuden estimaattoriksi eli SU-
estimaattoriksi.

Koska uskottavuusfunktion L(q) maksimointi on yht&pitavaa logaritmisen uskottavuusfunktion

I(q) = log L(q)
maksimoinnin kanssa, niin uskottavuusfunktiolla L(q) on lokaali maksimi pisteessa 0, jos
DI (6) =0
ja
-DA(0) >0
Huomautus:
Merkinta
A>0
tarkoittaa sitg, etta matriisi A on positiivisesti definiitti eli
zZhz>0
kaikillez* 0. Vastaavasti merkinta
A30
tarkoittaa sitg, etta matriisi A on ei-negatiivisesti definiitti €li
zhz3 0
kaikille z.

Tehokas pistemdaéara ja Fisherin informaatiomatriisi
Vektoria
DI (0)
on kutsutaan tehokkaaksi pistemaaraks (engl. score) ja matriisa
1(8) =- E[D?1(8)] = E[(DI(6))(DI(6))¢
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on kutsutaan Fisherin informaatiomatriisiks.

Voidaan osoittaa, etta Fisherin informaatiomatriisin | (q) kdanteismatriis muodostaa alarajan
harhattomien estimaattoreiden kovarianssimatriisille seuraavassa mielessa:

Olkoon 6 mielivaltainen harhaton estimaattori parametrille g. Tal6in

Cov(6) * [1(0)] *
Matriisi [1(8)]"* on Cramérin ja Raon alaraja estimaattorin 0 kovarianssimatriisille Cov(é) :
Jos harhattoman estimaattorin @ kovarianssimatriisi toteuttaa yhtalon

Cov(6) =[1(6)] *

sanomme, etté estimaattori  on tehokas.

Suurimman uskottavuuden estimaattori ja tyhjentavyys

Olkoon

f(x;0)
otoksen X = (Xy, Xz, ... , X,) yhteigakauman pistetodenndkdisyys- tai tiheysfunktio, joka riippuu
parametristaq = (¢, &, -.. , Gp). Faktorointiteoreeman mukaan tunnusluku T (X) on tyhjentava

parametrille g, jos ja vain jos on olemassa funktiot g(t;q) jah(x) siten, etta
f(x;0) = g(T(x);0)h(x)

kaikille havaintopisteille x = (Xq, Xz, ... , Xn) ja parametrin g mahdollisille arvoille ja funktio g riippuu
otoksesta X = x vain tunnusluvun T(X) kautta ja funktio h & riipu parametrista g.

Otoksen X yhteigakauman tiheysfunktion faktoroinnista ndhdaén suoraan, etta parametrin g

suurimman uskottavuuden estimaattori @ on tyhjentdvéan tunnuduvun T (X) funktio (olettaen giis,
etta tyhjentéva tunnusluku on olemassa).

Suurimman uskottavuuden estimaattori ja tehokkuus

Olkoon @ harhaton ja tehokas estimaattori parametrilleq = (¢, @, ... , @p). TalGin estimaattori 0
yhtyy parametrin g suurimman uskottavuuden estimaattoriin.

Suurimman uskottavuuden estimaattorin tarkentuvuus

Estimaattoreiden stokastisia ominaisuuksia ei useinkaan tunneta aarellisissi otoksissa tai

niiden ominaisuudet ovat ainakin vaikeasti hallittavia, jos otoskoko on &rellinen. Sen sijaan monien
estimaattoreiden asymptoottiset stokastiset ominaisuudet tunnetaan hyvin. Estimaattoreiden
asymptoottisilla stokastisilla ominaisuuksilla tarkoitetaan estimaattoreiden kayttaytymista satunnais-
muuttujina, kun otoskoon annetaan hypoteettisesti kasvaa rajatta. Puhumme usein estimaattoreiden
suurten otosten ominaisuuksi sta tarkoittaessamme estimaattoreiden asymptoottisa kayttaytymista.

Perustavaa laatua oleva vaatimus estimaattoreiden asymptoottiselle kayttaytymiselle on se, etta
estimaattorin arvon pitda konvergoida kohti " oikeata” parametrin arvoa, kun havaintojen
lukumééran annetaan kasvaa rgjatta.
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Tunnuslukujen
W, =W, (X, X,, K, X,),n=12,3K

jono muodostaa tar kentuvan jonon estimaattor eita parametrille g, jos
limPr, (IW, - <€) =1
kaikille e> 0 jakaikille g1 Q. Sanomme tall6in tavallisesti, etta tunnusluku W, on tarkentuva
estimaattori parametrille g.
Ekvivalentti ehto estimaattorin W, tarkentuvuudelle on, etta
. 13 e =
limPr, (W, - q[* €)=0

kaikille e> 0 jakaikille g1 Q.

Tavallisesti tarkentuvuuden todistamisessa el tarvitse vedota tarkentuvuuden maéritelmaan, silla
tarkentuvuuden todistamisessa voidaan usein vedota Tshebyshevin epayhtal 66n. Tshebyshevin
epayhtalon mukaan

Pr, (W, - 12 &£ Sl ]

Siten estimaattori W, on tarkentuva parametrille g, jos
H 271 —
limE, [W, - )] =0
Koska
E,[W, - g)"1=E,[(W, - E,(W,)°]+[(E,\W,) - §)°]
= Var, (W,) +[Bias, (W,)]*
ndemme, etta estimaattori W, on tarkentuva parametrille g, jos
i ver, () =0
ja
!1I®I‘Q Bias,(W,) =0
Tarkentuvien estimaattoreiden jonot elvét ole yksikasitteisid. Tama ndhdaén seuraavasta:

Olkoon tunnuslukujen W, , n =1, 2, ... jono tarkentuva jono estimaattoreita parametrille g ja olkoot
ay, a, ag, ... jJaby, by, bs, ... kaks jonoa ei-satunnaisia vakioita, joille pétee

lima, =1
limb =0
n® ¥
Talloin my6s tunnusukujen jono
U,=aW +b ,n=123K
muodostaa tar kentuvan jonon estimaattoreita parametrille g.
Voidaan osoittaa, etta suurimman uskottavuuden estimaattorit ovat hyvin yleisin ehdoin tarkentuvia.
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Lause:

Olkoon c} parametrin g suurimman uskottavuuden estimaattori ja olkoon #(g) parametrin g
jatkuva funktio. Tall6in tunnusluku ¢ (g) on hyvin yleisin ehdoin tarkentuva estimaattori
parametrille 1(g):

limPr, (12 (q)- t(@)|° ) =0

kaikille e> 0 jakaikille gT Q.
Olkoon tarkastelun kohteena olevana parametrina p-vektori

q=(qu &, ..., @)
jaolkoon parametrin q estimaattorina on p-vektori

0=(0.9.K.q,)
Estimaattorin @ tarkentuvuus voidaan maaritell4 sen komponenttien
G.i=12K,p

tarkentuvuuden kautta.

Suurimman uskottavuuden estimaattorin
asymptoottinen tehokkuus ja normaalisuus

Tarkentuvuutta voidaan pitéé jarkevyysvaatimuksena estimaattoreiden kayttaytymiselle suurissa
otoksissa. Tilastollisen pééttelyn kannalta on kuitenkin térkeda tuntea myos estimaattorin varianss
tal yleisemmin estimaattorin jakauma suurissa otoksissa.

Vois tuntua luontevalta méaritella estimaattorin suurten otosten varianss estimaattorin varianssin
rgja-arvona, kun otoskoon annetaan kasvaa ragjatta.

Olkoon tunnusluku T, estimaattori parametrille g ja olkoon
kov,n=1223 ...
jono ei-satunnaisia vakioita. Jos
. - 2 <
II1|®n; k,Var(T,) =t “<¥
niin sanomme, ettd ¢ on tunnusluvun T, varianssin raja-arvo. Varianssin rgja-arvo ei kuitenkaan

ole osoittautunut hyodylliseks kasitteeksi samalla tavalla kuin seuraavassa méériteltéavan
asymptoottisen varianssin kasite.

Olkoon tunnusluku T, estimaattori parametrille g ja olkoon
k.,n=1,23, ...

jono ei-satunnaisia vakioita. Jos
limk [T, - 1(g)] ® N(0,s*)

jakaumakonvergenssin mieless, niin sanomme, ettd t* on tunnusluvun T, asymptoottinen
varianssin. Tama merkitsee sit, etta tunnusluvun T, rgjgakaumana on otoskoon kasvaessa rgjatta
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normaalijakaumaja t* on taman rajajakauman varianss. Monissa tilanteissa tunnusluvun
asymptoottinen varianssi on samalla sen varianssin raja-arvo.

Seuraavassa madritelmassd esitetédn Cramérin ja Raon alarajaa vastaava asymptoottinen késite.
Tunnuslukujen W, , n =1, 2, ... jono on asymptoottisesti tehokas parametrille £(g), jos

lim /W, - £ ()] ® N(O,v(q))

jakaumakonvergenssin mielessd ja

[t &q)1°

& o U
E a~—Ilogf(X = U
qgﬂq g f( Iq)éa

v(q) =

Talloin tunnusluku W, on asymptoottisesti normaalinen ja sen asymptoottinen varianss saavuttaa
Cramérin ja Raon alarajan.

Seuraavan lauseen mukaan suurten uskottavuuden estimaattori on asymptoottisesti normaalinen ja
tehokas.

Lause:

Olkoon c} parametrin g suurimman uskottavuuden estimaattori ja olkoon ¢ (q) parametrin g

jatkuva funktio. Ta8l6in tunnusluku t(c}) on hyvin yleisin ehdoin tarkentuva, asymptoottisesti
normaalinen ja tehokas estimaattori parametrille ¢ (q) :

lim/n(t (9)- t ()] ® N(O,())

jossa v(g) on Cramérin jaRaon alargja.
Olkoon tarkastelun kohteena olevana parametrina nyt p-vektori

q=(qu &, ..., @)
jaolkoon parametrin q estimaattorina on p-vektori

0=(.9,.K.q,)

Taloin parametring = (¢, @, ... , Gp) Suurimman uskottavuuden estimaattorin 0 asymptoottisesta
normaalisuutta ja tehokkuutta koskeva tulos voidaan esitt8a seuraavassa muodossa:

0. Np§,5[IA(e)]'19
n 1)
jossa
IA(0) = lim Z1(0)
n® +¥

on Fisherin informaatiomatriisin 1 (q) asymptoottinen arvo.

Jos parametring = (¢, @, ... , Gp) Suurimman uskottavuuden estimaattori on asymptoottisesti
normaalinen, niin parametreja
g,i=12 ..,p
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koskevassa tilastollisessa paattel yssa voidaan nojata suurimman uskottavuuden estimaattorin
approks matiiviseen normaalisuuteen suurissa otoksissa:

() Parametreille

g,i=12 ..,p

voidaan konstruoida luottamusvalit samanlaisella tekniikalla kuin normaalijakauman
odotusarvolle. Luottamuskertoimet voidaan taldin méaréta normaalijakaumastata t-
jakaumasta.

(i) Parametrien
g,i=12 ..,p

arvoja koskeville nollahypoteeseille voidaan konstruoida testit samaan tapaan kuin
normaalijakauman odotusarvolle. Testien hylkéysalueet tai testisuureen arvoja vastaavat
p-arvot voidaan talloin méaréta normaalijakaumasta tai t-jakaumasta.

On syytd huomata, ettd SU-estimaattorin normaalisuutta koskeva tulos on luonteeltaan
asymptoottinen, mutta otokset ovat todellisuudessa kooltaan aina &arellisid. Siten SU-estimaattorin
normaalisuuteen perustuvat luottamusvalit ja testit eivét ole eksakteja, vaan approksimatiivisia. Siks
luottamuskertoimia ja testien hylkéysalueita tai p-arvoja méarattéessa SU-padttelyssa ei tavallisesti
kéytetd normaalijakaumaa, vaan t-jakaumaa. Tama johtuu giita, ettd t-jakauman
kéytto johtaa konservatiivisempiin luottamusvaleihin ja testeihin kuin normaalijakauman
kéytto:
(i) Oletetaan, ettd konstruoimme luottamusvalit tarkastelun kohteena olevalle parametrille
g samalla luottamustasolla (1—a) seka t-jakaumasta ettd normaalijakaumasta. Talsin t-
jakaumaan perustuva luottamusvéli on levedmpi kuin vastaava normaalijakaumaan
perustuva luottamusvali.

(i) Oletetaan, etta konstruoimme testit tarkastelun kohteena olevaa parametrin g
arvoa koskevalle nollahypoteesille méaraamalla testien hyvaksymisalueet samalla
merkitsevyystasolla a seka t-jakaumasta ettéa normaalijakaumasta. Talloin t-jakaumaan
perustuva hyvaksymisalue on suurempi kuin vastaava normaalijakaumaan perustuva
hyvaksymisalue.

Oletetaan, etté olemme ma&ranneet testisuureen arvon parametria g koskevalle nolla-
hypoteesille. TallGin testisuureen arvoa vastaava t-jakaumasta méaréatty p-arvo on
suurempi kuin normaalijakaumasta méérétty p-arvo.

7.3. Asymptoottiset testit

Testiprobleema

Olkoot
S' = kaikkien mahdollisten havaintopisteiden x = (X, X, ... , X,) joukko
H = yleinen hypoteesi, joka kiinnitt&4 otoksen jakauman
Ho = nollahypoteesi, joka kiinnittéé jotkin yleisessa hypoteesissa kiinnitetyn

jakauman parametreista
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Tilastollisella testilla tarkoitetaan padtossaantda, joka kertoo milloin nollahypotees jatetéaan
voimaan ja milloin nollahypoteesi hylkddmme. Testin péatdssaanto jakaa kaikkien mahdollisten
havaintopisteiden joukon S' hyvak symisalueeseen ja hylkéaysalueeseen.

Jos havaintopiste x = (Xq, Xz, ... , Xy) joutuu hylkays- €li kriittiselle aluedlle silloin, kun nolla-
hypotees patee, tehdaén 1. lajin virhe eli hylkaysvirhe. Jos havaintopiste x = (X1, Xz, ... , X,) joutuu
hyvaksymisalueelle silloin, kun nollahypoteesi el pade, tehddan 2. lajin virhe eli hyvaksymisvirhe.

Testin merkitsevyystason valinta tarkoittaa 1. 1ajin virheen todenndkéisyyden kiinnittamista
etukateen, ennen testin tekemista. Jos merkitsevyystaso on valittu etukdteen, voidaan niiden testien
joukosta, joillaon sama 1. lgjin virheen todenndkdisyys, pyrkialoytdmaan se, joka minimoi 2. lgjin
virheen todenngkdisyyden. Jos téllainen testi on olemassa, sité kutsutaan tasaisesti voimakkai mmaksi
testiksi.

Osamaaratesti
Olkoot
0 = parametrin g SU-estimaattori, joka on maérétty olettaen, etté testin
yleinen hypoteesi H patee
L) = otoksen uskottavuusfunktion arvo pisteessé 0
60 = parametrin g rgjoitettu SU-estimaattori, joka on maarétty olettaen, etta
testin nollahypoteesi H, pétee
L(0,) = otoksen uskottavuusfunktion arvo pisteessa 0,
Tal6in satunnaismuuttuja
/ - L(é’p)
L(0)

on (uskottavuus-) osamaar atestisuur e nollahypoteesille H.
Huomaa, etté
O£/ £1

Osamééréatestisuuretta / muodostettaessa mallin parametrit joudutaan estimoimaan suurimman
uskottavuuden menetelmélla kahdella eri tavalla:

() Osamaératestisuureen nimittdja saadaan etsmalla uskottavuusfunktion maksimi yleisen
hypoteesin H pétiessa. Tama merkitsee vapaan aariarvotehtavan ratkaisemista.

(i) Osamédrétestisuureen osoittaja saadaan etsiméalla uskottavuusfunktion maksimi nolla-
hypoteesin Hy patiessi. Tama merkitsee sidotun &ariarvotehtavan ratkaisemista.

Jos nollahypotees Hy e pade, osaméaréatestisuureella/ on taipumus saada pienia arvoja.
Siks testin hylkaysalueeks valitaan otosavaruuden ¢ alue

{x1 S"|/</(a)}
jossakriittinen arvo / (a) valitaan siten, etta

Pr(x1 S"|/</(a))=a
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jos nollahypoteesi Hy patee. Jos osaméératestisuureen / arvo joutuu hylkdysalueelle, nolla-hypotees
Ho hyl&taan.

Osaméératestin kayttssa on kuitenkin usein se kdytanndn ongelma, etta osamaératestisuureen /
jakauma el valttamatta ole mitdan tunnettua tyyppia.

Osamééréatestisuureelle / pétee kuitenkin tiettyjen (melko lievien) ehtojen vallitessaja nolla-
hypoteesin Hy patiessi seuraava asymptootti nen jakaumatul os:

L(6,)

% =2((0)- 20, , c’(m)

-2log/ =-2log

jossa
m = nollahypoteesin kiinnittamien parametrien lukuméara
Jos nollahypotees Hy el pade, testisuureella - 2log / on taipumus saada suuria arvoja.
Testin hylkéysalueeksi valitaan kaikkien mahdollisten havaintopisteiden joukon S' alue
{x1 S"|-2log/ > ¢Z(m)}
jossakriittinen arvo ¢?(m) valitaan siten, etta
Pr(xT S"|-2log/ > c2(m)) =a
jhosI nollahypoteesi Hy pétee. Jos testisuureen - 2log / arvo joutuu hylkéysalueelle, nollahypotees Ho
ylataan.

Osaméératestisuuretta muodostettaessa joudutaan mallin parametrit estimoimaan so.
uskottavuusfunktio maksimoimaan seké yleisen hypoteesin H ettd nollahypoteesin Hy pétiessa
M onissa testausasetelmissa toinen néista dariarvotehtavista on vaikea, mutta toinen on helppo
ratkaista. T&ma havainto on johtanut seuraavien (asymptoottisten) testien konstruointiin:

() Waldin testissa parametrit estimoidaan olettaen, etté yleinen hypotees H pétee.
(i) Lagrangen kertojatestissa parametrit estimoidaan olettaen, etta nollahypoteesi Hy pétee.

Waldin testi lineaarisille rajoituksille
Olkoon

0 = parametrin g SU-estimaattori, joka on méaérétty olettaen, ettd testin
yleinen hypoteesi H patee

Olkoon nollahypoteesina lineaarinen hypoteesi
H,:RO=r

jossaR onm’ p-matriig, jolle
rlR) =m
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M&éritelld8n satunnaismuuttuja
W =(RO- r)¢RI"{(O)RG (RO - )
jossa matriisi
1(0) =- E[D?(0)]
on Fisherin informaatiomatriis. Satunnaismuuttuja W on Waldin testisuure nollahypoteesille Ho.

Jos nollahypotees H, el pade, Waldin testisuureella W on taipumus saada suuria arvoja.

Waldin testisuureelle W pétee tiettyjen (hyvin lievien) ehtojen vallitessa ja nollahypoteesin Hy
péti essé seuraava asymptoottinen jakaumatul os:

W c*(m)
jossa
m = nollahypoteesin kiinnittamien parametrien lukuméara
Testin hylkéysalueeksi valitaan kaikkien mahdollisten havaintopisteiden joukon S' alue
{xI §"|W>cZ(m)}
jossakriittinen arvo ¢?(m) valitaan siten, etta
Pr(xT S"|W>c?(m))=a

jos nollahypoteesi Ho patee. Jos Waldin testisuureen W arvo joutuu hylkdysalueelle, nollahypotees
Ho hyl&taan.

Waldin testi epalineaarisille rajoituksille
Olkoon

0 = parametrin g SU-estimaattori, joka on mééréatty olettaen, ettd testin
yleinen hypoteesi H patee

Olkoon nollahypoteesina

H, :h(8) = (h,(8),K,h,(8)) =0
jossa funktiot h; ovat epélineaarisiareaadliarvoisia funktioita.
Mé&éritell&&n p” m-matriis

7

=8 8= gq O
Mé&éritell&8n satunnaismuuttuja

W =[h(6)]¢H ¢ *(B)H] *[h(B)]¢
jossa matriisi

1(0) = - E[D(0)]

on Fisherin informaatiomatriis ja
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~ _€Th;(0)u
H=e" —0
é 1g G
Satunnaismuuttuja W on Waldin testisuur e nollahypoteesille Ho.
Jos nollahypoteesi H, el pade, Waldin testisuureella W on taipumus saada suuria arvoja.

Waldin testisuureelle W pétee tiettyjen (hyvin lievien) ehtojen vallitessa ja nollahypoteesin Hy
péti essé seuraava asymptoottinen jakaumatul os:

W _ c*(m)
jossa
m = nollahypoteesin kiinnittamien parametrien lukuméara
Testin hylkéysalueeksi valitaan kaikkien mahdollisten havaintopisteiden joukon S' alue
{xI §"|W>cZ(m)}
jossakriittinen arvo ¢2(m) valitaan siten, etta
Pr(xT S"|W>c?(m))=a

jos nollahypoteesi Ho patee. Jos Waldin testisuureen W arvo joutuu hylkdysalueelle, nollahypotees
Ho hyl&taan.

Lagrangen kertojatesti
Olkoon
0, = parametrinq rajoitettu SU-estimaattori, joka on maaratty olettaen, etta
testin nollahypoteesi H, pétee
Mé&éritell&8n satunnaismuuttuja

LM =[D(8,)]4"(8,)[D(®,)]
jossa matriisi

1(8) =- E[D?1(8)] = E[(DI(6))(DI(6))¢
on Fisherin informaatiomatriis ja

D(6)

on tehokkaan pistemaaran vektori. Satunnaismuuttuja LM on L agrangen kertojatestisuure
nollahypoteesille Ho.

Lagrangen kertojatestisuureelle LM pétee tiettyjen (hyvin lievien) ehtojen vallitessa ja nolla-
hypoteesin H, pati essi seuraava asymptoottinen jakaumatul os:

LM, ¢*(m)
jossa
m = nollahypoteesin kiinnittamien parametrien lukuméara
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Testin hylkaysalueeksi valitaan kaikkien mahdollisten havaintopisteiden joukon S' alue
{xT S"|LM > ¢2(m)}

jossakriittinen arvo ¢?(m) valitaan siten, etta
Pr(xT S"|LM > c?(m))=a

jos nollahypoteesi Hy patee. Jos Lagrangen kertojatestisuureen LM arvo joutuu hylkaysalueelle,
nollahypotees Hy hylataan.

Lagrangen kertojatesti ja pienimmé&n nelicsumman menetelma
Oletetaan, ettalogaritminen uskottavuusfunktio
I(q) = log L(q)
on verrannollinen neliGsummaan:
1 4
O K5 za &®)

i=1

Taloin parametrin g suurimman uskottavuuden estimaattori voidaan maaréta pienimman
neliésumman menetelmélla. Tama on tavanomainen tilanne seka lineaaristen etta epalineaaristen
regressomallien soveltamisen yhteydessa.

Muodostetaan apuregresso
é, =z¢y+d ,i=1,2,K,n
jossa
e =¢(0)
z;,=7;(8)=-Dg(0)
&, =€(0,)
2, =7,(0,)
ja 60 on parametrin q rajoitettu suurimman uskottavuuden estimaattori, joka on siis maaréatty

maksimoimalla (logaritminen) uskottavuusfunktio, kun nollahypoteesin H, asettamat rajoitukset
parametriavaruudelle on otettu huomioon.

L agrangen kertojatestisuure LM voidaan maaréta taman apuregression selitysasteen avulla:

LM =nR}
Kuvattu tapa muodostaa L M-testisuure on erityisen kéteva silloin, kun nollahypoteesin mukaiset
rgjoitukset ovat nollarajoituksia, jotka yksinkertaistavat yleisen hypoteesin kiinnittamaa mallia.

Monet tilastollisten mallien diagnostiset testit voidaan tulkita LM-testeiks. Télaisia ovat esimerkiksi
homoskedasti suus- ja autokorr el oimattomuustestit regressiomalleille.
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Osamaaratestin, Waldin testin ja Lagrangen kertojatestin vertailua

Osaméaaratesti suur etta muodostettaessa joudutaan mallin parametrit estimoimaan (ts. uskottavuus-
funktio tai sen logaritmi maksimoimaan) seka yleisen hypoteesin H etté nollahypoteesin Hy pétiessi.
M onissa testausasetelmissa toinen néista &driarvotehtavista on vaikea, mutta toinen on helppo
ratkaista.

Tama havainto on johtanut Waldin testin ja Lagrangen kertojatestin konstruointiin:
()  Wwaldin testissa mallin parametrit estimoidaan olettaen, etta yleinen hypoteesi H pétee.

(i)  Lagrangen kertojatestissa mallin parametrit estimoidaan olettaen, etta nollahypoteesi Hg
pétee.

Oletetaan, etta sovellamme osaméaréatestid, Waldin testid ja Lagrangen kertojatestia samassa
testausasetel massa (saman nollahypoteesin testaamiseen).

Olkoon
LR = osamé&arétestisuure
W = Waldintestisuure
LM = Lagrangen testisuure
Aina pétee:
O£ LREL
Jos nollahypotees Hy péatee, niin
- 2log LR
W ;, L c2(m)
LM b
jossa

m = nollahypoteesin Hy kiinnittdmien parametrien lukumaara

Siten osaméaratesti, Waldin testi ja Lagrangen kertojatesti johtavat asymptoottisesti (suurissa
otoksissa) samaan johtopadatokseen nollahypoteesin hylk&&misesta. Pienissa otoksissa testit saattavat
kuitenkin johtaa erilaisiin johtop&dtoksiin.

Testin valinta tehdaén yleensa kaytanndllisten aspektien, kuten laskutyon helppouden, perusteella
Juuri tasta syystéa monet tilastollisten mallien kayton yhteydessa sovellettavista tavanomaisista
diagnostisista testeisté ovat Lagrangen kertojatesteja.

7.4. Numeerinen optimointi

Funktion minimointi

Oletetaan, etta haluamme minimoida reaaliarvoisen kriteerifunktion

9(a)
muuttujan g = (qu, @, .. , Gp) Suhteen.

Funktio g(q) saavuttaa (tietyin ehdoin) lokaalin minimin pisteessa 0, jos
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Dg(6) =0
ja
D*g(6) >0
jossa
Dg(0) = funktion g(q) gradientti pisteessa 0
D?g(#) = funktion g(q) Hessen matriisi pisteessa 0
Funktion g(q) minimi voidaan pyrkia médraamaan ratkaisemalla normaaliyhtal 6
Dg(0) =0

Jos normaaliyhtalon ratkaiseminen el onnistu suljetussa muodossa, funktion g(q) minimoinnissa on
turvauduttava numeerisiin optimointimenetelmiin.
Huomautus:

Monissa tilastollisissa ongelmissa normaaliyhtélon ratkaiseminen suljetussa muodossa on
mahdollista. Téasta on tarkednd esimerkkina yleisen lineaarisen mallin pienimman nelio-
summan estimoinnissa syntyvan normaaliyhtalon ratkaiseminen.

Funktion minimointi iteratiivisten menetelmien avulla
Tilanteessa, jossa normaaliyhtééa
Dg(0) =0

el pystyta ratkaisemaan suljetussa muodossa, funktion g(g) minimin antava piste voidaan pyrkié
[O6ytamaan iteratiivisesti algoritmilla

0,,,=6,+/d@®,)

jossa
0, = minimipisteen approksimaatio iteraatioaskeleessa t
/ = askelpituus
d(6,) = suuntavektorin arvo pisteessa 0,

0 = minimipisteen approksimaatio iteraatioaskeleessa t + 1

t+1

Iteraatioaskeleessa t saatu arvio 8, minimin paikasta péivitetaan askeleessat + 1 ottamalla / :n
mittainen askel suuntavektorin d(0,) suuntaan. Jos suuntavektorit d(@,) valitaan sopivasti (ja

funktiolla g(q) on sopivat ominaisuudet) iteraatioprosessi konvergoi kohti funktion g(q) minimi&
Erilaiset valinnat suuntavektoriksi d(@,) johtavat erilaisiin minimointialgoritmeihin.

Optimaalisen askelpituuden / méardamisessa kaytetaan tavallisesti jotakin erillistd haku-menetelmaa.
Nama hakumenetelmét perustuvat tavallisesti funktion
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F(/)=9(6,+/d(6,))

minimointiin askelpituuden / suhteen.

Jyrkimman laskun menetelma
Jyrkimman laskun menetelma perustuu iteraatioon
0., =6, -/D(,)
jossa
D(6,) = funktion g(q) gradientti pisteessa 0,

Jyrkimman laskun menetelma perustuu siihen, etté funktio vahenee nopeimmin gradienttivektorin
vastavektorin suuntaan.

Koska jyrkimman laskun menetelmé konvergoi yleensa hitaasti, sita el tavallisesti kayteté funktion
aériarvojen etsintdan, vaikka se muodostaakin perustan kaikille funktion derivaattoja kayttaville
optimointimenetelmille.

Newtonin ja Raphsonin algoritmi
Newtonin ja Raphsonin algoritmi perustuu iteraatioon

0.,=0,- /[D?(6,)]'D@®,)
jossa

D(6,)

funktion g(q) gradientti pisteessa 6,

D2(0,) = funktion g(q) Hessen matriisi pisteessa 6,

Newtonin ja Raphsonin algoritmi konvergoi, jos minimoitava funktio g(q) on konkaavi, minka takaa
Se, etta matriis

D?(6,)>0
kaikille g. Newtonin ja Raphsonin algoritmi konvergoi yleensa nopeammin kuin jyrkimman laskun
algoritmi.

On hyvatietds, etta Newtonin ja Raphsonin algoritmista on kehitetty muunnoksia, joissa el haittaa,
jos funktio g(q) ei ole kaikkialla konkaavi, kunhan se on konkaavi minimipisteen l1&hella. Ehka
tunnetuin téllainen algoritmi (jossa matriisin D*(0,) diagonadlille lis&t&an sopiva, iteraatio-askeleesta
toiseen vaihteleva vakio) on Marquardtin algoritmi.

Newtonin ja Raphsonin algoritmi ja suurimman uskottavuuden estimointi
Olkoot
X1, X2y oon s X
joukko satunnaismuuttujia, joiden yhtelgakauman pistetodenndkoisyys- tai tiheysfunktio
f(X1, X2y -+, X Q)
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riippuu parametrista g.
Otoksen Xy, X, ... , Xy uskottavuusfunktion

L(q) = f(Xy, X2, ... , X Q)
maksimi voidaan [6ytaa etssmalla logaritmisen uskottavuusfunktion vastaluvun

-1(6) =- logL(6) = g(6)

minimi. Taldin Newtonin ja Raphsonin algoritmi saa muodon
8., =6, - /[D?(6,)]'DI(8,)

Olkoon
BOprex = Oy (X1 %2, K, X))

uskottavuusfunktion maksimin antava piste. Tal6in parametrin g suurimman uskottavuuden
estimaattori on

6Max = eMax(xl’ XZ’K’ Xn)
Huomaa, ettd estimaattorin @ kovarianssimatriisina voidaan kayttaa matriisia
-[D?(0)]*

mik& saadaan sivutuotteena Newtonin ja Raphsonin algoritmista.

Scoring-algoritmi ja suurimman uskottavuuden estimointi

Korvataan Newtonin ja Raphsonin algoritmissa matriisi

- D?(0)
Fisherin informaatiomatriisilla 1(q):

1(8) =- E[D?1(8)] = E[(DI(6))(DI(6))¢
Scoring-algoritmi perustuu iteraatioon

0, =6, +/[1(0,)]'DI®,)

jossa

D(6,) funktion g(q) gradientti pisteessa 6,
1(6,) = Fisherininformaatiomatriisi pisteessa 0,

Scoring-algoritmi konvergoi yleensi nopeammin kuin Newtonin ja Raphsonin algoritmi, mik& johtuu
Sitg, ettéa matriis

1(0) =- E[D?I(8)]
on parametrin g funktiona tavallisesti yksinkertaisempi kuin matriisi

D?1(0)

javaatii siten véhemman laskuty6téa.
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Huomaa, ettd estimaattorin @ kovarianssimatriisina voidaan kayttaa matriisia

HOI

mik& saadaan sivutuotteena Scoring-algoritmista.

Gaussin ja Newtonin algoritmi ja pienimman neliosumman estimointi

Parametrin q suurimman uskottavuuden estimaattori voidaan monissa tilanteissa méaréta pienimman
neliosumman menetelmalla minimoimalla neliosummaa

H@=3®=éé@)

Tal6in Newtonin ja Raphsonin algoritmi voidaan muokata ns. Gaussin ja Newtonin algoritmiks.
Gaussin ja Newtonin algoritmi perustuu iteraatioon

. . €5 9e(0) Te®)U g Te,®) -
0,,=0-/83 —“x1g = e(6,)
AT e e g & e T
Otetaan kayttoon merkinnét
] ﬂe
e ®)=¢

Talloin Gaussin ja Newtonin algoritmi saa muodon
-1

Z;€

A A ég
0., =0,+/aq z;z¢
iz

o\
Qo

j=1
mik& voidaan tulkita sarjaksi perékkaisia apuregressoita

e=zW+d ,t=12K,n

joiden avulla minimipisteen approksimaatiota ét paivitetdan. Tama nahdaén siitg, etta apu-regression
regressiokertoimien g pienimman neliésumman estimaattori ¢ on muotoa
, 1
eg
c=aq z;z¢
éj=1

Z;€

oOC C)l
Qo

j=1

Huomaa, ettd estimaattorin @ kovarianssimatriisina voidaan kayttaa matriisia

1

- , ~ ~ -1
ed u €4 e (0 e (0,)u
éézjzﬁtt’j :ééﬂ J( t) yﬂ J( t)u
éi=1 a @-= 710 fe¢ g

mik& saadaan sivutuotteena Gaussin ja Newtonin algoritmista.
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7.5. Yleinen lineaarinen malli ja suurimman uskottavuuden menetelma

Yleinen lineaarinen malli ja sen parametrointi
Olkoon
Vi = bo+ biXy + boXo + 2+ bx+6,]=1,2,....n
yleinen lineaarinen malli, jossa
y; = selitettdvan muuttujan y havaittu ja satunnainen arvo

havaintoyksikossdj =1, 2, ... ,n

Xi = selittdvan muuttujan eli selittdjan x havaittu jakiintea eli ei-satunnainen
arvo havaintoykskossaj=1,2,...,n;i=1,2, ...,k

bo = vakiosdlittdjan regressiokerroin, tuntematon ja kiintea eli el-satunnainen
vakio

b = sdittgjan x regressiokerroin, tuntematon ja kiinted eli ei-satunnainen vakio,
i=12 ..,k

g = e-havaittava ja satunnainen jaannoster mi,
j=1,2,...,n

Yleista lineaarista mallia koskevat standardioletukset

()  Sdittgan x havaitut arvot x; ovat kiinteité eli ei-satunnaisia vakioita,
i=12,...,mi=12 ..,k

(i) Selittgjien valillaei ole lineaarisa riippuvuuksa.

(i) E(g)=0,j=12,...,n

(iv) Var(g)=s*,j=1,2,...,n

(V) Cor(g,@)=0,j* |

(Vi) g~N(0,5%),j=1,2,...,n
Oletusta (iv) on tapana kutsua homoskedastisuusol etukseksi ja sen mukaan kaikilla jgdnnstermeilla
g,j=1, 2, ..., nonsamavarianss, jota kutsutaan jaanndsvarianssksi. Oletusta (v) on tapana

kutsua korrel oi mattomuusol etukseksi ja sen mukaan j&8nndstermit elvét korreloi keskendan.
Huomaa, ettd normaalisuusoletus (vi) sisdltaa oletukset (iv) ja (v).

Regressiotaso
Y htalo
y=bo+ bixa + boXo + 2+ DX

médrittelee tason avaruudessa.  **'. T&té tasoa kutsutaan regressiotasoks.
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Odotusarvovektori ja kovarianssimatriisi
Olkoot
X1, X2, -+ » Xp
satunnaismuuttujia, joiden odotusarvot ovat
E(X)=m,i=12,..,p
jakovarianssit ovat
Cov(x,x) = E[(x —E(x))(x% — E(x))]
= E[(6 — 1) (% — )]
=s5i,1=4,2,...,p]=12,...,p
Huomaa, etté
Cov(xi,%) = E(xX) — il
ja
Cov(x;,x) = si = Var(x) = s
Olkoon
6.0
= (5, K ) = €50
R e g
é u
&0
satunnaismuuttujien xg, X, ... , X, muodostama p-vektori.
Talloin satunnaisvektorin x odotusarvovektori on p-vektori

éemu

ja satunnaisvektorin x kovarianssmatriis on p” p-matriis
Cov(x) =[s;] =X
Huomaa, etté
Cov(x) = E[(x- E(x))(x- E(x))¢
=E[(x- p)(x- n)¢
=E(xx9- ppt

TKK @ llkka Mellin (2007) 26/41



Mat-1.3621 Tilastollinen paéattely 7. Suurimman uskottavuuden menetelma ja asymptoottinen teoria

Yleisen lineaarisen mallin matriisiesitys

Muodostetaan selitettdvan muuttujan y havaituista arvoistay; (j = 1, 2, ... , n) n-vektori

S

<
1
axD> (D> D> (D> (D~
=
(o Y exY en Y eny i

=}

Muodostetaan sdlittdjien x; havaituistaarvoistax; =1, 2, ..., n;i =1, 2, ... , K) jaykkosista
n" (k+1)-matriisi

7

X % L XU
XZl X22 L XZkH
/. Ly
el Xu X L X0
Muodostetaan regressiokertoimista b (i =0, 1, 2, ... , K) (k+1)-vektori

X =

P20 Dy

66,0
é, u
¢%u

p=¢b,u

a

el a

&b, H

Muodostetaan jaanndstermeista g (j =0, 1, 2, ... , n) n-vektori

éeu

é_.u

0

| G

&=

XD> (D> (D,
N C

n
Talloin yleinen lineaarinen malli voidaan kirjoittaa matriisein muotoon
y=Xb+e
Mallissa on seuraavat osat:

y

selitettavan muuttujan y havaittujen arvojeny; , j = 1, 2, ... , n muodostama
satunnainen n-vektori

X = sdittdvien muuttujien eli selittdjien x;, X, ... , X havaittujen arvojen
Xi,]=12,...,n,i=1 2, ..., kjaykkosten muodostama ei-satunnainen
n" (k + 1)-matriis

b = regressiokertoimien b;,i=0, 1, 2, ... , Kk muodostama tuntematon ja kiintea
eli ei-satunnainen (k + 1)-vektori

e = jaannbstermien g,j =1, 2, ..., n muodostama ei-havaittava ja satunnainen
n-vektori
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Yleista lineaarista mallia koskevat standardioletukset matriisimuodossa
(i) Matriisin X akiot ovat ei-satunnaisia vakioita.
(i) Matriis X on taysiasteinen:
r(X)=k+1
(iii) E(e)=0
(iv)& (v) Homoskedastisuus- ja korr el oi mattomuusol etus:
Cov(e) = 54
(vi) Normaalisuusoletus:
e~ N(0,5%)
Kohdissa (iv), (v) ja(vi) olevamatriisi | onn” n-yksikkbmatriisi.
Standardioletuksista (i) ja (iii) seuraa, etta
E(y) =Xb
Standardioletuksista (i), (iii), (iv) ja (v) seuraa, etté
Cov(y) =E[(y - E(Y)(y - E(¥))¢
= E[sc@
=Cov(e)
=s?
Normaalisuusoletuksesta (vi) seuraa, etta jdannostermin e tiheysfunktio on muotoa
1

2

s@u

1, ;
f(e.e,K,e,;s%)=(2p) ?'s "exp}-
|

jaedelleen, etta selitettévan muuttujan y tiheysfunktio on

1
282

ln BN .
(Yoo Y,iBS ) = (20) *'s el - 5 (y - XB)Ey - xmg
Yleisen lineaarisen mallin uskottavuusfunktio ja logaritminen uskottavuusfunktio
Standardioletuksesta (vi) seuraa, etté havaintojen ys, s, ... , Yn uskottavuusfunktio on

1
282

LB,S% Y0 Y5, K, Y,) =(2ps ) 7 e><|0:l (y- XB)&y - Xﬂ)g

Vastaava logaritminen uskottavuusfunktio on

1(B.5% Y, ¥, K, ) =log L(B,Ss %, v, ¥, K., ¥,)

n n
=- —log(2p)- —logs ?-
5 a(2p) 5 g

1
252

(Y- XB)&y - XB)
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Yleisen lineaarisen mallin parametrien suurimman uskottavuuden estimointi
Y leisen lineaarisen mallin
y=Xb+e
regressiokertoimien vektorin b suurimman uskottavuuden estimaattori yhtyy standardioletuksien (i)-
(vi) pétiessa vektorin b pienimmén neliésumman estimaattoriin
B=b=(XX)"'Xy
Jaanndsvarianssin s ? SU-estimaattori on

R 1
$§?2==SSE
n

SSE =(y- Xb)(y - Xb)
Perustelu:
Maksmoidaan logaritminen uskottavuusfunktio

I(B.5%y) = - Tlog(2p)- 7 logs - 2; (v- XB)&y - Xp)

parametrien b ja s ? suhteen.

Derivoidaan funktio I(B,s *;y) regressiokertoimien vektorin b suhteen ja merkit&an
derivaatta nollaksi:

nes%y) 1, _
W 557 (12X + XXp) =0

Vektori b voidaan ratkaista tasta yhtaostd, koska matriisi X oletettiin tdysiasteiseks, jolloin
matriist X“X on epéasingulaarinen. Ratkaisuksi saadaan

B=b=(XX)'X§
Ratkaisu vastaa uskottavuusfunktion maksimia, koska matriisi

_MEsty)_ 1
TBIBE  2s°

on positiivisesti definiitti.

Egtimaattori b yhtyy regressiokertoimien vektorin b pienimman neliésumman estimaattoriin,
koska logaritmisen uskottavuusfunktion maksimointi parametrin b suhteen on selvasti
ekvivalenttia sen kanssa, ettd minimoidaan nelidmuoto

g€ =(y- Xp)Xy - XB)
parametrin b suhteen.

Sijoitetaan ratkaisu f} =b logaritmiseen uskottavuusfunktion lausekkeeseen, derivoidaan
saatava lauseke parametrin s ? suhteen ja merkitéén derivaatta nollaksi:
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2.
b.s%y) _n, L, 1
s? 2 s* 2s°
Parametri s 2 voidaan ratkaista tastd yhtalosta.
Ratkaisuks saadaan

s2=Lo
n

(- Xb)¢y - Xb)=0

jossa

SSE =(y - Xb)y - Xb)

Estimoitu regressiotaso
Olkoon
b = (bo, by, by, ..., bx)
regressiokertoimien vektorin b suurimman uskottavuuden (pienimman nelidsumman) estimaattori.
Y htalo
y = b + byxy + boXo + 8+ bx

médrittelee tason avaruudessa ™. Tété tasoa kutsutaan estimoiduks regressiotasoksi.

Yleisen lineaarisen mallin suurimman uskottavuuden estimaattoreiden
ominaisuudet

Jos yleinen lineaarinen malli
y=Xb+e
toteuttaa standardioletukset (i)-(vi), niin regressiokertoimien vektorin b SU-estimaattorilla
b=(XK)'X¢
on seuraavat ominaisuudet:
() b onharhaton parametrille b:
E(b)=b
(i) Cov(b) = s %(X'X)™*
(i) bja$? ovat yhdessatyhjentavia parametreilleb ja s 2
(iv) b ontehokas eli minimivarianssinen estimaattori.
(v) b ontarkentuva.
(vi) b noudattaa normaalijakaumaa:
b~ N, (B.S 2(XX))

TKK @ llkka Mellin (2007) 30/41



Mat-1.3621 Tilastollinen paéattely 7. Suurimman uskottavuuden menetelma ja asymptoottinen teoria

Jos yleinen lineaarinen malli
y=Xb+e

toteuttaa standardioletukset (i)-(vi), niin jaéénndsvarianssin s 2 SU-estimaattorilla
§*=2(y- Xb)dy- Xb)

on seuraavat ominaisuudet:
()  $? onharhainen, mutta estimaattori

SZ_ n'l §2_ ﬁ
n- k-1 n- k-1

on harhaton parametrille s 2

(i) bja$? ovat yhdessatyhjentavia parametreilleb ja s 2

(iii) $? el oletehokas eli minimivarianssinen estimaattori.

(iv) $?ontarkentuva.

(v) (n—-k—1)ss ? noudattaa c*-jakaumaa vapaustein (n — k — 1):

(kDS Ly

Gaussin ja Markovin lause

Olkoot 61 ja 62 kaks harhatonta estimaattoria parametrille 0, = (¢,,q,,K,g,) . Sanomme, etta
estimaattori 61 on parempi €eli tehokkaampi kuin estimaattori 62 , JOS

Cov(0,) £ Cov(0,)
jollatarkoitetaan sitd, etta

tdCov(6,)t £ tdCov(0,)t
kaikille tT .

Téarked perustelu suurimman uskottavuuden (pienimman neliésumman) menetel man kaytolle yleisen
lineaarisen mallin regressiokertoimien estimoimiseen on seuraava lause:

Gaussin jaMarkovin lause:
Oletetaan, ettayleinen lineaarinen malli
y=Xb+e

toteuttaa standardioletukset (i)-(v). Tall6in regressiokertoimien vektorin b suurimman
uskottavuuden (pienimman neliésumman) estimaattori

b= (XX) X

on paras regressiokertoimien vektorin b lineaaristen ja harhattomien estimaattoreiden
joukossa.
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Perustelu:
Olkoon
c=Dy
jokin standardioletukset toteuttavan yleisen lineaarisen mallin
y=Xb+e

regressiokertoimien vektorin b lineaarinen ja harhaton estimaattori. Matriisi D™ on (k+1)” n-
matriis, joka e riipu vektoristay.

Olkoon
D=D - (X&) 'X¢
Siten
c=Dy
= (D+(XX) X9y
=(D+ (X&) " XG(XP +¢)
=(DX+1)B+(D+ (X&) *X0e
Koska
E(c) = (DX +1)p+(D+(XX) XY E(e)
= (DX +1)p |E(e)=0
niin estimaattori ¢ on harhaton vain, jos
DX =0
Siten
c=Dy

=p+(D+(XXK) X9
Tarkastellaan nyt estimaattorin ¢ kovarianssimatriisa:
Cov(c) = E[(c- E(c))(c- E(c))¢
=E[(c- B)(c- B)¢
= E[(D+ (X&) *X9ee&D + (X X)X )¢
= (D + (X&) "X G E(ee§(De+ X (X))
=s’[DDC+ DX(XXK) '+ (XK) ' XOC+ (XK)']  |E(eed =52

=s’[DD¢+ (XX) ] |IDX =0
Koska
t¢Cov(c)t = s ’[tODE +tgXK) 't]
3 S2JtgX ) '] [tOD¢3 0
=tdCov(b)t
nin
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Cov(c) ® Cov(b)

jasiten suurimman uskottavuuden ( pienimman nelibsumman) estimaattori b on paras
regressiokertoimien vektorin b lineaaristen ja harhattomien estimaattoreiden joukossa.

Sovite ja residuaali
Olkoon
b=(XX)'X¢
yleisen lineaarisen mallin
y=Xb+e
regressiokertoimien vektorin b SU-estimaattori.
Maéaritellaéan estimoidun mallin sovite § kaavalla
y =Xb
= X(XX) X
=My
jossa
M = X(XX) 'X¢
Matriis M on projektio (symmetrinen jaidempotentti):
M =M
M?=M
Maé&éritelldan estimoidun mallin residuaali e kaavalla
e=y-y
=y- Xb
=y - X(XX) 'X§
=(1- M)y
=Py
jossa
P=I-M=1- X(X&)Xd
Matriisi P on projektio (symmetrinen jaidempotentti):

P =P
P°=P

Lisaks projektiot M ja P ovat ortogonaalisia seké sarakkeittensa etté riviensa suhteen:
MP=PM =0
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Sovitteen ja residuaalin ominaisuudet
Sovittedlla § on seuraavat stokastiset ominaisuudet:
E(Y) = XB
Cov(y) =s°M =s2X(XX) *X¢
Lisaks, jos jédnnbstermi e on normaalijakautunut, niin
9 N(XB,s2M)
Sovitteella e on seuraavat stokastiset ominaisuudet:
E(e)=0
Cov(e)=s’P=s%(1- M)=s?(l - X(X&) X9
Lisaksi, jos jédnnostermi e on normaalijakautunut, niin
e N(0,s°P)

Varianssianalyysihajotelma
Olkoon
SST =(y- y)&y- YD =4 (v - )’
i=1
selitettédvan muuttujan y havaittujen arvojen ys, o, ... , Yn kokonaisneitésumma, jossa
Y=Y, K, V)

on havaintoarvojenyy, Yz, ... , Y, muodostama n-vektori,

Sk
Qo5

y= Y

i=1
on havaintoarvojenyy, v,, ... , Y» aritmeettinen keskiarvo ja
1=(1L1K,]

on ykkosten muodostama n-vektori. Kokonaisneliosumma SST kuvaa selitettévan muuttujan y
havaittujen arvojen ys, s, ... , Y, vaihtelua.

Huomaa, etté sdlitettédvan muuttujan y havaittujen arvojen ys, o, ... , Y, Otosvarianss saadaan
kaavalla

55 = i SST

n-1

Mééritelld8n residuaalien neliosumma eli jaanndsneliosumma SSE kaavalla

SSE =ek=(y- Xb)dy- Xb)=§ ¢

i=1

jossa

e=(e.6,K.g)
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on residuaalien muodostama n-vektori. Jadnndsneliosumma SSE kuvaaresiduadien e, e, ... , &,
vahtelua.

Huomaa, ettd jaanndsvarianssin s? harhaton estimaattori saadaan kaavalla
.- 1
n- k-1

Voidaan osoittaa, etté aina pétee

SSE £ SST
Tarkastellaan erotusta

SSM =SST- SSE3 0
Voidaan osoittaa, etta

SM =(§- Y- YD =4 (5 - V)°

i=1
jossa
Y= %K)
on sovitteiden y,, V,,K, y, muodostama n-vektori,
7 =

1ay
Nz i

on havaintoarvojenyy, v,, ... , Y» aritmeettinen keskiarvo ja
1=(1L1K,]

on ykkdsten muodostama n-vektori. Koska erotus SSM = SST — SSE voidaan esittda neliosummana,
erotusta SSM kutsutaan mallineliésummaksi.

Huomaa, etta

J 18 . =
ay=—ay=y

i=1 Nz

_ 1
y=-
n
Edella esitetyn nojalla kokonaisneliosumma SST voidaan hajottaa neliosummien SSM ja SSE
summaksi:

SST =SSM + SSE

Kokonaisneliosumman SST hagjotelmaa mallineliosumman SSM ja jaddnndsneliosumman SSE
summaksi kutsutaan varianssianalyysihaj otelmaksi.

Onilmeistd, ettéd mita pienempi on jédnndsnelibsumman SSE = €"e osuus kokonaisnelidsummasta
SST, sité suurempi on mallingliosumman SISV osuus ja sité paremmin malli selittéé selitettéavan
muuttujan havaittujen arvojen vaihtelun.
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Selityaste ja sen ominaisuudet
M &éritelldén estimoidun lineaarisen regressiomallin sdlitysaste R? kaavalla

R? = SSv _ 1- SSE
SST SST

Koska varianssianal yysi hajotel man mukaan

SST =SSM + SSE
niin

0£R*£1
Voidaan osoittaa, etta seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:

(i) Rr=1

(i) Kaikki residuaalit haviavét:
g =Okakillej=1,2,...,n
(iii)  Kaikki havaintopisteet
(X1 %2, K, %, Y7) 5 1 =L2,K,n
asettuvat samalle tasolle.
(iv) Malli selittda taydellisesti selitettdvan muuttujan y arvojen vaihtelun.
Edelleen voidaan osoittaa, ettd myds seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:
(i) RF=0
(i) bi=by=--=b=0
(i) Malli el ollenkaan sdlita selitettavan muuttujan arvojen vaihtelua.

Siten selitysaste R? kuvaa estimoidun mallin selittdméa osuutta selitettdvan muuttujan y arvojen
vaihtelusta.

Selitysaste ilmoitetaan tavallisesti prosentteina, jolloin sanotaan, etta estimoitu malli on selittanyt
100' R? %

selitettavan muuttujan y arvojen vaihtelusta.

Voidaan osoittaa, etta
R* =[Cor(y, §)]*

jossa
Cor(y, ¥)

on sdlitettdvan muuttujan y havaittujen arvojen ys, o, ... , Yn jaestimoidun mallin sovitteiden
¥, ¥,,K, ¥, tavanomainen otoskorrelaatiokerroin.
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PNS-estimaattoreiden varianssien estimointi
Jos standardioletukset (i)-(v) patevét, regressokertoimen
b,i=012 ..,k
suurimman uskottavuuden estimaattorin b; varianssin

D*(B) =52 =5 2[(XK) ] 10
harhaton estimaattori on

D?(h) = S2[(XX) ]

i+1,i+1
jossa
1 1 1 1 ¢
f= = SE=—-(y- Xb)ly- Xb)=——eb=——_3 €
n-1 n-l(y oy ) n-1 n-lizlq
on jaanndsvarianssin s 2 harhaton estimaattori.

Regressiokertoimien luottamusvalit

Valitaan luottamustasoksi (1 - a). Jos standardioletukset (i)-(vi) péatevét, niin regressiokertoimen
b,i=012 ..,k

luottamusvalit ovat muotoa

b+t ,,DMb),i=012K,k

jossa
b; = regressiokertoimen b, SU-estimaattori
*tan = luottamustasoa (1 - a) vastaavat luottamuskertoimet t-jakaumasta,
jonka vapausasteiden lukuméddraon (n- k- 1)
If)z(bl) = regressiokertoimen b, SU-estimaattorin varianssin harhaton

estimaattori

Regressiokertoimen b, luottamusvali voidaan helposti johtaa kayttamalla hyvaks sitg, etta
satunnaismuuttuja

noudattaa t-jakaumaa vapausastein (n - k- 1):
t t(n-1,i=12K,n

mik& merkitsee sitg, etta satunnaismuuttujan t; jakauma el riipu estimoinnin kohteena olevista
parametreista ja Siten satunnaismuuttuja t; on saranasuure.

Regressiokertoimen b, luottamusvali
b+t,,DMb),i=012K,k

luottamustasolla (1 - a) peittda regressokertoimen b, todellisen arvon todenndkoisyydella (1 - a):
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Pr(h - t,,,D(0) £ b, £y +t,,D(0)) =1- a

Jos otantaa toistetaan, niin luottamustason fr ekvenssitul kinnan mukaan otoksista konstruoiduista
luottamusvéaleista

100" (1- a) %
peittéaa regressiokertoimen b; todellisen arvon ja
100" a %

vaeista el peitaregressiokertoimen b todellista arvoa.

Lineaaristen rajoitusten testaus
Olkoon
y=Xb+e

standardioletukset (i)-(vi) toteuttava yleinen lineaarinen malli, jossa X on ei-satunnainen
n" (k+ 1)-matriis, n3 k+ 1, r(X) = k +1.

Oletetaan, etta regressiokertoimien vektorille b on asetettu nollahypoteesi
Hy:Rp=r
jossaR on ei-satunnainen m’ (k + 1)-matriisi, m £ k +1, r(R) = m. Nollahypoteesin H, mukaan
regressiokertoimia sitoo mlineaarisa rajoitusta eli side-ehtoa. Side-ehtoa
Rp=r
kutsutaan usein yleiseks lineaariseks hypoteesiksi.

Regressiokertoimien vektorin b rajoittamaton suurimman uskottavuuden (pienimman neliésumman)
estimaattori on

b =UX¢§
jossa
U=(XX)"*

Regressiokertoimien vektorin b rajoitettu eli sidottu suurimman uskottavuuden (pienimman
nelidsumman) estimaattori on

b, =b+UR®(r - Rb)

jossa
b=UX§

on vektorin b rajoitettu suurimman uskottavuuden estimaattori, matriist U on kuten edellé ja
S=(RUR¢™

M &éritellaan jaanndsnelidsummat

SSE =(y- Xb)¢y - Xb)
SSER :(Y' XbR)QY' XbR)
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Tal6in osaméaar atestisuur e nollahypoteesille

H,:Rp=r
on muotoa
®SSE 02
/ :g =
eSSER 9

Osaméérétestisuureen / jakaumaa el tunneta, mutta osamaarétestisuureen asymptoottista jakaumaa
koskevasta yleisesta tuloksesta seuraa, ettd nollahypoteesn pétiessa

o
-2log/ =-2loge2 = nlog(SE,) - nlog(SE) , c*(m)
e R @

jossa

3
I

rgjoitusten eli side-ehtojen lukumaéréa
rivien lukumééra matriisissa R

Suuret testisuureen - 2log / arvot merkitsevét sitd, ettd nollahypotees on asetettava kyseenal aiseks.

Osaméarétestisuureen / jakaumaa ei Siis tunneta, kun otoskoko on aarellinen. Sen sijaan testisuure

& o]
_n-k 19%_ 1=
M & 5
noudattaa eksaktisti F-jakaumaa vapausastein mja (n — k — 1) nollahypoteesin
H,:RB=r

F

pétiess&:
F o, F(mn-k-1)

Testisuure F voidaan kirjoittaa seuraaviin muotoihin:
F=n- k-1 SSE- SSE
m SSE
_(r- Rb)®(r - Rb)

ms’

jossa
(n- k- 1)s*=(y- Xb)¢y - Xb) =SSE

Testisuure F voidaan johtaa myos Waldin testind tai Lagrangen kertojatestina.

Testi regression olemassaololle
Olkoon testattavana nollahypoteesina
Ho:b=b,=LL=b,=0
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Jos nollahypotees Hy pétee, selitettava muuttujay e riipu lineaarisesti yhdestékaan selittgasta x;, xo,
.., X Sen gjaan, jos nollahypotees Hy el pade, sdlitettéva muuttujay riippuu lineaarisesti ainakin
yhdesta sdlittgasta x;, o, ... , X«

Méaéritelléan F-testisuure

n- k-1 SSV
F = X

jossa

d

selitettdvan muuttujan y havaittujen arvojen kokonaisvaihtelua
kuvaava neliosumma

4

estimoidun mallin mallineliésumma

i

estimoidun mallin jaanndsnelidsumma
estimoidun mallin sdlitysaste
Testisuure F vertaatoisinsaresduaalivarianssa

R
I

jamallivarianssa

Oletetaan, etta standardioletukset (i)-(vi) patevét. Taloin testisuure F noudattaa nollahypoteesin
H,:b,=b,=LL=b,=0
patiessa F-jakaumaa vapausasteinkja(n- k- 1):
F ., F(kn-k-1)
Testisuureen F normaaliarvo eli odotusarvo nollahypoteesin H, pétiesséa on approksimatiivisesti
(suurillen) = 1:
E(F)», 1
Suuret testisuureen F arvot viittaavat siihen, etta nollahypoteesi Ho el pade.

Testi on erikoistapaus edella esitetysta testista yleiselle lineaarisi|le hypoteesille. Testisuure F
voidaan johtaa osamaaratesting, Waldin testind tai Lagrangen kertojatestina.

Testit regressiokertoimille
Olkoon nollahypoteesina
H,:b6 =0,i=012K,k
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Jos nollahypoteesi Hyo patee, mallissa el ole vakiota. Jos nollahypoteesi Hy; pétee, sdlitettava
muuttujay e riipu lineaarisesti selittgjastax , i =1, 2, ... , k. Jos nollahypotees Hy; el pade,
selitettéva muuttujay riippuu lineaarisesti sdlittgéstax ,i=1, 2, ... , k.

Mé&éritellaan t-testisuur eet

__h
jossa
b; = regressiokertoimen b, SU-estimaattori
If)z(bl) = regressiokertoimen b, SU-estimaattorin varianssin harhaton

estimaattori
Oletetaan, etta standardioletukset (i)-(vi) patevét. Talloin testisuure t; noudattaa nollahypoteesin
Hy, :b =0,i=012K,k
pétiess t-jakaumaa vapausastein (n - k- 1):
t o tn-k-1),i=12K,n
Testisuureen t; normaaliarvo eli odotusarvo nollahypoteesin Hy; pétiessa on
Et)=,, 0,i=012K,k
Itseisarvoltaan suuret testisuureen t; arvot viittaavat siihen, etta nollahypotees Hy el péde.

Testit ovat erikoistapauksia edellé esitetysta testista yleiselle lineaarisille hypoteesille. Testisuureet
ti,i =12, ..., kvoidaan johtaa osamaaréatesteing, Waldin testeind tai Lagrangen kertojatesteina.
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