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9. Satunnaismuuttujat ja todennakdisyysjakaumat

9.1. Satunnaismuuttujat ja todenndkoisyysjakaumat: Johdattelevia esimerkkeja
9.2. Satunnaismuuttujat ja todenndkoisyysjakaumat: Maaritelmaét

9.3. Diskreetit satunnaismuuttujat ja todennakdisyysjakaumat

9.4. Jatkuvat satunnaismuuttujat ja todennékdisyysjakaumat

9.5. Diskreetit jakaumat vs jatkuvat jakaumat

Jos satunnaisImi6ta halutaan mallintaa matemaattisesti, ilmion tulosvaihtoehdot on

osattava kuvata ja ilmion tulosvai htoehtoihin on osattava liittda todennakoisyydet numeerisessa
(matemaattisten kaavojen) muodossa. Taman vaatimuksen tayttaminen johtaa satunnaismuuttujan
jasen todennédk6isyys akauman kéasitteisin.

Taman luvun tavoitteena on esittda satunnaismuuttujan ja sen todennakdisyysjakauman maaritel mat
ja perusominai suudet.

Rajoitumme t&ssa esityksessa pelké&staén diskreettien jajatkuvien satunnaismuuttujien
kasittelyyn. Toteamme, etta diskreetit jakaumat voidaan méaritella antamalla niiden pistetoden-
nakoisyysfunktiot, kun taas jatkuvat jakaumat voidaan méaritella antamalla niiden tiheysfunktiot.

Avainsanat:

Diskreetti jakauma, Diskreetti satunnaismuuttuja, Eksponenttijakauma, Funktio, Geometrinen
jakauma, Jatkuva jakauma, Jatkuva satunnaismuuttuja, Otosavaruus, Perusjoukko, Piikkifunktio,
Pistetodennakdisyysfunktio, Satunnaismuuttuja, Tapahtuma, Tiheysfunktio, Todennékéisyys,
Todenndkoisyysjakauma, Todenndkoisyyskenttd, Todennakoisyysmalli, Todennakdisyysmitta,
Tulosvaihtoehto
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9.1. Satunnaismuuttujat ja todenndkoisyysjakaumat: Johdattelevia esimerkkeja

Jos satunnaisilmiotd halutaan mallintaa matemaatti sesti, niin ilmidn tulosvaihtoehdot on
osattava kuvata numeerisessa muodossa. Tama tapahtuu liittamalla tulosvaihtoehtoihin reaali-
arvoinen funktio, jota kutsutaan satunnaismuuttujaksi. Tulosvaihtoehtojen todennakoisyydet
kuvataan liittdmalla todenndkoisyydet tulosvaihtoehtoja vastaaviin satunnaismuuttujan arvoihin.

Satunnaismuuttujan arvot yhdessa niihin liitettyjen todennakdisyyksien kanssa méarittelevét
satunnaismuuttujan todennak 6isyys akauman. Todenndkoisyysakauma kuvaa sitd, miten
satunnaisiimion tulosvai htoehtoihin liittyva todennakoi syysmassa jakautuu tul osvai htoehtoihin
liittyvan satunnaismuuttujan arvoalueelle.

Jos satunnaisiimion tulosvaihtoehtoja numeerisessa muodossa kuvaava satunnaismuuttuja ja sen
todennakdisyygakauma tunnetaan, hallitaan kaikkien ko. satunnaisiimioon liittyvien tapahtumien
todenndkdisyydet.

Esmerkki 1. Rahanheitto satunnaisiimiona.
Tarkastellaan rahanheittoa satunnaisiimiona.
Alkeistapahtumat: Kruuna, Klaava
Otosavaruus: S={Kruuna, Klaava}
Otosavaruus on tassa arellinen joukko.

M&éritelléan reaaliarvoinen funktio x, joka liittéé otosavaruuden Salkioihin numeerisen
koodin seuraavallatavalla:

X(Kruuna) =1
x(Klaava) =0

Funktiota x kutsutaan satunnaismuuttujaksi, koska sattuma maaréa mika funktion arvoista
realisoituu, kun rahaa heitetéén. Huomaa, etta x on kuitenkin funktiona téysin maaratty.

Jos raha on virheettn, voimme tehd& seuraavan ol etuksen niista todennakoi syykssté, joilla x
Saa arvonsa:

Prix=1 =

[~ N~

Pr(x=0) =
(x=0) >

Satunnai smuuttujan x arvot yhdessa niihin liitettyjen todenndkoi syyksien kanssa muodostavat
satunnaismuuttujan x todennak 6isyys akauman. Satunnaismuuttuja x ja sen todenndkoisyys-
jakauma muodostavat tilastollisen mallin eli todennakdisyysmallin rahanheitolle satunnais-
ilmidna
Koska satunnaismuuttuja x saa vain erillisid arvoja, sitd sanotaan diskreetiksi. Satunnais-
muuttuja x noudattaa diskreettia jakaumaa, jota kutsutaan Ber noulli-jakaumaksi; lisétietoja:
ks. lukua Diskreettg & jakaumia.

Esmerkki 2. Lapsen sukupuolen mé&araytyminen satunnaisiimiona.
Tarkastellaan lapsen sukupuolen méaraytymista satunnaisiimiona.
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Alkeistapahtumat: Tytto, Poika
Otosavaruus: S={Tytto, Poika}
Otosavaruus on téssa arellinen joukko.

M&éritellaan reaaliarvoinen funktio x, joka liittéé otosavaruuden Salkioihin numeerisen
koodin seuraavallatavalla:

X(Tyttd) = 1
X(Poika) =0
Funktiota x kutsutaan satunnaismuuttujaksi, koska sattuma maérda mika funktion arvoista

realisoituu, kun lapsen sukupuoli mééraytyy sukusolujen yhtyessa. Huomaa, etta x on
kuitenkin funktiona taysin maaréatty.

Tehdadan seuraava, Suomen vakilukutilastoihin vuosilta 1991-95 perustuva ol etus niistéa
todennakdi syyksista, joilla x saa arvonsa:

Pr(x= 1) = 0.4902
Pr(x = 0) = 0.5098

Satunnaismuuttujan x arvot yhdessa niihin liitettyjen todenndkoisyyksen kanssa muodostavat
satunnaismuuttujan x todennak 6isyys akauman. Satunnaismuuttuja x ja sen todenndkoisyys-
jakauma muodostavat tilastollisen mallin eli todenndkaoisyysmallin lapsen sukupuolen
méardytymiselle satunnaisiimioné.

Koska satunnaismuuttuja x saa vain erillisid arvoja, sitd sanotaan diskreetiksi. Satunnais-
muuttuja x noudattaa diskreettia jakaumaa, jota kutsutaan Ber noulli-jakaumaksi; lisétietoja:
ks. lukua Diskreettg & jakaumia.

Esmerkki 3. Nopanheitto satunnaisiimitna.

Tarkastellaan nopanheittoa satunnaisiimiona.
Alkeistapahtumat: Silmaluvut 1, 2, 3,4, 5, 6
Otosavaruus: S={Simdukui|i=1,234,5,6}
Otosavaruus on tassa aarellinen joukko.

M&éritelléan reaaliarvoinen funktio x, joka liittéé otosavaruuden Salkioihin numeerisen
koodin siten, etté jokaiseen silmélukuun liitetdan vastaava kokonaisluku:

x(Silmalukui)=i,i=1,2,3,4,56

Funktiota x kutsutaan satunnaismuuttujaksi, koska sattuma maaréa mika funktion arvoista
realisoituu, kun noppaa heitetéan. Huomaa, etta x on kuitenkin funktiona taysin maaratty.

Jos noppa on virheetdn, voimme tehda seuraavan ol etuksen niista todennakoi syyksisté, joilla x
Saa arvonsa

Pr(x =i) :%,i =12,34,5,6

Satunnaismuuttujan x arvot yhdessa niihin liitettyjen todenndkoi syyksien kanssa muodostavat
satunnaismuuttujan x todennak 6isyys akauman. Satunnaismuuttuja x ja sen todenndkoisyys-
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jakauma muodostavat tilastollisen mallin eli todennékadi syysmallin nopanheitolle satunnais-
ilmiGna.
Koska satunnaismuuttuja x saa vain erillisid arvoja, sitd sanotaan diskreetiksi. Satunnais-

muuttuja x noudattaa diskreettid jakaumaa, jota kutsutaan diskreetiks tasaiseks
jakaumaksi; lisdtietoja: ks. lukua Diskreetteja jakaumia.

Esmerkki 4. Toistuva nopanheitto.

Heltetdan noppaa toistuvasti jatarkastellaan satunnaisiimiona sen heiton jarjestysnumeroa,
jolla saadaan ensimméi sen kuutonen.

Alkeistapahtumat: Niiden heittojen jérjestysnumerot, joilla voidaan saada 1. kuutonen:
1,23, ...
Otosavaruus: S={Heiton jarjestysnumeroi |i=1,2, 3, ...}

Otosavaruus on t&sséa numeroituvasti aareton joukko.

Mé&éritelld8n reaaliarvoinen funktio x, joka liittéd otosavaruuden S alkioihin numeerisen
koodin siten, etta jokaiseen jarjestysnumeroon liitetddn vastaava kokonaisluku:

X(Heiton jarjestysnumeroi) =i,i=1,2,3, ...

Funktiota x kutsutaan satunnaismuuttujaksi, koska sattuma maaréa mika funktion arvoista
realisoituu, kun noppaa heitetédan toistuvasti. Huomaa, etté x on kuitenkin funktiona taysin
maar atty.

Jos noppa on virheeton ja heitot ovat toisistaan riippumattomia, voimme tehda seuraavan
ol etuksen niista todennakoisyyksista, joilla x saa arvonsa:

-1
Pr(x:i):{é%gj %,i:lz,s,K

Oletus perustuu seuraavaan paattelyketjuun (ks. tarkemmin esimerkkia taman luvun
kappaleessa Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todenndk 6isyys akaumat):

()  Jos kuutonen saadaan ensimmaisen kerran i. heitossa, niin sitd ennen on taytynyt
tapahtua (i — 1) heittoa, joissa el ole saatu kuutosta.

(i) Jos noppa on virheeton, jokaisen siiméluvun todennékdisyys on 1/6, jolloin toden-
nakoisyys sille, ettéa el saada kuutosta on 5/6.

(i) Koskaheitot oletettiin toisistaan riippumattomiksi, niin todenngkdisyys sille, etta
saadaan ensin (i —1) "el-kuutosta” ja vadai. heitto antaa kuutosen on riippumattomien
tapahtumien tulosd8nnon nojalla

250" 1

&6y 6
Satunnai smuuttujan x arvot yhdessa niihin liitettyjen todenndkoi syyksien kanssa muodostavat
satunnaismuuttujan x todennak 6isyys akauman. Satunnaismuuttuja x ja sen todenndkoisyys-

jakauma muodostavat tilastollisen mallin eli todenndkoisyysmallin toistuvalle nopanheitolle,
kun satunnaisiimiona tarkastellaan ensimmgai sen kuutosen jérjestysnumeroa.
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Koska satunnaismuuttuja x saa vain erillisid arvoja, sitd sanotaan diskreetiksi. Satunnais-
muuttuja x noudattaa diskreettia jakaumaa, jota kutsutaan geometriseks jakaumaksi;
lisétietoja: ks. lukua Diskreette & jakaumia.

Esmerkki 5. Onnenpy6ran pyoraytys satunnaisiimiona.

Tarkastellaan onnenpyotran pyoraytysta satunnaisimiona. Oletetaan, ettd onnenpyodran
keskipisteeseen on asetettu vapaasti pyoriva osoitin, jota pyoraytetédn pelissa jatarkastellaan
satunnaismiona kulmaa, jonka osoitin pysahdyttyddn muodostaa léhtdasentoonsa verrattuna.

Alkeistapahtumat: Kulmat vailla[0°, 360°)
Otosavaruus: S={Kulmax|xT [0°, 360°)}
Otosavaruus on t&ssa ylinumeroituvasti aareton joukko.
M&éritelléan reaaliarvoinen funktio x, joka liittéé otosavaruuden Salkioihin numeerisen
koodin siten, etta jokaiseen kulmaan x liitetéén vastaava reaaliluku x:
x(Kulma x) = x

Funktiota x kutsutaan satunnaismuuttujaksi, koska sattuma maérda mika funktion arvoista
realisoituu, kun osoitinta pyoraytetéan. Huomaa, etta x on kuitenkin funktiona taysin
maar atty.

Jos onnenpydra toimii virheettdmasti, voimme tehdé seuraavan ol etuksen niista toden-
nakoisyyksista, joilla x saa arvonsa: Jos

[a,b] 1 [0,360)
niin

PrixT [a,b]) = 2= 2

Tama perustuu vaatimukseen (ks. tarkemmin esimerkkid kappaleessa Jatkuvat satunnais-
muuttujat ja niiden todennak 6isyysjakaumat), jonka mukaan todennékdisyys sille, etta
osoitin pysahtyy vélille [a, b] @ saariippua valin sijainnista onnenpyoran kehdllg, vaan
ainoastaan vdlin pituudesta.

Satunnai smuuttujan x arvot yhdessa niihin liitettyjen todenndkoi syyksien kanssa muodostavat
satunnaismuuttujan x todennak 6isyys akauman. Satunnaismuuttuja x ja sen todenndkoisyys-
jakauma muodostavat tilastollisen mallin eli todennékdi syysmallin onnenpyoran
pyoraytykselle satunnaisiimiona

Koska satunnaismuuttuja x saa kaikki reaalilukuarvot véilla [0, 360), sitd sanotaan
jatkuvaks. Satunnaismuuttuja x noudattaa jatkuvaa jakaumaa, jota kutsutaan jatkuvaks
tasaiseks jakaumaksi; lisdtietoja: ks. lukua Jatkuvia jakaumia.

TKK O llkka Mellin 121



Todennékoisyyslaskenta 9. Satunnaismuuttujat ja todennakdisyysjakaumat

9.2. Satunnaismuuttujat ja todenndkoisyysjakaumat: Maaritelmaét

Satunnaismuuttuja

Olkoon (S, F, Pr) todennakoisyyskentta, jossa siis
S = otosavaruus (perugjoukko)
F = otosvaruuden S osgoukkojen joukossa méaritelty s-algebra
Pr = s-algebran F akioille mé&ritelty todennékoi syysmitta

Jos x on otosavaruuden Sreaaliarvoinen (ja mitallinen) funktio €li 4
X
X:S® R

niin x on satunnaismuuttuja.

Satunnaismuuttujan x méaritelmasta seuraa,
ettajos

sl S
niin
x(s)1

Ks. kuvaa oikealla.

Satunnaismuuttuja liittda satunnaisiimion tul osvai htoehtoihin reaaliluvut tai numeeriset koodit. Siten
satunnaismuuttuja kuvaa satunnaisilmion tul osvai htoehtoja numeerisessa muodossa. On syyta
huomata, ettd satunnaismuuttuja on funktiona tdysin maaratty, mutta sattuma maarad mika
funktion arvoista realisoituu.

Huomautus:

Sana satunnaismuuttuja on termind siind mielessa epaonnistunut, ettéa se e kerro sitéa
olennaista asiaa, ettd satunnaismuuttuja on funktio.

Jotta reaaliarvoinen funktio kelpaisi satunnaismuuttujaksi, sen on oltava mitallinen. Siten mika
tahansa otosavaruuden reaaliarvoinen funktio e kelpaa satunnaismuuttujaksi. V oidaan osoittaa, etté
ns. diskreetit jajatkuvat satunnaismuuttujat — joita tassi esityksessa pelké&stéan kasitelléén — ovat
mitallisia funktioita. Emme tasmenna mitallisuuden kasitetta tassi esityksessa.

Todennakoisyysjakauma
Satunnaismuuttujan x todenndkai syys akaumalla tarkoitetaan kuvauksen
X:S®
reaalilukujen joukkoon indusoimaa todennakdisyysmittaa. Todennakadi syysakauma kuvaa koko

otosavaruuden Stodenndkdisyysmassan (= 1) jakautumista otosavaruudessa S méaritellyn
satunnaismuuttujan x arvoalueella.

Todenndko6isyygakauman merkitys satunnaisiimion tilastollisena mallina on siing, etta kaikkien
satunnaisimion tapahtumien todenngkadi syydet hallitaan taydel lisesti, jos satunnaisiimion tulos-
vaihtoehtoja kuvaava satunnaismuuttuja ja sen todennakoi syyg akauma tunnetaan.
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Todennakoisyysjakaumat tilastollisina malleina

Tilastotieteen kehittda ja soveltaa matemaattisia menetelmid ja mallga, joiden avullajostakin
reaalimaailman ilmidsta pyritaén tekemaan johtopaatoksia ilmiota kuvaavien numeeristen tietojen
perusteella sellaisissa tilanteissa, joissa ilmidihin (tai niitd kuvaaviin tietoihin) liittyy epavarmuutta ja
satunnaisuutta. Tilastollisten menetelmien ja mallien avulla pyritdan erottamaan ja kuvaamaan
ilmiGiden (tai oikeammin: ilmi6ita kuvaavien tietojen) saédnndnmukaiset ja satunnaiset piirteet.

Koska tilastotieteen tutkimiin ilmidihin (tai niitd kuvaaviin tietoihin) liittyy epavarmuutta ja
satunnaisuutta, tilastolliset menetelmét ja mallit perustuvat todennékdi syyd askentaan. Satunnais-
ilmididen tilastolliset mallit kuvaavat ilmididen tulosvaihtoehdot ja niiden todennakdisyydet
matemaatti sessa muodossa.

(i)  Hmidn tulosvaihtoehtoja numeerisessa muodossa kuvaava satunnaismuuttuja.

(i)  Todenndkdisyysmassan 1 jakautumista satunnaismuuttujan arvoalueelle kuvaava toden-

Kun satunnaisiimidille konstruoidaan tilastollisa mallgja, vaaditaan tilastotieteen ja toden-
nakoisyyslaskennan tietojen lisdks hyvia tietoja ilmitté selittavasta taustateoriasta. Taustateorian
tuottaa se tieteenala, jonka alueeseen ilmi6 kuuluu.

Esimerkki:

Taoudelisten ilmididen tilastollisessa analyysissa eli ekonometriassa taustateoriana on
taloustiede.

Tilastollinen tutkimus on parhaimmillaan tilastotieteen, todennakdisyydaskennan ja tutkimuksen
kohteena olevaa ilmitta selittavan taustateorian yhteispelia.

Teor eettisen tilastotieteen tehtdvana on konstruoida tutkimuksen kohteena oleville satunnais-ilmidille
tilastollisia mallegja, jotka selittavat ilmidista saatujen havaintojen kayttaytymisen. Empiirisen
tilastotieteen tehtévana on selvittds, ovatko konstruoidut tilastolliset mallit sopu-soinnussa
havaintojen kanssa.

Huomaa, etta tilastollinen malli on teoreettinen oletus, joka pitéé asettaa testiin havaintojen
tutkimuksen kohteena olevasta ilmidsta tuottamaa infor maatioita vastaan; lisétietoja tilastollissta
malleista: ks. monistetta Tilastolliset menetelmat.

Satunnaismuuttujien tyyppeja

Satunnai smuuttuja méériteltiin edella mitallisena funktiona otosavaruudesta reaalilukujen
joukkoon. Mitalliset funktiot voivat olla funktioina hyvin monimutkaisia. Kaikissa tilastotieteen
tavanomaisissa sovelluksissa tullaan kuitenkin yleensa hyvin toimeen seuraavien satunnais-
muuttujien tyyppien kanssa:

0] Diskreetit satunnaismuuttujat.
(i) Jatkuvat satunnaismuuttujat.

Satunnaismuuttujaa on diskreetti, jos sen arvoalue on diskreetti joukko eli sen arvoalue muodostuu
erillisisté reaaliakselin pisteista. Diskreetin satunnaismuuttujan arvoalue on ainajoko aarellinen
tal korkeintaan numeroituvasti &aretdn. Diskreetin satunnaismuuttujan todennakdisyysjakauma
médrittelee alkei stapahtumien todennakdisyydet. Kaikkien muiden tapahtumien todenndk6isyydet
saadaan akeistapahtumien todennakdisyyksista todennak6isyyden laskusdanttjen avulla.

TKK O llkka Mellin 123



Todennékoisyyslaskenta 9. Satunnaismuuttujat ja todennakdisyysjakaumat

Satunnaismuuttujaa on jatkuva, jos sen arvoalue on jokin reaaliakselin osavali. Jatkuvan satunnais-
muuttujan arvoaue on reaalilukujen joukon osavélina ylinumeroituva. Jatkuvan satunnaismuuttujan
todenndkdisyysakauma méarittelee satunnaismuuttujan arvoalueeseen kuuluvien reaaliakselin valien
todenndkdisyydet. Kaikkien muiden tapahtumien todennakdisyydet saadaan vdlien
todenndkdisyyksista todennak6isyyden laskusdanttjen avulla.

Rajoitumme jatkossa pelkastéan diskreettien ja jatkuvien satunnaismuuttujien kéasittelyyn.

9.3. Diskreetit satunnaismuuttujat ja todennakdisyysjakaumat

Johdatteleva esimerkkKi

Kuva oikealla esittéa onnenpydraa, jonka pintaon
jaettu viiteen sektoriin

A/B,CD,E
Allaolevassa taulukossa on esitetty sektoreiden pinta- E
alojen osuudet onnenpydran kokonaispinta-alasta: S 10 % A
o 30 %
Sektori % 15 %
A 30
B 25 c
¢ 20 20 % B
D 15 25 %
E 10
Summa 100

Onnenpydran keskipisteeseen on kiinnitetty vapaasti pyoriva osoitin. Tarkastellaan pelig, jossa
osoitinta pyoraytetdan ja pelaga yrittéé arvata mihin sektoreista A, B, C, D, E osoitin pysahtyy. Peli
on satunnaisiimi®, johon liittyvéa otosavar uus eli mahdollisten tul osvai htoehtojen joukko on

S={Sektorit A, B, C, D, E}

Oletetaan, etta todennakoisyydet, joilla osoitin pysahtyy sektoreihin A, B, C, D, E suhtautuvat
toisiinsa kuten sektoreiden pinta-alat. Tal6in voimme asettaa:

Pr(A) =0.30
Pr(B) =0.25
Pr(C) =0.20
Pr(D) =0.15
Pr(E) = 0.10
Ma&éritellédn satunnaismuuttuja x, joka liittéa tulosvaihtoehtoihin
A,BCD,E
reaaliluvut seuraavallatavalla:
A ® 1
B ® 2
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C ® 3
D ® 4
E ® 5

Satunnaismuuttuja x saa arvonsa seuraavilla todenndkoisyyksilla:
Pr(x=1) =0.30 = Pr(A)
Pr(x=2) =0.25 = Pr(B)
Pr(x=3) = 0.20 = Pr(C)
Pr(x=4) = 0.15=Pr(D)
Pr(x=5) = 0.10 = Pr(E)

Sanomme, etta satunnaismuuttuja x on diskreetti, koska x saa vain erillisd arvoja. Kutsumme

liittyvét erillisiin pisteisin reaaliaksdlilla. Diskreetin satunnaismuuttujan x arvot ja niihin liittyvét
pistetodennakdisyydet muodostavat satunnaismuuttujan x todenndkéisyysakauman.

Diskreetin satunnaismuuttujan x todenndk6isyysakaumaa voidaan kuvata sen pistetoden-
nakoisyysfunktiolla. Diskreetin satunnaismuuttujan x pistetodenndkdisyysfunktio kertoo miten
koko otosavaruuden todennékdi syysmassa (= 1) jakautuu satunnaismuuttujan x mahdollisille
arvaille. On helppo nahdg, etta pistetodenndkdisyysfunktio f on funktiona epgjatkuva ja saa
positiivisa arvoja vain erillisissi pisteissa.
Esimerkin tapauksessa satunnaismuuttujan x pistetodennakoisyysfunktio f voidaan méaritella
seuraavallatavalla

f(1) =Pr(x=1) =0.30 = Pr(A)

f(2) =Pr(x=2) =0.25 = Pr(B)

f(3) =Pr(x=3) =0.20 = Pr(C)

f(4) = Pr(x=4) =0.15 = Pr(D)

f(5) =Pr(x=5) =0.10 = Pr(E)
Olkoon x on diskreetin satunnaismuuttujan x mahdollinen arvo ja

Pr(x =x) = p,
olkoon vastaava pistetodenndkdisyys. Satunnaismuuttujan x pistetodennakoi syysfunktiota voidaan
kuvata graafisesti piikkifunktiolla, joka saadaan yhdistamalla pisteet

(x 0)
ja

(X P
toisiinsa janoilla.
Allaoleva kuva esittéa esimerkissa mééritellyn diskreetin satunnaismuuttujan x todennakoisyys-
jakauman pistetodennakdisyysfunktiota vastaavaa piikkifunktiota.
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Piikkien pituudet kuvassa vastaavat Siis niita toden- Pistetotodennaksisyysfunktio

nakoisyyksia, joilla satunnaismuuttuja x saa 0.4
arvonsa @ p)
p. =f(1) =Pr(x=1) =0.30 = Pr(A) 031 1 (2p)
p. =f(2) = Pr(x=2) =0.25 = Pr(B) 1 Gp)
p:=f(3) =Pr(x=3)=0.20=Pr(C) | **| (4, py)
p=f(4) =Pr(x=4=015=P(D) | . | (5, ps)
ps =f(5) =Pr(x=5) =0.10 = Pr(E)
0

Diskreetti satunnaismuuuttuja L ) 3 A

Olkoon otosavaruus S aarellinen tai numeroituvasti
aaretdn. Taloin voimme merkita

S={s,8,K,s}

jos Son &réllinen ja
S={s.s,,s,K}

jos Son numeroituvasti 8areton. Olkoon
X:S®

satunnaismuuttuja eli otosavaruuden (mitallinen) kuvaus reaalilukujen joukkoon. Jos otosavaruus S
on aérellinen tai numeroituvasti &areton, jolloin myos funktion x arvoalue on &rellinen tai
numeroituvasti daretbn, sanomme, etta satunnaismuuttuja x on diskreetti.

Diskreetit satunnaismuuttujat liittyvét sellaisin todennakdisyydaskennan sovelluksiin, joissa
tarkastellaan diskreette & suureita. Diskreetteja suureita ovat esimerkiksi seuraavat:

L aatuerot (koodattuina numeerisiksi)
Luokittelut jaryhmittelyt (koodattuina numeerisiks)
Jarjestyduvut
L ukumaar &t
Esmerkki 1. Laadunvalvonta.

Kone tekee erdsta tuotetta sarjatuotantona n kpl paivassa. Oletetaan, etta osatuotteistaon
vidlisajavialliset tuotteet syntyvét vamistusprosessin ailkana tdysin sattumanvaraisesti.
Oletetaan edelleen, etté viallisten tuotteiden suhteellinen osuus valmistetuista tuotteista on
keskim&arin p. Tall6in voimme antaa luvulle p todenndk6isyystulkinnan:

p = todennakdisyys, etta satunnaisesti valittu tuote on viallinen

Voidaan osoittaa, etté viallisten tuotteiden lukuméara paivan aikana tehtyjen tuotteiden
joukossa on diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa binomijakaumaa; lisétietoja
ks. lukua Diskreetteg & jakaumia.
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Esmerkki 2. Laadunvalvonta.

Kone tekee erdsta tuotetta sarjatuotantona n kpl péivassa. Oletetaan, etta osa tuotteistaon
vidlisajavialliset tuotteet syntyvét vamistusprosessin ailkana tdysin sattumanvaraisesti.
Oletetaan edelleen, etté viallisten tuotteiden suhteellinen osuus valmistetuista tuotteista on
keskim&arin p. Tall6in voimme antaa luvulle p todenndk6isyystulkinnan:

p = todennakdisyys, etta satunnaisesti valittu tuote on viallinen

Poimitaan tuotteita tarkastettavaksi, kunnes |dydetdan ensimmainen viallinen. Voidaan
osoittag, ettd ensmmaisen viallisen tuotteen jérjestysnumero tarkastettujen tuotteiden
joukossa on diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa geometrista jakaumaa; lisé-
tietoja: ks. lukua Diskreetteg & jakaumia.

Esmerkki 3. Jono.

Oletetaan, etté palvelujonoon tulee asiakkaita keskimaariin k kappaletta aikayksikkva kohden.
Voidaan osoittaa, ettatietyin edellytyksin jollakin aikavalilla jonoon tulevien asiakkaiden
lukum&ar & on diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa Poisson-jakaumaa; lisé

tietoja: ks. luvun Diskreette & jakaumia.

Huomautus:

Jos jollakin aikavdlilla jonoon tulevien asiakkaiden lukumééra noudattaa Poisson-
jakaumaa, niin aika, jonka seuraavan asiakkaan tuloa jonoon joudutaan odottamaan on
jatkuva satunnaismuuttuja, joka noudattaa eksponenttijakaumaa; lisdtietoja: ks. lukua
Jatkuvia jakaumia.

Esmerkki 4. Jarven kalakannan koon laskeminen.

Pyydystetéan jarvesta joukko kaloja elaving, merkitéan pyydystetyt kalat jalasketaan ne
takaisin jarveen. Pyydystetdan jarvestd jonkin gjan kuluttua uusi joukko kaloja. Voidaan
osoittaa, ettd merkittyjen kalojen lukumaaré uudessa pyynnissa on tietyin edellytyksin
diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa hyper geometrista jakaumaa; lisétietoja
ks. lukua Diskreettg & jakaumia.

Huomautus:

Kuvattua merkinté-takai sinpyynti-menetel ma& sovelletaan todellakin (sopivasti
modifioituna) riista- ja kalakantojen laskemiseen.

Diskreetin satunnaismuuttujan pistetodennakoisyysfunktio
Olkoon

X.:S®
diskreetti satunnaismuuttuja ja olkoon T satunnaismuuttujan x saamien &rellinen tai numeroituvasti
aéreton arvojen joukko. Jos satunnaismuuttujan x saamien arvojen joukko T on &érellinen, voimme
kirjoittaa

T={Xy, X2, ... , Xn}
Jos satunnaismuuttujan x saamien arvojen joukko T on numeroituvasti &areton, kirjoitamme

T ={Xq, X2, X3, ...}
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Reaaliarvoinen funktio f méarittelee diskreetin satunnaismuuttujanx pistetodennak éisyysfunktion,
jos seuraavat kolme ehtoa pétevét:

(1) f(x)3 Okakillex1 T
2) f(x)=Pr(x=x) kakillexT T
(3) a fe)=1

Sanomme, etta todennakoisyys
Prix=x)=f(x)=p ,x1 T
on satunnaismuuttujan x arvoa x; vastaava pistetodenndkdisyys.

Ehdon (1) mukaan pistetodenndkoisyysfunktio f on kaikkialla ei-negatiivinen. Ehdon (2) mukaan
pistetodennakdisyysfunktion f arvot pisteisséa x; ovat todenndkoisyyksia. Ehdon (3) mukaan kaikkien
pistetodennakdisyyksien summa = 1.

Olkoon f diskreetin satunnaismuuttujan x pistetodenndkadi syysfunktio, T satunnaismuuttujan x
saamien arvojen joukko ja

Prix=x)=f(x)=p , x1 T

satunnaismuuttujan x arvoa x; vastaava pistetodenndkoisyys. Satunnaismuuttujan x pistetoden-
nakoisyysfunktio voidaan méaritella kaikille reaaliluvuille kaavalla

(%) = Prix = %) ip,xI T
X) = X=X) =] .
1o,xi T

Nain mériteltyna pistetodenndkoisyysfunktio f on epdjatkuva funktio, jossa on epgjatkuvuuskohta
jokaisellexT T.
Diskreetti todennakoisyysjakauma
Jos f on diskreetin satunnaismuuttujan
X:S®

pistetodennakaoi syysfunktio, sanomme, etta satunnaismuuttuja x noudattaa diskreettia toden-

X pistetodennakadi syysfunktio f kertoo miten koko otosavaruuden S todennakdisyysmassa (= 1)
jakautuu satunnaismuuttujan x saamille arvoille. Pistetodenndkoisyysfunktion avulla voidaan méaréta
kaikki ko. satunnaisiimioon liittyvét todennakoisyydet.

Pistetodennadkoisyysfunktion kuvaaja

Olkoon f diskreetin satunnaismuuttujan x pistetodenndkadi syysfunktio, T satunnaismuuttujan x
saamien arvojen joukko ja

f)=Prix=x)=p ,x1T
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satunnaismuuttujan x arvoa x; vastaava pistetodenndkoisyys.

Satunnaismuuttujan x pistetodennédkdisyysfunktiota f voidaan kuvata graafisesti ns. piikki-
funktiolla. Piikkifunktio konstruoidaan seuraavallatavalla:

(1) Merkitdan vastinpisteet
(%, 0) ja(x, p)
kaikillex T T tasoon.
(2) Yhdistetdan vastinpisteet
(%, 0) ja(x, p)
kaikillex; T T toisiinsajanalla.

. . . . T Pistetodennakoisyysfunktio
Siten satunnaismuuttujan x pistetodenndkoisyys-

funktiota

. (X, p)
FO)=Prix=x)=p . x1 T T
voidaan kuvata graafisesti piirtamalla vaaka-akselin (%1 Pi)
pisteisiin x, " piikit”, joiden pituudet vastaavat piste- (X1» Pisa)
todennakdisyyksia p;. P
Lisdks " piikkien kérkipisteet” (x;, pi) piirretdan Pia Pis1
tavallisesti niin, etté ne erottuvat selvasti pisteita
(%, 0) ja (%, pi) yhdistavasta janasta.

Ks. kuvaa oikealla. X1 X Xi1

J

Diskreetti todenndko6isyysjakauma ja reaaliakselin valien todennakoisyydet
Olkoon
X:S®
diskreetti satunnaismuuttuja, T satunnaismuuttujan x saamien arvojen joukko ja
F(x)=Prix=x)=p,x1T
satunnaismuuttujan x pistetodenndkoi syysfunktio. Taloin reaaliakselin vélin
[a b]
todennakdisyys on
Pr@Ex£b)= g f(x)=  Pr(x=x)
ipxT [a.b] ijxT [ab]

Geometrisesti reaaliakselin vélin [a,b] todenndk6isyyden méaraaminen merkitsee niiden ” piikkien”
pituuksien p; yhteenlaskua, joita vastaavat satunnaismuuttujan x arvot x, 1 [a,b].

(i)  Jokainen tapahtuma reaalilukujen joukossa voidaan muodostaa reaaliakselin véleista
yhdisteleméalla valga sopivasti joukko-opin operagtioilla.

(i)  Jokaisen tapahtuman todennakoéisyys saadaan reaaliakselin vélien todenndkoisyyksista
todennakdisyyslaskennan laskusdanttjen avulla.
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Siten se satunnaisiimio, jonka tulosvaihtoehtoja ko. diskreetti satunnaismuuttuja kuvaa, hallitaan
taydellisesti, jos satunnai smuuttujan pistetodennékadi syysfunktio tunnetaan.

Todennakdisyyksien vertailu

Olkoon

f(x)=Prix=x)=p
ja

f(x))=Pr(x=x)=p,
Jos

Pi > P
niin satunnaismuuttujan x arvoa x; vastaava tulosvaihtoehto on todennékdisempi kuin satunnais-
muuttujan x arvoa x; vastaava tulosvaihtoehto.

Diskreettien todennakdisyysjakaumien parametrointi

Oletetaan, etta satunnaismuuttuja x noudattaa diskreettia todenndkdisyysjakaumaa, jonka piste-
todennéakai syysfunktio on f. Pistetodennakdisyysfunktio f riippuu tavallisesti parametreista eli
vakioista, jotka maarédvét funktion f muodon. Pistetodennakdisyysfunktion muodon méardévia
parametreja kutsutaan tavallisesti sen todennak 6isyysjakauman parametreiksi, jonka toden-
nakoisyydet ko. pistetodenndkdisyysfunktio méérittelee.

Olkoot pistetodennakoisyysfunktion f muodon maardavét parametrit

G @, ..., G
Jos haluamme korostaa pistetodenndkdisyysfunktion f riippuvuutta sen muodon méarédvista
parametreista, kirjoitamme

f v - s G)

Parametreilla qu, @, ... , g, on tavallisesti jokin sisdlldllinen tulkinta siind satunnaisiimiossa, jonka
malliks f on konstruoitu.

Parametrien ¢, @, ... , gp arvot ovat sovelluksissa tavallisesti tuntemattomia ja niiden arvot
on estimoitava eli arvioitava havaintojen perustedlla; lisdtietoja: ks. monisteen Tilastolliset
menetelmat lukua Estimointi. Parametreja g, @, ... , g, koskeva hypoteeseja €li oletuksa
voidaan testata ns. tilastollisin testein; ks. monisteen Tilastolliset menetelmat lukua
Tilastolliset tegtit.

Havainnollistus: Geometrinen jakauma

Heitetdan noppaa toistuvasti ja tarkastellaan satunnaisilmiona sen heiton jarjestysnumeroa, jolla
saadaan ensimmai sen kuutonen. Ensimméinen kuutonen voidaan saada heitollanumero 1, 2, 3, ...
Ensimméisen kuutosen saamiseks tarvittavien heittojen lukuméérélla el selvastikdan ole ylargaa.

Siten alkeistapahtumina ovat jarjestysnumerot
1,23, ..

jaotosavaruus on muotoa
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S={Heiton jarjestysnumero x | x=1, 2, 3, ...}
Otosavaruus on t&ssé numeroituvasti dareton joukko.

M&éritelléan reaaliarvoinen funktio x, joka liittéé otosavaruuden Salkioihin numeerisen koodin Siten,
etta jokaiseen jarjestysnumeroon liitetdan vastaava kokonaisluku:

Xx(Heiton jarjestysnumero x) =x,x=1,2, 3, ...
x on diskreetti satunnai smuuttuja.
Haluamme ratkaista seuraavat tehtavét:
(@ Maaréd satunnaismuuttujan x pistetodennédkadisyysfunktio.
(b) Maaréatodenndkdisyys, ettd noppaa joudutaan heittamaan tdsmélleen 6 kertaa.
(c) Maaréatodenndkdisyys, ettd noppaa joudutaan heittdmaan 6 kertaa tai useammin.
(d) Maaréaatodenndkdisyys, ettd noppaa joudutaan heittamaan 36 kertaa tai useammin.

Oletetaan, etta nopanheitot ovat toisistaan riippumattomia siind mielesss, etta yhdenkadan heiton
tulos @ riipu aikaisempien heittojen tuloksista.

M &éritellaan tapahtumat:
A ="Noppaa heitettdessa tuloksena saadaan kuutonen”
A° =" Noppaa heitettéessa tuloksena e saada kuutosta”
Koska noppa oletettiin virheettomaksi, voimme olettaa, etta

1

Pr(A) ==

(A 5
Komplementtitapahtuman todenndk6isyyden kaavan mukaan

1 5

Pr(A°) =1- Pr(A)=1- ===

(A%) (A) 576

(@ Maaréd satunnaismuuttujan x pistetodennédkadisyysfunktio.

Koska ensimméinen kuutonen voidaan saada ensmmaéisellg, toisella, kolmannella jne.
heitolla, x on diskreetti satunnaismuuttuja, joka saa kaikki kokonaislukuarvot 1, 2, 3, ...

Oletetaan, ettd ensimméinen kuutonen saadaan x. heitolla, x =1, 2, 3, ... Tal6in ennen x.
heittoa on taytynyt tapahtua (x - 1) heittoa, joiden tuloksena el ole saatu kuutosta:

Heiton numero: 1 2 K x-1 X
Tapahtuma A° A° K A° A
Koska heitot oletettiin riippumattomiksi, tapahtumajonon

éf C CA

(x-1) kpl
todennakdisyys on riippumattomien tapahtumien tulosdannon nojalla

(x-1) kpl
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Maaritelldan funktio f kaavalla

156"
f =—x—- ,x=12,3K
(x) 6%6@ x=1,

funktion méarittelevét ehdot (1)-(3).
Q) Funktion f arvot ovat el-negatiivisia (itse asiassa positiivisia):

160
f(X)==x—=- >0,x=123K
(x) 6@6@ 1,
2 Funktion f arvot ovat todennakoisyyksi&

L X-1
um:wa:m:%%%%,xﬂggx;

(©)) Kaikkien pistetodennakoisyyksien summa = 1 geometrisen sarjan summan kaavan
mukaan:
§ & 18ab0' 18ad0 1 1
f(x Pr(x=x)== = s ==x—=1
él () xal ( ) a86ﬂ 6a:86ﬂ 6 _§
6
Koska pistetodennakoisyydet

L X-1
um:wa:m:%%%%,xﬂggx;

muodostavat (suppenevan) geometrisen sarjan, satunnaismuuttujan x todennakoisyys-
jakaumaa sanotaan geometriseks jakaumaks; lisdtietoja: ks. lukua Diskreette a jakaumia.

Huomaa, etté jakauman pistetodennakdisyydet vahenevat eksponentiaalista vauhtia eli kuten
suppenevassa geometrisessa sarjassa, kun x kasvaa. Tama merkitsee seuraavaa:

() Todenndkdisyys, etta ensmmainen kuutonen saadaan heti ensmmaisella heitolla on
kaikkein suurin.

(i) Todenndkoisyys, etta ensimmainen kuutonen saadaan x. heitolla, pienenee heittojen
lukuma&aran x funktiona eksponentiaalista vauhtia.

Allaolevataulukko ja kuvaesittavat esimerkissi johdetun geometrisen jakauman pistetoden-
ndkoisyyksakunx=1, 2, ..., 12.
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Pr(x = x)
0.1667 0.3
0.1389
0.1157
0.0965 0o |
0.0804 p
0.0670
0.0558 o1 1

i,

0.0269
0.0224

Pistetodennakdisyysfunktio

o] oo Njo] gl Rl wN| X

=
o

[N
[N

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12

=
N

(b) Maaréatodenndkdisyys, ettd noppaa joudutaan heittamaan tdsmélleen 6 kertaa.

Suoraan satunnaismuuttujan x pistetodenndkdisyysfunktion kaavasta saadaan:

1 566
Pr(x =6) =—x—= »0.0670
(x=6) 5 >$8 65
Todennakadi syyden frekvenssitulkinnan mukaan tama merkitsee seuraavaa: Jos 1000 henkil6a
heittéé noppaa, keskimaarin n. 70 saa ensimmaisen kuutosen 6. heitolla.

Johdetaan ennen tehtavien (c) ja (d) ratkaisemista seuraava aputulos:

Aputulos:
Todenndkoisyys sille, etta noppaa joudutaan heittamaan ennen ensimmaisen kuutosen
saamista k kertaa tai useammin, on

50
Pr(X3 k) :866
Perustelu:

Komplementtitapahtuman todenn&kai syyden ja geometrisen sarjan osasumman kaavoista
Seuraa, etta

K-
Pr(x3 k) =1- Pr(x <k) =1- élPr(xzx)
x=1

k-1 .x-1
o ad 0
acs=

. 11 (59)7

6 1-56

k-1

&6p
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(c) Maaréatodenndkdisyys, ettd noppaa joudutaan heittdmaan 6 kertaa tai useammin.
Edell& johdetun aputuloksen nojalla

.5

Pr(x? 6) :gg » 0.402

Todennakadi syyden frekvenssi ntulkinnan mukaan tama merkitsee seuraavaa: Suuressa joukossa
ihmisid keskiméaarin 40 % joutuu heittdma&an noppaa 6 kertaa tai useammin ennen kuin he
Saavat ensimmaisen kuutosen.

(d) Maaraatodenndkdisyys, ettd noppaa joudutaan heittaméan 36 kertaa tai useammin.
Edell& johdetun aputuloksen nojalla

56"
6

Pr(x3 36)=¢>2
(%]

» 0.00169

Todennakadi syyden frekvenssi ntulkinnan mukaan tama merkitsee seuraavaa: Jos 1000 henkil6a
heittéé noppaa, keskimaarin 1-2 henkil6a joutuu heittémédn noppaa 36 kertaa tai useammin
ennen kuin he saavat ensmmai sen kuutosen. Nama 1-2 henkil6a varmasti ihmettel evéat
heittosarjaansa.

Kohtaamme tassa tilastotieteen selityksen ihmeille: Harvinaisetkin tapahtumat sattuvat —
suurella todennak 6isyydella — ennemmin tai myohemmin, josilmio toistuu riittavan
monta kertaa.
Diskreetteja todennékdisyysjakaumia
Luvussa Diskreette & todennak 6isyys akaumia méaritelld8n seuraavat diskreetit jakaumat:
Diskreetti tasainen jakauma.
Bernoulli-jakauma.
Binomijakauma.
Geometrinen jakauma.
Negatiivinen binomijakauma.
Hypergeometrinen jakauma.
Poisson-jakauma.

Johdamme jakaumien pistetodenndkoisyysfunktiot k&yttamalla todenndkoisyyslaskennan lasku-
sdantoja ja kombinatoriikkaa. Lisaks luvussa esitelldan jakaumien tarkeimmét matemaattiset
ominaisuudet.
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9.4. Jatkuvat satunnaismuuttujat ja todennékdisyysjakaumat

Johdatteleva esimerkki.

Kuva oikealla esittéa onnenpyoraa, jonka keski- N
pisteeseen on kiinnitetty vapaasti pyoriva osoitin.

Tarkastellaan satunnaisiimiona pelig, jossa pelagja
valitsee onnenpyorasta mielivaltai sen sektorin A.
Osoitinta pyoréytetdan ja pelagja voittaa, jos osoitin
pysahtyy pelagjan valitsemaan sektoriin.

Tehdaan oletus, etta todennakoisyys, etta osoitin
pysahtyy valittuun sektoriin on suhteessa sektorin
pinta-alaan, mutta el riipu sektorin paikasta.

Olkoon x kulma, jonka osoitin pysahdytty&an
muodostaa N:1& (N = north) merkityn suunnan
kanssa.

Peliin satunnaisiimiona liittyvaks otosavaruudeks eli mahdollisten tul osvaihtoehtojen joukoksi
voidaan ottaa joukko

S={Kulmax|xT [0°, 360°)}
Otosavaruus on t&ssa ylinumeroituvasti dareton joukko.

Mé&éritell&8n satunnaismuuttuja x, joka liittda jokaiseen otosavaruuden S alkioon numeerisen koodin
siten, ettéjokaiseen kulmaan x 1 [0°, 360°) liitetéén vastaava reaaliluku x:

x(Kulma x) = x
Sanomme, etta satunnaismuuttuja x on jatkuva, koska x saa kaikki reaalilukuarvot vailta [0, 360).
Mé&éritelldén funktio f kaavalla

L1
L1 41 10,360
F(x) =) 350" X [0:300)

{0, xI [0,360)

Sanomme, etta funktio f médrittelee satunnaismuuttujan x todenndk6isyysjakauman (toden-
nakoisyys-) tiheysfunktion. Saamme véien[a, b] 1 [0, 360) todennakoisyydet integroimalla
funktio f valilla[a, b]:

b

1 N _b-a
Pr(x1 [a,b])—9f (dx ="

mik& merkitsee funktion f kuvagjan ja x-akselin valisen alueen pinta-alan maarddmista pisteiden
ajabvdista

Funktion f méaarittelemaa todenndkdisyygakaumaa kutsutaan jatkuvaks tasaiseks jakaumaksi,
koska todenndko6isyydet jakautuvat valin [0, 360) osavélellle tasaisesti siind mielesss, etta

Pr(xT [a, b)) =Pr(xT [c, d])
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jos[a, b] ja[c, d] ovat valin [0, 360) yhta pitkia osa

valgaeli toteuttavat ehdot 0008
[a, b] 1 [0, 360)
[c,d] 1 [0, 360) 0.003
b-a=c-d _
X 0.002 -

Lisdtietoja jatkuvasta tasaisesta jakaumasta: ks. lukua
Jatkuvia jakaumia.

Kuva oikealla esittéa esimerkin jatkuvan tasaisen
jakauman tiheysfunktiota f. Kuvaan on merkitty
myos alue, joka vastaa onnenpytraa esittavaan
kuvaan merkittya sektoria A.

Jatkuva tasainen jakauma

0.001

-120 0 120 240 360 480

Jatkuva satunnaismuuttuja

Olkoon otosavaruus Sylinumeroituvasti &areton ja olkoon

X:S®

satunnai smuuttuja eli otosavaruuden (mitallinen) kuvaus reaalilukujen joukkoon.

Sanomme, ettd satunnaismuuttuja x on jatkuva, jos seuraavat kaks ehtoa pétevat:

(i)
(i)

Satunnaismuuttuja x saa kaikki reaalilukuarvot joltakin reaaliakselin vailta.
Todenndkoisyys, etta satunnaismuuttuja x saa minka tahansa yksttéisen arvon = 0:
Pr(x = x) = 0 kaikillex]

Jatkuvat satunnaismuuttujat liittyvét sellaisiin todennékdisyysaskennan sovelluksiin, joissa
tarkastellaan jatkuvia suureita. Jatkuvia suureita ovat esmerkiks seuraavat:

Aikajanopeus

Pituus, pinta-ala, tilavuus
Paino

Lampdtila

Rahamaéaara jakorko

Esmerkki 1. Palvelujono.

Oletetaan, etté palvelujonoon tulee asiakkaita keskimaariin k kappaletta aikayksikk®a kohti.

Voidaan osoittaa, ettatietyin edellytyksin aika, jonka seuraavan asiakkaan tuloa jonoon
joudutaan odottamaan on jatkuva satunnaismuuttuja, joka noudattaa eksponenttijakaumaa;
lisitietoja: ks. lukua Jatkuvia jakaumia.

Huomautus:

Jos aika, jonka seuraavan asiakkaan tuloa jonoon joudutaan odottamaan noudattaa
eksponenttijakaumaa, niin jollakin aikavalilla jonoon tulevien asiakkaiden lukumé&ara
on diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa Poisson-jakaumaa; lisétietoja: ks.
lukua diskreettg a jakaumia.
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Jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktio
Olkoon
X:S®

Jatkuva satunnaismuuttuja. Reaaliarvoinen funktio f méérittelee jatkuvan satunnaismuuttujan x
tiheysfunktion, jos seuraavat nelja ehtoa patevét:

1) f (x) on jatkuva

@ £(x)? Okaikillex

3 Pr(a£ x£b) = bc‘)f (X)dx
@ Of (0dx=1

Tiheysfunktion méaritelman ehdon (1) mukaan tiheysfunktio on jatkuva reaaliarvoinen funktio.
Maaritelman ehdon (2) mukaan tiheysfunktio on kaikkialla ei-negatiivinen. M &ritelmén ehto (2) on
vattaméton, koska ehdon (3) mukaan tiheysfunktion integraalit yli reaaliakselin valien ovat toden-
nakoisyyksia. Mé&aritelméan ehdon (4) mukaan tiheysfunktion integraali yli koko reaaliakselin = 1.

Jatkuva todennékoisyysjakauma
Jos f on jatkuvan satunnaismuuttujan
X:S®

tiheysfunktio, sanomme, etta satunnaismuuttuja x noudattaa jatkuvaa todennak 6isyyg akaumaa,
jonka tiheysfunktio on f.

Jatkuvan satunnaismuuttujan x tiheysfunktio kertoo, miten koko otosavaruuden S todennékaisyys-
massa (= 1) jakautuu satunnaismuuttujan x saamien arvojen valeille. Tiheysfunktion avulla voidaan
méaréta kaikki ko. satunnaisiimioon liittyvét todenndkdisyydet.
Tiheysfunktion kuvaaja
Jatkuvan satunnaismuuttujan x tiheysfunktiota f(x) voidaan kuvata graafisesti jatkuvalla kayralla
(%, f(x))
Jatkuva todennédkoisyysjakauma ja reaaliakselin valien todenndkoisyydet
Olkoon
X.:S®
jatkuva satunnaismuuttuja ja f(x) sen tiheysfunktio. Taldin reaaliakselin valin [a, b] todennakdisyys
on tiheysfunktion ominaisuuden (3) mukaan

b
Pr(a£ x £b) = of (x)dx
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Geometrisesti reaaliakselin véliin [a, b] liittyvan todenndkdisyyden maéréaminen merkitsee tiheys-
funktion kuvagjan, x-akselin ja suorien X = a jax = b rgjoittaman tasoalueen pinta-alan laskemista.
Havainnollistetaan t&t& seuraavalla esimerkilla.

Esmerkki 2. Normaalijakauma. Tiheysfunktio f(x)

Kuva oikealla esittéd nor maalijakaumaa
(lisdtietoja: ks. lukua Jatkuvia jakaumia)
noudattavan jatkuvan satunnaismuuttujan
x tiheysfunktiota f(x).

Edell& esitetyn mukaan
Pr(@aE x £h)

b

= 9f (x)dx A

= Alueen A pinta-ala

Olkoon
[a, a+ Da]

reaaliakselin véli, jossa Da on pieni positiivinen luku. Tiheysfunktion ominaisuuden (3) ja méarétyn
integraalin ominaisuuksien perustedlavalin [a, a + Da] todenndkdisyys on

a+Da

PrlaEx£a+Da)= Q) f(x)dx» f(a)>Da

Siten voimme gjatella, ettatiheysfunktion f arvo pisteessa a mittaa todenndkdisyytta sille, etta
satunnaismuuttuja x saa arvoja lyhyella pisteeseen a liittyvala valilla

Huomaa, etté tiheysfunktion ominaisuudesta (3) ja maardtyn integraalin ominaisuuksista seuraa, etta

Pr(x=x) = 0 kaikillex|
Perustelu:
Olkoon f(x) jatkuvan satunnaismuuttujan x tiheysfunktio.
Tiheysfunktion ominaisuuden (3) mukaan

x+h

Pr(x£x £ x+h) = ¢ f(x)dx

Annetaan
h® 0
Kappaleen 1.6.3. lauseesta 4 ja méardtyn integraalin ominaisuuksista seuraa, etté

x+h

Pr(x = x) =L|®rrgPr(x£x£x+h) :Ll(gg 9f(x)dx:0
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(i) Jokainen tapahtuma reaalilukujen joukossa voidaan muodostaa reaaliakselin véaleista
yhdistelemélla valga sopivasti joukko-opin operaatioilla

(i)  Jokaisen tapahtuman todennakoéisyys saadaan reaaliakselin vélien todenndkoisyyksista
todennakdisyyslaskennan laskusaantjen avulla.

Siten se satunnaisiimi6, jonka tulosvaihtoehtoja ko. jatkuva satunnai smuuttuja kuvaa, hallitaan
taydellisesti, jos satunnaismuuttujan tiheysfunktio tunnetaan.
Todennakoisyyksien vertailu
Olkoon x jatkuva satunnaismuuttuja jaf vastaava tiheysfunktio ja olkoot
A={af x£ b}
C={cE£x£d}
Jos

b d

Of (¥)ax> f (x)dx

niin tapahtuma A on todennakoisempi kuin tapahtuma C:
Pr(A) > Pr(C)
Esmerkki 3. Eksponenttijakauma.

Kuva alla oikealla esittéd eksponenttijakaumaa (lisétietoja: ks. luvun Jatkuvia jakaumia)
noudattavan jatkuvan satunnaismuuttujan x tiheysfunktiota f(x).

Olkoot tapantumet Tiheysfunktio f(x)
A={af£x £Db}
C={cEx£d}
jossa
b-a=d-c
kuten kuvassa.
Kuvan perusteellaon ilmeistd, etta
Pra£x£b) = (5 f (x)dx

>(‘5f(x)dx:Pr(c£x£d) 0 a b ¢ d

Siten tapahtuma A on todennékadi sempi kuin tapahtuma C:
Pr(A) > Pr(C)

Jatkuvien todennakoisyysjakaumien parametrointi

Oletetaan, etté satunnaismuuttuja x noudattaa jatkuvaa todennakdisyysakaumaa, jonka tiheysfunktio
onf . Tiheysfunktio f riippuu tavallisesti parametreista eli vakioista, jotka maarédvét funktion f
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muodon. Tiheysfunktion muodon méaérédavia parametrgja kutsutaan tavallisesti sen todennakéisyys-
jakauman parametreiksi, jonka todennékdisyydet ko. tiheysfunktio méarittelee.

Olkoot tiheysfunktion f muodon maarédvét parametrit

G, Gy -, Gp
Jos halutaan korostaa tiheysfunktion f riippuvuutta sen muodon maaraévista parametreista,
kirjoitamme

f v - s G)

Parametreilla qu, @, ... , g, on tavallisesti jokin sisdlldllinen tulkinta siind satunnaisiimiossa, jonka
malliks f on konstruoitu.

Parametrien ¢, @, ... , go arvot ovat sovelluksissa tavallisesti tuntemattomia ja niiden arvot
on estimoitava €li arvioitava havaintojen perustedlla; lisétietoja: ks. monisteen Tilastolliset
menetelmat lukua Estimointi. Parametreja gi, @, ... , g, koskeva hypoteeseja €li oletuksa
voidaan testata ns. tilastollisin testein; ks. monisteen Tilastolliset menetelmat lukua
Tilastolliset testit.

Havainnollistus: Eksponenttijakauma

Tarkastellaan jonkin tapahtuman odotusaikaa satunnaismuuttujana ja oletetaan, etta tapahtumien
keskimaar &inen lukumééra jotakin aikayksikk6d kohden on /. Tall6in seuraavan tapahtuman
odotusaika x on jatkuva satunnaismuuttuja, joka voi saada kaikki ei-negatiiviset reaalilukuarvot.

Tietyin ehdoin satunnaismuuttuja x noudattaa jatkuvaa todennakéisyyg akaumaa, jonkatiheys-
funktio on muotoa

f(x)=/e'*,x30,/30
Satunnaismuuttujan x todenndkdisyysjakaumaa sanotaan eksponenttijakaumaksi; lisdtietoja: ks.
lukua Jatkuvia jakaumia.

Tarkastellaan sovelluksena eréén yrityksen puhelinkeskukseen tulevien puheluiden odotusaikoja, kun
oletamme, ettd keskukseen tulee keskiméérin 4 puhelua minuutissa

Oletuksen mukaan satunnaismuuttujan Eksponenttijakauma
X = "Seuraavan puhelun 5
odotusaika’ 4
tiheysfunktio on muotoa
f(x)=/e’'*,x30,/30 3
jossa 2 1
/=4
1-
kun aikayksikkéna on 1 minuuitti.
Kuva oikealla esimerkin eksponenttijakauman 0 ‘
tiheysfunktion kuvagjaa valilla[0, 1.5]. 0 0.5 ! 15
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Haluamme ratkaista seuraavat tehtavat:

(@) Maaréatodenndkoisyys, ettd seuraavaa puheluajoudutaan odottamaan korkeintaan 15
sekuntia.

(b) Maaréatodenndkdisyys, ettd seuraavaa puhelua joudutaan odottamaan korkeintaan 30
sekuntia

(c) Kumpi on todennakoisempad: Se, ettd seuraavaa puhelua joudutaan odottamaan 15-30
sekuntia, val se, etté seuraavaa puhelua joudutaan odottamaan 30-60 sekuntia?

(d) Maaraatodenndkdisyys, ettd seuraavaa puhelua joudutaan odottamaan yli 60 sekuntia.
K&ytadmme tehtévien (a)-(d) ratkaisemisessa kolmea aputulosta:
Aputulos 1:

Tapahtuman x £ t todenndkoisyys on

Pr(x£t)= Of(x)dx 4094de

s c»,,

46 Lo
g 2°
Aputulos 2:

Tapahtuman x > t todennakdisyys on komplementtitapahtuman todennak6isyyden kaavan ja
aputuloksen 1 nojalla

Pr(x>t)=1- Pr(x£t) =
Aputulos 3:
Tapahtuman s£ x £ t todenndkdisyys on

el 4xU_ _ 4s

t t
Pr(sEx£t)=f (Qdx=4¢g “dx=45 —e€ gr*-e"
; ; g4 H
(@) Maaréataan todennakoisyys, etta seuraavaa puhelua joudutaan odottamaan korkeintaan 15
sekuntia.
Tapahtuman x £ 1/4 min todenndkoisyys on aputuloksen 1 nojalla
1
P& eld-1. 6" 121 ¢'»0632
8 4g
(b) Maaréataan todenndkoisyys, etta seuraavaa puhelua joudutaan odottamaan kor keintaan 30
sekuntia.
Tapahtuman x £ 1/2 min todenndkoisyys on aputuloksen 1 nojalla
1
P& el0-1.¢ 221 ¢2»0865
8 2g

(c) Kumpi on todennakoisempad: Se, ettd seuraavaa puhelua joudutaan odottamaan 15-30
sekuntia, val se, etté seuraavaa puhelua joudutaan odottamaan 30-60 sekuntia?

Tarkastellaan tapahtumia
Y4 min£€ x£ 1/2 min
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ja
2minf£ x£ 1 min
Niiden todenndk6isyydet ovat aputuloksen 3 nojala
e s l0 i gt ioet 6750233
&4 29
ja
Pr%%‘ExElgz € 2 eiloet ¢h50117
Siten tapahtuma
V4 mingE x£ 1/2 min
on todenndkdisempi kuin tapahtuma
2minf£ x£ 1 min

(d) Maaréataan todennakoisyys, etta seuraavaa puhelua joudutaan odottamaan yli 60 sekuntia.
Tapahtuman x> 1 min todenndkdisyys on aputuloksen 2 nojalla
Pr(x>1)=1- Pr(x£1) =e * » 0.018
Todennakoi syyden frekvenssitulkinnan mukaan tamé merkitsee seuraavaa: Keskus joutuu
odottamaan seuraavaa puhelua kauemmin kuin yhden minuutin keskimaarin melkein 2 (»
100" 0.018) kertaa 100:sta odotuskerrasta.
Jatkuvia todennako6isyysjakaumia
Luvussa Jatkuvia todenndk6isyyg akaumia méaritelléén seuraavat jatkuvat jakaumat:
Jatkuva tasainen jakauma.
Eksponenttijakauma.
Normaalijakauma.
L og-normaalijakauma.
Cauchy-jakauma.
Gamma-jakauma.
Beta-jakauma.
Weibull-jakauma.

Lisaks luvussa esitelld8n jakaumien tarkeimmét matemaattiset ominaisuudet.
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9.5.
(i)

(i)

Diskreetit jakaumat vs jatkuvat jakaumat

Olkoon T diskreetin satunnaismuuttujan x saamien arvojen muodostama &rellinen tai
numeroituvasti &8reton joukko. Pistetodennakoisyysfunktion f(3 arvot pisteissax 1 T ovat
todennékadisyyksia:

fx)=Prix=x),x1T
Koska funktion f arvo pisteessa x; on todennakaisyys, niin
O£ f(X)EL, xT T
Olkoon xjatkuva satunnaismuuttuja jaf(® sen tiheysfunktio.

Olkoon T jatkuvan satunnaismuuttujan x saamien arvojen muodostama véli. Tiheysfunktion
f(3 arvot pisteissax1 T eivét ole todennakoisyyksia, mutta reaaliakselin védlien[a, b] I T
todenndkdisyydet saadaan kaavasta

b
Pr(a£ x £b) = of (x)dx

Koska tiheysfunktion f arvo pisteessi x e ol e todennakdisyys, on mahdollista, etté
f(x)>1

TKK

O likka Mellin 143



Todennékoisyyslaskenta 10. Kertymafunktio

10. Kertymafunktio

10.1. Kertymafunktio ja sen ominaisuudet
10.2. Diskreetin jakauman kertymafunktio

10.3. Jatkuvan jakauman kertyméafunktio

Satunnaismuuttujan kertyméafunktio maaraa taysin sen todenndkdisyys akauman.
Kertymafunktioiden yleista teoriaa kehitettdessi e tarvitse erottaa diskreette) §, jatkuvia tai
jotakin muuta tyyppia olevia jakaumia toisistaan. Siks kertyméfunktio on keskeinen tyovéline
todennakadi syyd askennassa ja matemaatti sessa til astoti eteessa.

Tarkastelemme tassé luvussa kertyméfunktioiden yleisid ominaisuuksia. Sen liséks tarkastelemme
erikseen diskreettien jakaumien kertyméfunktioita ja jatkuvien jakaumien kertymafunktioita.

Avainsanat:

Diskreetti jakauma, Diskreetti satunnaismuuttuja, Jatkuva jakauma, Jatkuva satunnaismuuttuja,
Kertymafunktio, Normaalijakauma, Piikkifunktio, Pistetodennakoisyysfunktio, Porrasfunktio,
Satunnaismuuttuja, Tiheysfunktio, Todennakdisyysjakauma
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10.1. Kertymafunktio ja sen ominaisuudet
Olkoon
X:S®
satunnai smuuttuja. Satunnaismuuttujan x kertymafunktio on reaaliarvoinen funktio
F(X)=Pr(x £x)
Kertymafunktion F méaritelméssa
X = satunnaismuuttuja
x = reaaliluku, kertyméfunktion F argumentti

M &aritelmansi mukaan satunnaismuuttujan x kertymafunktio F on reaalilukujen joukon  kuvaus
vdlille[0,1]:

F: ®[0]
Kertymafunktion F arvo pisteessa x on todennékadisyys sille, ettd satunnaismuuttuja x saa arvoja,

jotka ovat pienempiatai yhtd suuria kuin reaaliluku x. Piste x erottaa vasemmalle puolelleen toden-
nakaoi syysmassan, jonka koko on

Pr(x £ x) = F(X)

Satunnaismuuttujan x kertyméfunktio F kuvaa sitd, miten todenndkoisyysmassaa kertyy tai
kumuloituu lisdg, kun kertymafunktion argumentti x kasvaa.

Kertymafunktio on keskeinen tyévaline todenndk 6isyydaskennassa ja matemaattisessa tilasto-
tieteessd. Tama johtuu sSiita, etta kertyméfunktio mééritell&8n samalla tavalla kaikille satunnais-
muuttujille olivatpa ne diskreettejd, jatkuviatal jotakin muuta tyyppi.

Satunnaismuuttujan x kertyméfunktio méaraé kaikkien ko. satunnaisiimioon liittyvien tapahtumien
todennakadisyydet. Tama johtuu seuraavista seikoista:

(i) Jokaistatapahtumaa vastaa jokin reaalilukujen joukon osajoukko, joka voidaan muodostaa
soveltamalla korkeintaan numeroituva maara tavanomaisia joukko-opin oper aatioita muotoa
(=¥ ,X] oleviin reaaliakselin valehin.

(i)  Jokaisen tapahtuman todenndkoisyys saadaan tyyppia (—¥ ,X] olevien reaaliakselin vélien
todenndkdisyyksista todenndkoi syyd askennan laskusaanttjen avulla.

Todistamme alla kaksi lausetta, jotka sisdltavét kertyméfunktion keskeiset ominaisuudet.

Lause 1.
Olkoon
X:S®
satunnaismuuttujaja

F(X)=Pr(x £x)

sen kertyméfunktio.
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Kertyméfunktiolla F on seuraavat ominaisuudet:
() XI(:)n; F(x)=0
(i) Xl(r!)r+n¥ F(x)=1
(i)  F on funktiona ei-vaheneva:
F(x) £ F(X,),josx £X,

(iv) F onfunktiona jatkuva oikealta:
I!(L)r(r)l F(x+h)=F(x)

Todistus:
Todistamme seuraavassa sen, etta satunnaismuuttujan x kertymafunktiolla
F(X)=Pr(x £x)
on ominaisuudet (i)-(iv).
() XI im F(x)=0

Olkoon
X1 > Xo > Xg > oo
laskeva lukujono jalisaks

i =¥

Taloin

(XEX}E{XEXJE{XEX}EL® £
Kappaleen 1.6.3. lauseen 4 mukaan

lim F(x,) :nl@i)rll Pr(x£x,)=0

n® +¥

i) lim F(x) =1

X® +¥
Olkoon

Xp < Xp < X3 <o
nouseva lukujono jalisaks

lim x =+¥

n® +¥
Talo6in

(XEx}T {XEx}T {XEx}I L®
ja

{x>x}E{x>x}E{x>x}EL® £
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Kappaleen 1.6.3. lauseen 4 mukaan

nlérll Pr(x>x,)=0

joten

lim F(xn):nl(!)rp¥ Pr(x £x,) =1- nl(r!)rll Pr(x>x)=1

n® +¥
(i)  F on funktiona ei-vaheneva:
F(x) £ F(X,),josx £X,
Olkoon
X1 £ X
Taloin
{XEx}T {XE X}
joten
F(x)=Prix £x) £Pr(x £ ) = F(X,)
(iv) F on funktiona jatkuva oikealta:
I!(L)r(r)l F(x+h)=F(x)

Olkoon
hy>h,>hs>--30
laskeva lukujono jalisaks

fimh, =0

Taloin

(XEX+h}E{XEX+h}E{XEX+h}EL® {x£Xx}
Kappaleen 1.6.3. lauseen 3 kohdan (b) mukaan

lim F(x+hn):nl(;r+rl Pr(x £ x+h) =Pr(x £ X) = F(X)

n® +¥

Lauseen 1 mukaan satunnaismuuttujan x kertymafunktiolla
F(X)=Pr(x £x)

on ominaisuudet (i)-(iv). Liséks voidaan osoittaa, etta jokainen funktio
F: ®[01

jokatoteuttaa ehdot (i)-(iv) on jonkin satunnaismuuttujan x kertyméafunktio.

Lause 2.
Jos funktio
F: ®[0]
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on kertyméafunktio, niin

(V) Pr(x >x) =1- F(X)
(vi) Prla<x £b)=F(b)- F(a)
Todistus:

(v) Komplementtitapahtuman todennakai syyden kaavan nojalla
Pr(x >x)=1- Pr(x £ Xx) =1- F(X)
(vi) Koska
{xEb} ={xE£a}E{a<x£b}
ja
{xEatC{a<x£b}=A
niin toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusdannosta seuraa, etta
F(b)=Pr(xEb} =Pr(x£a)+Prla<x£b)=F(a)+Pr(a<x£b)
josta saadaan yhtalo
F(b)- F(a)=Pr(a<x £b)

Useimmissa todennakéisyyslaskennan ja tilastotieteen oppikirjoissa olevat normaali-, ¢*-, F- jat-
jakaumien tilastolliset taulukot liittyvat ko. jakaumien kertyméfunktion arvoihin:

Normaalijakauman taulukoissa on tavallisesti taulukoitu kertyméfunktion arvoja usellle eri
argumentin x arvoille (lisitietoja: ks. lukua Jatkuvia jakaumia). Sen sijaan ¢*-, F- ja t-jakaumien
taulukoissa on tavallisesti taulukoitu argumentin x arvoja vain muutamille todenndk6isyyksille
(lisdtietoja: ks. lukua Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia).

10.2. Diskreetin jakauman kertymafunktio
Olkoon
X:S®

diskreetti satunnaismuuttuja, T satunnaismuuttujan x arellinen tai numeroituvasti 8aretdn arvojen
joukko jaf sen pistetodennakdisyysfunktio. Taldin satunnaismuuttujan x kertymafunktio on

F)=Prx£x)= § f(x)= & Prix=x)

i|%Ex i|%E£x

Diskreetin jakauman kertyméfunktion F méaritelméan mukaan kertyméfunktion F arvo pisteessa x dli
todennakdisyys tapahtumalle

XE X
saadaan laskemalla yhteen kaikki pistetodennakoi syydet

fx)=Prx=x)=p ,x1T

joitavastaavat satunnaismuuttujan x arvot x £ X.
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Diskreetin satunnaismuuttujan kertyméfunktio F on epéjatkuva ei-vaheneva funktio. Kaikkien
satunnaismuuttujaan x liittyvien tapahtumien todenngkdisyydet voidaan méaréta sen kertymé-
funktion avulla.

Diskreetin jakauman pistetodenndkoéisyysfunktion ja kertymafunktion yhteys

Olkoon x diskreetti satunnaismuuttuja ja T sen tulosvai htoehtojen eli arvojen joukko. Olkoon
f)=Prix=x)=p ,x1T

satunnaismuuttujan x pistetodenndkoi syysfunktio ja
FO=Px£X)= 34 p

i|%Ex
satunnaismuuttujan x kertymafunktio. TallGin
f(x)=Prix=x)=p =F(x)- F(x.), X1 T

Diskreetin jakauman kertyméafunktion kuvaaja

Diskreetin satunnaismuuttujan kertyméfunktio F on epéjatkuva ei-vaheneva funktio, jollaon
ep&jatkuvuuskohta eli hyppays jokaisessa pisteessa x; 1 T, johon liittyva todennékoisyys

Pr(x=x) =pi
on positiivinen. Hyppayksen suuruus pisteessa x; on p; . Perdkkaisten pisteiden x,_; ja x; valissa
kertymafunktio F saa vakioarvon. Siten diskreetin satunnaismuuttujan kertymafunktio on porras-
funktio, jossatodenndkdisyydet p; mdaraévat askelmien korkeudet ja erotukset x; — Xy madraavéat
askelmien syvyydet.

Diskreetti jakauma ja reaaliakselin valien todennakdisyydet
Diskreetin jakauman tapauksessa reaaliakselin valin (a,b] todenndkaisyys on
Prla<x£b)=F(b)- F@@= § Prix=x)= & p

ijxT (a,b] i|xT (a,b]
Siten reaaliakselin muotoa (a, b] olevien valien todenndkdisyydet voidaan méaréta kahdella tavalla:

(i)  Josjakauman pistetodennakadi syysfunktio f tunnetaan, saadaan reaaliakselin vain (a,b]
todennakadisyys laskemalla yhteen kaikki pistetodenngkdisyydet p; , joita vastaavat satunnais-
muuttujan x arvot x 1 (a, b].

(i)  Jos jakauman kertyméafunktio F tunnetaan, saadaan reaaliakselin vélin (a, b] todenndko6isyys
laskemalla kertyméfunktion F arvojen F(b) ja F(a) erotus.

Kaikki ko. satunnaisiimioon liittyvét tapahtumat saadaan muotoa (—¥, b] olevista vdleista
soveltamalla vaeihin korkeintaan numeroituva méara joukko-opin operaatioita ja niiden toden-
nakoisyydet saadaan muotoa (—¥, b] olevien vélien todennédkdisyyksista soveltamalla toden-
nakoisyyden laskusaantoja.

Diskreetin jakauman pistetodennakdisyysfunktio ja kertyméafunktio: Havainnollistus

Luvun Satunnaismuuttujat ja todennakdisyyg akaumat kappaleen Diskreetit satunnais-
muuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat johdattelevassa esimerkissi kasitelld8n ale kuvatun
onnenpydran pyoraytysta satunnaisiimiona
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Onnenpydran pinta on jaettu viiteen sektoriin
A, B,CD,E

Ks. kuvaa oikealla
Sektoreiden pinta-alojen osuudet onnenpyoran E
kokonaispinta-alasta on esitetty ala: 10 % A
D
Sektori % 15 % 30%
A 30
B 25
C 20 N
20 % B
D 15 o5 o
E 10
Summa 100

Esimerkissd méériteltiin diskreetti satunnaismuuttuja x, joka liittéd tulosvaihtoehtoihin

A,BCD,E
reaaliluvut seuraavallatavalla:
A ® 1
B ® 2
C ® 3
D ® 4
E ® 5

Diskreetin satunnai smuuttujan x pistetodennakoi syysfunktio f méaritelld8n kaavalla
f)=Prix=x)=p ,x1T
jossa T on satunnaismuuttujan x saamien arvojen joukko.

Satunnaismuuttujan x pistetodenndkoisyysfunktio f voidaan mééritella esimerkin tapauksessa
Seuraavasti:

f(1) =Pr(x=1) =p.=0.30=Pr(A) oa Pistetotodennakdisyysfunktio
f(2) = Pr(x= 2) = p, = 0.25 = Pr(B) '(1p)
f(3) = Pr(x= 3) = ps = 0.20 = Pr(C) 03":1(2m)
f(4) =Pr(x=4) =p,=0.15=Pr(D) 1 Gp)
f(5)=Pr(x=5)=ps=0.10=Pr(E) | %2 (4, ps)
Kuvaoikedlla esittéa satunnaismuuttujan x piste- o1 | ®. ps)
todennakai syysfunktiota graafisesti. '
Kuvan piikkien pituudet vastaavat sis niité toden- 0 1
nakoisyyksia, joilla satunnaismuuttuja x saa . ) | . | .
arvonsa.
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Satunnaismuuttujan x kertymafunktio méaritelléén kaavalla
F(X) = Pr(x£ X)

Diskreetin satunnaismuuttujan pistetodenndkaisyys- ja kertymafunktioiden valilla on seuraava
yhteys:

Prix=x)=p =F(x)- F(x..), xTT

Satunnaismuuttujan x kertyméafunktio F voidaan mééritella essimerkin tapauksessa seuraavasti:

x<1l: F(X)=Pr(x£x) =0
1Ex<2: F(X)=PrixEX)=p, =03
2EX<3: F(X)=Prx£EX)=p,+p, =03 +0.25=0.55
3EX<4: F(X)=Pr(xEX)=p,+p,+p; =0.55+0.2 =0.75
4EX<S5: F(X)=Pr(xEX)=p,+p,+p;+p, =0.75+0.15=0.90

SEX CFX)=PxEX)=p+p,+p,+p,+p;,=09 +0.1 =1

Kuva alaoikealla esittéa satunnaismuuttujan x kertymafunktiota graafisesti.

Kuvan porrasaskelmien korkeudet vastaavat niita . .
Kertymafunktio

todenndkoisyyksig, joilla satunnaismuuttuja x 12
Saa arvonsa:
p1 = Pr(x= 1) = 0.30 = Pr(A) H 15 |
P2 = Pr(x= 2) = 0.25 = Pr(B) 08 1 S
ps = Pr(x=3) =0.20 = Pr(C) 061 -—1.' s
ps = Pr(x = 4) = 0.15 = Pr(D) 0.4 1 ._I P2
ps = Pr(x=5) = 0.10 = Pr(E) 0.2 1 I by
10.3. Jatkuvan jakauman kertyméafunktio ° 0 1 2 3 ;1 5 6

Olkoon
X:S®

jatkuva satunnaismuuttujaja f sen tiheysfunktio. Tall6in satunnaismuuttujan x kertymafunktio on

F(X)=Pr(x £ x) = E‘)f (t)dt

Jatkuvan jakauman kertymafunktion F maaritelman mukaan kertyméfunktion F arvo pisteessa x dli
todennakdisyys tapahtumalle

XE X

saadaan integroimalla jakauman tiheysfunktio
f(x)

vailla (=¥, x].
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Jatkuvan satunnaismuuttujan kertyméfunktio F on jatkuva aidosti kasvava funktio. Kaikkien
satunnaismuuttujaan x liittyvien tapahtumien todenndkoisyydet voidaan méarata sen kertymé:
funktion avulla.
Jatkuvan jakauman tiheysfunktion ja kertymafunktion yhteys
Olkoon x jatkuva satunnaismuuttuja. Olkoon

f(x)

satunnaismuuttujan x tiheysfunktio ja

F(X)=Pr(x £ x) = E‘)f (t)dt

satunnaismuuttujan x kertymafunktio. TallGin
f(X) = F&x) ZEF(X)
dx

Jatkuvan jakauman kertymafunktion kuvaaja

Jatkuvan satunnaismuuttujan kertymafunktio F on jatkuva aidosti kasvava funktio.

Jatkuva jakauma ja reaaliakselin véalien todennakdisyydet
Jatkuvan jakauman tapauksessa reaaliakselin valin (a, b] todenndkoisyys on

Pra<x£b)=F(b)- F(a)= bc‘)f(x)dx

Siten reaaliakselin muotoa (a, b] olevien valien todennakdisyydet voidaan méarata kahdella tavalla:

(i)  Josjakauman tiheysfunktio f tunnetaan, saadaan reaaliakselin véalin (a, b] todenndk6isyys
integroimalla tiheysfunktio f valilla (a, b].

(i)  Jos jakauman kertyméafunktio F tunnetaan, saadaan reaaliakselin vélin (a, b] todenndko6isyys
laskemalla kertyméafunktion F arvojen F(b) ja F(a) erotus.

Kaikki ko. satunnaisiimioon liittyvét tapahtumat ssadaan muotoa (—¥ ,b] olevista valeista
soveltamalla vadeihin korkeintaan numeroituva mééra joukko-opin operaatioita ja niiden toden-
nakoisyydet saadaan muotoa (—¥ ,b] olevien vélien todennédkdisyyksista soveltamalla toden-
nakoisyyden laskusaantoja.

Huomaa, etté jatkuville satunnaismuuttujille patee:
Prla<x£b)=PrlaE x<b)=Prla<x<b)=Pr(aE x £b)

Jatkuvan jakauman tiheysfunktio ja kertymafunktio: Havainnollistus

Oletetaan, etta satunnaismuuttuja x noudattaa nor maalijakaumaa; lisétietoja: ks. lukua Jatkuvia
jakaumia.

Kuva alla vasemmalla esittda normaalijakauman tiheysfunktiota f(x) ja kuva ala oikealla esittéa
normaalijakauman kertyméafunktiota F(x).
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Edell& esitetyn mukaan

b

Pr(a£ x £b) = ¢f (X)dx = F(b) - F(a) = Alueen A pinta-ala

Tiheysfunktio f(x)

Kertymafunktio F(x)

12

F(b)

F(@ —
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11. Jakaumien tunnusluvut

11.1. Odotusarvo

11.2. Odotusarvon ominaisuudet

11.3. Yleinen odotusarvo

11.4. Varianssi ja standardipoikkeama
11.5. Varianssin ominaisuudet

11.6. Markovin ja Tshebyshevin epayhtal 6t
11.7. Momentit

11.8. Vinous ja huipukkuus

11.9. Kvantiilit

11.10. Moodi

11.11. Suurten lukujen laki

Tarkastelemme tassé luvussa todennakoi syyg akaumien karakterististen ominaisuuksien kuvaamista
tunnuslukujen avulla

Tarkeimmét tarkasteltavista tunnusluvuista ovat todennakadi syysjakauman todennakoi syysmassan
painopistettad kuvaava odotusarvo ja todenndkoi syysmassan hajaantunei suutta painopisteen
suhteen kuvaava varianssi (tai standardipoikkeama).

Naiden liséks tarkastelemme mm. todennakdisyygakauman vinouden ja huipukkuuden
karakterisointia seka jakauman kvantiileja jamoodia.

Avainsanat:

Desiili, Diskreetti jakauma, Diskreetti satunnaismuuttuja, Diskreetti tasainen jakauma,

Eksponenttijakauma, Hajaantuneisuus, Huipukkuus, Jatkuva jakauma, Jatkuva satunnaismuuttuja,

Jatkuva tasainen jakauma, Keskusmomentti, Kolmiojakauma, Kvantiili, Kvartiili,
Normaalijakauma, Markovin epayhtald, Mediaani, Momentti, Moodi, Normaalijakauma,
Odotusarvo, Origomomentti, Painopiste, Pistetodennékoisyysfunktio, Prosenttipiste,
Satunnaismuuttuja, Sekoitettu normaalijakauma, Standardipoikkeama,
Suurten lukujen laki, tiheysfunktio, Tilastollinen stabiliteetti, Todennakoisyysjakauma,
Todennakoéisyysmassa, Tshebyshevin epayhtéldé Tunnusluku, Varianssi, Vinous

TKK O llkka Mellin 154
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11.1. Odotusarvo

Johdatteleva esimerkKi

Tarkastellaan ar pajaisia, joissa on 1000 arpaa, jotka numeroitu yhdesté tuhanteen.
Arpanumerot: 1, 2, ..., 1000.

Oletetaan, etta arpgjaisten voitonjako on seuraava:

Voitot (mk) Voittoja (kpl)
1000 1
100 10
20 100
0 889

Arvotaan voittonumerot seuraavallatavalla
(1) Kirjoitetaan arpanumerot lipukkeille.
(2) Pannaan lipukkeet uurnaan ja sekoitetaan uurnan sisdlto.
(3) Poimitaan uurnasta satunnaisesti 111 arpaa:

10 seuraavaa saa voittona 100 mk

Viimeinen saa voittona 1000 mk
Voitot yhteensé:

1000 1+100” 10+10" 100 = 4000 mk

Voitto yhta ostettua ar paa kohden €eli voitto/arpa:

M:4mk

1000
Voitto/arpa voidaan laskea my6s seuraavalla tavalla:

1" 1000+10" 100+100° 20+889" 0
1000
1 10 100 . 889 .,

=——"1000+——"100+——" 20+ ——"0=4mk
1000 1000 1000 1000

Voitto/arpa saadaan siis laskutoimituksella

1 1000+-20 - 100+290 - 591 889 5 4k
1000 1000 1000 1000
jossa voitto/arpa on laskettu voittojen painotettuna summana, jossa painoina on kaytetty

voittojen todennak tisyyksia:

Pr(Voitto =1000 mk) = 1 . 0.001
1000
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Pr(Voitto =100 mk) = —2_ = 0,01
1000

Pr(Voitto = 20 mk) = 100 =01
1000

Pr(Voitto =0 mk) = 889 _ 0.889
1000

Siten suuretta voitto/ar pa laskettaessa on kaytetty kaavaa
voitto/arpa=g§ X p,

jossa
X = 1. voitto
pi = on voiton x; todennakdisyys

Suuretta voitto/arpa kutsutaan todennakdisyydaskennassa voiton odotusarvoksi. Voiton odotus-
arvo on odotettavissa oleva voitto, jos ostaa yhden arvan. Voiton odotusarvo kertoo siis keski-
maar aisen voiton yhta arpaa kohden.

Tarkastellaan nyt arpajaisia satunnaisilmiona ja mééritelldén satunnai smuuttuja
X = voitto

Satunnaismuuttujan X mahdolliset arvot x; (voitot) ja niiden todenn&kadisyydet p; on annettu
seuraavassa taulukossa:

X Pr(X=x) =p
1000 i =0.001
1000 '
10
1 ——=0.01
00 1000
100
2 — =0,
0 1000
0 @ =0.889
1000

Huomautus:
Tulosvaihtoehto 0 mk ja sen todenndkdisyys on otettava mukaan!
Satunnaismuuttujan X arvot x; (voitot) ja niiden todennékaoi syydet
Pr(X=x) =pi
médrittelevat diskreetin todenndkoisyysakauman. Lauseke

A xp =34 xPr(X=x)
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médrittelee diskreetin satunnaismuuttujan X odotusarvon.
Huomautus:

Odotusarvo mééritell&an seuraavassa erikseen diskreeteille jajatkuville jakaumille.

Diskreetin satunnaismuuttujan odotusarvo
Olkoon X diskreetti satunnaismuuttujaja T sen tulosvaihtoehtojen eli arvojen joukko. Olkoon
f(x)=Pr(X=x)=p ,xTT

satunnaismuuttujan X pistetodennak 6isyysfunktio. Tall6in satunnaismuuttujan X ja sita vastaavan
todenndkdisyysakauman odotusarvo on el-satunnainen vakio

EX)=m =8 xf(x)=& xPr(X=x)=Q& xp

xIT xIT xIT

Satunnaismuuttujan X odotusarvolle voidaan antaa seuraava tulkinta: Vaikka satunnaismuuttujan
saama arvo vaihtelee satunnaisesti koetoistosta toiseen, satunnaismuuttuja saa keskimadarin arvoja,
jotka vaihtelevat sen odotusarvon ymparilla

Huomautuksia:
Jakaumalla el valttaméatta ole odotusarvoa.
Jos jakaumalla on odotusarvo, se on jakauman todennakdisyysmassan painopiste.

Diskreetin satunnaismuuttujan odotusarvo e valttamatta kuulu satunnaismuuttujan
mahdollisten arvojen joukkoon.

Esmerkki 1. Nopanheitto. Pistetodennékoisyysfunktio

Virheettdméan nopan heittoa satunnaisiimiona 0.3
kuvaavan diskreetin tasaisen jakauman (lis&

tietoja: ks. lukua Diskreette & jakaumia) piste-
todenné&kai syysfunktio on muotoa 02

Pr(x :i):%,i :1,2,3,4,5,6

01}
Ks. kuvaa oikealla.

Satunnaismuuttujan X odotusarvo:

E(X):giPr(x:i) L 2 3 g 4 5 6

i=1

8.1
=ai= E(X) =35
ia 6
_1+2+3+4+5+6 _ 21 _
6 6
Huomaa, ettd nopanheiton tuloksen odotusarvo 3.5 el esiinny nopanheiton mahdollisten
tulosvaihtoehtojen joukossa.

35
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Esmerkki 2. Onnenpyoéréa.

Olkoon diskreetin satunnaismuuttujan X
pi stetodennakoi syysfunktio muotoa

Pr(X=1)=0.3
Pr(X =2) = 0.25
Pr(X=3)=0.2
Pr(X = 4) = 0.15
Pr(X=5)=0.1

Pistetodenndk6isyysfunktio liittyy
luvussa Satunnaismuuttujat ja niiden

0.4

03 1

0.2 1

0.1t

Pistetodennékoisyysfunktio

D —
ol f—

todennadkdisyys akaumat kasiteltyyn
esimerkkiin onnenpyoréastg; ks.
kuvaa oikealla.

Satunnaismuuttujan X odotusarvo:

5
E(X)=Q iPr(X =i)=1 0.3+2° 0.25+3 02+4° 0.15+5 0.1=25

i=1

Huomaa, ettéd jakauman odotusarvo 2.5 e esiinny satunnaismuuttujan X mahdollisten arvojen

joukossa.

Jatkuvan satunnaismuuttujan odotusarvo

Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja ja f(x) sen tiheysfunktio. Mill& tavalla méarittelismme odotus-

arvon satunnaismuuttujalle X?
Jos X olis diskreetti, sen odotusarvo olis
E(X)=§ xPr(X =x)

AT

jossa T on satunnaismuuttujan X arvojen joukko. Emme voi kuitenkaan kayttaa tata méaritelmaa

jatkuvalle satunnaismuuttujalle X, koska téllsin
Pr(X = X) = 0 kaikillex1

Toisadlta, jos eon pieni positiivinen luku, niin voimme gjatella, etté approksimoimme odotusarvoa

E(X) seuraavallatavalla:
E(X)» § kePr(ke£ X < (k+1)e)

Kl

jossa  on kokonaislukujen joukko. Approksimaatio perustuu siihen, ettd jos eon pieni positiivinen

luku ja

kef X <(k+1)e
niin

X » ke
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Jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktion ominaisuuksien perusteella

(k+l)e

Pr(ke£ X <(k+De)= ¢ f(x)dx
ke

Siten
(k+De
*) E(X)» 3 ke ¢ f(x)dx
Kl

ke
Koska eon pieni positiivinen luku ja
kef x<(k+De
lausekkeen (*) integraalissa, niin
ke » x
vdilla [ke, (k +1)e) .

Siten olemme saaneet approksimaation

(k+l)e +¥
EX)»Q O X (xdx= xf (x)dx

Kl ke

Tama tarkastelu motivoi seuraavan méaéritelman esittdmisen jatkuvan satunnaismuuttujan odotus-
arvolle:

Olkoon f(x) jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio. Tal6in satunnaismuuttujan X ja Sta
vastaavan todennak6isyysjakauman odotusarvo on ei-satunnainen vakio

+¥

E(X)=m = X (x)dx

Satunnaismuuttujan X odotusarvolle voidaan antaa seuraava tulkinta: Vaikka satunnaismuuttujan
saama arvo vaihtelee satunnaisesti koetoistosta toiseen, satunnaismuuttuja saa keskimadarin arvoja,
jotka vaihtelevat sen odotusarvon ymparilla

Huomautuksia:
Jakaumalla el valttaméatta ole odotusarvoa.
Jos jakaumalla on odotusarvo, se on jakauman todennakdisyysmassan painopiste.

Jatkuvan satunnaismuuttujan odotusarvo kuuluu ko. satunnaismuuttujan mahdollisten
arvojen joukkoon.

Esmerkki 3. Jatkuvan tasaisen jakauman odotusarvo.
Jatkuvan tasaisen jakauman (lisétietoja: ks. lukua Jatkuvia jakaumia) tiheysfunktio on

i1
1— ,aEXEDb
f(x)={b- a

{0, muulloin
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Jakauman odotusarvo on

+¥

E(X) = o (x)dx

b
:c‘y(X—l dx
. b-a

:b__lag%lezdz
=(b+a)/2
=a+(b-a)/2
Esmerkki 4. K olmiojakauman odotusarvo.
Er&8n kolmiojakauman tiheysfunktio on

i-1x+1,0Ex£E£2
f(X)=§ .
10 , muulloin

Jakauman odotusarvo on

+¥

E(X) = o) (x)dx

2

= O¢(- £x+1)dx
0

=g X+ xzﬂj
2
3
Esmerkki 5. Normaalijakauman odotusarvo.

Normaalijakauman (lisétietoja: ks. lukua
Jatkuvia jakaumia) tiheysfunktio on

1 i ax- msi
—~_exp;- X MOL
SN2p } & s ﬂ%
Normaalijakauman tiheysfunktio on
symmetrinen pisteen

f(x) =

X=m

suhteen. Voidaan osoittaa, etta jakauman
odotusarvo on

EX)=m

Jatkuva tasainen jakauma

1(b-a)

a 1\ b

I
E(XX)=a+ (b- a)/2

1.2

0.8 1

0.6

0.4

0.2

Kolmiojakauma

-1 0 Tl é 3

I
E(X) = 2/3

Normaalijakauma

E(X) =u
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11.2. Odotusarvon ominaisuudet

Odotusarvon olemassaolo

Jakaumalla el valttaméatta ole odotusarvoa. Esimerkin tallaisesta jakaumasta tarjoaa ns. Cauchy-
jakauma; lisdtietoja: ks. lukua Jatkuvia jakaumia.

Diskreetin jakauman tapauksessa odotusarvon olemassaololla tarkoitetaan sitg, etta

a x| f(x)<¥

xIT

Jatkuvan jakauman tapauksessa odotusarvon olemassaololla tarkoitetaan sitg, etta

+¥

Ol X| f(x)dx <¥
-¥

Odotusarvo todennakoisyysjakauman todenndk6isyysmassan painopisteena

Satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X) on satunnaismuuttujan X todennadkdisyysjakauman
todenn&koi syysmassan painopiste.

Jos satunnaismuuttujan X jakauma on symmetrinen pisteen
X=a

suhteen ja satunnaismuuttujalla X on odotusarvo
EX)=m

niin
E(X) =m=a

Vakion odotusarvo

Olkoon a ei-satunnainen vakio. Taloin
E(a) =a

Perustelu:

Perustellaan tulos jatkuvan jakauman tapauksessa:

+¥ +¥

E(a) = gaf (Wdx=af (x)dx=ax=a

Lineaarimuunnoksen odotusarvo
Olkoon satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X). Taloin satunnaismuuttujan X lineaarimuunnoksen
Y=a+ bX

(ajabovat ei-satunnaisia vakioita) odotusarvo E(Y) saadaan soveltamalla ko. lineaarimuunnosta
odotusarvoon E(X):

E(Y) = a + bE(X)
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Perustelu:
Perustellaan tulos jatkuvan jakauman tapauksessa:

+¥ +¥ +¥

E(Y) =E(a+bX) = ¢Ya+bx) f ()dx = af (x)dx+b ¢y (X)dx = a+bE(X)

Satunnaismuuttujan X kertominen vakiolla b merkitsee satunnaismuuttujan X saamien

arvojen mittakaavan muuttamista. Satunnaismuuttujan X saamien arvojen mittakaavan muuttaminen
verrannollisuuskertoimella b muuttaa satunnaismuuttujan X jakauman todenndk6isyysmassan
painopistettd samalla kertoimella.

Vakion a liséédminen satunnaismuuttujaan X merkitsee satunnaismuuttujan X jakauman
todennakdisyysmassan siirtoa. Todennakdisyysmassan sirtdminen vakion a verran siirtéa toden-
nakoisyysmassan painopistetta saman verran. Tahan odotusarvon ominaisuuteen perustuu odotus-
arvon tulkinta jakauman (todennékdisyysmassan) sijaintiparametrina.

Odotusarvon tulkinta jakauman sijaintiparametrina
Olkoon satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X) ja olkoon
Y=X+a
jossa a on ei-satunnainen vakio. Edellé esitetyn mukaan
E(Y) =E(X) +a
Koska liséks odotusarvolla on tulkinta todenndkdisyysmassan painopisteend, odotusarvoa kutsutaan
usein jakauman (todenndkoisyysmassan) sijaintiparametriks.

Oletetaan, etta satunnaismuuttujilla X ja'Y on odotusarvot ja niiden tiheysfunktiot ovat yks-
huippuisia ja symmetrisia odotusarvojensa suhteen. Tall6in satunnaismuuttujan X todenndkoisyys-
massan pddosa sljaitsee vasemmalla satunnaismuuttujan Y todennakdisyysmassan pddosasta, josja
vainjos

E(X) < E(Y)

Seuraava esimerkki havainnollistaa odotusarvon tulkintaa jakauman (todennékoisyysmassan)
sijaintiparametrina tilanteessa, jossa jakauma on yks huippuinen ja huippua vastaava piste Sijaitsee
jakauman méarittelyalueen sislla.

Esimerkki 1. Normaalijakauman odotusarvo. Jakaumien N,, N, ja N, tiheysfunktiot

Kuva oikealla esittédd kolmen normaali-
jakauman (lisdtietoja: ks. lukua Jatkuvia
jakaumia) N, N, ja N3 tiheysfunktioita
fl, fz jaf3 .

Normaalijakauman tiheysfunktio on
yksihuippuinen ja symmetrinen odotusarvon
maardaman pisteen suhteen. Lisaks tiheys-
funktiolla on maksimi odotusarvon
MBEr88M&ssA pisteessi. _/ N

1

I
m

3 1>
ST
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Kuvan perusteella on ilmeistd, ettéjakaumien N;, N, ja N3 odotusarvot [, U2 ja i3 toteuttavat
epayhtal 6t
M1 < M2 < H3

Voimme gjatella, ettéd kuvan jakaumat N, ja N3 on saatu siirtdmalla jakauman N; toden-
nakoisyysmassaa oikealle.

Seuraava esimerkki havainnollistaa odotusarvon tulkintaa jakauman (todennakdisyysmassan)
sijaintiparametrina tilanteessa, jossa jakauma on kyll& yks huippuinen, mutta huippua vastaava piste
gjaitsee jakauman méarittelyalueen reunalla.

Esimerkki 2. Eksponenttijakauman odotusarvo. Jakaumien E, ja E, tiheysfunktiot

Kuva oikealla esittda kahden eksponentti-
jakauman (lisdtietoja: ks. lukua Jatkuvia
jakaumia) E; ja E; tiheysfunktioita f; jaf; .

Eksponenttijakauman tiheysfunktio on
monotonisesti laskeva kaikille x 3 0.

Kuvan jakauman E; todennakdisyysmassa
on keskittynyt jakauman E; todenndk6isyys-
massaa voi makkaammin origon l&helle.

Voidaan osoittaa, ettd jakaumien E; ja E;
odotusarvot |, ja |, toteuttavat epayhtalon 0

Hi1 < M2

On syytd huomata, etta jos satunnaismuuttujan X
jakauma on monihuippuinen, jakauman todenndkdisyysmassan paaosien el tarvitse olla léhella
odotusarvoa. Havainnollistetaan téta seuraavalla esimerkilla

T
m

3 > -

Esmerkki 3. Sekoitetun normaalijakauman odotusarvo.

Kuva oikealla esittda erdan ns. sekoitetun

- ) . Jakauman N tiheysfunktio
normaalijakauman N tiheysfunktiota.

Kuvan sekoitettu normaalijakauma on saatu
muodostamalla lineaarikombinaatio kahdesta
normaalijakaumasta sopivin painokertoimin.
Lisétietoja normaalijakaumasta: ks. lukua
Jatkuvia jakaumia.

Kuvan tiheysfunktio on kaks huippuinen ja
symmetrinen pisteen
X= U

suhteen. Jakauman N todenndkoisyysmassalla
on kaks keskittymaa x-akselin suhteen.

Jakauman N odotusarvo |1 on selvésti toden-
nakoisyysmassojen keskittymien valissa.

3 —> -
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Summan ja erotuksen odotusarvot
Satunnaismuuttujien X jaY summan X + Y odotusarvo on
E(X+Y)=E(X)+E(Y)
Satunnaismuuttujien X ja'Y erotuksen X - Y odotusarvo on
E(X - Y) =E(X)- E(Y)
Siten odotusarvo on operaattorina lineaarinen.
Huomautus:
Todistus vaatii kaks ulottei sten satunnaismuuttujien méarittelemista ja esitetéan siks
luvussa M oniulotteiset satunnaismuuttujat ja todennakdisyys akaumat.
Lineaarikombinaation odotusarvo
Olkoot
Xi,i=1,2,...,n
satunnaismuuttujia ja
a,i=12..,n

(el-satunnaisia) vakioita. Satunnaismuuttujien X , i =1, 2, ... , nlineaarikombinaation eli
painotetun summan

odotusarvo on
8a a,X < a a E(X;)

Tulos on yleistys kahden satunnai smuuttujan summan odotusarvoa ja satunnaismuuttujan lineaari-
muunnoksen odotusarvoa koskevista tuloksista.

11.3. Yleinen odotusarvo

Diskreetin satunnaismuuttujan funktion odotusarvo
Olkoon

f(x)=Pr(X=>s)=pi,>ﬂTT

Tall6in satunnaismuuttujan g(X) odotusarvo on ei-satunnainen vakio

E(9(X)) =My =a 9(X) F(X)=Q 9(x)Pr(X =x)=4 9(x)p

xIT xIT xIT
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Jatkuvan satunnaismuuttujan funktion odotusarvo
Olkoon
f(x)

jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio ja olkoon g jatkuva reaaliarvoinen funktio. TallGin
satunnaismuuttujan g(X) odotusarvo on ei-satunnainen vakio

+¥

E(9(X)) = mx) = 09(x) f (x)dx

11.4. Varianssi ja standardipoikkeama

Varianssi

Olkoon satunnaismuuttujan X odotusarvo
E(X)=m,

Tall6in satunnaismuuttujan X ja sen jakauman varianssi on ei-satunnainen vakio
Var(X)=D*(X)=s% =E[(X- m)’]

Satunnaismuuttujan X varianssi on satunnaismuuttujan X omasta odotusarvostaan rmx maaratyn
poikkeaman (X — nx) nelién odotusarvo.

Varianssin vaihtoehtoinen laskukaava
Varianssi on tavallisesti kétevinté laskea kaavalla

Va(X)=D*(X) =5 =a,- nf =E(X*)- [E(X)I

jossa
a, = E(X?)
on satunnaismuuttujan X 2. momentti (lisitietoja: ks. kappaletta M omentit).
Perustelu:
Olkoon

E(X)=m
satunnaismuuttujan X odotusarvo ja
E(X?) =a,
satunnaismuuttujan X toinen momentti (ks. kappaletta M omentit).
Koska odotusarvo E(X) = m on e-satunnainen vakio, satunnaismuuttujan X varianss on
Va(X)=E(X - m?
=E(X?- 2nmX + nf)
=E(X?)- 2mE(X) +E(n?)
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=a,-2m mnf
=a,- nf

Standardipoikkeama

Satunnaismuuttujan X standardipoikkeama on ei-satunnainen vakio
D(X) =5 =El(X- m)’]

Varianssin ja standardipoikkeaman dimensiot

Huomaa, ettd satunnaismuuttujalla, sen odotusarvollaja standardipoikkeamalla on aina sama
dimensio €li laatu. Sen sijaan satunnaismuuttujalla, sen odotusarvolla ja standardipoikkeamalla on
eri dimensio eli laatu kuin satunnaismuuttujan varianssilla.

Esimerkki:
Jos satunnaismuuttujan laatuna on metri (m) niin myds sen odotusarvon ja standardi-
poikkeaman laatuna on metri (m), mutta sen varianssin lastuna on nr.

Varianssin ja standardipoikkeaman tulkinta

Satunnaismuuttujan varianss ja standardipoikkeama kuvaavat satunnaismuuttujan todenndkoi syys-
Jakauman todennakai syysmassan vaihtelua satunnai smuuttujan odotusarvon ymparill &:

(i) Mitapienempi on jakauman varianss tai standardipoikkeama, sita voimakkaammin jakauman
todenndkdisyysmassa keskittyy jakauman odotusarvon ympérille.

(i)  Mita suurempi on jakauman varianss tal standardipoikkeama, sitd voimakkaammin jakauman
todennakdisyysmassa hajaantuu odotusarvon ympéille.

Esmerkki 1. Normaalijakauman varianssi.

Kuva oikealla esittédd kolmen normaali-

jakauman (lisdtietoja: ks. luvun Jatkuvia
jakaumia) N;, N, ja N3 tiheysfunktioita n
fl, fz jaf3 .

Jakaumien N, N, ja N, tiheysfunktiot

Normaalijakauman tiheysfunktio on !

yksi huippuinen ja symmetrinen odotusarvon
maaraaman pisteen suhteen. Lisaks tiheys-
funktiolla on maksimi odotusarvon
rérdBiméesi pist N -

« f2
Kaikilla kuvan jakaumilla on sama odotus- T « f3
arvo L.

N; todennakdisyysmassa on keskittynein, kun
taas jakauman N3 todennakdisyysmassa on

|
Kuvan perusteellaon ilmeista, etta jakauman 0
|
: ) m
hajaantunein.

Tama on sopusoinnussa sen kanssa, etta voidaan osoittaa, etté jakaumien Ny, N ja N3
varianssit toteuttavat epayhtalot:
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Var(Xy) < Var(Xp) < Var(Xs)

Diskreetin satunnaismuuttujan varianssi
Olkoon X diskreetti satunnaismuuttujaja T sen tulosvaihtoehtojen eli arvojen joukko. Olkoon
f(x)=Pr(X=x)=p ,xTT

varianss on
Var(X)=D*(X)=s2 =E[(X- m)’]=Q (% - m)’p

xIT
Esmerkki 2. Nopanheitto.

Nopanheiton tulosta satunnaisilmiona kuvaavan diskreetin tasaisen jakauman
(lisétietoja: ks. luvun Diskreettea jakaumia) pistetodennakoisyysfunktio:

P(X :i):%’i =12,34,5,6

Satunnaismuuttujan X odotusarvo:

6 6 6
E(X):m:éiPr(X:i):éiE:Eéizz—lzs.s
i=1 i=1 6 6i:1 6
Satunnaismuuttujan X toinen momentti:
6 6 6 2 2 2 2 2 2
E(X?)=a, =4 "Pr(X =i)=§ i*2=1§ 2=t T2 T4 TO0 O
i=1 i1 6 63 6 6

Satunnaismuuttujan X varianssi:

.2
:%- &E'? =§»2.917
6 65 12

Satunnaismuuttujan X standar dipoikkeama eli keskihajonta:

D(X) =s =+/2.917 »1.708

Va(X)=D*(X)=s?=a,- nf

Nopanheiton tulosta satunnaisiimiona kuvaavan diskreetin tasaisen jakauman odotusarvon
javarianssin médraamista varten tarvittavat laskutoimitukset voidaan jérjestda seuraavan
taulukon muotoon:

Keskiarvo Varianssi 1 Varianssi 2

1 2 3 4 5 6 7 8 9

il x| opi [ xpi ] x® [ x| xi-m | (xi—m | (xi—m’pi
1 1 1/6 | 1/6 1 1/6 -2.5 6.25 25/24
2 2 1/6 | 2/6 4 4/6 -1.5 2.25 9/24

3 3 1/6 | 3/6 9 9/6 -0.5 0.25 1/24

4 4 1/6 | 4/6 16 | 16/6 +0.5 0.25 1/24

5 5 1/6 | 5/6 25 | 25/6 +1.5 2.25 9/24

6 6 1/6 | 6/6 36 | 36/6 +2.5 6.25 25/24
S| 21 1 21/6 | 91 | 91/6 0 17.5 70/24
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Taulukon rivilla S on sarakesummet riveilta 1-6:
Sarake2: § x =21

Sarake3: § p =1

Sarake4: § xp =m=21/6=35

Sarake5: Q x2=91

Sarake6: g x*p =a, =91/6=15.167
Sareke 7: @ (% - m=0

Sareke8: Q (x- m’ =175

Sarake9: Q (% - m’ p =s2=70/24=2917

Satunnaismuuttujan X odotusarvon madaradmista varten tarvittavat laskutoimitukset on

suoritettu sarakkeissa 2-4. Rivin S sarakkeesta 4 saadaan:
E(X)=m=8 xp =21/6=35
Satunnaismuuttujan X varianss voidaan méaréaté kahdellatavalla:
Kaava 1:
Va(X)=a,- nf
jossa
a,=E(X*)=a x'p
m=E(X)=4 xp
Kaava 2:
Va(X)=E(X- m’=s*=3 (x- m)p
jossa mon kuten kaavassa 1.
Kaavan 1 vaatimat laskutoimitukset on tehty sarakkeissa2-4 ja 5-6:
E(X)=m=§ xp =21/6=35
E(X?)=a,=Q x*p, =91/6=15.167
Kaavan 1 mukaan

.2
Va(X)=a,- nf =2 &0 _35_5 4
6 &6p 12
Kaavan 2 vaatimat laskutoimitukset on tehty sarakkeissa2-4 ja 7-9:
_170_

Va(X)=E(X- m?=s?=§ (x - m?p _a_2.917
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Kaavan 2 soveltaminen on siind mielesséd monimutkaisempaa kuin kaavan 1 soveltaminen,
etta kaavan 2 erotuksien (x; - M) médraamiseksi on ensn maérattéava odotusarvo m

Jatkuvan satunnaismuuttujan varianssi
Olkoon
f(x)

jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio. Taldin satunnaismuuttujan X varianssi on
+¥

Var(X) =D*(X)=s% =E[(X - m)?]= &(x- m)*f (X)dx

Esmerkki 3. Jatkuva tasainen jakauma.
Er&an jatkuvan tasaisen jakauman (lisétietoja: ks. luvun Jatkuvia jakaumia) tiheysfunktio:

— . 0£XED
f()—lb

$0, muulloin

Satunnaismuuttujan X odotusarvo:

+¥

b
E(X)=m= ¢&xf (x)dx = dx— 2u ==
(X)=m= & (9 ox 82b g =7
Satunnaismuuttujan X toinen momentti:
¥ b L1, &FU b
E(X?)=a,= o f(X)dx=)*=—dx=g— =—
POI=a:= OO0 L gl 3
Satunnaismuuttujan X varianssi:
b2 @dz b2
Va(X)=D?*(X)=s’=a,- nf =—- b
(X) (X) 2 3 S5 12
Satunnaismuuttujan X standar dipoikkeama:
b2 b
D(X)=s =
(X)= 12 2@

11.5. Varianssin ominaisuudet

Varianssin olemassaolo

Jakaumalla e valttaméatta ole varianssia. Esimerkin tallaisesta jakaumasta tarjoaa ns. Cauchy-
jakauma; lisdtietoja: ks. lukua Jatkuvia jakaumia.

Diskreetin jakauman tapauksessa varianssin olemassaololla tarkoitetaan sité, etta

a (x- m)*p <¥

xIT
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Jatkuvan jakauman tapauksessa Varianssin olemassaololla tarkoitetaan sitg, etta
S0 m)? ek <¥
-¥
Vakion varianssi
Olkoon a ei-satunnainen vakio. Taloin
Va(a)=0
Perustelu:
Koska jokaisen ei-satunnaisen vakion a odotusarvo on vakio itse eli
E(a) =a
niin suoraan laskemealla saadaan
Var(a) = E[a- E(a)]” =E(a- a)> =E(0) =0

Lineaarimuunnoksen varianssi
Olkoon satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X). Taloin satunnaismuuttujan X lineaarimuunnoksen
Y=a+bX
(ajabovat ei-satunnaisia vakioita) varianss Var(Y) on
Var(Y) = b’E(X)
Perustelu:
Va(Y) =Var(a+bX)
=Ega+bX)- E(a+bX)g
=E[a+bX - a- bE(X)]’
= E[bX - bE(X)]’
=b?E[X - E(X)]’
=b* Var(X)

Satunnaismuuttujan X kertominen vakiolla b merkitsee satunnaismuuttujan X saamien arvojen
mittakaavan muuttamista. Satunnaismuuttujan X saamien arvojen mittakaavan muuttaminen
verrannollisuuskertoimella b muuttaa satunnaismuuttujan X varianssia kertoimella b”.

Vakion a liséédminen satunnaismuuttujaan X merkitsee satunnaismuuttujan X jakauman toden-
nakoisyysmassan siirtoa. Todenndkdisyysmassan siirtdminen ei muuta todenndkdisyysmassan
hajaantuneisuutta.
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Standardointi
Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka odotusarvo on
EX)=m
javarianss on
Var(X) =D*X) = s 2
Talloin standardoidun satunnaismuuttujan
S X-E(X) _X-m
D(X) S

odotusarvo on
E(Z)=0
javarianss on
Var(Z)=D?(Z) =1
Huomaa, ettd tama pétee kaikille satunnaismuuttujille, joilla on odotusarvo ja varianss.
Perustelu:
Standardoitu satunnaismuuttuja Z on satunnaismuuttujan X lineaarimuunnos:
_ X-m_1 m

==x-
s S s

Z

Siten lineaarimuunnoksen odotusarvon ja varianssin kaavoista seuraa:

EZ)=EZ x- MO-L1gx). T=L1p Moy
85 Sg S S S S
va(z)=Va®Z x- M- 1 yaxy=Ls2=1
&s Sg s*? s?

Summan ja erotuksen varianssi

Oletetaan, etta satunnaismuuttujat X ja 'Y ovat riippumattomia. Tarkastellaan satunnaismuuttujien X
ja’Y summan

X+Y
jaerotuksen

X-Y
varianssgja.
Huomautus:

Satunnaismuuttujien X ja Y riippumattomuudella tarkoitetaan seuraavaa: Se, mita arvoja
satunnaismuuttuja X saa, ei riipu sSitd, mitd arvoja satunnaismuuttuja Y saa ja kééntéen,
Se, mitd arvoja satunnaismuuttuja Y saa, el riipu sitd, mité arvoja satunnaismuuttuja X
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sag; késite tasmennetdan luvussa M oniulotteiset satunnaismuuttujat ja
todennadkdisyys akaumat.

Riippumattomien satunnaismuuttujien X ja’Y summan X + Y varianssi on
Va(X +Y) =Va(X)+Var(Y)

Riippumattomien satunnaismuuttujien X ja'Y erotuksen X - Y varianssi on
Va(X-Y)=Var(X)+Va(y)

Huomautus:

Todistus vaatii kaks ulottei sen satunnai smuuttujan méérittelemista ja esitetéén siks
luvussa M oniulotteiset satunnaismuuttujat ja todennakdisyys akaumat.

Huomaa, etta riippumattomien satunnaismuuttujien X ja'Y summalla ja erotuksella on sama varianssi:
Va(X zY) =Va(X)+Va(Y)

Sen sijaan
Va(X-Y)t Va(X)- Va(Y)
D(X +Y)1® D(X)+D(Y)
D(X-Y)! D(X)- D(Y)
jossasis

D*(y =Va(

Lineaarikombinaation varianssi
Olkoot
Xi,i=1,2,...,n
riippumattomia satunnaismuuttujia ja
a,i=12 ..,n

(el-satunnaisia) vakioita. Satunnaismuuttujien X , i =1, 2, ..., nlineaarikombinaation eli
painotetun summan

varianss on
Va?é a X E:é aizvar(xi)
i=1 g i=

Tulos on yleistys kahden satunnai smuuttujan summan varianssia ja satunnaismuuttujan lineaari-
muunnoksen varianssa koskevista tuloksista.
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Empiirisen jakauman odotusarvo ja varianssi

Oletetaan, etté diskreetin satunnai smuuttujan X mahdolliset arvot ovat
X,i=1,2,...,n

Liitetd8n satunnaismuuttujan X arvoihin symmetriset todennakoi syydet

Pr(X =x)=p =%,i =L2kn

Havaintoarvot x , 1 =1, 2, ... , n noudattavat satunnaisotannan perusmuodossa, yks nkertaisessa
satunnaisotannassa, téta ns. empiirista jakaumaa. Empiirinen jakauma on diskreetti tasainen

jakauma (lisétietoja: ks. lukua Diskreettgya jakaumia) havaintopisteillex ,i=1,2,...,n

Diskreetin satunnaismuuttujan odotusarvon méaritelman mukaan satunnaismuuttujan X odotusarvo

on

X =X

QoS

=1

3||—\

1

Satunnaismuuttgjan X 2. momentti on

E(X*)=a,= a X' ——a X

=1

Siten satunnaismuuttujan X varianssi on

Va(x)=s" =4 (- m'p = 8 (x-

i=1 =1
Huomaa, etté satunnaismuuttujan X odotusarvo
__ 18
E(X)=m=X==§ X
nis
onlukujenx ,i=1,2, ..., naritmeettinen keskiarvo ja satunnaismuuttujan X varianss

Va(X)=s"= —a(x x)°

=1

onlukujenx ,i=1,2, ..., notosvarianss.

Aritmeettisen keskiarvon odotusarvo ja varianssi

Olkoot
Xi,i=1,2,...,n
riippumattomia satunnaismuuttujia. Oletetaan liséks, ettd satunnaismuuttujilla X , i =1, 2, ... ,non
sama odotusarvo javarianssi:
E(X)=m,i=1,2,K,n
Va(X,)=D*(X,)=s?%,i=1,2,K,n
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Olkoon

X

Qo5

X =

Sk

.ﬂ

satunnaismuuttujien X , i =1, 2, ..., n aritmeettinen keskiarvo. Tall6in
E(X)=m
2

Va(X) = D*(X) ZST

Perustelu:

Todistus perustuu riippumattomien satunnaismuuttujien lineaarikombinaation odotusarvon ja
varianssin kaavoihin.

Satunnaismuuttujien X , i =1, 2, ... , n aritmeettisen keskiarvon X odotusarvoks saadaan
> &l o 6 1o 1o 1
E(X)=Er~—a X ==—a E(X. )J=—a m=—>xxm=m
()an'bnq(')nq n
Huomaa, etté tédméa tulos pétee, vaikka satunnaismuuttujat X ,i =1, 2, ... , neivét olis

riippumattomia, koska satunnaismuuttujien summan odotusarvo on aina satunnaismuuttujien
odotusarvojen summa.

Satunnaismuuttujien X; , i = 1, 2, ..., n aritmeettisen keskiarvon X varianssiks saadaan
S A o 6 1o 1o 1 .S'2
D?’(X) =D’c—Qq X, 2==Qa D*(X.)==g s’ ==xs’* ="
( ) gn aI i ﬂ nz aI ( |) nz aI n2 n
Huomaa, etta tdmatulos vaatii Sitg, etté satunnaismuuttujat X , i =1, 2, ... , n ovat

riippumattomia, koska satunnaismuuttujien summan varianss on satunnaismuuttujien
varianssien summea, vain jos satunnaismuuttujat ovat riippumattomia.

Huomautuksia:

Satunnaismuuttujien X , i =1, 2, ..., n aritmeettisen keskiarvon odotusarvo on sama
kuin yksittdisten muuttujien yhteinen odotusarvo m

Satunnaismuuttujien X , i =1, 2, ..., n aritmeettinen keskiarvo vaihtelee varianssilla
mitattuna vahemman kuin muuttujat itse (josn > 1).

11.6. Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot

Markovin epayhtalo
Olkoon g(X) satunnaismuuttujan X positiivinen reaaliarvoinen funktio, jonka odotusarvo on

E(9(X))
Talloin jokaiselle readliselle, ei-satunnaiselle vakiolle a > 0 pétee M ar kovin epayhtal o:

Prig(x)? & £ S5
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Perustelu:

Todistamme Markovin epayhtalén jatkuvien satunnaismuuttujien tapauksessa.

Olkoon g(X) jatkuvan satunnaismuuttujan X positiivinen ja jatkuva reaaliarvoinen funktio,
jonka odotusarvo on

E(9(X))

Olkoon satunnaismuuttujan X tiheysfunktio

jaolkoon

f(x)

a>0

el-satunnainen vakio.

Markovin epayhtél 6 saadaan epéyhtaloketjusta

jossa

E(9(X)) = ), 909 f (x)dx® ag)f () =aPr(g(X)® a)

s={x|g(x* &}

Markovin epayht&lon mukaan todenndkdisyys sille, ettd mielivaltaisen satunnaismuuttujan X (jolle
odotusarvo E(g(X)) on olemassa) positiivinen funktio g(X) saa suurempia arvojakuin a > 0, on

korkeintaan

E(9(X))
a

Markovin epayhtaon erikoistapauksena saadaan positiivisille satunnaismuuttujille X epayhta 6

jossaa> 0.

Pr(X 3 a)E@
a

Markovin epdyhtélon mukaan mielivaltaisen positiivisen satunnaismuuttujan (jonka odotusarvo E(X)
on olemassa) todennakdisyygakauman todenndkdisyysmassasta kor kel ntaan

100" EX) g
a

on etaisyyttd a > 0 kauempana origosta.

Tshebyshevin epayhtalo

Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka odotusarvo on

javarianss on

EX)=m

Var(X)=s?

TKK

O likka Mellin

175



Todennékoisyyslaskenta 11. Jakaumien tunnusluvut

Talloin patee Tshebyshevin epayhtalo:
1
Pr(| X- m|® ks)£F

Perustelu:

Todistamme Tshebyshevin epayhtal6n jatkuvien satunnaismuuttujien tapauksessa.

Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio on
f(X)

Olkoon edelleen satunnaismuuttujan X odotusarvo
EXX)=m

javarianss
Var(X)=s 2

seké olkoon
k>0

ei-satunnainen vakio.

Tshebyshevin epayhtal 6 seuraa Markovin epayhtal 6sta
pr(g(x) 3 a) £ w

valitsemalla

g9(x) =(x- m*

a=k?s?

Tshebyshevin epdyhta 6sta seuraa komplementtitapahtuman todennakéi syyden kaavan nojalla

Pr(| X - m<ks)=1- Pr(| X - m|3 k5)31'k_:L2

Tshebyshevin epdyhtalén mukaan mielivaltaisen satunnaismuuttujan X (jonka odotusarvo E(X) = mja
varianss Var(X) = s* ovat olemassa) todennakdisyysmassasta korkeintaan

100° % %

on etéisyytta ks kauempana jakauman todenndkisyysmassan painopisteesta m

Siten T shebyshevin epéyhtal® antaa absol uuttisen yléarajan mielivaltaisen satunnaismuuttujan X
todenndkdisyysakauman ” hantaalueiden” todenndk6isyysmassan osuudelle satunnaismuuttujan X
todennakdisyysakauman koko todennakdisyysmassasta (= 1). Jos satunnaismuuttujan X jakauma
spesifioidaan tarkemmin, ” hantdalueiden” todennakdisyysmassan osuudesta voidaan antaa tarkempia
arvioita.
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Esmerkki. Normaalijakauma.
Tshebyshevin epdyhtalon mukaan kaikille satunnaismuuttujille X, joilla on odotusarvo
E(X) = mjavarianss Var(X) = s°, pitee
Pr(| X - m|3 35)£%»0.111

Jos tieddmme, ettd X noudattaa normaalijakaumaa (lisdtietoja: ks. lukua Jatkuvia
jakaumia), saadaan (esimerkiksi normaalijakaumien taulukoiden avulla) ko. toden-
ndkoisyydelle seuraava tarkempi arvio:

Pr(| X - m|2 3s) » 0.003

11.7. Momentit
Olkoon X satunnaismuuttuja. Tallin satunnaismuuttujan X odotusarvo

E(X")=a, ,k=012K
on satunnaismuuttujan X k. momentti eli k. momentti origon suhteen eli k. origomomentti.
Erityisesti:

a, =1

a,=E(X)=m
Siten satunnaismuuttujan X 1. momentti origon suhteen on satunnaismuuttujan X odotusarvo.
Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka odotusarvo on

E(X)=m=a,
Tal6in satunnaismuuttujan (X - m* odotusarvo

E[(X- m]=m ,k=0,1,2K
on satunnaismuuttujan X k. keskusmomentti eli k. momentti painopisteen msuhteen.
Erityisesti:

m=0

m =E[(X - m?*]=Va(X)=D*(X)=s"
Siten satunnaismuuttujan X 1. keskusmomentti havida ja 2. keskusmomentti on satunnaismuuttujan
Xvarianss.
Momenttien olemassaolo
Satunnaismuuttujan X k. origomomentti on olemassa, jos

E(| X |") <¥

Satunnaismuuttujan X k. keskusmomentti on olemassa, jos vastaava origomomentti on olemassa.
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Voidaan osoittaa, etté jos

E(| X ") <¥
jollekin nT , niin

E(| X |") <¥

kaikille k < n. Jos siis satunnaismuuttujalla on n. origomomentti, niin silla on myds kaikki alempien
kertalukujen momentit.

11.8. Vinous ja huipukkuus

Vinous
Olkoon
E(X")=a, ,k=012K
satunnaismuuttujan X k. origomomentti ja olkoon
E[(X- m]=m ,k=0,1,2K
satunnaismuuttujan X k. keskusmomentti, jossa
m=a, =E(X)
satunnaismuuttujan X odotusarvo. Tunnuslukua

__m
9= nj/z
ké&ytetadn todennakadi syys akaumien vinouden mittana: Jos todenndkoisyysgjakauman

pistetodennakoisyys- tai tiheysfunktio on yksihuippuinen ja huippukohta el osu jakauman
méaarittelyalueen reunalle, niin patee seuraava:

a <0: Jakauma on negatiivisesti vino €li vino vasemmalle, jolloin jakauman
vasen hantd on pitempi kuin oikea hanta.

a = 0: Jakaumaon symmetrinen.

g >0: Jakauma on positiivisesti vino €li vino oikealle, jolloin jakauman
oikea hanta on pitempi kuin vasen hanta.

Huomautus:

Normaalijakaumalle g = 0.
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Esmerkki. Negatiivinen vinous, symmetria, positiivinen vinous.

Allaolevat kuvat esttavét kolmen erilailla vinon jatkuvan jakauman tiheysfunktioita.

10 - ¢*(5) N(0,1) c*(5)

g <0: g =0: g >0:

Jakauma on Jakauma on Jakauma on
negatiivisesti vino symmetrinen positiivisesti vino

eli vino vasemmalle.

Huipukkuus
Olkoon

E(X")=a, ,k=012K
satunnaismuuttujan X k. origomomentti ja olkoon
E[(X- m]=m ,k=0,1,2K
satunnaismuuttujan X k. keskusmomentti, jossa
m=a, =E(X)

satunnaismuuttujan X odotusarvo. Tunnuslukua

eli vino oikealle.

ké&ytetaan todennakdi syys akaumien huipukkuuden mittana. Jos todenngkdisyysjakauman

pistetodennakoisyys- tai tiheysfunktio on yksi huippuinen, pédtee seuraava:

@ > 0. Jakauma on huipukas (normaalijakaumaan verrattuna)

@ =0: Jakauma on yhta huipukas kuin normaalijakauma

@ < 0: Jakauma on laakea (normaalijakaumaan verrattuna)

Huomautus:

Normaalijakaumalle g = 0.
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11.9. Kvantiilit

Kvantiilin ma&aritelma
Olkoon X satunnaismuuttuja. Olkoon lisdks
O<p<l1
Jos luku X, toteuttaa endot
Pr(XE£x) 3 p
Pr(X2® x)3 1- p
sanomme, etta x, on satunnaismuuttujan X ja sen jakauman kvantiili kertalukua p. Huomaa, etta
kvantiilit voidaan méarata myos sellaisille satunnaismuuttuijille, joilla el ole momentteja.
Kvantiilien ominaisuuksia
Satunnaismuuttujan X kvantiili X, toteuttaa epayhtal 6t
Pr(X<xp) £ p £ Pr(X £ xp)
Kvantiilit eivat valttaméatta ole yksikasitteisia:

(i) Diskreettien satunnaismuuttujien kvantiili on monikasitteinen, jos kvantiili osuu sellaisten
vierekkaisten pisteiden valiin, joissa satunnaismuuttujan arvoihin liittyy positiivinen
todenndkadisyys.

(i)  Jatkuvien satunnaismuuttujien kvantiilit ovat ykskasitteisa.
Olkoon
F(X) = Pr(X £ x)
jatkuvan satunnaismuuttujan X kertyméfunktio. Tall6in satunnaismuuttujan X kvantiili X, toteuttaa
yhtalén
F(x)=p

Jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa kvantiili X, jakaa satunnaismuuttujan X todenndkoisyys-
jakauman todennak6isyysmassan kahteen osaan niin, ettd massasta

p” 100 %
on kvantiilista X, vasemmalla ja
(1- p)" 100 %
on kvantiilista X, oikealla.

Kvantiilit ja tilastolliset taulukot

Useimmissa todennakai syyd askennan ja tilastotieteen oppikirjoissa on taulukoituna keskeisten
tilastollisessa paattelyssa kéytettavien jatkuvien jakaumien (so. normaalijakauman, ¢*-jakauman,
t-jakauman ja F-jakauman) kvantiilgla x, ja niita vastaavia todennakoisyyksia p ja useimmissa
tilastollisissa tietokoneohjelmissa on aliohjelmia, jotka laskevat tavallismpien jatkuvien
jakaumien kvantiilgja x, ja niita vastaavia todenndkoisyyksia p.

TKK O llkka Mellin 180



Todennékoisyyslaskenta 11. Jakaumien tunnusluvut

Esmerkki 1. Normaalijakauman kvantiilit. N(0, 1)-jakauman tiheysfunktio

Oletetaan, etta satunnaismuuttuja Z noudattaa 0.5
ns. standardoitua normaalijakaumaa N(0,1);
lisitietoja normaalijakaumasta: ks. lukua 0.4 7
Jatkuvia jakaumia.
0.3
Y lempi kuva oikealla esittda standardoidun
normaalijakauman tiheysfunktiota f;(z). 0.2 -
Alempi kuva oikealla esittéa standardoidun
normaalijakauman kertyméfunktiota F (2). 01 1 A
Standardoidun normaalijakauman taulukoiden 0 A N
mukaan: 4 3 2 1 OTl > 3 4
Alueen A pinta-ala .
052 0.52
=Q, f,(z)dz
N(O, 1)-jakauman kertymafunktio
=Pr(Z £0.52) 1
=F (0.52) 0.9 1
0.8 -
» 0.6985
0.7
Siten 0.6 1
0.52 057
Xo.6085 > 04 |
0.3 -
0.2 -
Prosenttipisteet 0.1 -
0

Jos p on muotoa
p=0¢/100,9=1,2,...,99 .
kvantiilia x, kutsutaan . prosenttipisteeksi. 0.52

4 -3 -2 -1 OTl 2 3 4

Jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa g. prosenttipiste jakaa jakauman todennakdisyysmassan
kahteen osaan niin, etta massasta

q%
on g. prosenttipisteesta vasemmalla ja
(100 - q) %
on g. prosenttipisteesta oikealla.
Desiilit
Jos p on muotoa
p=10"¢/100,9=1,2,...,9
kvantiilia x, kutsutaan g. desiiliksi.
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Jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa g. desiili jakaa jakauman todennakdisyysmassan kahteen
0saan niin, etta massasta

10°q %
on g. desiilistd vasemmalla ja
(100- 10" ) %
on g. desiilista oikealla.

Kvartilit
Jos p on muotoa
p=25¢/100,q=1,2,3

kvantiilia x, kutsutaan g. kvartiiliks. Kvartiilgja merkitéan tavallisesti symboleilla Q,, Q., Qs ja
sanotaan, etta

Qq = alakvartiili
Q. = keskikvartiili
Qs = ylakvartiili

Jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa g. kvartiili jakaa jakauman todennakdisyysmassan kahteen
osaan niin, etta massasta

25 q%
on g. kvartiilista vasemmalla ja
(100- 25" ) %

on g. kvartiilista oikealla. Siten kvartiilit jakavat jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa jakauman
todennakdisyysmassan neljaan yhté suureen osaan:

25 % massasta on kvartiilista Q; vasemmalle
25 % massasta on kvartiilien Q; ja Q. valissa
25 % massasta on kvartiilien Q. ja Qs valissa
25 % massasta on kvartiilista Qs oikealle

Mediaani
Jos
p=05

kvantiilia x, kutsutaan mediaaniksi. Mediaania merkitéan tavallisesti symbolilla Me. Huomaa, etta
mediaani voidaan mé&arata myos sellaisille satunnaismuuttuijille, joilla el ole odotusarvoa.

Jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa mediaani Me jakaa jakauman todenndk6isyysmassan
kahteen yht& suureen osaan niin, ettd massasta

50 %
on mediaanista vasemmalla ja
50 %
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on mediaanista oikealla.
Jakauman mediaani yhtyy jakauman 50. prosenttipisteeseen, 5. desiiliin ja keskikvartiiliin Q..

Jos satunnaismuuttujan X jakauma on symmetrinen suoran x = a suhteen, niin jakauman mediaani
yhtyy pisteeseen a:

Me=a

Jos symmetrisella jakaumalla on odotusarvo E(X) = , niin jakauman mediaani yhtyy pisteeseen
Me=p

Esmerkki 2. Eksponenttijakauman mediaani.

Kuva oikealla esittda eksponenttijakauman . . .
Exp(1)-jak tiheysfunkt
(lisitietoja: ks. lukua Jatkuvia jakaumia) |, EXp(lijakauman tiheysfunktio
Exp(1) tiheysfunktiota
1 ]
f(x)=e*,x30
081\ 50 %
valilla[o, 4]. °
Jakauman mediaani saadaan ratkaisemalla 061
yhtélo 04 | 50 %
A 'tdt=§ge'tf£ 0.2 -
0 % O T T T
=1-e" =05 0 T 1 5 3 4
muuttujan x suhteen. Siten 1
Me = x = log(2) » 0.69 Me
11.10. Moodi
Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka pistetodennakadi syysfunktio on

f(x) =Pr(X=x)

Piste Mo on diskreetin satunnai smuuttujan X ja sen jakauman moodi, jos pistetodennakdisyys-
funktio f(x) saavuttaa maksiminsa pisteessa x = Mo:

f(Mo) = mxax f(X)

Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio on

f(x)

Piste Mo on jatkuvan satunnaismuuttujan X ja sen jakauman moodi, jos tiheysfunktio f(x) saavuttaa
maksiminsa pisteessi x = Mo:

f (Mo) = max f(X)

Jakauman moodi ei valttamatta ole yksikasitteinen.
Huomaa, ettd moodi voidaan méarata myos sellaisille satunnaismuuttujille, joilla el ole odotusarvoa.

Esimerkki 1. Binomijakauman moodi. Bin(12,1/3)-jakauman tiheysfunktio

0.4

TKK O likka Mellif 5

0o TI-




Todennékoisyyslaskenta 11. Jakaumien tunnusluvut

Kuva oikealla esittéd binomijakauman
(lisitietoja: ks. lukua Diskreette & jakaumia)

Bin(12,1/3)
pi stetodennakoi syysfunktiota

f( = 220826
S x #37 &35
Jakauman moodi Mo on pisteessa
Xx=4

Tama merkitsee sitd, etta tulosvaintoehdon
X = 4 todenndkdisyys on suurin.

Esmerkki 2. Sekoitetun normaalijakauman Jakauman N tiheysfunktio
moodit.

Kuva oikealla esittda eréan ns. sekoitetun
normaalijakauman N tiheysfunktiota f.

Kuvan sekoitettu normaalijakauma on saatu
muodostamalla lineaarikombinaatio kahdesta
normaalijakaumasta sopivin painokertoimin.
Lisétietoja normaalijakaumasta: ks. lukua
Jatkuvia jakaumia.

Kuvan tiheysfunktio on kaks huippuinen ja
symmetrinen pisteen

x=i T 1 1

| 1 |
suhteen. Jakauman N todenndkoisyysmassalla Mo, m Mo,
on kaksi keskittymaa x-akselin suhteen.

On ilmeistd, ettdjakaumalla N on kaks lokaalia moodia Mo, ja Mo .

11.11. Suurten lukujen laki

Olkoon
Xi,i=1,23, ...

jono riippumattomia satunnaismuuttujia, joilla on sama odotusarvo ja varianssi:
EX)=m,i=123, ...
D¥X)=s%,i=1,23, ...

Ma&éritelléan satunnaismuuttujien X , i = 1, 2, ... , n aritmeettinen keskiarvo kaavalla
> 14
X == X.
" al .

Talo6in pétee (heikko) suurten lukujen laki:
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lim Pr(| X, - m>¢e)=0

Suurten lukujen lakia tarkastellaan 18hemmin luvussa Stokastiikan konvergensskastteet jaraja-
arvolauseet.

Suurten lukujen laki voidaan ilmaista sanoin seuraavasti: Samoin jakautuneiden satunnais-muuttujien
aritmeettinen keskiarvo |&hestyy muuttujien lukumaaran kasvaessa muuttujien yhteisté odotusarvoa
niin, etté poikkeamien todennakdisyys lahestyy lukua nolla sellaisella tavalla, etté suuret
poikkeamat tulevat yha harvinaisemmiksi.

Suurten lukujen lakia voidaan pitda matemaattisena formulointina tilastollisen stabiliteetin
kasitteelle; ks. luvun Johdanto kappaletta Satunnaisuusja tilastollinen stabiliteetti.

Esmerkki. Rahanheitto satunnaisiimionéa.

Heltetdan virheetonta rahaa toistuvasti ja pidetéén kirjaa kruunien frekvenssista f ja
suhteellisesta frekvenssista eli osuudesta, f/n jossa n on tehtyjen heittojen lukuméaréa.

Allaoleva kuva esittéa kruunan suhteellisen frekvenssin kehittymista eréassa
realisoituneessa heittosarjassa. Kruunien suhteellinen frekvenssi vaihtel ee heittokerrasta
toiseen, mutta lahestyy kuitenkin lukua 1/2 sellaisella tavalla, etté suuret poikkeamat luvusta
1/2 tulevat yha epatodennakoisemmiks eli harvinaisemmiks, kun heittojen lukuméara n

kasvaa.
Esimerkki kruunan suhteellisen frekvenssin f/n
kehittymisesta pitkdssa rahanheittosarjassa
1
LT S w— T — N e T
0 ; ; ;
1 10 100 1000 10000
Heiton numero n (log)
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Tapa, jolla kruunien suhteellinen frekvenss f/n [ahestyy lukua 1/2, on esimerkki suurten
lukujen laista, koska kruunien suhteellinen frekvenss f/n voidaan tulkita satunnais-
muuttujien

i1, josi.rahanheitto antaa kruunan

} 0, josi.rahanheitto antaa klaavan

X =

aritmeettiseks keskiarvoksi:
- 1¢ f
X == X =—
"n ,a:1 '''n
Taméa johtuu siitd, ettd ykkosten lukuméddra summassa

X

Qo

1
=

yhtyy kruunien frekvenssiin f .

Tassa formuloitua suurten lukujen lakia on tapana kutsua heikoksi suurten lukujen laiksi. Suurten
lukujen lait koskevat satunnaismuuttujien jonojen asymptoottista kayttaytymista. Satunnais-
muuttujien jonojen asymptoottisen kayttaytymisen tuntemisella on suuri merkitys monilla
stokastiikan jatilastotieteen osa-aueilla

Téassa formuloidussa hetkossa suurten lukujen laissa esiintyva rajakayttaytymisen muoto on esimerkki
ns. stokastisesta konvergenssista; ks. lukua Stokastiikan konvergensskasitteet jaraja-
arvolausest.

On hyvatietda, ettd suurten lukujen laeista on olemassa ylei sempia muotoja, joissa on eri tavoin

suuri merkitys kehitettéessa tilastollista teoriaa esmerkiks sellaisille riippuvien satunnais-muuttujien
jonoille kuten stokastisille prosesseille jaaikasarjoille.
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12.  Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja jakaumat

12.1. Johdanto

12.2. Kaksiulotteiset satunnaismuuttujat

12.3. Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat

12.4. Jatkuvat kaksiulotteiset jakaumat

12.5. Kaksiulotteisten jakaumien kertymafunktiot

12.6. Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
12.7. Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot

12.8. Odotusarvon ominaisuudet

12.9. Kaksiulotteisten jakaumien varianssit ja standardipoikkeamat
12.10. Kovarianssi

12.11. Kovarianssin ominaisuudet

12.12. Korrelaatio

12.13. Korrelaatiokertoimen ominaisuudet

12.14. Ehdolliset jakaumat

12.15. Ehdolliset odotusarvot

Tarkastelemme tassd luvussa satunnai smuuttujien ja todennakoi syyg akaumien maarittelemista
kaksiulotteisessa tilanteessa. Tal6in uutenailmioné (yksiulotteisiin tilanteisiin verrattuna) nousee
esiin satunnaismuuttujien mahdollinen riippuvuus.

Keskeisid kaksiulotteisiin todenndkdisyygakaumiin liittyva kasitteitéa ovat yhtelgakauma ja
reunajakaumat, kovarianss jakorrelaatio, ehdolliset jakaumat seké ehdollisten jakaumien
(ehdolliset) odotusarvot ja (ehdolliset) varianssit.

Vaikka téssa rgjoitutaankin (muutamin poikkeuksin) ainoastaan kaksiulotteisten satunnais-muuttujien
jatodenndkdisyysakaumien kéasittelemiseen, esitetty teoria on suhteellisen helppoa lagjentaa
koskemaan useampiul otteisia tilanteita.

Avainsanat:

Diskreetti jakauma, Ehdollinen jakauma, Ehdollinen odotusarvo, Ehdollinen varianssi,
Ennustaminen, Jatkuva jakauma, Kaksiulotteinen satunnaismuuttuja, Karteesinen tulo,
Kertymafunktio, Korrelaatio, Korreloimattomuus, Korreloituneisuus, Kovarianssi, Odotusarvo,
Odotusarvon ominaisuudet, Pistetodennakoisyysfunktio, Regressiofunktio, Reunajakauma,
Riippumattomuus, Riippuvuus, Satunnaismuuttuja, Standardipoikkeama, Tiheysfunktio, Varianssi,
Yhteisjakauma
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12.1. Johdanto

Yhden satunnaismuuttujan todennékdisyys akaumat kuvaavat useimpia satunnaisilmiéta
vain rajoitetusti. Useimpiin satunnaisiimigihin liittyy useita satunnaisia tekijita, joiden valiset
riippuvuudet ovat mielenkiinnon kohteina. Useiden satunnaisten tekijoiden vélisten riippuvuuksien
tarkastelu vaatii tekijoihin liittyvien satunnaismuuttujien yhtelsjakauman tarkastelua.

Esmerkki 1. Esmerkke & riippuvuustarkasteluista.

Miten tyottomyysaste Suomessa (% tyOvoimasta) riippuu bruttokansantuotteen kasvu-
vauhdista, viennin volyymista ja bruttokansantuotteen kasvuvauhdista muissa EU-maissa,
Vengdlaja USA:ssa?

Miten alkoholin kokonaiskulutus (I per capita / vuos) riippuu alkoholijuomien hinta-
tasosta, kaytettavissa olevistatuloista ja alkoholin saatavuudesta?

Miten todennakdisyys sairastua keuhkosy6paan (p) riippuu tupakoinnin maérasta ja
kestosta?

Miten vehnén sato (t/ha) riippuu kesan keskilampoétilasta, sademéérastd, maan
muokkauksesta, lannoituksesta ja tuholaisten torjunnasta?

Tarkastelemme t&ssé luvussa sitéa miten yhdelle satunnaismuuttujalle esitetty teoria laajennetaan
useamman (tarkemmin: kahden) satunnaismuuttujan tapaukseen ja mita lisétarkasteluja lagjennus
vadti.
12.2. Kaksiulotteiset satunnaismuuttujat
Olkoot X ja'Y satunnaismuuttujia, joiden otosavaruudet ovat R ja S Taloin
X:R®
Y .:S®
Olkoon R" Sotosavaruuksien R ja S karteesinen tulo:
R S={(r,9)|rT Rsl S}
Satunnaismuuttujien X ja'Y jarjestetty pari (X, Y) méérittelee kaksiulotteisen satunnaismuuttujan:
(X,Y):S" R® 2

12.3. Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat
Olkoot X jaY diskreette & satunnaismuuttujia. TAlGIN jarjestetty pari
(X,Y)

médrittelee diskreetin kaksiulotteisen satunnaismuuttujan. Diskreetti kaksiulotteinen satunnais-
muuttuja (X, Y) méarittelee diskreetin kaksiul ottei sen todennakdi syyg akauman, jota kutsutaan
satunnaismuuttujien X ja 'Y yhteig akaumaksi.

Reaadliarvoinen funktio
f,:R*® R
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jos seuraavat ehdot pétevét:

@D fy (X, y) 2 Okakillex jay
(2 Pr(X =xjaY =y)=f, (X,y)
3) aa fuxy=1

Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat ja tapahtumien todennakoisyyksien
maaraéaminen
Olkoon
f,:R*® R
diskreettien satunnaismuuttujien X ja'Y yhteigakauman pistetodenndkai syysfunktio ja olkoon
Al R?
jokin tapahtuma. Taldin
PX YT A=38 § fa(xY)

xy) 1A

Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat ja symmetriset todennakoisyyskentat
Olkoon
(x,¥),i=12,...,n

erillisten tason pisteiden muodostama diskreetti pistgoukko. Maaritelldan diskreetin kaks ulotteisen
jakauman pistetodennakai syysfunktio kaavalla

foy (X, ¥)=Pr(X=xjaY=y) =%,i =12,...,n
Talloin kaksiulotteinen satunnaismuuttuja (X, Y) méérittelee symmetrisen todennék6isyyskentan,
jossa kaikki alkeistapahtumat
x,y),i=12,...,n
ovat yhta todennakadisia.
Esmerkki 1. Nopanheitto.
Heltetdan virheetonta noppaa kaksi kertaa ja médritelléén satunnaismuuttujat X ja'y:
X = Tulos (slméluku) 1. nopanheitosta
Y = Tulos (siimédluku) 2. nopanheitosta
Oletetaan, ettéa 2. heiton tulos on riippumaton 1. heiton tuloksesta (ja k&antaen).
Satunnaismuuttujien X ja'Y mahdolliset arvot:
X :{1,2,3 4,5, 6}
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Y :{1,2,34,5,6}
Muodostetaan satunnaismuuttujien X ja Y yhteigakauma.
Kahden nopanheiton tulosvaihtoehdot voidaan esittéa seuraavana taulukkona:

Tulos
1. nopan- Mahdollinen tulos 2. nopanheitosta =y
heitosta = x
1 1 2 3 4 5 6
2 1 2 3 4 5 6
3 1 2 3 4 5 6
4 1 2 3 4 5 6
5 1 2 3 4 5 6
6 1 2 3 4 5 6

Siten satunnaismuuttujien X ja Y jarjestetty pari (X, Y) méérittelee diskreetin kaks ulotteisen
satunnai smuuttujan, jonka arvoina on 36 lukuparia

(x,y);x=1,23456;y=123,4,56

Koska noppa oletettiin virheettomaks ja heittojen tulokset oletettiin riippumattomiksi,
voimme olettaa, ettéa kahden nopanheiton tulosten muodostamat 36 tulosparia

(x,y);x=1,23456;y=123,4,56
ovat yhta todennakoisid. Madritelldan siks satunnaismuuttujien X ja'Y yhteigjakauman piste-
todennakai syysfunktio kaavalla

foy (X Y) =Pr(X =xY =) :3_16 1 x=12,34,56 ;y=1234,56

Satunnaismuuttujien X ja Y yhteigakauman pistetodenndkai syysfunktio voidaan esittéa
seuraavana taulukkona:

Tulos 1. nopanheitosta = x
PriX=x,Y=y)
1 2 3 4 5 6
6 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36
Tulos 5 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36
2. 4 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36
nopan-
heitosta 3 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36
=y 2 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36
1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36
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Kuva alla vasemmalla esittéd satunnaismuuttujien X ja 'Y yhteigakauman pistetoden-
nakai syysfunktiota. Kuvassa on 36 pylvasta, joista jokaisen korkeus 1/36. Koska kaksi-
ulotteisen satunnaismuuttujan (X, Y) mahdolliset arvot ovat yht& todenndkéisid, niiden
yhtel g akaumaa voidaan havainnollistaa my6s alla oikealla olevalla kuvalla. Kuvassa

on 36 pistettd, joista jokaisen todenndkdisyys on 1/36.

;
6 e o o o o o
0.04
5 e o o o o o
0.03
S a e o o o o o
D
0.02 i 3 e o o o o o
0.01 2 e o o o o o
0.00 1 e o o o o o
0 T T
0 1 2 3 4 5 6 7
1. heitto

Esmerkki 2. Nopanheitto.
Heitetdan virheetonta noppaa kaks kertaaja méaritelld8n satunnaismuuttujat X, Yja Z:
X = Tulos (slméluku) 1. nopanheitosta
Y = Tulos (siimédluku) 2. nopanheitosta
Z = X+ Y =Heittotulosten (siimaukujen) summa
Oletetaan, etté 2. heiton tulos on riippumaton 1. heiton tuloksesta (ja k&antéen).
Satunnaismuuttujien X, Y jaZ mahdolliset arvot:
X :{1,2,3 4,5, 6}
Y : {123 45,6}
Z :{2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}
Mé&éréatdan satunnaismuuttujien X ja Z yhtelgakauma.
Muodostetaan ensin summamuuttujan
Z=X+Y
jakauma.
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Allaoleva aputaul ukko esittda kaikkia mahdollisia tapoja, joilla nopanheittojen siiméaukujen
summaZ = X + Y voi syntya

Silmalukujen Tulos 1. nopanheitosta = x
summa =z
1 2 3 4 5 6
6 7 8 9 10 11 12
Tulos 5 6 7 8 9 10 11
2. 4 5 6 7 8 9 10
nopan-

heitosta 3 4 5 6 7 8 9
=y 2 3 4 5 6 7 8
1 2 3 4 5 6 7

Koska noppa oletettiin virheettomaks ja heittojen tulokset oletettiin riippumattomiksi,
voimme olettaa, etta kahden nopanheiton tulosten muodostamat 36 tulosparia

(x,y);x=12,34,56;y=1,234,506

Siten voimme lukea yo. aputaulukosta 1. ja 2. nopanheiton silmalukujen summan
Z=X+Y

todennakai syys akauman:

Silmélukujen
summa = z

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Pr(Z = z) 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36

Esimerkki taulukon konstruoinnista:
Summa 5 voi syntya kahden nopanheiton tuloksena 4:11& erilaisella tavalla:
5=1+4=2+3=3+2=4+1
joten todennak6isyys saada summaksi 5 on 4/36.

Satunnaismuuttujien X jaZ = X + Y jéarjestetty pari (X, Z) mééarittelee diskreetin kaks ulotteisen
satunnai smuuttujan, jonka arvoina on 66 lukuparia

x,2:;x=1,2,3,4,56;z=23,4,5,6,7,8,10, 11, 12
joista 36:1la on positiivinen todennakdisyys.

Koska noppa oletettiin virheettomaks ja heittojen tulokset oletettiin riippumattomiksi,
voimme olettaa, etta 1. heiton tulos ja 1. ja 2. heiton tulosten mahdollisten summien
muodostamat 36 tulosvaihtoehtoa

X2;x=1,2,34,56;z=x+y;y=1,2,34,5,6
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ovat yhta todennékdisid. Madritelldén siks satunnaismuuttujien X ja Z yhteigakauman piste-
todennakai syysfunktio kaavalla

f.,(X,2)=Pr(X =zjaZ =2) =%; x=12,3,4,56;z=x+y;x=1234,5,6
Satunnaismuuttujien X jaZ = X + Y yhteigakauman pistetodenndkai syysfunktio voidaan
esittda alla olevana taulukkona.

Esimerkkeja taulukon konstruoinnista:

Oletetaan, ettd 1. nopalla on saatu 2. Taloin siiméukujen summaks el voi olla 10,
joten

Pr(X=1jaZ=10)=0

Oletetaan, ettd 1. nopalla on saatu 6. Taldin siiméaukujen summaks ei voi olla 3,
joten

Pr(X=6jaz=3)=0

Oletetaan, ettd 1. nopalla on saatu 2. Taldin siimédukujen summaks voi olla 3, 4, 5, 6,
7 tai 8, joten

Pr(X=1jaZ=2=1/36:2=3,4,5,6,7,8

Oletetaan, ettd 1. nopalla on saatu 6. Tdldin siimadukujen summaks voi olla 7, 8, 9, 10,
11 tai 12, joten

Pr(X=6jaZ=2=1/36:z=7,8,9, 10, 11, 12

Tulos 1. nopanheitosta = x
Pr(X=x,Z=2)
1 2 3 ) 5 6
12 0 0 0 0 0 1/36
11 0 0 0 0 1/36 | 1/36
10 0 0 0 136 | 1/36 | 1/36
9 0 0 136 | 1/36 | 1/36 | 1/36
Silmé- 8 0 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36
lukujen 7 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36
summa
=z 6 1736 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 0
5 136 | 1/36 | 1/36 | 1/36 0 0
4 136 | 1/36 | 1/36 0 0 0
3 136 | 1/36 0 0 0 0
2 1/36 0 0 0 0 0

Kuva alla vasemmalla esitt&d satunnaismuuttujien X ja Z yhteigakauman pistetoden-
nakai syysfunktiota. Kuvassa on 36 pylvastd, joista jokaisen korkeus on 1/36.
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Koska kaksiulotteisen satunnaismuuttujan (X, Z) mahdolliset arvot ovat yhta todennakoisia,
niiden yhtei §akaumaa voidaan havainnollistaa myds alla oikealla olevalla kuvalla. Kuvassa
on 36 pistettd, joistajokaisen todenndkdisyys on 1/36.

13

12 [ J

11 o o

10 [ ] [ ) ®
g 91 e o o o
E g e o o o o
% 71 e e e e e e
E 61 © e e e e
g 51 e e e e
§ 41 e e e

3 [ ) ®

2 [ ]

1

0 T \ ‘ T

0 1 2 3 4 5 6 7
1. heitto

12.4. Jatkuvat kaksiulotteiset jakaumat
Olkoot X jaY jatkuvia satunnaismuuttujia. Taloin jarjestetty pari
(X,Y)

médrittelee jatkuvan kaksiulotteisen satunnaismuuttujan. Jatkuva kaksiulotteinen

kutsutaan satunnaismuuttujien X ja'Y yhteig akaumaksi.
Reaaliarvoinen funktio
f,:R*® R

médrittelee jatkuvien satunnaismuuttujien X ja 'Y yhteigakauman tiheysfunktion, jos seuraavat
ehdot pétevat:

@ fy (X, y) 2 Okakillex jay
bd
2 Pr(@f€ X £bjacf£Y £d) = Onf« (X, y)dydx
+¥ +¥
(3) O Ofx (X y)dydx =1
-¥ -y
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Huomautus:
Kaytamme kaksi nkertaisten integraalien yhteydessa seuraavaa sopimusta integrointi-
jarjestyksesta:
b d bEé 6
OOf xv (% Y)dyax = & f (X, Y)dly 0l
ac a eC z

Jatkuvat kaksiulotteiset jakaumat ja tapahtumien todennékdisyyksien méaaraaminen
Olkoon

f,:R*® R
jatkuvien satunnaismuuttujien X ja 'Y yhtelgakauman tiheysfunktio ja olkoon

Al R?
jokin tapahtuma. TallGin

Pr((X,Y)T A) = @)fx (X y)dydx

A

12.5. Kaksiulotteisten jakaumien kertymafunktiot

Olkoon (X, Y) satunnaismuuttujien X ja'Y muodostama jarjestetty pari. Satunnaismuuttujien Xja'Y
yhteigakauman kertyméafunktio Fxy méaritelléan kaavalla

Foo (X, y)=Pr(XExjaY £y)

Diskreetin kaksiulotteisen jakauman kertymafunktio

Olkoon fx(X, y) diskreetin kaksiulotteisen jakauman pistetodennakoisyysfunktio. Jakauman
kertyméafunktio saadaan kaavalla

Fo (6 Y)=P(XExjaYE£Y) =& & (X, Y)

XEXYEY

Jatkuvan kaksiulotteisen jakauman kertymafunktio

Olkoon fx(X, y) jatkuvan kaksiulotteisen jakauman tiheysfunktio. Jakauman kertyméafunktio
saadaan kaavalla

Xy
Fo (X Y)=Pr(X£xjaY£E£y)= QOfx (U, v)dvdu

-¥-¥
Olkoon Fxv(X, y) jatkuvan kaksiulotteisen jakauman kertymafunktio. Jos derivaatta

2
Fr (X
oy e

on olemassa ja on jatkuva, funktio fxy(Xx, y) on satunnaismuuttujien X ja Y yhtelgakauman tiheys-
funktio.
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12.6. Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus

Diskreetin kaksiulotteisen jakauman reunajakaumat

Satunnaismuuttujan X reunajakauman pistetodennédkdisyysfunktio saadaan kaavalla
(O =P(X =% = f (xY)
y

Satunnaismuuttujan Y reunaj akauman pistetodennédkéisyysfunktio saadaan kaavalla
LY =PY=y)=§ f(xy)

Satunnaismuuttujien X ja Y reungjakaumat yhtyvét satunnaismuuttujien X ja Y todenndkoisyys-
jakaumiin.
Esmerkki 1. Nopanheitto.

Taméa esimerkki on jatkoa kappaleen Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat esimerkille 1.

Heltetdan virheetonta noppaa kaksi kertaa ja médritelléén satunnaismuuttujat X ja'y:
X
Y
Satunnaismuuttujien X ja'Y mahdolliset arvot:
X :{1,2,3 4,5, 6}
Y : {123 45,6}
Satunnaismuuttujien X ja Y yhteigakauman pistetodenndkai syysfunktio

Tulos (silméluku) 1. nopanheitosta

Tulos (silméluku) 2. nopanheitosta

fo (X Y) =Pr(X =%xY =Yy) :3—16; x=12,3,4,56;y=1234,56

voidaan esittda seuraavana taulukkona:

Tulos 1. nopanheitosta = x
PriX=x,Y=y)
1 2 3 4 5 6
6 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36
Tulos 5 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36
2. 4 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36
nopan-
heitosta 3 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36
=y 2 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36
1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36

Ma&éréatdan satunnaismuuttujien X ja'Y reunajakaumat.
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Satunnaismuuttujan X reunajakauman pistetodennakoi syysfunktio on
6
f()=P(X=x)=8 f(Xy)=6 1. 1. y-123456
yel 36 6
Satunnaismuuttujan Y reunajakauman pistetodennakadi syysfunktio on

3 .11
fY(y):Pr(Y:y):é fXY(X'y):6 _:_;y212!314!516
Xl 36 6
Siten satunnaismuuttujien X ja Y reunajakaumien pistetodennakoi syysfunktiot saadaan
maaraamalla yhteigakaumaa kuvaavassa taulukossarivi- ja sarakesummat:

Tulos 1. nopanheitosta = x Summa
PriX=x,Y=y)
Pr(Y =vy)
1 2 3 4 5 6
6 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
Tulos 5 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
2. 4 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
nopan-
heitosta 3 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
=y 2 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
Summa
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1
Pr(X =x)

Kuvat alaesittavat satunnaismuuttujien X ja 'Y reunajakaumien pistetodennakoi syysfunktioita:
X = Tulos 1. nopanheitosta
Y = Tulos 2. nopanheitosta

1. heiton tuloksen jakauma 2. heiton tuloksen jakauma
0.3 0.3
0.2 1 0.2 1
N ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ N ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 , , 1 1 1 1 0 1 1 1 1 L1
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

Esmerkki 2. Nopanheitto.

Taméa esimerkki on jatkoa kappaleen Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat esimerkille 2.
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Heltetdan virheetonta noppaa kaks kertaa ja mééritelléan satunnaismuuttujat X, YjazZ
Seuraavasti:

X = Tulos (slméluku) 1. nopanheitosta
Y = Tulos (siimédluku) 2. nopanheitosta
Z = X+ Y =Heittotulosten (siimaukujen) summa

Satunnaismuuttujien X, Y jaZ mahdolliset arvot:

X {1, 2,3 4,5,6}

Y :{1,2 3,4,5,6}

Z :{2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}
Ma&éréatdan satunnaismuuttujien X ja Z reunajakaumat.
Satunnaismuuttujien X ja Z yhteigakauman pistetodennékai syysfunktio on

f (X, 2) =Pr(X :xjaZ=z)=%; x=12,34,56;z=x+y;y=1234,56

Satunnaismuuttujien X ja 'Y reunajakaumien pistetodennakoi syysfunktiot saadaan maardamalla
yhteigakauman todenndk6isyydet antavassa taulukossarivi- ja sarakesummat:

Tulos 1. nopanheitosta = x Summa
Pr(X=x,2Z=2)
Pr(zZ =2z)
1 2 3 ) 5 6

12 0 0 0 0 0 1/36 1/36
11 0 0 0 0 1/36 | 1/36 2/36
10 0 0 0 1/36 | 1/36 | 1/36 3/36
9 0 0 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 4/36
Silmé- 8 0 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 5/36
lukujen 7 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 6/36

summa
=z 6 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 0 5/36
5 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 0 0 4/36
4 1/36 | 1/36 | 1/36 0 0 0 3/36
3 1/36 | 1/36 0 0 0 0 2/36
2 1/36 0 0 0 0 0 1/36

Summa
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1
Pr(X =x)
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Esimerkkeja taulukon konstruoinnista:
Satunnaismuuttujan X reunajakauman pistetodenndkoisyys, kun X = 4.

12
fX(4):é fxz(4,z):0+0+i+i+i+i+i+i+0+0+0:%

=1 36 36 36 36 36 36
Satunnaismuuttujan Z reunajakauman pistetodennakdisyys, kun Z = 10:
9 1 1 1 3
f,(10)=8 fu(x10)=0+0+0+—+—+—=—
2(10) fi w2 (%10) 36 36 36 36
Kuvat alaesttavat satunnaismuuttujien X ja Z reunajakaumien pistetodennakoi syysfunktioita:
X = Tulos 1. nopanheitosta
Y = Tulos 2. nopanheitosta
Z = X+ Y = Heittotulosten summa
1. heiton tuloksen jakauma Heittotuloksien summan jakauma
0.3 0.3
02+ 02 +
0.0 ——+—+—"+—++—— 0.0 TI]]IT
123456 7 8 9101112 123 456 7 8 9 101112

Jatkuvan kaksiulotteisen jakauman reunajakaumat
Olkoon fx(X, y) jatkuvan kaks ul ottei sen jakauman tiheysfunktio.
Satunnaismuuttujan X reunajakauman tiheysfunktio saadaan kaavalla

+¥

(= Ofx (X y)dy

Satunnaismuuttujan Y reunaj akauman tiheysfunktio saadaan kaavalla
+¥

f, (¥) = Ofw (X y)dx

Satunnaismuuttujien X ja Y reungjakaumat yhtyvét satunnaismuuttujien X ja Y todenndkoisyys-
jakaumiin.

Satunnaismuuttujien riijppumattomuus

Ma&éritell&an satunnaismuuttujien riippumattomuus ensin kahdelle satunnaismuuttujalle X ja Y.

TKK O llkka Mellin 199



Todennékoisyyslaskenta 12. Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja jakaumat

Annamme satunnaismuuttujien riippumattomuuden méaritelman ensin muuttujien yhteigakauman ja
reungjakaumien pistetodennakoisyys- tai tiheysfunktioiden avulla.

Olkoot fx(X, y) satunnaismuuttujien X ja 'Y yhteigakauman pistetodennakdisyys- tai tiheysfunktio,
fx(X) satunnaismuuttujan X reunajakauman pistetodenndkadisyys- tai tiheysfunktio jafy(y) satunnais-
muuttujan Y reunajakauman pistetodennakdisyys- tai tiheysfunktio. Satunnaismuuttujat X ja'Y ovat
rilppumattomia, josjavain, jos

X, y) = Ix()TAY)

Satunnaismuuttujien X ja Y riippumattomuus voidaan maaritella myds muuttujien yhteigakauman ja
reunajakaumien kertyméafunktioiden avulla.

Olkoot Fxv(x,y) satunnaismuuttujien X ja Y yhtelgakauman kertymafunktio, Fx(X) satunnais-
muuttujan X reunajakauman kertymafunktio ja F(y) satunnaismuuttujan Y reunajakauman kertyméa-
funktio. Satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia, jos javain, jos

Fxd(X.y) = Fx(X)FAY)

Useamman satunnaismuuttujan riippumattomuus

Annetaan usean satunnaismuuttujan riippumattomuuden méaritelma ensin muuttujien yhtels-
jakauman ja reungjakaumien pistetodennakoisyys- tai tiheysfunktioiden avulla:

(i) Olkoon satunnaismuuttujien
Xi,i=1,2,...,p
yhteigakauman pistetodenndkdisyys- tai tiheysfunktio
f(x1, X2, ..., Xp)
(i) Olkoot satunnaismuuttujien
Xi,i=1,2,...,p
reunajakaumien pistetodenndkoisyys- tai tiheysfunktiot
fx),i=12,...,p
Satunnaismuuttujat X , 1 =1, 2, ..., povat riippumattomia, josjavain jos
f(Xa, X2y «on, Xp) = F(X0)" F(X2)" -+~ F(Xp)

Satunnaismuuttujien riippumattomuus voidaan maéritella myos muuttujien yhtelgakauman ja
reunajakaumien kertyméafunktioiden avulla:

(i) Olkoon satunnaismuuttujien
Xi,i=1,2,...,p
yhtelgakauman kertymafunktio
F(Xt, X2y +- 5 Xp)
(i) Olkoot satunnaismuuttujien
Xi,i=1,2,...,p
reunajakaumien kertymafunktiot
F(x),i=1,2,...,p
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Satunnaismuuttujat X; , i =1, 2, ..., p ovat riippumattomia, jos javain jos
F(xo, %, - %) = F(x) FO)™ " F(x)

Satunnaismuuttujien riippumattomuus ja tapahtumien todennako6isyys
Palautetaan ensin mieleen se, etta riippumattomien tapahtumien tulosdannén mukaan
Pr(ACB) = Pr(A)Pr(B)
jostapahtumat A ja B ovat riippumattomia.
Oletetaan nyt, etta satunnaismuuttujat X ja'Y ovat riippumattomia. Taloin
Pr@E X £EbjacE£Y £d)=Pr(@a£ X £b)Pr(c£Y £d)

Perustelu:
Esitetdan perustelu jatkuvien satunnaismuuttujien tapauksessa.
Olkoot satunnaismuuttujat X ja Y riippumattomia.
Pr@aE XEbjacfY £d)

bd

= 00f xv (X, y)dydx
b

= O0fx (X) f, (y)dydx
b d

= Of x (¥ Ofy (y)dydx

b

= Ofx () Pr(c£Y £d)dx
b

=Pr(c£Y £d) )y (x)dx

=Pr(cEYE£d)Pr(a£ X £Db)

Esmerkki 3. Nopanheitto.

Taméa esimerkki on jatkoa esimerkille 1.

Heltetdan virheetonta noppaa kaksi kertaa ja médritelléén satunnaismuuttujat X ja'y:
X = Tulos (slméluku) 1. nopanheitosta
Y = Tulos (siimédluku) 2. nopanheitosta

Satunnaismuuttujien X ja'Y mahdolliset arvot:
X :{1,2,34,5,6}
Y : {123 45,6}

Satunnaismuuttujien X ja Y yhteigakauman pistetodenndkai syysfunktio on
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foy (X Y)=Pr(X=xY=Yy) :3—16; x=12,34,56;y=1234,56
Satunnaismuuttujan X reunajakauman pistetodenndkoi syysfunktio on

fy (X) =Pr(X =x) :%; x=12,3,4,5,6
Satunnaismuuttujan Y reunajakauman pistetodennakadi syysfunktio on

fY(y)=Pr<Y=y)=%; y=12.3456

Koska
Pr(X =xjaY=y)= =5t =pr(x =0 PriY = y)
3% 66
kaikille

x=12,34,56;y=123456
niin satunnaismuuttujat X ja'Y ovat riippumattomia.
Esmerkki 4. Nopanheitto.
Taméa esimerkki on jatkoa esimerkille 2.
Heltetdan virheetonta noppaa kaks kertaa ja mééritellddn satunnaismuuttujat X, YjazZ

Seuraavasti:
X = Tulos (slméluku) 1. nopanheitosta
Y = Tulos (siimédluku) 2. nopanheitosta
Z = X+ Y = Heittotulosten (siimaukujen) summa

Satunnaismuuttujien X, Y jaZ mahdolliset arvot:
X {1, 2,3, 4,5,6}
Y :{1,2 3,4,5,6}
Z :{2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}
Satunnaismuuttujien X ja Z yhteigakauman pistetodennékai syysfunktio on

f,(X,2)=Pr(X =xjaZ=2) =%; x=1234,56;z=x+y;y=1234,56
Koska esimerkiks

1.5

Pr(X=1jaZ=8)=0! =x—=Pr(X =) Pr(Z=8
( j ) 5% ( ) Pr( )

niin satunnaismuuttujat X ja Z eivat ole riippumattomia.
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12.7. Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot

Diskreetin kaksiulotteisen jakauman yleinen odotusarvo

Olkoon fx(X, y) diskreettien satunnaismuuttujien X ja'Y yhtei§akauman pistetodenndkoi syysfunktio
jaolkoon

g: °®
reaaliarvoinen funktio. Taldin satunnaismuuttujan g(X, Y) odotusarvo on vakio

E(Q(X,Y))=8a & 9(x.Y) f,y (X Y)

y

Jatkuvan kaksiulotteisen jakauman yleinen odotusarvo
Olkoon fxy(X, y) jatkuvien satunnaismuuttujien X ja Y yhtelgakauman tiheysfunktio ja olkoon
g: °®

jatkuva reaaliarvoinen funktio. Talldin satunnaismuuttujan g(X, Y) odotusarvo on vakio

+¥ +¥

E(9(X,Y)) = 0 09X Y) fy (X, y)dydx

-¥ - ¥
Diskreetin kaksiulotteisen jakauman reunajakaumien odotusarvot

Olkoon diskreettien satunnaismuuttujien X ja Y yhtelgakauman pistetodennakdi syysfunktio
fxv(X, y), satunnaismuuttujan X reunajakauman pistetodennakaoi syysfunktio fx(x) ja satunnais-
muuttujan Y reunajakauman pistetodenndkai syysfunktio fy(y).

Satunnaismuuttujan X odotusarvo
E(X) = m
yhtyy satunnaismuuttujan X reunajakauman odotusarvoon:

EX)=Q & X (6 ¥) =8 xQ f (X ¥) =8 Xy (X)
Xy X

y X
Satunnaismuuttujan Y odotusarvo
E(Y)=m
yhtyy satunnaismuuttujan Y reunajakauman odotusarvoon:

EY)=8 & Yie(xy)=a ya fu(xy)=a yi ()

Jatkuvan kaksiulotteisen jakauman reunajakaumien odotusarvot

Olkoon jatkuvien satunnaismuuttujien X ja Y yhtei gakauman tiheysfunktio fx(X, y), satunnais-
muuttujan X reunajakauman tiheysfunktio fx(x) ja satunnaismuuttujan Y reunajakauman tiheys-
funktio f\(y).

Satunnaismuuttujan X odotusarvo
E(X) = m
yhtyy satunnaismuuttujan X reunajakauman odotusarvoon:
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+¥ +¥ +¥  +¥ +¥
E(X) = 0 0¥ x (X, y)dydx = X O fxv (X y)dydx = gyxf, (x)dx
EEVIRRY: -¥  -¥ -¥
Satunnaismuuttujan Y odotusarvo
E(Y) =m
yhtyy satunnaismuuttujan Y reunajakauman odotusarvoon:
+¥ +Y¥ ¥ +¥ +¥

E(Y) = O OYfx (X Y)dydx= Qy O fx (X Y)dxdy = Q¥f, (y)dy

12.8. Odotusarvon ominaisuudet

Odotusarvo painopisteena

Satunnaismuuttujien X ja'Y odotusarvojen E(X) = mx ja E(Y) = ny muodostama jarjestetty pari
(m, my)

maarda satunnaismuuttujien X ja'Y yhtei g akauman todennakoi syysmassan painopisteen.

Summan ja erotuksen odotusarvot

Satunnaismuuttujien X jaY summan X + Y odotusarvo on niiden odotusarvojen summa:
E(X +Y)=E(X) +E(Y)

Satunnaismuuttujien X ja'Y erotuksen X - Y odotusarvo on niiden odotusarvojen summa:
E(X - Y) =E(X)- E(Y)

Perustelut:

Esitetd8n satunnaismuuttujien summan ja erotuksen odotusarvoja koskevien tuloksien
perustelut kahden jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa.

Olkoon satunnaismuuttujien X ja'Y yhteigakauman tiheysfunktio

fxv (X, y)
jaX:njaY:n reunajakaumien tiheysfunktiot vastaavasti

fx (X) jafy (y)
Talloin
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+¥ +¥

E(X 1Y) = 0 O(xx y) fyy (X, y)dydx
VAR
+¥ +¥

= c\)dexv(Xa y) £ ¥, (X, y)]dydx
VIR
¥ ¥ +Y 4

= 0O OXFxy (X, Y)dydx = &) Y (X, y)dydx
S¥-¥ S¥-¥

+¥  +¥ +¥  +¥

= OXOfw (X y)dydx+ gy O (X, y)dxdy
-¥  -¥ -¥ -¥

+¥ +¥

= OXfx (X dx £ A, (y)dy
-¥ Y

= E(X) + E(Y)

Lineaarikombinaation odotusarvo
Olkoot satunnaismuuttujien X , i =1, 2, ... , k odotusarvot
E(X)=m,i=12K,k
jaolkoot
a,i=12 ..,k
(el-satunnaisia) vakioita. Tall6in satunnaismuuttujien X; , i =1, 2, ... , klineaarikombinaation
Y=aX +ta,X,+L+a X,
odotusarvo on
E(Y) =E(aX;+a,X,+L+aX,)
=a E(X)) +a, E(X,) +L +a E(X,)
=am+a,m+L+am

Satunnaismuuttujien riippumattomuus ja tulon odotusarvo

Jos satunnaismuuttujat X ja’Y ovat riippumattomia, niin tulon XY odotusarvo on satunnais-
muuttujien X ja'Y odotusarvojen tulo:

E(XY) =E(X)E(Y) =mm
Perustelu:

Esitetéan riippumattomien satunnaismuuttujien tulon odotusarvoa koskevan tuloksen
perustelu kahden jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa.

Olkoot satunnaismuuttujien X ja 'Y yhteigakauman tiheysfunktio

fxlX, y)
janiiden reunajakaumien tiheysfunktiot
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fx(x) jaty)

Jos satunnaismuuttujat X ja’Y ovat riippumattomia, niin riippumattomuuden méaritelman
mukaan

fxdX, y) = Ix(X)fy)
Siten

E(XY) = O 9 (X, Y)dydx
-¥ -y
+¥ +¥

= 0 O« (¥) f, (y)dydx

+¥ +¥

= X (X) OYfy (y)dydx

+¥

= Oy (X) E(Y)dx

+¥

= E(Y) ) ()

=E(Y)E(X)

Huomautus:
Kéaénteinen e pade: Siit4, etta
E(XY) = E(X) E(Y)
el seuraa, ettd satunnaismuuttujat X ja'Y ovat riippumattomia.

Y lla esitetty tulos kahden riippumattoman satunnaismuuttujan tulon odotusarvolle voidaan yleistéa
koskemaan useampaa riippumatonta satunnaismuuttujaa. Olkoot satunnaismuuttujien

Xi,i=1,2,...,k

odotusarvot
E(X)=m,i=12K,k
Jos satunnaismuuttujat X; , i =1, 2, ... , k ovat riippumattomia, niin
E(X X, L X, ) =E(X) E(X,)LLE(X,)=mmL m
Huomautus:

Kéaénteinen el pade: Siit4, etta
E(X, X, L X,) = E(X,) E(X,) LE(X,)

el seuraa, etta satunnaismuuttujat X , 1 =1, 2, ... , k ovat riippumattomia.
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12.9. Kaksiulotteisten jakaumien varianssit ja standardipoikkeamat

Reunajakaumien varianssit
Olkoot satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvot
E(X) =m,
ECY) =m
Satunnaismuuttujien X ja Y varianssit yhtyvét vastaavien reunajakaumien variansseihin:
Var(X) =D*(X) =s} =E[(X- m)’]
Var(Y) =D*(Y) =sg =E[(Y- m)]

Vaihtoehtoiset laskukaavat variansseille
Satunnaismuuttujien X ja Y varianssien kaavat voidaan Kirjoittaa seuraaviin yht&pitéviin muotoihin:
D*(X) =E[(X - m)*] =E(X?*)- nf =E(X®)- [E(X)]?
D*(Y) =E[(Y- m)* ] =E(Y*)- nf =E(Y®)- [E(Y)]?
Perustelu:
Estetdan varianssin vaihtoehtoisen laskukaavan perustelu satunnaismuuttujalle X.

Koska odotusarvo E(X) = m, on ei-satunnainen vakio, satunnaismuuttujan X varianss on

D*(X) =E[(X - m)’]
=E[X?- 2m X + n{]
=E(X?*)- E(2m X) +E(nf)
=E(X?)- 2m E(X) + nj
=E(X?)- 2mm, +
=E(X?)- nj

Standardipoikkeamat
Satunnaismuuttujien X ja Y standardipoikkeamat yhtyvét vastaavien reunajakaumien standardi-

poikkeamiin:
D(X) =s, =El(X- m)’]
D(Y) =s, =EI(Y- m)’]

Varianssin ja standardipoikkeaman tulkinta
Kaksiulotteisessa jakaumassa kummankin satunnaismuuttujan varianss ja standardipoikkeama

odotusarvon ymparill&:
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()  Mitapienempi on reungjakauman varianss tai standardipoikkeama, sit voimakkaammin
reunajakauman todennakdisyysmassa keskittyy reungjakauman odotusarvon ympérille.

(i)  Mita suurempi on reungjakauman varianss tai standardipoikkeama, sité voimakkaammin
reunajakauman todenngkdisyysmassa hajaantuu reungjakauman odotusarvon ympérille.
Varianssin ja standardipoikkeaman dimensiot

Huomaa, ettd satunnaismuuttujalla, sen odotusarvollaja standardipoikkeamalla on aina sama
dimensio €li laatu. Sen sijaan satunnaismuuttujalla, sen odotusarvolla ja standardipoikkeamalla on
eri dimensio eli laatu kuin satunnaismuuttujan varianssilla.

Esimerkki:
Jos satunnaismuuttujan laatuna on metri (m) niin myds sen odotusarvon ja standardi-
poikkeaman laatuna on metri (m), mutta sen varianssin lastuna on nr.

Diskreetin kaksiulotteisen jakauman varianssit

Olkoon diskreetin satunnaismuuttujan X reunajakauman pistetodennakai syysfunktio fx(X) ja
diskreetin satunnaismuuttujan Y reunajakauman pistetodenndkai syysfunktio f\(y). Olkoot liséks
satunnaismuuttujien X ja'Y odotusarvot

E(X) = m,
E(Y) =m
Tall6in satunnaismuuttujien X ja'Y varianssit ovat vakioita
Va(X)=D*(X)=s; =q (x- m)*f,(¥)
Va(Y)=D*(Y)=s; =g (y- m)*f,(y)
Esmerkki 1. Nopanheitto.
Taméa esimerkki on jatkoa kappaleen Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat esimerkille 1.
Heltetdan virheetonta noppaa kaksi kertaa ja madritelléén satunnaismuuttujat X ja'y:
X = Tulos (slméluku) 1. nopanheitosta
Y = Tulos (siimédluku) 2. nopanheitosta
Satunnaismuuttujien X ja'Y mahdolliset arvot:
X {1, 2,3, 4,5,6}
Y :{1,2 3,4,5,6}
Satunnaismuuttujien X ja Y yhteigakauman pistetodenndkoi syysfunktio on

fo (X Y)=Pr(X =%xY =Yy) :3—16; x=1,2,3,4,56;y=1234,56
Satunnaismuuttujan X reunajakauman pistetodenndkoi syysfunktio on
fy (X) =Pr(X =x) :%; x=1234,5,6

Satunnaismuuttujan Y reunajakauman pistetodennakadi syysfunktio on
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fY(y)=Pr<Y=y)=%; y=12.3456

SatunnaismuuttujienXjaYodotu&arvot 2. momentit, varianssit ja standar dipoikkeamat:
S 21
E(X) = a XPr(X =x) —Ea x-€-35 E(Y)

x=1 =1

E(X?) = ax Pr(X = x)_%° 2—%1—E(Y2)

x=1 x=1

D2(X) = E(X?2) - [E(X)]? _9—;- ?éilo §> 2.917 = D*(Y)

D(X) :% 3—5 »\2.917 » 1.708 = D(Y)

Esmerkki 2. Nopanheitto.
Taméa esimerkki on jatkoa kappaleen Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat esimerkille 2.
Heltetdan virheetonta noppaa kaks kertaa ja mééritellédn satunnaismuuttujat X, YjazZ

Seuraavasti:
X = Tulos (slméluku) 1. nopanheitosta
Y = Tulos (siimédluku) 2. nopanheitosta
Z = X+ Y = Heittotulosten (siimaukujen) summa

Satunnaismuuttujien X, Y jaZ mahdolliset arvot:
X {1, 2,3 4,5,6}
Y :{1,2 3,4,5,6}
Z :{2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}
Satunnaismuuttujien X ja Z yhteigakauman pistetodennékai syysfunktio on

f,(X,2)=Pr(X =xjaZ=2) =%; x=12,3,4,56;z=x+y;y=1234,56
Satunnaismuuttujan X reunajakauman pistetodenndkoi syysfunktio on
f,(X)=Pr(X=x)==,%x=1234,56

Satunnaismuuttujan Z reunajakauman pistetodennakadi syysfunktio on

iz L ;2034567
|

13- 2. 789101112
i 36

Satunnaismuuttujien X, Y ja Z odotusarvot, 2. momentit, varianssit ja standardipoikkeamat:

f,(z2)=Pr(Z=2)=
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E(X) = axPr(X x)—€—35 E(Y)

x=1

E(Z) = a zPr(Z-z)-%-?

z=1

E(X?) = ax Pr(X = x)—gl—E(Y)

x=1

1974
E(Z Z?Pr(Zz=1z
()<’Z:_1l ( ) = 36

35

D?(X) = E(X?) - [E(X)]? =1, 2917= D2(Y)

D(X) =+ .22 » 2,917 »1.708 = D(Y)

D?(Z) =E(Z?) - [E(2)]? :3—: »5.833

D(Z)=,— » /5.833 » 2.415

Jatkuvan kaksiulotteisen jakauman varianssit

Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X reunajakauman tiheysfunktio fx(x) jajatkuvan satunnais-
muuttujan Y reunajakauman tiheysfunktio f\(y). Olkoot lisdks satunnaismuuttujien X ja 'Y odotus-
arvot

E(X) =m,
E(Y) =m

Talloin satunnaismuuttujien X ja'Y varianssit ovat vakioita
Var(X)=D*(X) =52 = ) (X m)? f (x)elx

Va(Y)=D(Y) =sZ = (y- m)*f,(y)dy

jossa my ja my ovat satunnaismuuttujien X ja 'Y odotusarvot.

12.10. Kovarianssi

Olkoot satunnaismuuttujien X ja'Y odotusarvot
E(X) =m,
EY) =m

Satunnaismuuttujien X ja 'Y kovarianssi on vakio
Cov(X,Y) =5, =E[(X- m)(Y- m)]

Huomaa, ettd satunnaismuuttujan kovarianss itsensa kanssa yhtyy satunnaismuuttujan varianssin.
Siten
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Cov(X,X) =Var(X) =D*(X) =s}
Cov(Y,Y) =Va(Y) =D?*(Y) =s!

Vaihtoehtoinen laskukaava kovarianssille
Satunnaismuuttujien X ja'Y kovarianssin kaava voidaan kirjoittaa seuraaviin yhtapitaviin muotoihin:
Cov(X,Y) =E[(X - m)(Y - m)]=E(XY)- m m =E(XY)- E(X)E(Y)
Perustelu:
Cov(X,Y) =E[(X- m)(Y- m)]
=E[XY- mY- mX+mm]
=E(XY)- E(mY)- E(m X)+E(m:m)
=E(XY)- m E(Y)- m E(X)+mm
=E(XY)- mm - mm +mm
=E(XY)- mm
= E(XY)- E(X)E(Y)

Kovarianssin tulkinta
Satunnaismuuttujien X ja'Y kovarianss
Cov(X,Y)

kuvaa satunnaismuuttujien X ja 'Y yhtei5jakauman todennékdi syysmassan yhteisvaihtelua
satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvojen E(X) ja E(Y) méaraaman yhtei g akauman toden-
nakaoi syysmassan painopisteen

(E(X).E(Y))

ymparilla.

Diskreetin kaksiulotteisen jakauman kovarianssi
Jos satunnaismuuttujat X ja’Y ovat diskreette a, satunnaismuuttujien X ja'Y kovarianssi on vakio

Cov(X,Y) =3 & (x- m)(y- m)fy (%)
Xy
jossa mx ja my ovat satunnaismuuttujien X ja'Y odotusarvot.

Jatkuvan kaksiulotteisen jakauman kovarianssi

Jos satunnaismuuttujat X ja’Y ovat jatkuvia, satunnaismuuttujien X ja’Y kovarianssi on vakio
+¥  +¥
Cov(X,Y) =), @, (X- M)(Y- M) f, (X y)ixdy

jossa mx ja my ovat satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvot.
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12.11. Kovarianssin ominaisuudet

Satunnaismuuttujien lineaarimuunnosten kovarianssi
Olkoon satunnaismuuttujilla X ja'Y seuraavat odotusarvot, varianssit ja kovarianss:

E(X)=m, E(Y)=m

Va(X)=s% Va(Y)=s?

Cov(X,Y) =E[(X- m)(Y- m)] =5,
Olkoot

W =a+bX

Z =c+dY

jossaa, b, ¢, d ovat ei-satunnaisiavakioita. Tall6in patevét seuraavat kaavat:
E(W) =a+bE(X) =a+bm,
E(Z) =c+dE(Y) =c+dm
Va(W) =b*Var(X) =b’s
Va(z) =d?Var(Y) =d?s?
Cov(W,Z) =bd Cov(X,Y) =hds ,,

Perustelu:
Lineaarimuunnosten odotusarvoja ja varianssegja koskevat kaavat on perusteltu jo
aikaisemmin.
Olkoon satunnaismuuttujien X ja'Y kovarianssi Cov(X,Y) ja olkoot
W =a+bX
Z =c+dY
jossaa, b, ¢, d ovat el-satunnaisia vakioita. Tall6in
Cov(W, Z) = E[(W - E(W))(Z - E(2))]
=E[(a+bX - E(a+bX))(c+dY - E(c+dY))]
= E[(bX - E(bX))(dY - E(dY))]
=bd E[(X - E(X))(Y - E(Y))]
=bd Cov(X,Y)

Satunnaismuuttujien summan ja erotuksen varianssit
Olkoot satunnaismuuttujien X ja'Y varianssit

Va(X) =s?

Va(Y) =s?

jakovarianss
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Cov(X,Y)=s,,
Talsin
Va(X £Y)=Var(X)+Var(Y)+2Cov(X,Y)=s’ +s7+2s
Perustelu:
Var(X +Y)=E[X £Y - E(X +Y)]?
=E[X £Y - E(X)mE(Y)]?
= E[(X - E(X))£(Y - E(Y))]*
= E[(X - E(X))*+(Y - E(Y))* £ 2(X - E(X))(Y - E(Y))]
= E[(X - E(X))*]+E[(Y - E(Y))*1£ 2E[(X - E(X))(Y - E(Y))]
=Var(X)+Var(Y)£2Cov(X,Y)

Satunnaismuuttujien X ja'Y summan ja erotuksen varianssin kaavasta seuraa:

(i) Jos
Cov(X,Y)=s,, <0
niin
Va(X +Y) <Var(X) +Var(Y)
Var(X-Y)>Var(X)+Var(y)
(i) Jos
Cov(X,Y)=s,,=0
niin
Va(X zY) =Va(X)+Va(Y)
(iii) Jos
Cov(X,Y)=s,,>0
niin

Va(X +Y) >Va(X)+Va(Y)
Va(X -Y)<Var(X)+Var(Y)

Korreloimattomuus
Jos
Cov(X,Y)=s,,=0
niin sanomme, etta satunnaismuuttujat X ja'Y ovat korreloimattomia. Nimityksen perustelu selvida

kappaleessa K orrelaatio. Seuraavassa kohdassa ndytetaan, ettd satunnaismuuttujat X ja'Y ovat
korreloimattomia, jos ne ovat riippumattomia.
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Satunnaismuuttujien riippumattomuus ja kovarianssi

Jos satunnaismuuttujat X ja'Y ovat riippumattomia, niin
Cov(X,Y)=0

Perustelu:

Todistus perustuu olennaiselta osaltaan seuraavaan tulokseen: Jos satunnaismuuttujat X ja’Y
ovat riippumattomia, niin

E(XY) = E(X)E(Y)
Ks. kappaletta K aksiulotteisten jakaumien odotusarvot.
Siten
Cov(X,Y) =E(XY)- E(X)E(Y) =E(X)E(Y)- E(X)E(Y)=0 |
Huomautus:
Kéaénteinen el pade: Siit4, etta
Cov(X,Y)=0

el valttAmatta seuraa, etta satunnaismuuttujat X ja'Y olisivat riippumattomia.

Riippumattomien satunnaismuuttujien summan ja erotuksen varianssi

Olkoot satunnaismuuttujien X ja'Y varianssit Var(X) ja Var(Y). Olkoot satunnaismuuttujat X ja'Y
lisdks riippumattomia, jolloin

Cov(X,Y)=0
Tal6in satunnaismuuttujien summan ja erotuksen variansseja koskevista ylelsista kaavoista seuraa,
etta

Va(X zY) =Va(X)+Va(Y)
Huomautus:

Riippumattomien satunnaismuuttujien summan ja erotuksen varianssien kaavat on
esitetty ilman perustelua ja kaavoja on sovellettu luvussa Jakaumien tunnusluvut.

12.12. Korrelaatio
Olkoon satunnaismuuttujilla X ja'Y on seuraavat odotusarvot, varianssit ja kovarianss:
E(X) = m E(Y)=m
Va(X)=s% Va(Y)=s?
Cov(X,Y) =E[(X- m)(Y- m)] =5,
Satunnaismuuttujien X ja'Y korrelaatiokerroin on vakio
Cov(X,Y) _ Cov(X)Y) _ s,

I 2O etV D)D) 55,
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Korrelaatiokertoimen dimensio
Huomaa, etta korrelaatiokerroin on dimensioton €li laaduton suure.

12.13. Korrelaatiokertoimen ominaisuudet

Korrelaatio ja kovarianssi

Koska

Cov(X,Y) _ Sy
D(X)D(Y) sxsy

r =Cor(X,Y)=

niin satunnaismuuttujien X ja 'Y korrelaatiolla ja kovarianssilla on aina sama merkki. Liséks pétee:

re =0
josjavain jos
S =0
Satunnaismuuttujien lineaarimuunnosten korrelaatio
Olkoon satunnaismuuttujilla X ja'Y seuraavat odotusarvot, variansst ja kovarianss:

E(X)=m, E(Y)=m

Va(X)=s% Va(Y)=s?

Cov(X,Y) =E[(X- m)(Y- m)] =5,
Olkoot

W =a+bX

Z =c+dY

jossaa, b, ¢, d ovat ei-satunnaisiavakioita. Tall6in patevét seuraavat kaavat:
EW) =a+bE(X) =a+bm,
E(Z) =c+dE(Y) =c+dm
Va(W) =b?Var(X) =b’s
Va(z) =d?Var(Y) =d?s?
Cov(W, Z) =bd Cov(X,Y) =hds ,
Cor(W, Z) =sgn(bd) Cor(X,Y) =sgn(bd)r ,,
Satunnaismuuttujien W ja Z korrelaation kaavassa esiintyva funktio sgn(3 on ns. merkkifunktio:
i+l josx>0
sgn(x) =1 0,josx=0
1.1 josx<0

Perustelu:
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Lineaarimuunnosten odotusarvoja, varianssegja ja kovarianssia koskevat kaavat on perusteltu

jo akaisemmin.

Olkoon satunnaismuuttujien X ja Y korrelaatio Cor(X,Y) ja olkoot

W =a+bX
Z =c+dY
jossaa, b, ¢, d ovat el-satunnaisia vakioita. Tall6in
Cor(W, Z) = Cov(W,2)
JVar (W) Vvar(2)
_ bd Cov(X,Y)
Jb? Var(X) d? Var(Y)
- sgn(bd) Cov(X,Y)
JVar(X)Var(Y)
=sgn(bd) Cor(X,Y)
|
Korrelaatiokertoimen keskeiset ominaisuudet on koottu seuraaviin kahteen lauseeseen.
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Lause 1.
Olkoon satunnaismuuttujien X ja 'Y korrelaatiokerroin Cor(X,Y). Talain:

0] -1£Cor(X,Y) £ +1
(i) JosXjaYovat riippumattomia, niin
Cor(X,Y)=0
(iii) Cor(X,Y)=#1
josjavain jos
Y=a+bX

jossaajab?! 0ovat ei-satunnaisiavakioita. Liséks pétee seuraava
Jos Cor(X,Y)=+1, ninb>0jajos Cor(X,Y)=-1,ninb<O0.

Todistus:
(i) Viite
-1£Cor(X,Y) £ +1
Perustelu:
(1) Olkoot WjaZ satunnaismuuttujia ja olkoon a ei-satunnainen vakio.
(2) W3 0,72°30 b EW)30,EZ)30
(3) (aW- 2?30 b E(@W- 2?30

(4 Kohdasta(3) seuraa, etta
E(aW- 2)* = &?E(WP) - 2aE(WZ) + E(Z) 3 0

(5) Valitaan
o= EWZ)
E(W?)
(6) Kohdista(4) ja(5) seuraa, etta
E(aw - Z)* =- Mw(zz) 30
EW?)
(7) Koskakohta(2) pétee, kohdan (6) epayhta6 on ekvivalentti epayhtalon
[Ewo)]”
EW*)E(Z?)
kanssa.
(8 Vaite seuraa kohdan (7) epayhtalosta valitsemalla
W =X- E(X)
Z =Y- E®Y)

jaottamalla saadusta epayhtaldsta nelitjuuri, koska
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Cov(X,Y) _  EI(X- E(X))(Y- E(Y))

Cor(X,Y) = i}
TN Watvat)  JEix - EcOrEC - V)]

Huomautus:

Kohdan (7) epéyhta 0sta seuraa erés Schwarzin epayhtal 6n monista muodoista:

[EWZ)])* £ EW?) E(Z°)

(i) Vate: Jos X jaYovat riippumattomia, niin

Cor(X,Y)=0
Perustelu:
Véite seuraa sita, etta
Cov(X,Y) =0

jos X jaY ovat riippumattomia; ks. kappaletta K ovarianssi.
Huomautus:
Kéaanteinen el pade: Sit4, etta
Cov(X,)Y) = Cor(X,Y) =0
el valttAmatta seuraa, ettd satunnaismuuttujat X ja 'Y ovat riippumattomia.

(i) Vaite:
Cor(X,Y) =1
josjavain jos
Y=a+bX

jossaajab?! 0ovat e-satunnaisia vakioita.

Oletetaan ensin, etta
Cor(X,Y)=%1
jatodistetaan, etta
Y=a+bX
jossaajab?! 0ovat e-satunnaisia vakioita.
Perustelu:

(1) Ominaisuuden (i) perustelussa kohdan (4) epayhtalon vasen puoli on 2. asteen
polynomi muuttujan a suhteen:

h(a) = E(aW- 2)* = a’E(W) - 2aE(WZ) + E(Z?)
(2) Ominaisuuden (i) perustelun kohdan (3) mukaan
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(3)

(4)

()

(6)

(7)

h(@3 0
kaikille a.
2. asteen yhtalon ominaisuuksien perusteella
h(a) >0
kaikille a, jos ja vain jos yhtalon
h(a) =0
diskriminantti
D =4EWZ)])* - 4EW?)E(Z*) <0
2. asteen yhtdon ominaisuuksien perusteella on olemassavain yksi a siten, etté
h(a) =0
josjavain jos yhtalon
h(a) =0
diskriminantti
D =4EWZ)]* - 4AE(W?)E(Z*) =0
Kohdasta (4) seuraa, etta
h(a) =0
josjavain jos
[EWZ)? _
EW*) E(Z?)
Kohdan (5) yhtalosta
[EWZ)? _
EW*) E(Z?)
seuraa yhtalo
Cov(X,Y) _  E[(X-EMX)(Y-EMY))]

= =+1
JVa(X)Var(Y) JE[(X - E(X))*E(Y - E(Y))?]

Cor(X,Y) =

valitsemalla
W =X- E(X)
Z =Y- E®Y)
jaottamalla saadusta yhtal6sta nelidjuuri.
Edelld esitetyn mukaan
Cor(X)Y) =1
tasmélleen silloin, kun
h(a) = E(aw- 2)*=0
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(8) Koskakohdan (2) mukaan
h(a) = E(aw- 2)?3 0
kaikille a, niin
h(a) = E(aw- 2)*=0
tasmélleen silloin, kun
Pr(@w- 2°=0)=1
mik& on totta tasméleen silloin, kun
PraW- Z=0)=1
(99 Kohdasta(8) seuraa, etta
Z=aW
todenndkdisyydella 1.
(10) Vaite seuraa kohdasta 9 valitsemalla
W =X- E(X)
Z =Y- E®Y)
jamerkitsemdla
b=a
a =E(Y)- aE(X)

Todistetaan lopuks kohdan (ii) viimeinen véite:
Jos Cor(X,Y)=+1, ninb>0jajos Cor(X,Y)=-1,ninb<O0.
Perustelu:
Edella todistettiin, etta
Cor(X,Y) =%1
tasmélleen silloin, kun 2. asteen yhtdolla
h(a) = E(@W- Z)> = a’E(W) - 2aE(WZ) + E(Z°) =0
on yksi juuri. Tamajuuri on 2. asteen yht&lon ratkaisukaavan mukaan
o= EWz)
EW?)
Sijoittamalla téhén
W =X- E(X)
Z =Y- E(Y)
voidaan juuri Kirjoittaa muotoon
Q= Cov(X,Y)
Var(X)
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Koska
b=a

niin ndemme, etté kertoimella b ja satunnaismuuttujien X ja 'Y korrelaatiolla
Cor(X, Y) on aina sama merkki, mikéa oli todistettava.

Huomautus:

Korrelaatiokertoimen ominaisuus (i) seuraa my6s kohdan (3) epayhtélosta

D =4EWZ)]° - 4EW?)E(Z°) <0

Oletetaan nyt, etta
Y=a+bX
jossaajab?! 0ovat ei-satunnaisia vakioitajatodistetaan, etta
Cor(X,Y) =1
Perustelu:
Koska
Y=a+bX

niin satunnaismuuttujien lineaarimuunnosten korrelaatiota koskevan kohdan
mukaan

Cor(X,Y)=Cor(X,a +bX)=sgn(b) Cor(X, X) =sgn(b) =+1

Satunnaismuuttujien W ja Z korrelaation kaavassa esiintyva funktio sgn(3 on ns.

mer kkifunktio:
i+l josx>0
sgn(x) =1 0,josx=0
1.1 josx<0

Korrelaatiokertoimen tulkinta
Lauseesta 1 seuraa, ettd satunnaismuuttujien X ja Y korrelaatiokertoimelle
Cor(X,Y)

voidaan antaa seuraava tulkinta: Korrelaatiokerroin Cor(X,Y) mittaa satunnaismuuttujien X ja’Y
lineaarisen riippuvuuden voimakkuutta:

(i)  Mitdsuurempi on
|Cor(X,Y)]
sité voimakkaampaa on satunnaismuuttujien X ja'Y valinen lineaarinen riippuvuus.
(i)  Mit& pienempi on
|Cor(X,Y)]
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sité helkompaa on satunnaismuuttujien X ja'Y valinen lineaarinen riippuvuus.

Korreloimattomuus
Jos
Cor(X,Y)=r,, =0
niin sanomme, etta satunnaismuuttujat X ja'Y ovat korreloimattomia. Lauseen 1 mukaan satunnais-
muuttujat X ja'Y ovat korreloimattomia, jos ne ovat riippumattomia.
Huomautus:
Kéaénteinen el pade: Siit4, etta
Cor(X,Y)=0
el valttAmatta seuraa, etta satunnaismuuttujat X ja'Y ovat riippumattomia.
Palautetaan viela mieleen seuraavatosiasia: Koska
Cov(X,Y) _ Su

I =Cor(X,Y)= D(X)D(Y) sys,

niin r,, =0, josjavanjos s,, =0.
Esmerkki 1. Nopanheitto.

Taméa esimerkki on jatkoa kappaleen Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat esimerkille 1.
Heltetdan virheetonta noppaa kaksi kertaa ja médritelléén satunnaismuuttujat X ja'y:

X = Tulos (slméluku) 1. nopanheitosta
Y = Tulos (siimédluku) 2. nopanheitosta
Satunnaismuuttujien X ja Y yhteigakauman pistetodenndkai syysfunktio on

fo (X Y) =Pr(X =%xY =Yy) :3—16; x=1,2,3,4,56;y=1234,56

Satunnaismuuttujan X reunajakauman pistetodenndkoi syysfunktio on
fy (X) =Pr(X =x) :%; x=1234,5,6

Satunnaismuuttujan Y reunajakauman pistetodennakaoi syysfunktio on
() =PY =y)= 21 y=123456

Satunnaismuuttujien X ja'Y odotusarvot, varianssit ja standar dipoikkeamat (laskettu
aikaisemmin kappaleissa K aksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja K aksiulotteisten
jakaumien variansgt ja standardipoikkeamat):

E(X) = E(Y) =21/6 =3.5
D*(X) = DX(Y) = 35/12 = 2.917
D(X) = D(Y) = 1.708
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Koska olemme todenneet kappaleessa K aksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja
rilppumattomuus, etté satunnaismuuttujat X ja'Y ovat riippumattomia, niin

Cor(X,Y) =Cov(X,Y) =0
Esmerkki 2. Nopanheitto.
Taméa esimerkki on jatkoa kappaleen Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat esimerkille 2.
Heltetdan virheetonta noppaa kaks kertaa ja mééritellédn satunnaismuuttujat X, YjazZ

Seuraavasti:
X = Tulos (slméluku) 1. nopanheitosta
Y = Tulos (siimédluku) 2. nopanheitosta
Z = X+ Y =Heittotulosten (siimaukujen) summa

Satunnaismuuttujien X ja Z yhteigakauman pistetodenn&kai syysfunktio on
f,(X,2)=Pr(X =xjaZ=2) =%; x=12,34,56;z=x+y;y=127345,6
Satunnaismuuttujan X reunajakauman pistetodenndkoi syysfunktio on
f,(X)=Pr(X=x)==,%x=1234,56

Satunnaismuuttujan Z reunajakauman pistetodennakadi syysfunktio on

|zl

f,(z2)=Pr(Z=2)= I
13- z
== <.7= 7,8,9,10,11,12
T 36

Satunnaismuuttujien X ja Z odotusarvot, varianssit ja standardipoikkeamat (laskettu
aikaisemmin kappaleissa K aksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja K aksiulotteisten
jakaumien varianssit ja standardipoikkeamat):

2=2,3,4,56,7

E(X) =21/6 =35 E(2) = 252/36 =7
D*X)=35/12=2.917 D?*Z) =210/36 = 5.833
D(X) = 1.708 D(2) = 2.415

Olemme todenneet kappaleessa K aksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja
rilppumattomuus, etté satunnaismuuttujat X ja Z eivat ole riippumattomia.

L asketaan ensin satunnaismuuttujien X ja Z kovarianssi:

6 12
E(XZ)=8 a xzPr(X =x,Z=2)= 987
x=1 z=2 36
Cov(X,Z) = E(XZ)- E(X)E(Z)—ﬂ- 21,82 _105_, 917
36 6 6 36
Siten korrel aatiokertoimen arvoks saadaan:
Cor(X, Z)—M———O.m?

D(X)D(Z) 2
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12.14. Ehdolliset jakaumat

Ehdollinen todennakoisyys

Palautetaan mieleen ehdollisen todennakdi syyden maaritelma: Olkoot A ja B otosavaruuden S
tapahtumia ja olkoon Pr(B) * 0. Tapahtuman A ehdollinen todennak6isyys tapahtuman B suhteen
on
_Pr(AC B)

Pr(B)

Ehdollisen jakauman maaritelmé mukailee ehdollisen todennakdisyyden méaritelmaa.

Pr(A|B)

Ehdolliset jakaumat

Olkoon satunnaismuuttujien X ja Y yhteigakauman pistetodenndkadisyys- tai tiheysfunktio
f.v (X, y) jaolkoot satunnaismuuttujien X ja Y reunajakaumien pistetodennakoisyys- tai tiheys-

funktiot f,(x) ja f,(y).

Satunnaismuuttujan X ehdollinen jakauma satunnaismuuttujan Y suhteen (ehdolla’Y =y) on

fa(XY)
foy(X]y) =222~ jos f >0
x (X]Y) . (y) jos £, (y)
Satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma satunnaismuuttujan X suhteen (ehdolla X = x) on
f (XY)
f X) =222 jos f, (X) >0
vix (Y1) £ jos f, (%)

Ehdolliset jakaumat ja ehtomuuttuja
Satunnaismuuttujan X ehdollinen jakauma
fu (X1Y)
satunnaismuuttujan Y suhteen riippuu yleensa ehtomuuttujan Y arvoista.
Satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma
Fx (Y1)

satunnaismuuttujan X suhteen riippuu yleensi ehtomuuttujan X arvoista.

Ehdolliset jakaumat ja riippumattomuus

Olkoon satunnaismuuttujien X ja Y yhteigakauman pistetodenndkdisyys- tai tiheysfunktio
f.v (X, y) jaolkoot satunnaismuuttujien X ja Y reunajakaumien pistetodennakoisyys- tai

tiheysfunktiot f, (x) ja f,(y).

Riippumattomuuden maaritelman mukaan satunnaismuuttujat X ja’Y ovat riippumattomia, josja
vain jos
Frr (X ¥) = £, (0 £ ()
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Suoraan ehdollisten jakaumien méaritelmista néhdaan:
Satunnaismuuttujat X ja'Y ovat riippumattomia, jos ja vain jos satunnaismuuttujan X ehdollinen
jakauma satunnaismuuttujan Y suhteen yhtyy satunnaismuuttujan X reunajakaumaan:

fun (X1Y) :W: f, (X),josf,(y)>0

Satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia, josjavain, jos satunnaismuuttujan Y ehdollinen
jakauma satunnaismuuttujan X suhteen yhtyy satunnaismuuttujan Y reunajakaumaan:

fo (¥1%) =ffo(X;)y): f,(y) . josf, (>0

12.15. Ehdolliset odotusarvot ja varianssit

Diskreetin kaksiulotteisen jakauman ehdolliset odotusarvot
Olkoot satunnaismuuttujat X ja'Y diskreette a.

Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujan Y suhteen on satunnaismuuttujan
X ehdollisen jakauman odotusarvo:

E(X|Y =y)=m, =8 X, (x]y)

Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujan X suhteen on satunnaismuuttujan
Y ehdollisen jakauman odotusarvo:

ECY X =X)=my = Q Yy (Y%

Jatkuvan kaksiulotteisen jakauman ehdolliset odotusarvot
Olkoot satunnaismuuttujat X jaY jatkuvia.

Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujan Y suhteen on satunnaismuuttujan
X ehdollisen jakauman odotusarvo:

+¥

EXX|Y=y)=m, = (\)Xfxw(xl y)dx
-¥

Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujan X suhteen on satunnaismuuttujan
Y ehdollisen jakauman odotusarvo:

+¥

EV[X=X)=my = (\)yfwx (y[x)dy

Ehdolliset odotusarvot ja ehntomuuttujat
Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo
E(X|Y=Yy)

satunnaismuuttujan Y suhteen riippuu yleensd ehtomuuttujan Y arvoista.
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Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo
E(Y | X =X)

satunnaismuuttujan X suhteen riippuu yleensi ehtomuuttujan X arvoista x.

Ehdolliset odotusarvot ja riippumattomuus

Jos satunnaismuuttujat X ja’Y ovat riippumattomia, ehdolliset odotusarvot yhtyvat niiden reuna-
jakaumien odotusarvoihin. Jos siis X ja Y ovat riippumattomia, niin

E(Y[X =X) =E(Y)
E(X Y =y) =E(X)

Talloin satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujan Y suhteen ei riipu ehto-
muuttujan Y arvoista ja satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujan X suhteen el
riipu ehtomuuttujan X arvoista.

Diskreetin kaksiulotteisen jakauman ehdolliset varianssit

Olkoot satunnaismuuttujat X ja'Y diskreettej a.

Satunnaismuuttujan X ehdollinen varianss satunnaismuuttujan Y suhteen on satunnaismuuttujan X
ehdollisen jakauman varianssi:

Va(X|Y=y)=s2, =8 (x- my)*f,, (X]y)

Satunnaismuuttujan Y ehdollinen varianss satunnaismuuttujan X suhteen on satunnaismuuttujan Y
ehdollisen jakauman varianssi:

Va(Y X =x)=s2 =& (Y- Mu)* fr (Y]X)
y

Jatkuvan kaksiulotteisen jakauman ehdolliset varianssit
Olkoot satunnaismuuttujat X jaY jatkuvia.

Satunnaismuuttujan X ehdollinen varianss satunnaismuuttujan Y suhteen on satunnaismuuttujan X
ehdollisen jakauman varianssi:

+¥

Va(X|Y=y) :s>2<|v = Ox- n;'<|v)2 fov (x| y)dx
-¥

Satunnaismuuttujan Y ehdollinen varianss satunnaismuuttujan X suhteen on satunnaismuuttujan Y
ehdollisen jakauman varianssi:

+¥

Va(Y [ X =x) =57, = O(Y- M) fyx (Y[ X)dy
-y

Ehdolliset varianssit ja ehtomuuttujat
Satunnaismuuttujan X ehdollinen varianssi
Va(X|Y=y)

satunnaismuuttujan Y suhteen riippuu yleensd ehtomuuttujan Y arvoista.
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Satunnaismuuttujan Y ehdollinen varianssi
Va(Y | X =x)

satunnaismuuttujan X suhteen riippuu yleensi ehtomuuttujan X arvoista x.

Ehdolliset varianssit ja riippumattomuus

Jos satunnaismuuttujat X ja 'Y ovat riippumattomia, ehdolliset varianssit yhtyvat niiden reuna-
jakaumien variansseihin. Jos siis X ja 'Y ovat riippumattomia, niin

Va(Y| X =x) =Var(Y)
Va(X|Y =y) =Var(X)

Talloin satunnaismuuttujan X ehdollinen varianss satunnaismuuttujan Y suhteen ei riipu ehto-
muuttujan Y arvoista ja satunnaismuuttujan Y ehdollinen varianss satunnaismuuttujan X suhteen ei
riipu ehtomuuttujan X arvoista.

lteroidun odotusarvon lait

Ehdollinen odotusarvo voidaan tulkita satunnaismuuttujaksi ehtomuuttujan suhteen. Voimme siksi
puhua ehdollisen odotusarvon odotusarvosta.

Satunnaismuuttujan Y ehdollisen odotusarvon odotusarvo (satunnaismuuttujan X suhteen) on
E, [EC(Y | X)] =E(Y)

Satunnaismuuttujan X ehdollisen odotusarvon odotusarvo (satunnaismuuttujan Y suhteen) on
E, [E(X |Y)] =E(X)

Perustelu:

Todistetaan ensimmainen kaavoista jatkuvien satunnaismuuttujien tapauksessa.

+¥

E [E(YX)]= C‘)E(Y| X) f, (x)dx

+¥ 4H¥

e
= Oeony|x(Y|X)dyUf (x)dx
-x By
¥ ¥ g
= c\)ec\)yfwx (yIx) fy (X)dygdx
.y By Q
¥ ¥ N
= c\)ec\)yfxv(x, Y)dygdx
¥ By a
+¥ +¥
=0y Of (x, y)dxdy
M
= OYfy (y)dy = E(Y)
¥
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Regressiofunktiot ja -kayrat
Tarkastellaan satunnaismuuttujan X ehdollista odotusarvoa
EX[Y=Y)

ehtomuuttujan Y arvojen y funktiona. Téta funktiota kutsutaan satunnaismuuttujan X regresso-
funktioks satunnaismuuttujan Y suhteen.

Satunnaismuuttujan X regressiofunktio muuttujan Y suhteen méérittelee regressiokayran
x=gy(y) =E(X[Y=Yy)

Tarkastellaan satunnaismuuttujan Y ehdollista odotusarvoa
E(Y|X=X)

ehtomuuttujan X arvojen x funktiona. Tét& funktiota kutsutaan satunnaismuuttujan Y regressio-
funktioks satunnaismuuttujan X suhteen.

Satunnaismuuttujan Y regressiofunktio muuttujan X suhteen méérittelee regressiokayran
y=0x(¥)=EY[X=X)

Huomaa, etté vaikka regressiokayrét
x=g,(y)
y=09x(%

ovat funktioina tdysin maarattyja, niin sattuma maaraa mika funktioiden arvoista realisoituu.

Regressiofunktiot ja ennustaminen

Oletetaan, etta satunnaismuuttujien X ja 'Y yhtelgakauman pistetodennakdisyys- tai tiheysfunktio
fxv(X, y) tunnetaan.

Tehtava 1:

(i)  Hauamme ennustaa satunnaismuuttujan X arvon satunnaismuuttujan Y saaman arvon
perusteella.

(i)  Olkoon ennustettu arvo d(X | ).
(i)  Miten ennuste d(X | Y) valitaan optimaalisella tavalla?
Ratkaisu:
Valitaan ennuste d(X | Y) siten, ettd ennusteen keskinelidvirhe
ECX - d(X[Y)I*]Y)
minimoituu. Voidaan osoittaa, etta keskinelidvirhe minimoituu valinnalla
d(X]Y) = E(X]Y)

Siten ehdollinen odotusarvo €li regressiofunktio E(X | Y) antaa keskinelidvirheen mielessa
optimaalinen ennusteen satunnaismuuttujan X saamille arvoille.

Tehtava 2:

(i) Hauamme ennustaa satunnaismuuttujan Y arvon satunnaismuuttujan X saaman arvon
perusteella.
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(i)  Olkoon ennustettu arvo d(Y | X).
(i)  Miten ennuste d(Y | X) valitaan optimaalisella tavalla?
Ratkaisu:
Valitaan ennuste d(Y | X) siten, ettd ennusteen keskinelidvirhe
ECY - d(Y [ X)]*X)
minimoituu. Voidaan osoittaa, etta keskinelidvirhe minimoituu valinnalla
d(Y| X) = E(Y | X)
Siten ehdollinen odotusarvo €li regressiofunktio E(Y | X) antaa keskineliovirheen mielessa
optimaalinen ennusteen satunnaismuuttujan Y saamille arvoille.
Havainnollistuksia
Esmerkki 1. Nopanheitto.
Taméa esimerkki on jatkoa kappaleen Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat esimerkille 1.
Heitetd8n virheetonta noppaa kaks kertaa ja maéritelldan satunnaismuuttujat X ja 'y:
X = Tulos (slméluku) 1. nopanheitosta
Y = Tulos (siimédluku) 2. nopanheitosta
Satunnaismuuttujien X ja'Y mahdolliset arvot:
X :{1,2,34,5,6}
Y : {123 45,6}
Satunnaismuuttujien X ja Y yhteigakauman pistetodenndkai syysfunktio on

foy (X Y)=Pr(X=x,Y=Y) :3—16; x=12,34,56;y=1234,56
Satunnaismuuttujan X reunajakauman pistetodenndkoi syysfunktio on

fy (X) =Pr(X =x) :%; x=12,3,4,5,6
Satunnaismuuttujan Y reunajakauman pistetodennakadi syysfunktio on

() =PY =y)= 2 1y=12345,8
Kuten olemme kappaleessa Reunajakaumat ja riippumattomuus ndhneet, satunnais-

muuttujien X ja'Y yhtelgakauman ja reunajakaumien pistetodennékai syysfunktiot voidaan
esittaa seuraavana taulukkona:
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Tulos 1. nopanheitosta = x Summa
PriX=x,Y=y)
Pr(Y =vy)
1 2 3 4 5 6
6 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
Tulos 5 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
2. 4 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
nopan-
heitosta 3 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
=y 2 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
Summa
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1
Pr(X =x)

() Tarkastellaan satunnaismuuttujan X ehdollisia jakaumia ja ehdollisia odotusarvoja
satunnaismuuttujan Y suhteen.

Satunnaismuuttujan X ehdolliset jakaumat satunnaismuuttujan Y suhteen saadaan
jakamalla yhtelgakauman pistetodenndk6isyydet satunnaismuuttujan Y reunajakauman
toden nakoisyyksilla.
Esmerkki:

fu(%3) _1/36 _ 1,

f . (X|Y=3)= ==:x=1234,56
v (X1 ) .3 16 6 a

Kaikki satunnaismuuttujan X ehdolliset jakaumat satunnaismuuttujan Y arvojen suhteen
voidaan esittd84 seuraavana taulukkona, jossa ehdolliset jakaumat ovat taulukon riveina:

Tulos 1. nopanheitosta = x
PrX=x|Y=y) Summa
1 2 3 4 5 6
6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1
Tulos 5 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1
2. 4 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1
nopan-

heitosta 3 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1
=y 2 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1
1 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1
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Satunnaismuuttujan X ehdolliset odotusarvot satunnaismuuttujan Y suhteen voidaan
maéarédta helposti tasta taulukosta.

Esimerkki:
6 6
E(X|Y =3 :é XfX|Y(x|Y =3) :%é x:%:g_S
x=1 x=1

Kaikki satunnaismuuttujan X ehdolliset odotusarvot satunnaismuuttujan Y suhteen
voidaan esitt8a seuraavana taulukkona:

Tulos 2. nopanheitosta=y

EX|Y=y) |35]35[35]35]35]35

Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo muodostaa entomuuttujan Y arvojen
funktiona satunnaismuuttujan X regress ofunktion satunnaismuuttujan Y suhteen.

Y Il olevasta taulukosta ndhdaan, etta tassa tapauksessa satunnaismuuttujan X
regressiofunktio satunnaismuuttujan Y suhteen on vakio. Siten satunnaismuuttujan Y
Ssaaman arvon tunteminen el auta ennustamaan satunnai smuuttujan X saamaa arvoa.
Tama on sopusoinnussa sen kanssa, etta satunnaismuuttujat X ja'Y ovat riippumattomia.

(i) Tarkastellaan satunnaismuuttujan Y ehdollisia jakaumia ja ehdollisia odotusarvoja
satunnaismuuttujan X suhteen.

Satunnaismuuttujan Y ehdolliset jakaumat satunnaismuuttujan X suhteen saadaan
jakamalla yhtelgakauman pistetodenndk6isyydet satunnaismuuttujan X reunajakauman
toden nakoisyyksilla.
Esmerkki:

fu(x4) _1/36 _1,

f X =4)= ==—:y=12734,5,6
Y|x(Y| ) £ (4) 176 6 y=1

Kaikki satunnaismuuttujan Y ehdolliset jakaumat satunnaismuuttujan X arvojen suhteen
voidaan esitt84 seuraavana taulukkona, jossa ehdolliset jakaumat ovat taulukon
sarakkeina:
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Todennéakoisyys Tulos 1. nopanheitosta = x
PriY =y [X=X)
1 2 3 4 5 6
6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
Tulos 5 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
2. 4 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
nopan-
heitosta 3 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
=y 2 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
1 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
Summa 1 1 1 1 1 1

Satunnaismuuttujan Y ehdolliset odotusarvot satunnaismuuttujan X suhteen voidaan
maéarédta helposti tasta taulukosta.

Esimerkki:

P 1 21

E(Y|X=4)=3 yhyu(y|X=4)==y="-=35

y=1 6 6
Kaikki satunnaismuuttujan Y ehdolliset odotusarvot voidaan esittéd seuraavana
taulukkona:

Tulos 1. nopanheitosta = x
1 2 3 4 5 6
E(Y |X = x) 35(35]35]135]|35(35

Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo muodostaa entomuuttujan X arvojen
funktiona satunnaismuuttujan Y regress ofunktion satunnaismuuttujan X suhteen.

Y |l olevasta taulukosta ndhdaan, etta tassa tapauksessa satunnaismuuttujan Y
regressiofunktio satunnaismuuttujan X suhteen on vakio. Siten satunnai smuuttujan X
Ssaaman arvon tunteminen el auta ennustamaan satunnaismuuttujan Y saamaa arvoa.
Tama on sopu soinnussa sen kanssa, ettéa satunnaismuuttujat Y ja X ovat riippumattomia.

Tarkastellaan viela satunnaismuuttujan
Y = Tulos 1. nopanheitosta

regressiofunktiota satunnaismuuttujan
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mat

X = Tulos 2. nopanheitosta
suhteen graafisesti.

Kuva oikealla havainnollistaa satunnais-

muuttujien X ja Y yhteisjakaumaa. !

Kuvassa on 36 pistettd, joistajokaisen 61 ®& & & & o o
todennakdisyys on 1/36. 5] e e e e e e
Satunnaismuuttujan Y endollisia odotus- 24 e © o o o o
arvoja satunnaismuuttujan X arvojen © L STEEER SRRRER SERPRR SURRRY SEREEY S
suhteen on merkitty katkoviivan o 3 ¢ & o o o oo
yhdistéamilla vinonelidill&. 2] o o o e e o
KL_Jva havainnollistaa sif[a, etta_l. nopan- 1 e © o o o o
heiton tuloksen tuntemisesta ei ole tassa

tapauksessa hyotya 2. nopanheiton 0

tuloksen ennustamisessa. 0 1 2 3 4 5 6

1. heitto

Esmerkki 2. Nopanheitto.

Taméa esimerkki on jatkoa kappaleen Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat esimerkille 2.

Heltetdan virheetonta noppaa kaks kertaa ja mééritellédn satunnaismuuttujat X, YjaZ
Seuraavasti:

X = Tulos (slméluku) 1. nopanheitosta
Y = Tulos (siimédluku) 2. nopanheitosta
Z = X+ Y = Heittotulosten (siimaukujen) summa

Satunnaismuuttujien X, Y jaZ mahdolliset arvot:
X {1, 2,3, 4,5,6}
Y :{1,2 3,4,5,6}
Z :{2,3,4,56,7,8,9, 10, 11, 12}
Satunnaismuuttujien X ja Z yhteigakauman pistetodennékai syysfunktio on

f,(X,2)=Pr(X =xjaZ=2) =%; x=12,3,4,56;z=x+y;y=1234,56
Satunnaismuuttujan X reunajakauman pistetodenndkoi syysfunktio on
fy (X) =Pr(X =x) :%; x=1234,5,6

Satunnaismuuttujan Z reunajakauman pistetodennakadi syysfunktio on

;;;23;; :2=23456,7
L@=pz=2=] %
= _~:2=7.8,9101112
i 36
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Kuten olemme kappaleessa Reunajakaumat ja riippumattomuus nédhneet, satunnais-
muuttujien X ja'Y yhtelgakauman ja reunajakaumien pistetodenngkai syysfunktiot voidaan
esittaa seuraavana taulukkona:

Tulos 1. nopanheitosta = x Summa
Pr(X=x,Z=2)
Pr(zZ =2z)
1 2 3 ) 5 6
12 0 0 0 0 0 1/36 1/36
11 0 0 0 0 1/36 | 1/36 2/36
10 0 0 0 1/36 | 1/36 | 1/36 3/36
9 0 0 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 4/36
Silmé- 8 0 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 5/36
lukujen 7 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 6/36
sSsumma
=z 6 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 0 5/36
5 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 0 0 4/36
4 1/36 | 1/36 | 1/36 0 0 0 3/36
3 1/36 | 1/36 0 0 0 0 2/36
2 1/36 0 0 0 0 0 1/36
Summa
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1
Pr(X =x)

Tarkastellaan satunnaismuuttujan Z ehdollista jakaumaa ja odotusarvoa satunnaismuuttujan X
suhteen.

Satunnaismuuttujan Z ehdolliset jakaumat satunnaismuuttujan X suhteen saadaan jakamalla
yhteigakauman pistetodennakdisyydet satunnaismuuttujan X reunajakauman toden-
nakoisyyksilla.

Esimerkkga:
Pr(Z=8/X =3 =f,,(8]X=3)= 283 1736 _1
.3 16 6
Pr(Z =10X =3)=1f,, (10]X =3)= 103 _ 0 _,
.3 16

Kaikki satunnaismuuttujan Z ehdolliset jakaumat satunnaismuuttujan X arvojen suhteen
voidaan esittdd seuraavana taulukkona, jossa ehdolliset jakaumat ovat taulukon sarakkeina:
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PrZ=2|X=x) Tulos 1. nopanheitosta = x
1 2 3 4 5 6
12 0 0 0 0 0 1/6
11 0 0 0 0 1/6 1/6
10 0 0 0 1/6 1/6 1/6
9 0 0 1/6 1/6 1/6 1/6
Silmé- 8 0 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
Isuukmuﬁg 7 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
=Z 6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 0
5 1/6 1/6 1/6 1/6 0 0
4 1/6 1/6 1/6 0 0 0
3 1/6 1/6 0 0 0 0
2 1/6 0 0 0 0 0
Summa 1 1 1 1 1 1

Satunnaismuuttujan Z ehdolliset odotusarvot satunnaismuuttujan X suhteen voidaan méaréta
helposti tasta taulukosta

Esimerkki:
12 9
E(Z1X =3 =4 7, (21X =9 =28 2= =65
z=2 z=4

Kaikki satunnaismuuttujan X ehdolliset odotusarvot satunnaismuuttujan Y suhteen voidaan
esittaa seuraavana taulukkona:

Tulos 1. nopanheitosta = x

EZ X = X) 4515516575185 ]95

Satunnaismuuttujan Z ehdollinen odotusarvo ehtomuuttujan X arvojen funktiona muodostaa
satunnaismuuttujan Z regress ofunktion satunnaismuuttujan X suhteen.
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Y 14 olevasta taulukosta ndhdaan, etté tassi tapauksessa satunnaismuuttujan Z regressio-
funktio satunnaismuuttujan X suhteen e ole vakio. Siten satunnaismuuttujan Y saaman arvon
tunteminen auttaa ennustamaan satunnaismuuttujan X saamaa arvoa. Tama on sopu-
soinnussa sen kanssa, etta satunnaismuuttujat X ja'Y eivat ole riippumattomia.

Tarkastellaan viela satunnaismuuttujan
_ 13
Z = Heittotulosten summa 15 o
regressiofunktiota satunnaismuuttujan 11 - e o
X = Tulos 1. nopanheitosta 10 e o :
suhteen graafisesti. £ 9] ¢ o :‘
£
Kuva oikealla havainnollistaa satunnais- 2 8] R
muuttujien Z ja X yhteigakaumaa. g 7| & ¢ ¢ o o
n
Kuvassa on 36 pistetta, joistajokaisen 3 1 ¢ : ¢
sp e 5 ® .0 [ J [ J
todennakdisyys on 1/36. % . : . .
Satunnaismuuttujan Z ehdollisia odotus- -
arvoja satunnaismuuttujan X arvojen 3t ® ¢
suhteen on merkitty katkoviivan 21 o
yhdistamilla vinonelidilla. 1
Kuva havainnollistaa sitd, ettéd 1. nopan- 0
heiton tuloksen tuntemisesta on tassa o 1 2 3 4 5 6 7
tapauksessa hyotya heittotul osten 1. heitto
summan ennustami sessa.
Esmerkki 3. Janan jatkuva jako.
Valitaan luvut X jaY satunnaisesti valilta (0, 1) kahdessa vaiheessa:
@ Valitaan ensin luku X satunnaisesti valilta (0, 1) jatkuvan tasaisen jakauman
mukaan.
Siten
X Uniform(0,2)
Olkoon valittu luku x.
2 Valitaan sitten luku Y satunnaisesti vélilta (0, X) jatkuvan tasaisen jakauman
mukaan.

Siten
(Y| X =x) Uniform(0, x)
Olkoon valittu luku y.
Valintoja voidaan havainnollistaa alla olevalla kuviolla:

0 y X 1

Allakonstruoidaan satunnaismuuttujien X ja Y yhtei g akauman tiheysfunktio
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(% Y)
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satunnaismuuttujan Y reunaj akauman tiheysfunktio
f.(%)
satunnaismuuttujan Y odotusarvo
E(Y)
sekd satunnaismuuttujan Y regressiofunktio
E(Y|X=X)
satunnaismuuttujan X suhteen.
Satunnaismuuttujan X (reuna-) jakauman tiheysfunktio on
il1,0<x<1

f . (x)=
«0=15 muulloin

Satunnaismuuttujan Y ehdollisen jakauman tiheysfunktio ehdolla X = x on

11 ocyex
I - )
Fox (Y1X) =1 X
10, muulloin
Ehdollisen jakauman mééritelman mukaan satunnaismuuttujien X ja 'Y yhtelgakauman
tiheysfunktio on
il
[—,0<y<x<l1
Fer (6 Y) = Fru (Y1 1 (9 =1 x
10 , muulloin

Siten satunnaismuuttujan Y reunajakaumaksi saadaan

1

fu(y)= C\)fxv(xa y)dx

y
1
1
=A-dx
%
:[Iogx]ly
=-logy

Kuva oikealla esittéd satunnaismuuttujien
XjaY yhteigakauman tiheysfunktiota

i1l
i=,0<y<x<1
fo (X Y) =1 X

{0, muulloin
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Kuva oikealla esittéd satunnaismuuttujien T KEvrat
X jaY yhteigakauman tiheysfunktion tasa- 12 asoarvokayra
arvokayria
1 1
x=—,0<y<x<l1
K 0.8 -
kun
0.6 -
k=12, ..., 30.
Kuvaan on merkitty myos suora 0.4
y:X,O<X<1 0.2
Kuvat alaesittavét satunnaismuuttujien 0 ‘I[ | | |
X jaY reunajakaumien tiheysfunktioita 0 02 04 06 08 1 1.2
il,0<x<1
f.(X)=i
«0=15 muuiloin
ja
f,(y)=-logy
fo (X f
5 () 5 /)
4 4
3 3
2 2
1 1
0 ; ; r " 0 ; ; ; ; ;
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Johdetaan seuraavaks satunnaismuuttujan Y odotusarvo. Koska
X Uniform(0,2)

ja
(Y| X =x) Uniform(0, x)
niin
1
E(X)==
(X) >
ja

E(Y| X =X =£x
2
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Satunnaismuuttujan Y ehdollisen odotusarvon E(Y¥X) odotusarvo satunnaismuuttujan X
suhteen on iteroidun odotusarvon lain mukaan

E(Y) = Ex [E(Y|X)] =E,[$ X] =1E,[X] =1x =1
Koskatoisaalta

E(Y) = Ovfy (Y)dy
ja

f, (y) =- log(y)

olemme todistaneet seuraavan integraalikaavan:
1
- ovlog(y)dy =4
0

Tarkastellaan lopuksi satunnaismuuttujan Y regressiofunktiota satunnaismuuttujan X suhteen.

Kosca Regressiofunktio y = gy(x)

(Y| X =x) Uniform(0, x) 1
niin satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotus- 08 |
arvo satunnaismuuttujan X suhteen on '

E(Y|X =x) == x 061

2
Siten satunnaismuuttujan y regressiofunktiota 041
vastaava regressiokdyra muuttujan x suhteen
on muotoa 0.2
1
y:gx(x)zE(Y|X=x)=§x 0 ‘
0 02 04 06 08 1

Ks. kuvaa oikealla.

Huomaa, ettd satunnaismuuttujan X saaman arvon tuntemisesta on tassa tapauksessa hy6tya
satunnaismuuttujan Y saaman arvon ennustamisessa.
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13.  Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio

13.1. Momenttieméafunktio
13.2. Karakteristinen funktio

Tarkastelemme tassé luvussa kahta térkedta todennakoi syyd askennan ja matemaattisen tilasto-
tieteen apuvalinettd, momenttiemafunktiota ja karakteristista funktiota.

Useimmissa tilanteissa jakaumien momentit kuten esimerkiksi odotusarvot javarianssit on
helpointa johtaa jakauman momenttiemafunktion avulla. Myds samoin jakautuneiden satunnais-
muuttujien summan tai aritmeettisen keskiarvon jakauma saadaan monissa tilanteissa helposti
selville momenttiem&funktion avulla

Eréas todennékai syyslaskennan ja matemaattisen tilastotieteen tarkeimmisté tuloksista on keskeinen
raja-arvolause. Se selittdd sen, miks normaalijakaumalla on niin keskeinen asema teoreettisessa ja
soveltavassa tilastotieteessa. Keskeisen rgja-arvolauseen perusmuodon todistuksessa voidaan nojata
tekniikkaan, jossa sovelletaan momenttieméfunktiota; ks. luvun Stokastiikan konvergenss-
kasitteet ja raja-arvolauseet kappaletta K eskeinen raja-arvolause.

Karakteristista funktiota voidaan soveltaa samoihin ongelmiin kuin momenttieméfunktiota.
Karakteristisella funktiolla on se teoreettinen etu momenttiemafunktioon ndhden, etta se voidaan
maaréta kaikille satunnaismuuttujille toisin kuin momenttiemafunktio. Toisaalta karakteristiseen
funktioon liittyvateoria on vailkeampaa. Siksi t&ssi esityksessa rgjoitutaan vain karakteristisen
funktion perusominaisuuksien esittelemiseen.

Avainsanat:

Aritmeettinen keskiarvo, Diskreetti jakauma, Emé&funktio, Inversioteoreema, Jatkuva jakauma,
Karakteristinen funktio, Kolmiojakauma, Lineaarimuunnos, Momentit generoiva funktio,
Momenttiemafunktio, Odotusarvo, Satunnaismuuttujien summa, Taylorin sarja, Varianssi,
Yksikasitteisyys
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13.1. Momenttiemé&funktio

Olkoon X satunnaismuuttuja. Jos on olemassa h > 0 siten, ettd odotusarvo
m, (t) = E(e"™)

on olemassa kaikille
tT (- h,+h)

niin sanomme, etta m, (t) on satunnaismuuttujan X ja sen jakauman momenttiemafunktio eli

momentit generoiva funktio. Huomaa, ettéa satunnaismuuttujan X momenttiemafunktio riippuu vain
funktion argumentista t.

Jos m, (t) on momenttiemafunktio, niin

m, (0) = E(") = E(1) =1

Momenttiemafunktion olemassaolo

Kaikilla satunnaismuuttujilla el ole momenttieméfunktiota. Momenttieméfunktion
m, (t) = E(e"™)

olemassaololla tarkoitetaan sitg, etta odotusarvo
E(e™)

on aarellinen.

Esmerkki 1. Cauchy-jakauma.

Oletetaan, etta satunnaismuuttuja X noudattaa Cauchy-jakaumaa; lisdtietoja: ks. lukua
Jatkuvia jakaumia. TallGin satunnaismuuttujalla X ei ole momenttiemafunktiota.

Huomautus:

Cauchy-jakaumalla el ole momentteja — el edes odotusarvoa.

Diskreetin jakauman momenttiemafunktio

Olkoon satunnaismuuttuja X diskreetti ja sen pistetodennakoisyysfunktio
f(X)=Pr(X =X%)

Tall6in satunnaismuuttujan X momenttiemafunktio saadaan kaavalla
m, (t) = E(6*) =3 " (%)

Luvussa Diskreette a jakaumia johdetaan seuraavien diskreettien jakaumien momentti-emafunktiot:
Diskreetti tasainen jakauma.
Bernoulli-jakauma.
Binomijakauma.

Geometrinen jakauma.
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Negatiivinen binomijakauma.
Poisson-jakauma.

Jatkuvan jakauman momenttiemafunktio
Olkoon satunnaismuuttuja X jatkuva ja sen tiheysfunktio
f(X)

Tall6in satunnaismuuttujan X momenttiemafunktio saadaan kaavalla

+¥

m, (t) = E(e™) = e™f (x)dx

Luvussa Jatkuvia jakaumia johdetaan seuraavien jatkuvien jakaumien momenttiemafunktiot:
Jatkuva tasainen jakauma.
Eksponenttijakauma.
Normaalijakauma.
L og-normaalijakauma.
Gamma-jakauma.
Beta-jakauma.
Weibull-jakauma.

Momenttiemafunktion yksikasitteisyys
Jos satunnaismuuttujan X momenttieméfunktio eli momentit generoiva funktio

m, (t) = E(e™)

on olemassa jossakin pisteen t = 0 ympéarist0ssd, se on yksikasitteinen ja maaraa taysin
satunnaismuuttujan X todennékdisyys akauman. Momenttieméfunktion yksikasitteisyydesta
seuraa, ettajos kahdella satunnaismuuttujalla U jaV on sama momenttiemafunktio, niin ne
noudattavat samaa jakaumaa.

Momenttiemafunktion yksik&sitteisyytta kaytetaan tavalisesti hyvéks seuraavallatavalla Haluamme
méardta satunnaismuuttujan U jakauman. Oletetaan, ettd voimme osoittaa, etta satunnaismuuttujan U
momenttiemafunktio

my(t)
yhtyy pisteen t = 0 ympdristdssa satunnaismuuttujan V momenttiemafunktioon

m(t)
jonka todenndk6isyygakauma tunnetaan. Tall6in momenttieméafunktion ykskasittel syydesta seuraa,
ettd satunnaismuuttuja U noudattaa samaa jakaumaa kuin satunnaismuuttuja V.
Momenttiemafunktio ja satunnaismuuttujan momentit
Olkoon

m, (t) = E(e™)
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satunnaismuuttujan X momenttiemafunktio eli momentit generoiva funktio. Satunnaismuuttujan X k.
origomomentti

a, =E(X"),k=123K

saadaan maarddmalla momenttieméfunktion my(t) k. derivaatta pisteessat = O:

k
a, =E(x4 =3O o103k
a .,
Perustelu:
Olkoon
m, (t) = E(e”)
satunnaismuuttujan X momentit generoiva funktio. TallGin
k k k -
IO -4 e =X e =E(X*e)|_ =E(X")=a,
dat* |, dt -, edt o t=0

Huomaa, etta todistuksessa on oletettu implisiittisesti, etté derivoinnin ja odotusarvon oton
jarjestysta saa vaihtaa.
|

Momenttiemadfunktio on saanut nimensa juuri tastéd ominaisuudesta: Jos satunnaismuuttujalla on yksi-
kasitteinen momenttiemafunktio, sen momentit saadaan méardadmalla funktion derivaatat pisteessat =
0.

Esimerkiks satunnaismuuttujan X odotusarvo javarianss saadaan satunnaismuuttujan X kahdesta
ensmmaisesta momentista @, jaa, (olettaen, ettéane ovat olemassa) kaavoilla

m=E(X)=a,
s?=Va(X)=E[(X- m*1=E(X?)- nf=a,- a;

Kaytamme tata hyvaks luvuissa Diskreetted jakaumia ja Jatkuvia jakaumia johtamalla
tavallisten diskreettien ja jatkuvien jakaumien odotusarvot ja varianssit niiden momentti-
eméfunktioiden avulla.

Momenttiemafunktion Taylorin sarjakehitelma
Satunnaismuuttujan X momenttieméafunktio my(t) voidaan kehittda Taylorin sarjaks

gt~ -
)= —E(X)=9 —
MO f’}ok! (X5 f’}ok!ak

jossa
a, =E(X*),k=123K

on satunnaismuuttujan X k. momentti.
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Perustelu:
Olkoon

m, (t) = E(e™)

satunnaismuuttujan X momentit generoiva funktio. Kehitetaan eksponenttifunktio € Taylorin

sarjaksi:
zg(ti.)k
k=0 :
Ottamalla tasta sarjakehitelmésta odotusarvo saadaan:
tX)“6_ g t*
m0=Ee) =ega OV 9=4 Lexy=4 Lo,
k=0 @ k=0 k=0

Huomaa, etta todistuksessa on oletettu implisiittisesti, etté darettdméan summan ja odotusarvon
oton jarjestysté saa vaihtaa.

Olkoon

¥ ot

; gt 4t
m () =E@E*) =4 —E(X) =4 —
=0 " j=o |

satunnaismuuttujan X momenttieméafunktion my(t) Taylorin sarjakehitelmé. Derivoidaan sarja
kehitelma termeittain t:n suhteen:

d“my (t) _
dt* ,Oj

Valitsemallatéssat = 0, saadaan edellé esitetty tulos:

¥tJ

E(X“") é a,, . k=123K

k
% —E(X“)=a, k=123 K

t=0

Huomaa, ettd olemme olettaneet implisittisesti, etta &retén summa voidaan derivoida termeittain.

Satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen momenttiemafunktio

Olkoon
my (t)

satunnaismuuttujan X momenttieméfunktio ja olkoon
Y=a+bX

jossaa jab ovat ei-satunnaisia vakioita.
Tal6in satunnaismuuttujan Y momenttieméfunktio on

m, (t) =e"m, (bt)
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Perustelu:
M omenttiemafunktion maéritelmasta seuraa, etta

m((t) - E[e(a+bX)t] - E[eatebXt] - eat E[ebxt] - eatrnx (bt)

Riippumattomien satunnaismuuttujien summan momenttiemafunktio
Olkoot Xy, Xz, ... , X, riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden momenttieméfunktiot ovat
my(t), my(t), ..., ma(t)
Talldin summan
X=X+ X, + 3+ X,
momenttiemafunktio on satunnaismuuttujien Xy, X,, ... , X, momenttieméfunktioiden tulo:
M(t) = my(t)mp(t) xs<mi(t)
Perustelu:
Olkoot
Xy, X2y oony X
riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden momenttiemafunktiot ovat
my(t), my(t), ... , Mu(t)
M &éritelld8n satunnaismuuttuja
X=X+ X, + 3+ X,

Kéytetddn hyvaks sitd, ettd riippumattomien satunnaismuuttujien tulon odotusarvo on tulon
tekij6iden odotusarvojen tulo; ks. luvun M oniulotteiset satunnaismuuttujat ja toden-
nak 6isyygakaumat kappaletta K aksiulotteisten jakaumien odotusarvot.

Siten
m, (t) = E[exp(tX)]
= E[exp(t(X, + X, +L+ X)))]
= E[exp(tX, +tX, + L +tX,)]
= E[exp(tX,) exp(tX,) Lexp(tX,)]
= E[exp(tX,)] E[exp(tX,)] L E[exp(tX,)]
=m ()m,(t) Lm,(t)

Riippumattomien samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien summan
momenttiemafunktio

Olkoot Xy, Xz, ... , X, riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden
momenttiemafunktio on

m(t)
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Tal6in satunnaismuuttujien Xy, Xs, ... , X, summan
X=X+ Xy + 3+ X,
momenttieméafunktio on muotoa
mi(t) = [m(y)]"
Perustelu:
Olkoot

xll x21 ,xn

riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden momenttieméfunktio on

m(t)
Mé&éritell&8n satunnaismuuttuja
X=X+ X5 + o+ X,

Riippumattomien satunnaismuuttujien summan momenttiemafunktiota koskevasta yleisesta

tuloksesta seuraa valittomasti, etta

m, (t) = E[exp(tX)] = ymB Ly g =[m(t)]"

n kpl

Riippumattomien samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien aritmeettisen

keskiarvon momenttieméafunktio

Olkoot Xj, Xs, ..
momenttieméafunktio on

m(t)
Tall6in satunnaismuuttujien Xy, X, ..
X = X

Sk

.ﬂ

momenttiemafunktio on muotoa

my (t) =[m(t/n)]"

., Xy riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden

., X, aritmeettisen keskiarvon

riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden momenttieméfunktio on

Perustelu:

Olkoot
xll x21 ,xn
m(t)

Mé&éritelld8n satunnaismuuttuja
- 147
X == X

n-a '

.ﬂ
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Koska

X =£é X =X Ky WK
N n n n

niin satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen momenttieméafunktiota ja riippumattomien ja
samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien summan momenttiemafunktiota koskevista
tuloksista seuraa, etta

my (t) =[m(t/n)]"

Momenttiemafunktioiden konvergenssi

Seuraavaa tulos on usein kayttokelpoinen, kun halutaan tutkia satunnai smuuttujien jonojen
konvergenssa.

Olkoon

X1, X2, X3, ...
satunnaismuuttujien jono. Olkoot

F1(X), F2(X), Fs(X), ...
vastaavat kertyméafunktiot ja

my(X), Mx(X), Me(X), ...

vastaavat momenttiemafunktiot. Olkoon lisdks X satunnaismuuttuja, jonka kertymafunktio on Fx(x)
ja momenttiemafunktio on Mx(t).

Oletetaan, etta kaikille t jossakin pisteen t = 0 ympéristossa péatee, etta
limM, (t) =M, ()
Talldin
limF, (x) = F, (%)
jokaisessa pisteessa x, jossa kertyméfunktio Fx(x) on jatkuva. Liséks momenttieméfunktio My(t)

maaraa talloin kertyméfunktion Fx(X) yksikasitteisesti. Siten siitg, ettd momenttieméafunktioiden jono
konvergoi jossakin pisteen t = 0 ymparistdssg, seuraa vastaavien kertyméfunktioiden konvergenssi.

Tass4 tavattavaa konvergenssin muotoa kutsutaan jakaumakonver genssiks; lisétietoja satunnais-
muuttujien jonojen konvergenssista: ks. Stokastiikan konvergenssik&stteet ja raja-arvolauseet.

Esmerkki 2. Binomijakauma ja Poisson-jakauma.

Diskreetti satunnaismuuttuja X noudattaa binomijakaumaa parametrein n jap, jos sen
pistetodennakoisyysfunktio on

£.(X)=Pr(X =) :g'(gpxa- D)™ ,0< p<1,x=0,12K,n
9
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V oidaan osoittaa, etté binomijakauman momenttieméafunktio on muotoa
m, (t) =(1- p+ pe)"
Lisétietoja binomijakaumasta: ks. lukua Diskreettej & jakaumia.

Diskreetti satunnaismuuttuja Y noudattaa Poisson-jakaumaa parametrilla / , jos sen
pistetodennakdisyysfunktio on

e'lx

1 >0,x=0,12,K
X!

f(y)=Pr(y =y)=

V oidaan osoittaa, etta Poisson-jakauman momenttieméfunktio on muotoa

/ (€'-1)

m,(t) =¢€
Lisétietoja Poisson-jakaumasta: ks. lukua Diskreette) & jakaumia.
Olkoon nyt
/ =np
Tall6in binomijakauman momenttieméfunktio voidaan kirjoittaa muotoihin
m(O)=g- prpef =g+ (- e = G+ (@ - ) u
n i n o
Eksponenttifunktion ominaisuuksista seuraa, etté
my (t) ® m,(t)
josn® ¥ .
Siten binomijakauma parametrein n ja p konvergoi kohti Poisson-jakaumaa parametrilla /, jos
n® ¥
ja
p® 0
gten, etta
np=/
Huomatuksia:

Tuloksen mukaan binomitodenndkoisyyksia voidaan approksimoida Poisson-
todennakdisyyksillg, jos p on " pieni” jan on”suuri”.

Tulos johdetaan kdyttaméatta apuna momenttieméafunktiota luvun Diskreettej & jakaumia
kappaleessa Poisson-jakauma.
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13.2. Karakteristinen funktio
Olkoon X satunnaismuuttuja. Taldin odotusarvo
Jx®=E@E%),i=V-1
on satunnaismuuttujan X ja sen jakauman karakteristinen funktio. Huomaa, etta satunnais-
muuttujan X karakteristinen funktio riippuu vain funktion argumentista t.
Karakteristisen funktion olemassaolo
Karakteristinen funktio on - toisin kuin momenttiemé unktio - aina olemassa.
Perustelu:
Karakteristisen funktion olemassaolo kaikille satunnaismuuttujille X seuraa Sita, etta
E(l€* ) =E() =1<¥
kaikille satunnaismuuttujille X. Todistuksessa on kaytetty hyvaks sitg, etta
™ = cos(tX) +isin(tX)
josta seuraa, etta
| €% P =cos?(tX) +sin?(tX) =1

Inversioteoreema
Olkoon
Fx(X) = Pr(X £ X)
satunnaismuuttujan X kertymafunktio ja
Jx () =EE€),i=+-1
sen kar akteristinen funktio ja oletetaan, etta
(a—h,a+h)
sellainen reaaliakselin véli, etta kertymafunktio Fx(x) on jatkuva valin paatepisteissa. Taloin
F.(a+h)- F (a- h) ﬂl{!}@%fé@e‘ "ej (t)dt
Jos jakauman kar akteristinen funktio tunnetaan, voidaan jakauman kertyméfunktio (ainakin
periaatteessa) maarata inversioteoreemassa méaritellyn rajaprosessin avulla. Myos karakteristisen
funktion yksikasittei syys voidaan todistaa inversioteoreeman avulla
Diskreetin satunnaismuuttujan karakteristinen funktio
Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka pistetodenndkoi syysfunktio on
fx(X) =Pr(X=x)
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Satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio saadaan kaavalla

Jjx®)=EE%) =8 " f, (x),i=+-1

Jatkuvan satunnaismuuttujan karakteristinen funktio

Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio on
fx(X)

Satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio saadaan kaavalla

X (®) =EE*) = 3" f, (9dx, i =1

Olkoon
J @) =E@E™),i=+-1
satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio ja oletetaan, etta

I/ x(t)]

onintegroituva kaikillet T (=¥, +¥). T&lin satunnaismuuttuja X on jatkuva ja sen tiheysfunktio
fx(X) saadaan kaavalla

+¥
f. (X) :% O™, (t)dt,i=v-1

-¥

Huomaa, etta jatkuvan satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio
+¥
j @) =E@E%)= g™t (e, i =1
-¥

on satunnaismuuttujan X tiheysfunktion Fourier-muunnos ja

+¥
f. (X) :% 0e ", ()dt,i=+-1

-¥

on sen kaanteinen Fourier-muunnos.

Karakteristisen funktion yksikasitteisyys
Satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio

jx @ =EE€%),i=V-1

on yksikasitteinen ja maaraa taysin satunnaismuuttujan X todennak6isyys akauman.
Karakteristisen funktion yksikéasitteisyydesta seuraa, etté jos kahdella satunnaismuuttujala U jaV on
sama karakteristinen funktio, niin ne noudattavat samaa jakaumaa.

Karakteristisen funktion yksikasitteisyytta kaytetaan tavalisesti hyvaks seuraavallatavalla:
Haluamme méaréta satunnaismuuttujan U jakauman. Oletetaan, ettda voimme todistaa, etta
satunnaismuuttujan U karakteristinen funktio
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Ju(®
yhtyy satunnaismuuttujan V karakteristiseen funktioon
Jv(®)

jonka todenndk6isyysgakauma tunnetaan. Taloin karakteristisen funktion yksik&sittei syydesta
seuraa, etta satunnaismuuttuja U noudattaa samaa jakaumaa kuin satunnaismuuttuja V.

Karakteristinen funktio ja momenttiemafunktio
Jos satunnaismuuttujalla X on momenttiemafunktio
my(t) = E(e™)
niin satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio
Jx () =E(€),i=+-1
saadaan momenttiemafunktiosta my(t) sijoituksella
t® it,i=+-1
Karakteristisen funktion ominaisuudet
Olkoon
Jx ) =E€>),i=+-1

satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio. Talain:

(i) Jx(0)=E() =E(1) =1
(ii) i (O £ L kaikillet] (=¥, +¥).
(ii) Jx (1) =7«

(iv) J x(t) on tasaisesti jatkuva kaikillet T (=, +¥).
Kohdan (iii) merkinté z tarkoittaa kompleksiluvun
z=a+ib,i=-1
konjugaattia €li
Z=a-ib
Karakteristinen funktio ja satunnaismuuttujan momentit
Olkoon

Jx®)=EE>),i=V-1

satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio ja oletetaan, etta satunnaismuuttujan X r. (origo-)
momentti

a, =E(X")

on olemassa. Tdloin karakteristinen funktio j x(t) on differentioituva kertalukuun r saakka ja
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k.
a, :E(xk):iikx% =1, k=12K,r

t=0

Oletetaan, etté satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio j x(t) on differentioituva kertalukuunr.
Talléin momentit

a, =E(X"),k=12,K,r
ovat olemassa, josr on parillinen ja momentit
a, =E(X*),k=12K,r-1

ovat olemassa, josr on pariton.

Karateristisen funktion Taylorin sarjakehitelma
Olkoon
Jx () =E€>),i=+-1
satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio ja oletetaan, etta satunnaismuuttujan X r. origo-
momentti
a, =E(X")
on olemassa.

Talloin karakteristinen funktio j x(t) voidaan kehittéa Taylorin sarjaks

j =8 T ey o) =4 1)

o a,+o(t"
k=0 K:

jossa
o(t")/t" ® 0, jost® 0
Satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen karakteristinen funktio
Olkoon
J x (1)
satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio ja olkoon
Y=a+bX

jossaa jab ovat ei-satunnaisia jareaalisia vakioita. Taloin satunnaismuuttujan Y karakteristinen
funktio on

m, (t) =€ , (bt)
Perustelu:
Karakteristisen funktion maaritelmésté seuraa, etta
j (O =E[€*P] = E[e"e"™] =" E[e™] =€/ , (bt)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan karakteristinen funktio
Olkoot
Xy, X2y oon s X
riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden karakteristiset funktiot ovat
Ja(0), /7 2(8), ... s/ n(t)
Talloin summan
X=X+ Xo+ -+ X,
karakteristinen funktio on satunnaismuuttujien Xi, X, ... , X, karakterististen funktioiden tulo:
Jx(8) = J 1(t)) 2(t) -/ n(t)
Tama tulos voidaan todistaa samalla tavalla kuin vastaava tulos momenttieméfunktioille.

Riippumattomien samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien summan
karakteristinen funktio

Olkoot
xll x21 ey Xn

riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden karakteristinen funktio on
J(©)

Tal6in satunnaismuuttujien Xy, Xs, ... , X, summan
X=X+ Xy + 3+ X,
karakteristinen funktio on muotoa
Jx® =0l ®"
Tama tulos voidaan todistaa samalla tavalla kuin vastaava tulos momenttieméfunktioille.

Riippumattomien samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien aritmeettisen
keskiarvon karakteristinen funktio

Olkoot
X, X2y oony X
riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden karakteristinen funktio on
J(©)
Tal6in satunnaismuuttujien Xy, X,, ... , X, aritmeettisen keskiarvon
- 14
X :Ea X,

.ﬂ

karakteristinen funktio on muotoa
J<®=[ t/n)]"

Tamé tulos voidaan todistaa samalla tavalla kuin vastaava tulos momenttiemafunktioille.
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Karakterististen funktioiden konvergenssi
Olkoon

X1, X2, X3, ...
satunnaismuuttujien jono. Olkoot

F1(X), F2(X), F3(X), ...
vastaavat kertymafunktiot ja

J (1), 7 2(1), 7 5(1), ...

vastaavat karakteristiset funktiot. Olkoon lisdks X satunnaismuuttuja, jonka kertyméafunktio on Fx(X)
ja karakteristinen funktio on j x(t).

Talodin
lim/ () =/ x (V)
josjavain jos
limF, (x) = F, (%)
jokaisessa pisteessa x, jossa kertyméfunktio Fx(x) on jatkuva.

Tass4 tavattavaa konvergenssin muotoa kutsutaan jakaumakonver genssikg; lisétietoja satunnais-
muuttujien jonojen konvergenssista: ks. Stokastiikan konvergenssik&stteet ja raja-arvolauseet.
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14.  Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

14.1. Satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen jakauma

14.2. Satunnaismuuttujan monotonisen muunnoksen jakauma
14.3. Satunnaismuuttujan ei-monotonisten muunnosten jakaumat
14.4. Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
14.5. Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
14.6. Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

14.7. Riippumattomien satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat

Tarkastelemme téssé luvussa satunnaismuuttujien muunnosten jakaumia.

Y ksiulotteisten satunnaismuuttujien tapauksessa kéasitelldan seka satunnaismuuttujan lineaari-
muunnoksien ettayleisten monotonisten muunnosten jakaumia. Ei-monotonisista muunnoksista
kasitellaan esimerkkina normaalijakautuneen satunnaismuuttujan toisen potenssin jakaumaa.

Kaksiulotteisten satunnaismuunnosten tapauksessa késittelemme sellaisia satunnaismuuttujien
muunnoksia, joilla on k&anteismuunnos. Sovelluksena esitetylle teorialle tarkastelemme mm.
riippumattomien satunnaismuuttujien summan ja osamaaran jakaumia. Useampiulotteisista
tilanteista kasittelemme samoin jakautunei den satunnai smuuttujien minimin jamaksimin jakaumia

Esimerkkeina johdamme mm. tilastollisessa paéttel yssa keskeisten ¢*-, F- jat-jakaumien
tiheysfunktiot.

Avainsanat:

Boxin ja Mullerin muunnos, Cauchy-jakauma, Ei-monotoninen muunnos, Eksponenttijakauma,
F-jakauma, Jacobin determinantti, Jatkuva tasainen jakauma, Kaksiulotteisten satunnaismuuttujan
muunnos, cz-jakauma, Lineaarimuunnos, Maksimi, Minimi, Monotoninen muunnos, Muunnos,
Normaalijakauma, Osamaaran jakauma, Summan jakauma, t-jakauma, Yhteisjakauma
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14.1. Satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen jakauma
Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio on
fx(X)
Muodostetaan satunnaismuuttujan X lineaarimuunnos kaavalla
Y=a+bX
jossaajab?® Oovat vakioita. Tal6in satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio on

1 - ag
f(y)=— f, 220

Ib| & b 5
Perustelu:
Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio
fx(X)
jaolkoon
Y=a+bX

jossaajab?! Oovat e-satunnaisia vakioita. M&arétaan satunnaismuuttujan Y kertymafunktio,
josta satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio saadaan derivoimalla.

Jaetaan tarkastelu kahteen osaan:
Tapaus1l: b<0
ja
Tapaus2: b>0
Tapausl:b<0
Jos b < 0, satunnaismuuttujan Y = a + bX kertyméafunktio on
F(y)=Pr(Y£y)=Pr(a+bX £y)
=pr3x s Y20
&€ by
=1- pr& g Y20

& b o
- ao
&€ b z

Derivoimalla satunnaismuuttujan Y tiheysfunktioks saadaan

=1-F

d d _ay-ad_ 1, ay-ao
f =—F =- —F 0~—0=Z=-— =
Y(Y) | Y(Y) dy xg b g b xg b ﬂ
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Tapaus2:b>0
Jos b > 0, satunnaismuuttujan Y = a + bX kertyméafunktio on
F(y)=Pr(Y £ y) =Pr(a+bX £y) =Pr&x £ - 80 &~ 20
& b g ‘&b 3
Derivoimallasﬂunnaismuuttujan Y tiheysfunktioksi saadaan

d -a0_1, &y-ao
f = = == f -
Y(Y) dyF (y) xg b g xg b g

Tapauksien 1 ja 2 tiheysfunktioiden kaavaat voidaan yhdistéa yhdeks kaavaks: Satunnais-
muuttujan Y = a + bXti heysfunktio on

ay-ao
f = :
(y) |b| xg b
kaikilleb 1 0.
[ |

Y 14 esitetyn mukaan satunnaismuuttujan X lineaarimuunnoksen Y = a + bX jakauma on aina samaa
tyyppia kuin satunnaismuuttujan X jakauma

Esmerkki 1. Tasainen jakauma.

Oletetaan, etté satunnaismuuttuja X noudattaa jatkuvaa tasaista jakaumaa vdlilla (0,1)
(lisitietoja: ks. lukua Jatkuvia jakaumia):

X Uniform(0,2)

Talloin satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on

|1 O£ x£1
fy(¥) =
,O muulloin
Olkoon
Y=a+bX

jossaajab > 0 ovat ei-satunnaisia vakioita. Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktioks saadaan

1
,aEyEa+b
b =1p 2EY
$0, muulloin
Siten satunnaismuuttuja Y noudattaa jatkuvaa tasaista jakaumaa vélilla (a, a + b):
Y Uniform(a,a+b)
Esmerkki 2. Standardoitu normaalijakauma.

Oletetaan, etta satunnaismuuttuja Z noudattaa ns. standardoitua normaalijakaumaa (lis&
tietoja normaalijakaumasta: ks. lukua Jatkuvia jakaumia):

Z N(0,1)
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Tall6in satunnaismuuttujan Z tiheysfunktio on

N
fz(z)=—expi-—zzg

vep 1 2
Olkoon
X=m+sZ

jossa mja s > 0 ovat ei-satunnaisia vakioita. Satunnaismuuttujan X tiheysfunktioks saadaan

1 T lox- mo P
f. (X)) =——exp |'- =
X s\2p 26 s 2 p
joten X noudattaa nor maalijakaumaa parametrein E(X) = mjaVar(X) = s*:
X N(ms?)

Esmerkki 3. Normaalijakauma.

Oletetaan nyt, etta satunnaismuuttuja X noudattaa nor maalijakaumaa parametrein E(X) = m
jaVar(X) = s? (lisétietoja normaalijakaumasta: ks. lukua Jatkuvia jakaumia):

X N(ms?)
Talloin satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on

1 i lox- mofj
fx(X)=—exp|'-— Y

s\2p 2& s )l;
Olkoon
=a+bX

jossaajab?! 0ovat ei-satunnaisia vakioita. Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktioks saadaan

1 i lay-a- bmo P
f, (y) :—eXpl —
T blsV2p 2& bs gp
joten Y noudattaa nor maalijakaumaa parametrein E(X) = a + bp ja Var(X) = b’s 2
Y N(a+bmb®s?)

Y leistémme t&ssa kappal eessa esitetyn teorian seuraavassa kappal eessa koskemaan kaikkia
monotonisia muunnoksia.

14.2. Satunnaismuuttujan monotonisen muunnoksen jakauma
Olkoon satunnaismuuttujan X jakauman tiheysfunktio

fx(X)
Mé&éritell&8n satunnaismuuttuja

U = h(X)

jossa muunnos
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u=h(x)

on aidosti monotoninen jajatkuvasti derivoituva. Tal6in satunnaismuuttujan U tiheysfunktio
saadaan kaavalla

dh(u)

fy (u) = f, (™ (u ))‘

Perustelu:
Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio
fx(X)
jaolkoon
Y = h(X)

jossa h on aidosti monotoninen jajatkuvasti derivoituva funktio. Muodostetaan
satunnais- muuttujan Y kertymafunktio, josta satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio saadaan
derivoimalla.

Jaetaan tarkastelu kahteen osaan:

Tapaus 1. Funktio h on aidosti vaheneva.
ja

Tapaus 2: Funktio h on aidosti kasvava.
Tapaus 1. Funktio h on aidosti vaheneva.

Koska funktio h oletettiin aidosti véhenevaksi, sillé on kaanteisfunktio h™, joka myds on
aidosti véheneva. Siten satunnaismuuttujan Y kertymafunktio on

F,(y) =Pr(Y £y) =Pr(h(X) £y)
=Pr(h*(h(X))3 h(y))
=Pr(X 3 h™(y))
=1- Pr(X £h''(y))
=1- Fe(h(y))

Derivoimalla satunnaismuuttujan Y kertymafunktion lauseke saadaan satunnais-
muuttujan Y tiheysfunktioksi

d . . aalh *(y) 6
f, F -—F (h'(y)=- f (h* — 27
(y) = (y) = dy « (h(Y)) x ( (y))g Y
Koska funktion h kaanteisfunktio h™ oletettiin aidosti vahenevaksi, niin
-1
dh'(y) _
dy
Siten voimme kirjoittaa:

f(y) = f (b (y))‘dh (y)‘
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Tapaus 2: Funktio h on aidosti kasvava.

Koska funktio h oletettiin aidosti kasvavaksi, silla on kéénteisfunktio h™, joka myds on
aidosti kasvava. Siten satunnaismuuttujan Y kertymafunktio on

F (y)=Pr(Y £y) =Pr(h(X) £y)
= Pr(h™(h(X)) £ hr(y))
=Pr(X £h7(y))
=F (' (y))

Derivoimalla satunnaismuuttujan Y kertymafunktion lauseke saadaan satunnais-
muuttujan Y tiheysfunktioksi

f(y)— LFO)= F (hi(y) = fy (b (y»ffh (y);

Koska funktion h kaanteisfunktio h™ oletettiin aidosti kasvavaksi, niin
-1
dh*(y) . g
dy
Siten voimme kirjoittaa:

()= f, (b (y»dh )

Tapauksien 1 ja 2 tiheysfunktioiden kaavat voidaan yhdistéa yhdeks kaavaks: Satunnais-
muuttujan Y = h(X) tiheysfunktio on

£ () = (N (y) W‘

|

Seuraavassa ndytetaén, ettd edellisessa kappal eessa esitetty satunnai smuuttujan lineaarimuunnoksen
jakaumaa koskeva tulos saadaan erikoistapauksena tassa kappal eessa kasitellysta satunnais-
muuttujan monotonisen muunnoksen jakaumaa koskevasta tul oksesta.
Lineaarimuunnoksen jakauma
Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio fx(x) ja olkoon

Y=a+ bX
jossaajab?! 0ovat el-satunnaisia vakioita. Tall6in

y=h(x)=a+bx,b* 0

x=h(y)=L2
(y) b

dh(x):b

dx

joten
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fy(y) = f (h (y))‘Olh (y)‘ % X?'Ta

Q- O

Cauchy-jakauma

Oletetaan, ettéa satunnaismuuttuja X noudattaa jatkuvaa tasaista jakaumaa vélilla (- p/2,+p/2)
(lisitietoja: ks. lukua Jatkuvia jakaumia):

X Uniform(- p/2,+p/2)

Talloin satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on

ll p p

-—EXE+—

f=ip’ 2
$0 , muulloin

Muodostetaan satunnaismuuttujan X muunnos
Y = tan(X)
Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio on

Satunnaismuuttujan Y jakaumaa kutsutaan Cauchy-jakaumaksi (lisétietoja: ks. lukua Jatkuvia
jakaumia).

Perustelu:

Oletetaan, etté satunnaismuuttuja X noudattaa jatkuvaa tasaista jakaumaa valilla (- p/2,+p/2),
jolloin sen tiheysfunktio on

1
¢ (X)—:p %£x£+£
$0 , muulloin
Olkoon
Y = h(X) = tan(X)
Muunnos

y = h(x) = tan(x)
on aidosti kasvava ja sen kaanteismuunnoksen
x = h™(y) = arctan(y)
derivaattaon

dh'(y) _darctan(y) _ 1
dy dy 1+y?

Siten satunnaismuuttujan Y = tan(X) tiheysfunktioks saadaan
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=1, (h"l(y)){dh'dy(”{ T

mik& on Cauchy-jakauman tiheysfunktio.

Voidaan osoittaa, ettéa Cauchy-jakauma on sama kuin t-jakauma yhdella vapausasteella (lisétietoja
t-jakaumasta: ks. lukua Nor maalijakaumasta johdettuja jakaumia).

Huomautus:

Cauchy-jakaumalla el ole momentteja — el edes odotusarvoa.

14.3. Satunnaismuuttujan ei-monotonisten muunnosten jakaumat

Ei ole mahdollista esittaa yleista el-monotonisen muunnoksen jakaumaa ja sen tiheysfunktiota
koskevaa tulosta. Siten ei-monotonisten muunnosten jakaumien tarkastelu joudutaan tekeméaan
tapauskohtaisesti.

Tarkastellaan seuraavassa esmerkkind ¢?(1)-jakauman (lisétietoja ¢*(1)-jakaumasta; ks. luvun
Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia) tiheysfunktion johtoa.
¢’(1)-jakauman tiheysfunktio
Oletetaan, etté satunnaismuuttuja X noudattaa standardoitua normaalijakaumaa:
X N(0,1

Talloin satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on muotoa

1.

fe(¥) = L e?

VZp
M&éritell&8n satunnaismuuttuja
Y=X?

T4l6in satunnaismuuttuja Y noudattaa c?jakauman mééritelmén mukaan ¢-jakaumaa yhdella
vapausasteella:

Y~ ()
Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio on

fY(y):%Zpy

N <

; %e_
Perustelu:
Oletetaan, etta satunnaismuuttuja X noudattaa standardoitua normaalijakaumaa:
X N(O,)
¢?-jakauman maaritelman mukaan
Y =X~ (1)
Olkoon F (+) standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertyméafunktio.
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Satunnaismuuttujan Y = X* kertyméfunktio on
F (y)=Pr(Y £y) =Pr(X* £y)
=Pr(| X |£/y)
=Pr(- [y £ X £ +[y)
=FWY)-FC4y)
=2F (Jy)- 1
Standardoidun normaalijakauman N(0,1) tiheysfunktio on

1.
Fey=F)=—ie?
dx

J2p

jossaF () on standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertyméfunktio.
Siten satunnaismuuttujan Y = X% ~ ¢?(1) tiheysfunktioksi saadaan

()= R = 8F (- 13=F¢ﬁ)x%=%py‘ e

K appaleessa Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma johdetaan ¢*-jakauman
tiheysfunktion lauseke, kun jakauman vapausasteiden lukuméara n > 1.

14.4. Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Olkoon satunnaismuuttujien X ja 'Y yhtei g akauman tiheysfunktio
fxdXy)
Mé&éritell&8n satunnaismuuttujat
U=g(XY)
V =h(X,Y)
Oletetaan, ettd muunnoksella

*) }U=MXW
Tv=h(x,y)
on seuraavat ominaisuudet:
()  Muuttujat x jay voidaan ratkaista yksikasitteisesti yhtaloryhmésta (*).
(i) Funktioillag jah on jatkuvat osittaisderivaatat muuttujien x ja'y suhteen.
(i)  Muunnoksen (*) Jacobin determinantti

Iy _fu v fu v,

Txy) x Ty Ty x

kaikille x jay, joille

fi(Xy) 1 0
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Téal6in satunnaismuuttujien U jaV yhteig akauman tiheysfunktio saadaan kaavasta

1wV

fov (U, V) = £ (X, Y)‘

jossax jay ratkaistaan yhtaloryhmasta (*).

Normaalijakautuneiden satunnaislukujen generointi

Oletetaan, etta satunnaismuuttujat X ja 'Y ovat riippumattomia ja noudattavat jatkuvaa tasaista
jakaumaa (lisétietoja: ks. lukua Jatkuvia jakaumia) valilla (0,1):

X~ Uniform(0,1) , Y ~ Uniform(0,1) , X" Y
Talloin satunnaismuuttujien X ja Y tiheysfunktiot ovat muotoa

|1 O£ x£1
fy (X) =

,O muulloin

|1 O£y£l
f,(y) =

,O muulloin

Mé&éritell&8n satunnaismuuttujat

U =cos(2p X)+/- 2log(Y)
V =sin(2p X)./- 2log(Y)

Tall6in satunnaismuuttujat U ja'V ovat riippumattomia ja noudattavat ns. standardoitua normaali-
jakaumaa (lisdtietoja normaalijakaumasta: ks. lukua Jatkuvia jakaumia):

U~N(,1),V~N(@021,UrV
Satunnaismuuttujien U ja V tiheysfunktiot ovat muotoa

f(U) Eex‘h-%uzg
_i l_i 2l
fV(V)_\/Zexpl ZVE

Perustelu:

Oletetaan, etta satunnaismuuttujat X ja 'Y ovat riippumattomia ja noudattavat jatkuvaa tasaista
jakaumaa valilla (0,1):

X~ Uniform(0, 1) , Y ~ Uniform(0, 1) , X Y
Olkoot

U =cos(2p X)+/- 2log(Y)
V =sin(2p X)./- 2log(Y)
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Tarkastellaan yhtal 6ryhmaa

?u = cos(2pX)+/- 2log(y)
Vv =sin(2px)/- 2log(y)

Y htaléryhmén (*) ratkaisut muuttujien x jay suhteen saadaan yhtaldista

*)

i
i COS(2pX) =

|l sin(2px) =

u?+v

N

N B AP RPN |
y=expi- =(u“+v°)
172 b

—y—r — —

Muunnoksen (*) Jacobin determinantti on
uy) _fufiv - fu fiv
Ixy) ™ Ty Ty W

. _ .. € _-dn(2px) U
=& 2psin(20x)/- 2log(y) § eﬂg
ey -2log(y)g

62 cos(20)- 210g(y) & f;ii’;’::

2p
y

Koskay > 0, niin
fiu,v) ,
(x.y)

Koska satunnaismuuttujat X ja'Y ovat riippumattomia, niiden yhtel§akauman tiheysfunktio on
muotoa

fxr(X,y)=1,0<x<1,0<y<1
Siten satunnaismuuttujien U jaV yhteisjakauman tiheysfunktio on

uv)|"

fov (U, V) = fi (X, y)‘ %,0<X<1,0<y<1

Sijoittamalla tdhén x ja y lausuttuna muuttujien u ja v funktiona saadaan

1 1 1,5, o0
f.U,V)=—expi- =(Uu"+v
o (U, V) 2 p% 2( )%
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Nyt
_1 1 2, 2\U
f, (UVv)=—expi- =(u"+v
UV( ) 2,0 p% ( )%
ok _ 1 1 1.0 1 1 1,0
= ——eXp{- —U°y ——expj- =V
(**) 2 p% > T p% > t\;
= f, (W) f, (V)

jossa fy(u) jafy(v) ovat standardoidun normaalijakauman N(0,1) tiheysfunktioita.

Koska satunnaismuuttujien U ja V yhteigakauman tiheysfunktio on voitu esittéa satunnais-
muuttujien U ja V reungjakaumien tiheysfunktioiden tulona, niin satunnaismuuttujat U jaV
ovat riippumattomia.

Muunnosta

U =cos(2p X)/- 2log(Y)
V =sin(2p X)./- 2log(Y)

on tapana kutsua Boxin ja M dllerin muunnokseksi. Boxin ja Mullerin muunnos tarjoaa eréan
keinon generoida normaalijakautuneita satunnaid ukuja tasaista jakaumaa vdilla (0,1) noudattavista
satunnaisluvuista

14.5. Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Olkoot X jaY riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden tiheysfunktiot ovat
fx(¥) jatdy)
Talléin summan
U=X+Y
tiheysfunktio on

+¥

fU (U) = (\)fv(u' X) fx (X)dX

Perustelu:

Koska satunnaismuuttujat X ja'Y on oletettu riippumattomiksi, niiden yhtelgakauman
tiheysfunktio fxy(x,y) voidaan esittd4 satunnaismuuttujien X ja Y tiheysfunktioiden tulona:

Frr (6 ¥) = £, () £, (Y)
Olkoot
U=X+Y
V=X
Muodostetaan satunnaismuuttujien U jaV yhtel§akauma.
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Tarkastellaan sksi muunnosta

ju=x+y
*) i
TV=X
jonka k&énteismuunnos on
ly=u-v

|
IX=v

Muunnoksen (*) Jacobin determinantti on

Tuv) _Tu fiv_Tu fiv
Ixy) Ix Ty Ty X

Siten satunnaismuuttujien U jaV yhteisjakauman tiheysfunktio on

Tuv)|*

x—=1x0-14=-11 0

v(u V)_fY(X y)‘ _fx(x)fv(y)l']-l:fx(V)fY(u'V)

Summan U = X + Y tiheysfunktio saadaan satunnaismuuttujien U ja V yhteigakauman
tiheysfunktion lausekkeesta satunnaismuuttujan U reunajakauman tiheysfunktiona:

+¥ +¥ +¥

f, ()= ofu UV)dv= f (V) f, (u- v)du= f,(x)f,(u- x)dx

¢’(n)-jakauman tiheysfunktio

Tarkastellaan riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakaumaa koskevan yleisen tuloksen
sovelluksena ¢*-jakauman (lisétietoja: ks. lukua Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia)
tiheysfunktion lausekkeen johtoa.

Oletetaan, etta satunnaismuuttujat

xll x21 ey Xn
ovat riippumattomia ja noudattavat standardoitua normaalijakaumaa:
xll x21 ey Xn A

Xi~N0,1),i=1,2,...,n
Talloin satunnaismuuttujien X; tiheysfunktiot ovat muotoa

fy (x):iexp%l- %ng,i =1,2,K,n

V2p
Mé&éritell&8n satunnaismuuttuja
Y = X2+ X2+ +X?

Satunnaismuuttuja Y, noudattaa ¢*-jakauman maéritelméan mukaan ¢*jakaumaa n:11a vapaus-
astedlla:

Y, ~ ¢A(n)
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Satunnaismuuttujan Y, tiheysfunktio on
1.1 .1,
f.(y)=C,y? e?
Normeerausvakio C, saadaan kaavasta
1
C =

n 1

22" 20

&2
jossa (-) on Eulerin gamma-funktio:

¥
Ga)=¢"'e'dt
0

Gamma-funktiolla on seuraavat ominaisuudet:

(i) Ga+1)=aGa)
(ii) Gn)=(n- 1!, nl
(i) G)=p

Satunnaismuuttujan Y, jakaumaa koskevan tuloksen perustelu:
Oletetaan, etta satunnaismuuttujat

xll x21 ey Xn
ovat riippumattomia ja noudattavat standardoitua normaalijakaumaa:
xll x21 ey Xn A

Xi~N(0,1),i=1,2,...,n
Talbin
Y, =X+ XZ+L+ X2 c*(n)
K&ytetdan satunnaismuuttujan Y, tiheysfunktion lausekkeen

1
Sy

1.1
f(y)=C,y? €2

jossa
Cn = 1 1 .
22" &0
&2
perustelemiseen induktiota ja yleista tulosta riippumattomien satunnaismuuttujien  summan
jakaumalle.
Olkoonn = 1.

Olemme todenneet kappaleessa Satunnaismuuttujan el-monotonisten muunnosten
jakaumat, etta

Y,=X2 Q)
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jasatunnaismuuttujan Y; tiheysfunktio on

1 1

1 -2 -2y
f(y)=—7=y %e?
1 20
Koska

_ 1 _1
22GE0 V2P
&25

G

satunnaismuuttujan
Y, = X7+ XZ+L+X? c?(n)
tiheysfunktion lauseke

LSNP

f.(y)=C,y2 e?2
pétee, kunn=1.

Tarkastellaan ennen yleisen induktioaskeleen tekemista tapaustan = 2.

Olkoonn = 2.

Koska satunnaismuuttujat X; ja X, on oletettu riippumattomiksi, myds satunnais-

muuttujat X7 jaX? ovat riippumattomia.

Siten voimme soveltaa satunnaismuuttujaan

Y,=X2+X2 c?(2)

riippumattomien satunnaismuuttujien summan tiheysfunktion kaavaa:

+¥

f,(y)= Of(y- 21 (2dz=C8fy- 2) 2e

1 1 1
=(y-z) -= -=z
27 z2%%2dz

1 1

1% I
=Cs Zydy- 2) 2z %dz
0

jossa C¢ on muuttujan y suhteen vakio.
Sijoituksella

z=yt
integraali

1 1

1 ¥
f,(y)=Cse 2 §y- 2) 27 2dz
0

voidaan muokata muotoon

1 1

f,(y)=Ce 2’ y- yt) 2(yt) 2ydt =Cge 2

jossa

1
Zy

1 1 1

¥
(Jl-t) 2t 2dt=C,e 2
0

y
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¥ RES
C, =Cgqyl- t) 2t 2dt
0
on muuttujan y suhteen vakio. Siten satunnaismuuttujan
Y,=XZ+XZ ¢%?2)
tiheysfunktion lauseke

1

wa=Qy?%2
pétee, kunn =2,
Yleinen induktio-askel n- 1 ® n.

y

Induktio-oletus: Satunnaismuuttujan
Y =X2+XZ+L+ X2, c?*(n-))
tiheysfunktio on

L-p-1 -1y

f.(y)=C,.y> e’

Koska satunnaismuuttujat X;, Xs, ... , X, on oletettu riippumattomiksi, myos satunnais-
muuttujat Y, , = X2+ X2 +L+ X2 . ja X? ovat riippumattomia.

Siten voimme soveltaa satunnaismuuttujaan
Yo=Yt XD = XX AL X+ XD et(n)
riippumattomien satunnaismuuttujien summan tiheysfunktion kaavaa:

v 1 ,(y),( )1.72

f.(y)= Of (y- 2f _,(2)dz= C¢dy 7) 2e? 2dz

3

JLy¥ 1108
z d 7) 222 2dz
0

jossa C¢on muuttujan y suhteen vakio.
Sijoituksella

z=yt
integraali

l ¥ 3

1.8
f.(y)= C(l:e2 dy z) 272 20z

voidaan muokata muotoon

1

1¥ 1 1.3 1og 1% 11 3
f.(y)=Cge 2 dy- y) 2(y)* 2
0

ydz=Cgy?" e 2’ dl t) 2t2" 2t

ENPIE

:Cnyz eZ
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jossa
¥ 11 3

C, =CSyL- t) 2t2" 2dt
0

on muuttujan y suhteen vakio.

Y hdistdméll& edelliset tulokset néhddan, etta satunnaismuuttujan

Y = X2+ X2+ +X?

tiheysfunktion lauseke

1 1

f(y)=C,y? e?
piteckaikillen=1,2, 3, ...

y

M &arét&an viela normeerausvakio C,, .

Todetaan ensin, etté tiheysfunktio f, toteuttaa seuraavan ehdon:

1

¥ ¥ 1
Oy =C,oy*" e ey =1
0 0

Sijoituksdlla
y=2t

tamaintegraali voidaan muokata muotoon

1 ¥ 1

22"c g2 et =1
0

Siten normeerausvakion C, arvoks saadaan

C, :%
22"cE0
8221

jossa (-) on Eulerin gammafunktio:

¥
Ga)=¢"'e'dt
0

|

14.6. Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Olkoot X jaY riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden tiheysfunktiot ovat

fx(¥) jatdy)
Talodin osamaaran

u=X/Y
tiheysfunktio on
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+¥

fy (U) = QY (uy) f, (y)dy

Perustelu:

Koska satunnaismuuttujat X ja'Y on oletettu riippumattomiksi, niiden yhtelgakauman
tiheysfunktio fxy(x,y) voidaan esittd4 satunnaismuuttujien X ja Y tiheysfunktioiden tulona:

Frr (6 ¥) = £, () £, (Y)
Olkoot

u=X/Y

V=Y
Muodostetaan satunnaismuuttujien U ja'V yhtel§akauma.
Tarkastellaan siksi muunnosta

¢) ju=xry
Tv=y
jonka k&énteismuunnos on
I X=uv
fy=v

Muunnoksen (*) Jacobin determinantti on
Juy) _fu fv_ fu fiv g)i_agigi 1yt o
1Y) = WKy §vp

Siten satunnaismuuttujien U jaV yhteisjakauman tiheysfunktio on

Tuv)|*

= (), (y)y = vi, (W) £, (v)

fov (U,V) = f (X, Y)‘

Osamaaran U = X/ Y tiheysfunktio saadaan satunnaismuuttujien U jaV yhteigakauman
tiheysfunktion lausekkeesta satunnaismuuttujan U reunajakauman tiheysfunktiona:

+¥ +¥ +¥

fy (U) = Qfuy (U V)dv = Qviy (u) f, (V)dv = G¥fy (uy) fy (y)dy

F-jakauman tiheysfunktio

Tarkastellaan riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakaumaa koskevan yleisen tuloksen
sovelluksena F-jakauman (ks. lukua Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia) tiheysfunktion
lausekkeen johtoa.

Oletetaan, etta satunnaismuuttujat
xll x21 DU | xm l Yll YZ! DU | Yn
ovat riippumattomia ja noudattavat standardoitua normaalijakaumaa:
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Xy, Xoy oo s Xy Y1, Yo, oo, Yo

Xi~N(0,1),i=1,2,...,m

Y,~N(,1),i=12,...,n
Mé&éritell&8n satunnaismuuttujat

X =XZ+XZ+L+X?

Y =YY ALY,

Satunnaismuuttujat X ja'Y ovat riippumattomia ja ¢*-jakauman mééritelman mukaan X noudattaa ¢*-
jakaumaa m:|1a vapausasteellaja Y noudattaa c’-jakaumaa n:l1a vapausasteella:

X™Y
X c?*(m)
Y c¢?(n)
Mé&éritelld8n satunnaismuuttuja
= X/m n X
Y/n m Y

Satunnaismuuttuja F noudattaa F-jakauman méaritelman mukaan F-jakaumaa vapausastein
mjan:

F ~F(m, n)
Satunnaismuuttujan F tiheysfunktio on

+n
Gm 0]

) gaemon; m omT+n

f(y)=—CS £ @ g, Mo

(V) aemoGaEnogng & n?
82 82ﬂ

jossa ) on Eulerin gamma-funktio:
¥
Ga)=¢"'e'dt
0

Gamma-funktiolla on seuraavat ominaisuudet:

(i) Ga+l)=ada)
(i) Gn) =(n-!, nl
(i) G3)=p
Satunnaismuuttujan F jakaumaa koskevan tuloksen perustelu:
Olkoon
F :ﬂxé
mY
jossa
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X c¢*(m),Y c?*(n), X" Y
Talldin
F~F(m, n)
Kéytetdan satunnaismuuttujan F tiheysfunktion lausekkeen
Gaem+ no

& 2 4 aemor; m om;n

f = = - = % — V=

=(Y) aemoGaEnogng & n?
82 82ﬂ

perustelemiseen yleista tulosta riippumattomien satunnaismuuttujien osaméaran jakaumalle.
Mé&éritell&8n satunnaismuuttuja

z=2

Y

jossa

X c¢*(m),Y c*(n), X" Y
¢?(K)-jakauman tiheysfunktio on muotoa (ks. taméan luvun kappaletta Riippumattomien
satunnaismuuttujien summan jakauma):

LI
f(y)=Cy? e?
1
k — "
2%k6&52

822:

¥

Ga) =" 'e'dt

Riippumattomien satunnai smuuttujien osamaaran tiheysfunktion kaavan mukaan satunnais-
muuttujan Z = X/Y tiheysfunktio on

\ =

n

7y T1 -y
27y2 @ 2gy

+¥ m_
2

f,(2)= Q¥ix () f, (y)dy=C,C ov(zy)

. LU RS Y
=Canoy(zy)2 yz ez dy
0

Kun tassé integraalissa tehddan sijoitus

(1+y)z=t
saadaan
¥ 1
fz(z)=Canolt o 02 =t o e L
+28 1+Zg 81+Zg 1+z
mn ¥ Limy1 -
=C,C, z2 (1+z) 2 (‘jz e 2dt
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Satunnaismuuttujan Z = X/Y tiheysfunktion lausekkeen

m+ (m+m)-1 -Et

m n¥ 1
f(2)=CC 722 1+2) 2 2" e 2ot
Z m=n
0

integraalin
7(m+m) 1 -Et
6 2
integroitava on ¢?(m + n)-jakauman tiheysfunktion ydin. Siten
2(m m)- 1 ;tdt _ 1
6 C

Sijoittamalla vakioiden
Cm, CnjaChin
lausekkeet paikoilleen saadaan satunnaismuuttujan Z = X/Y tiheysfunktioksi

GBGTHHO
C,C, 21 &€ 2 g Do M
f,(2)= 1+z) 2 =—F5 £ 9 1+2) ?
()mm() aemoaeno()
825825
Satunnaismuuttujan
X

SILIVANNNS (m,n)
m Y
saadaan satunnaismuuttujan Z = X/Y tiheysfunktiosta lineaarimuunnoksella

F="z
m

Soveltamalla satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen tiheysfunktion kaavaa (ks. tdman luvun
kappaletta Satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen jakauma) satunnaismuuttujaan Z
jakauman F(m, n) tiheysfunktioks saadaan lopulta:

a@n+no

G " men
82 ﬂmoz % m O2
mmoGanogng & 2
82 82ﬂ

fo(y) =

t-jakauman tiheysfunktio

Tarkastellaan t-j akauman (ks. lukua Nor maalijakaumasta johdettuja jakaumia) tiheysfunktion
lausekkeen johtoa.

Oletetaan, etta satunnaismuuttujat
x ; Yll Y21 ey Yn
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ovat riippumattomia ja noudattavat standardoitua normaalijakaumaa:
XY, Yo, oo, Yo
X~N(0, 1)
Y,~N(©,1),i=12,...,n
Mé&éritell&8n satunnaismuuttuja
Y =Y +Y +L+Y?

Satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia, X noudattaa standardoitua normaalijakaumaa ja
c?-jakauman maaritelman mukaan Y noudattaa c*-jakaumaa n:lla vapausasteella:

XNY
X N0
Y c¢?(n)

Mé&éritell&8n satunnaismuuttuja
X X

t= = \/ﬁ X
vY/n N
Satunnaismuuttuja t noudattaa t-jakauman maaritelman mukaan t-jakaumaa vapausastein n:
t ~t(n)
Satunnaismuuttujan t tiheysfunktio on
G?m'g n+1
1 2 9 1,06 2
f(y)=———S=FcT+ = y22
LT G?S & n’ b
2g

jossa (-) on Eulerin gamma-funktio:
¥
Ga)=¢"'e'dt
0

Gamma-funktiolla on seuraavat ominaisuudet:

(i) Ga+)=aGa)
(i) Gn)=(n- D!, nl
(i) GE)=p
Satunnaismuuttujan t jakaumaa koskevan tuloksen perustelu:
Olkoon
X X
t= = \/ﬁ X
vY/n N
jossa

X N@O2I,Y c?n),X"Y
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Kéytetdan satunnaismuuttujan t tiheysfunktion lausekkeen

perustelemisessa hyvaks sitd, etta
t? ~ F(1, n)
Jakauman F(1, n) tiheysfunktio on edell& esitetyn mukaan
an+16 1 - an+10

G o1 o G A =
f (2= 8 29 @, 102 1 €29l 150
" J—amonz s Jp @0 Jz& n'p
G G2
82 2g &2
Koska
t=vF
jossa
F ~F(, n)

pétee seuraavatulos, kuny > 0:
Pr(OE£t£y) =iPr(0£|t|£ )
=1Pr(0£t? £ y?)
=1iPr(0£ F £y?)
=1F(¥)
jossa Fe on jakauman F(1, n) kertyméfunktio. Derivoimalla yhtalo
PrO£t£y) =3 F.(Y)
saadaan satunnaismuuttujan t tiheysfunktioksi, kuny > 0:
f(y) = Y (Y%)
Siten jakauman t(n) tiheysfunktioks saadaan lopulta

G?+10 n+l
2 4] 1 20 2
f(y)= ——B?H
t Jnp  ~and & n’ 5
8221
]
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14.7. Riippumattomien satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat

Riippumattomien satunnaismuuttujien minimin jakauma
Olkoot satunnaismuuttujat
xll x21 ,xn

riippumattomia ja samaa jakaumaa noudattavia satunnaismuuttujia ja olkoon satunnaismuuttujien
X1, Xz, ..., Xn Yhteinen tiheysfunktio

f(x)
jayhteinen kertymafunktio
F(x)
Tall6in satunnaismuuttujan
Xy = min{ Xy, Xa, ... , X}
tiheysfunktio on
foy (X) =n[1- F()]" (%)

Perustelu:

Oletetaan, etta satunnaismuuttujat
X1, X2y oon s X

ovat riippumattomia ja noudattavat samaa jakaumaa, jonka kertymafunktio on F(X):
Xy, X2y oon s Xn P
Xi~Fx),i=12,...,n

Olkoon
Xy = min{ Xy, Xa, ... , X}

Soveltamalla kertymafunktion maaritelmaa, komplementtitapahtuman todennakéi syyden
kaavaa ja satunnaismuuttujien Xy, Xs, ... , X, riippumattomuutta satunnaismuuttujan

Xy = min{ Xy, Xz, ... , Xn}
kertyméfunktioksi F;)(x) saadaan:

Foy (X) =Pr(Xy £X)
=1- Pr(X, >X)
=1- Pr(X;>xjaX,>x jaKja X, >Xx)
=1- Pr(X; > x)Pr(X, >x)LPr(X, >Xx)
=1-[1- Pr(X, £ X)][1- Pr(X, £ X)]L[1- Pr(X,, £ X)]
=1-[1- F(XI[1- FOQIL[1- F(X)]
=1-[1- F(I"

TKK O llkka Mellin 280



Todennékoisyyslaskenta 14. Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

Oletetaan lisaksl, etta satunnaismuuttujat Xy, Xo, ... , X, ovat jatkuvia ja niiden tiheysfunktio
on

f(xX) = F(X)
Tal6in satunnaismuuttujan
Xy = min{ Xy, Xa, ... , X}
tiheysfunktio saadaan derivoimalla satunnaismuuttujan X kertyméfunktion lauseke:

f,(0 = F§(X) =%{1— 1 F]}

=-n[1- F(x)]" - F&X)]
=n[1- F(x)]" ()

Esmerkki 1. Samaa eksponenttijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien
minimin jakauma.

Oletetaan, ettéa rilppumattomat satunnaismuuttujat
xll x21 ey Xn

noudattavat samaa eksponenttijakaumaa (lisdtietoja: ks. lukua Jatkuvia jakaumia)
parametrinaan / :

Xy, Xoy oon y Xg N
Xi~Exp(/),i=12,...,n
Tal6in satunnaismuuttujien Xy, X,, ... , X, kertyméfunktio on muotoa
F(x)=1-€'*
janiiden tiheysfunktio on muotoa
f(X)=Fgx)=/¢e'*
Mé&éritell&8n satunnaismuuttuja
Xy = min{ Xy, Xz, ..., Xn}
Edella esitetyn mukaan satunnaismuuttujan X,y kertyméfunktio on
Fo(¥) =1-[1- F(X)]" =1- [1- - )" =1- e ™
jasatunnaismuuttujan X tiheysfunktio on
foy (X) = F$(X) :%(1- e")=nle"*
Siten samaa eksponenttijakaumaa Exp(/ ) noudattavien satunnaismuuttujien Xy, Xo, ... , X,
minimi X(;) noudattaa eksponenttijakaumaa parametrinaan n/ :
X ~ Exp(n/)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien maksimin jakauma
Olkoot satunnaismuuttujat
xll x21 ,xn

riippumattomia ja samaa jakaumaa noudattavia satunnaismuuttujia ja olkoon satunnaismuuttujien
X1, Xz, ..., Xn Yhteinen tiheysfunktio

f(x)
jayhteinen kertymafunktio
F(x)
Tall6in satunnaismuuttujan
Xy = max{ Xz, Xz, ... , Xn}
tiheysfunktio on
foy () = [F (1" (%)
Perustelu:
Oletetaan, etta satunnaismuuttujat
X, X2y oony X
ovat riippumattomia ja noudattavat samaa jakaumaa, jonka kertymafunktio on F(x):
Xy, Xoy oon y Xo P
Xi~Fx),i=12,...,n
Olkoon
Xy = max{ Xy, Xz, ... , Xo}

Soveltamalla kertymafunktion maaritelmaa ja satunnaismuuttujien Xy, X, ... , X,
riippumattomuutta satunnaismuuttujan

x(n) = rr]ax{x_‘]_, Xz, see gy Xn}
kertyméafunktioks saadaan:
Foy (X)) =Pr(X,, £x)
=Pr(X,ExjaX,ExjaKjaX, £X)
=Pr(X; £EX)Pr(X, £ X)L_Pr(X, £ x)

=F(X)F(X)LF(X)
=[F(X)]"
Oletetaan lisaks, etta satunnaismuuttujat Xy, Xo, ... , X, ovat jatkuvia ja niiden tiheysfunktio
on
f(x) = F (X

Tal6in satunnaismuuttujan
x(n) = rr]ax{x_‘]_, Xz, seey Xn}
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tiheysfunktio saadaan derivoimalla satunnaismuuttujan X, kertyméfunktion lauseke:

foy (X) = F§(X) =%[F(X)]” =n[F ()" F&x) =n[F(X)]"* f (x)

Esmerkki 2. Samaa eksponenttijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien
maksimin jakauma.

Oletetaan, ettéa riippumattomat satunnaismuuttujat
xll x21 ey Xn

noudattavat samaa eksponenttijakaumaa (lisdtietoja: ks. lukua Jatkuvia jakaumia)
parametrinaan / :

Xy, Xoy ooy Xg A

Xi~Exp(/),i=12,...,n
Tal6in satunnaismuuttujien Xy, X,, ... , X, kertyméfunktio on muotoa

F(x)=1- e~
janiiden tiheysfunktio on muotoa

f(X)=Fgx)=/¢e'*

Mé&éritell&8n satunnaismuuttuja

Xy = max{ Xz, Xz, ... , Xn}
Edella esitetyn mukaan satunnaismuuttujan X, kertyméfunktio on

Foy () =[F(0]" =1~ €")"
jasatunnaismuuttujan X tiheysfunktio on

fry () = F§(X) :%(1' e’ =n/e’*(1- e)"?

Siten samaa eksponenttijakaumaan Exp(/ ) noudattavien satunnaismuuttujien X, Xo, ... , X,
maksimi X € noudata mitaan tavanomaista jakaumaa toisin kuin niiden minimi X, joka
noudattaa eksponenttijakaumaa parametrinaan n/ ; ks. taman kappaleen esimerkkia 1.
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15.

15.1.
15.2.
15.3.
15.4.
15.5.
15.6.
15.7.
15.8.
15.9.

Stokastiikan konvergenssikéasitteet ja raja-arvolauseet

Satunnaismuuttujien jonot

Varma konvergenssi

Melkein varma konvergenssi

Kvadraattinen konvergenssi

Stokastinen konvergenssi
Jakaumakonvergenssi

Stokastiikan konvergenssikasitteiden yhteydet
Suurten lukujen lait

Keskeinen raja-arvolause

Tarkastelemme téssa luvussa stokastiikan konvergensskagtteit jaraja-arvolauseita.

Stokastiikan rgja-arvolauseilla on keskeinen merkitys teoreettisessa tilastoti eteessa tilanteissa, joissa
on tarpeen tutkia otossuur eiden ja todennakadi syyg akauman parametrien estimaattoreiden
kayttaytymistd, kun otoskoon annetaan kasvaa rajatta; lisétietoja: ks. monistetta Tilastolliset
menetelmat.

Todistamme t&ssé luvussa seké (heikon) suurten lukujen lain etté keskeisen raja-arvolauseen.

Avainsanat:

Approksimatiivinen jakauma, Aritmeettinen keskiarvo, Jakaumakonvergenssi, Kertyméafunktio,
Keskeinen raja-arvolause, Konvergenssikasitteet, Kvadraattinen konvergenssi, Melkein varma
konvergenssi, Normaalijakauma, Odotusarvo, Standardipoikkeama, Standardointi, Stokastinen
konvergenssi, Summan jakauma, Suurten lukujen laki, Varianssi, Varma konvergenssi
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15.1. Satunnaismuuttujien jonot

Olemme mééritelleet satunnaismuuttujan luvun Satunnaismuuttujat ja todennakoisyys-
jakaumat kappaleessa Satunnaismuuttujat ja todennakoisyyg akaumat: M &aritelmat
seuraavallatavalla

Olkoon
(S,F,Pr)

todenndkdisyyskentté ja olkoon X (mitallinen) funktio otosavaruudesta Sreaalilukujen joukkoon:
X:S® R

Talloin sanomme, ettd funktio X on satunnaismuuttuja.

Jos haluamme erityisesti korostaa Sitg, ettd satunnaismuuttuja on otosavaruuden Skuvaus reaali-
[ukujen joukkoon, merkitsemme

X()T R,sl' S

Huomaa, etté vaikka satunnaismuuttuja on funktiona tdysin maaratty, niin sattuma maaraa
mik& funktion arvoista realisoituu. Satunnaismuuttuja kuvaa satunnaisiimion tul osvaihtoehtoja
numeerisessa muodossa ja liittéa siten jokaiseen satunnaisiimion tul osvaihtoehtoon reaaliluvun
(numeerisen koodin).

Tarkastelemme t&ssa luvussa satunnaismuuttujien
X1, X2, X3, ...
muodostamia jonoja ja niiden konvergenssa.

On syytd huomata, ettd satunnaismuuttujien X;, X, Xs, ... muodostamat jonot elvat ole lukujonoja
tavanomaisessa mielessd, vaan jokainen satunnaismuuttujien X;, X;, Xs, ... muodostama jono on itse
asiassa |ukujonojen joukko.

Tama nahddan siitd, ettd satunnaismuuttujien X;, X, Xs, ... muodostamassa jonossa jokai seen otos-
avaruuden alkioon s1  Sliittyy lukujono

X1(8), Xa(S), X3(9), -..
Lukujono

X1(8), XaA(S), X3(9), -..
voi konvergoida, kun

sl Al S
jahajaantua, kun

st A°1 S
Tamé havainto muodostaa toisen |&htékohdan todenndk6isyyslaskennan konvergenssikasitteiden
tarkastelulle. Toisen lahtékohdan muodostaa satunnaismuuttujiin Xy, Xp, X, ... liittyvien jakaumien
konvergenssin tarkastelu.
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15.2. Varmakonvergenssi

Satunnaismuuttujien
X1, X2, X3, ...

muodostama jono konvergoi var masti kohti satunnaismuuttujaa X, jos
lim X (s) = X(s), kaikillesl S

Huomautus:

Todenndko6isyydaskennassa ja tilastotieteessd varma konvergenss on konvergenssin
muotona tavallisesti aivan liian rgjoittava ja sité kéytetaan siksi hyvin harvoin
satunnaismuuttujien jonojen rajakayttaytymisen tutkimiseen.

15.3. Melkein varma konvergenssi
Satunnaismuuttujien
X1, X2, X3, ...

muuttujaa X, jos
Pr(lim X, =X) =1
n® ¥

Merkitéan tata

In|®rg X, =X (as)
tai

X, Vs Ze® X
jossa

as. = almost surely

Jos satunnaismuuttujien X, X, Xs, ... jono konvergoi melkein varmasti kohti satunnaismuuttujaa X,
niiden otosavaruuden S pisteiden joukko, jossa konvergenssia el tapahdu on nollamittainen:

Pr(sl S|lim X (s)* X(s)) =0

Esimerkki. M elkein varma konvergenss.

Liitetd8n otosavaruuden
S=[0,1]

osavéleihin todenndkdisyydet seuraavallatavalla:
Prl[a,b] =b- a,0£a£b£fl

Mééritelld8n satunnaismuuttuja X otosavaruudessa S kaavalla
X =s,sl S

Funktio X(-) on identtinen kuvaus.
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Mééritelld8n satunnaismuuttujien X , i =1, 2, 3, ... jono seuraavadti:
il ,kuns=0
I ..
Xi(s)=:' -_}gs,kun0<s<1
.I.g i &
o ,kuns=1
i=1,2,3K

Satunnaismuuttujien X , i =1, 2, 3, ... muodostama jono konvergoi indeksin i kasvaessa
rgjatta kohti rajamuuttujaa

il,kuns=0
X =limX,(s) =ts,kun 0<s<1
10, kuns=1
Olkoon joukko
A={sT S|limXi(s) * X(9)}
niiden otosavaruuden S=[0,1] alkioiden (pisteiden) sjoukko, joissa satunnaismuuttujien
Xi(s),i=1,2,3, ...
muodostama jono e konvergoi kohti satunnaismuuttujan X(s) arvoa.

Satunnaismuuttujien Xi(s) , i =1, 2, 3, ... muodostama jono konvergoi kohti satunnais-
muuttujaa X(s), jos 0 < s< 1, mutta el konvergoi kohti satunnaismuuttujaa X(s), joss= 0 tai
s= 1. Siten

A={sT S|limXi(s)* X(9} ={0,1}
Koska
Pr(A) = 0

satunnaismuuttujien Xi(s) , i = 1, 2, 3, ... muodostama jono konvergoi kohti satunnais-
muuttujaa X(s) muualla paitsi nollamittai sessa joukossa A.

Siten olemme todistaneet, etté satunnaismuuttujien Xi(s) , i =1, 2, 3, ... muodostama jono
konvergoi melkein varmasti eli todennakoisyydella yksi kohti satunnaismuuttujaa X(s):

IimX ® X (as)
i® ¥
15.4. Kvadraattinen konvergenssi
Satunnaismuuttujien
X1, X2, X3, ...
muodostama jono konvergoi kvadraattisesti (tai neliollisesti) kohti satunnaismuuttujaa X, jos
H 271 —
limE[(X, - X)*] =0

Merkitaan tata:

Ll(@rg X, =X (gm.)
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tai

X, 2 ¥® X
jossa

g.m. =in quadratic mean
Sovellus: Riippumattomien samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien
aritmeettisten keskiarvojen muodostaman jonon kvadraattinen konvergenssi
Olkoon

Xi,i:1,2,3,
jono riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden odotusarvot ja varianssit ovat

EX)=un,i=12,3, ...

Va(X)=s*,i=1,2,3, ...
M&éritelléan satunnaismuuttujien X, X, Xs, ... , X, aritmeettinen keskiarvo kaavalla

_ 14

X, ==a X ,n=123K

i=1

Koska satunnaismuuttujat Xy, X, Xs, ... , X, oletettiin riippumattomiks ja niilla on sama odotusarvo
javarianss, niin niiden aritmeettinen keskiarvon X_ =& X, /n odotusarvo javarianss ovat

E(X,)=m

Var(X )=
n

Koska

2

El(X,- m?]=Va(X)=> %% 0
n
niin satunnaismuuttujien Xy, Xz, Xs, ... , X, aritmeettisten keskiarvojen X, =& X, /n muodostama
jono
X ,n=123K
konvergoi kvadraattisesti kohti satunnaismuuttujien Xy, X,, Xs, ... yhteistd odotusarvoa :

I!|®nl X, ® m (g.m.)

15.5. Stokastinen konvergenssi

Satunnaismuuttujien
X1, X2, X3, ...

muodostama jono konvergoi stokastisesti kohti satunnaismuuttujaa X, jos kaikille e> 0 pétee, etta
Ll(@rQPr(|Xn- X|>e)=0
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Merkitaan tata

imX,=x ()
tai

X, %:%3® X
jossa

P = in probabaility

Komplementtitapahtuman todennakdisyyden kaavan perusteella, satunnaismuuttujien Xy, Xo, Xs, ...
jono konvergoi stokastisesti kohti satunnaismuuttujaa X, jos kaikille e> 0 pétee, etta

!1I®I‘Q Pr(| X,- X|£e)=1

Sovellus: Riippumattomien samaa normaalijakaumaa noudattavien satunnais-
muuttujien aritmeettisten keskiarvojen muodostaman jonon stokastinen
konvergenssi.

Olkoon
Xi,i:1,2,3,

jono riippumattomia ja samaa normaalijakaumaa N(ms *) noudattavia satunnaismuuttujia, joiden
odotusarvot javarianssit ovat

EX)=pn,i=123, ...
Var(X)=s%,i=1,23, ...
Lisédtietoja normaalijakaumasta: ks. lukua Jatkuvia jakaumia.
M&éritelléan satunnaismuuttujien X, X, Xs, ... , X, aritmeettinen keskiarvo kaavalla
X, :Eénl X,,n=123K
i=1
Talbin
X, N(ms?/n)
Olkoon
F@
standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertymafunktio.
On helppo néhda, etta kaikille e> 0 pétee
Pr(| X, - m>e) =1- Pr(m- e< X < m+eé)

X, -m e 0o

e
< <+ -
s/Nn sidn s/ing

e
=1- Pre-
&
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e e e o
:1-Pr- <Z <+ =
85/\5 " s/Jng
€ x® e Fe_e ou
=1- -y
gF /xfz 8s/ﬁ%
® 0,kunn® ¥
jossa
X -m
Z =—" N(0,D),n=123 K
s/<n (@1

Koska kaikille e> 0 pétee
Pr(| X,- m>e)® 0,kunn® ¥

niin satunnaismuuttujien Xy, Xz, Xs, ... , X, aritmeettisten X =& X, /n muodostama jono
X,,n=123K

konvergoi stokastisesti kohti satunnaismuuttujien Xi, X,, Xs, ... yhteista odotusarvoa :
X, =X (P

15.6. Jakaumakonvergenssi

Olkoon
X1, X2, X3, ...

jono satunnaismuuttujia, joiden kertyméfunktiot ovat
F1(X), F2(X), F3(X), ...

Satunnaismuuttujien X;, X, Xs, ... muodostama jono konvergoi jakaumaltaan kohti satunnais-
muuttujaa X, jonka kertyméfunktio on Fx(x), jos

lim F,(x) = F, (x)

jokaisessa pisteessa x, jossa Fx(x) on jatkuva.

Merkitaan tata
mX,=x )
tai
X, ¥%2%3® X
jossa

= in (probability) law
Kirjaimen L tilalla k&ytetdan usein kirjainta D:
=indistribution
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Esmerkki. Jakaumakonvergenss.

Olkoon
X, Xo, X3, ...
jono satunnaismuuttujia, joiden kertymafunktiot ovat
i0 ,kunx<0
I B
Fo)=11- 8- %0 kun O£ x£|
i & iy
{o kun x>
i=123K

Koska eksponenttifunktion ominaisuuksien perusteella
|
im&- 22 =~
i®¥8 | g
niin
lIimE(x)=1-€",x30
i® ¥

Funktio
F(x)=1-e”*,x30
on eksponenttijakauman Exp(1) kertymafunktio; lisétietoja: ks. lukua Jatkuvia jakaumia.

Siten satunnaismuuttujien X , i = 1, 2, 3, ... muodostama jono konvergoi jakaumaltaan €l
heikosti kohti satunnaismuuttujaa

X ~ Exp(1)
i
limX, =X Exp®) (L)

Momenttiemafunktioiden konvergenssi ja jakaumakonvergenssi
Luvussa M omenttiemafunktio ja karakteristinen funktio todettiin seuraavaa:
Olkoon

X1, X2, X3, ...
satunnaismuuttujien jono. Olkoot

F1(X), F2(X), F3(X), ...
vastaavat kertyméafunktiot ja

my(X), Mp(X), me(X), ...

vastaavat momenttiemafunktiot. Olkoon lisdks X satunnaismuuttuja, jonka kertymafunktio on Fx(x)
ja momenttiemafunktio on Mx(t).
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Oletetaan, etta kaikille t jossakin pisteen t = 0 ympéristossa péatee, etta
MM, (t) = M, (1
Talin
limF, (%) = Fy (%)
jokaisessa pisteessa x, jossa kertyméfunktio Fx(x) on jatkuva. Liséks momenttiemé&funktio
Mx(t) méaraa talloin kertymafunktion Fx(x) yksikéasitteisesti. Siten momenttiemafunktioiden
konvergenssista jossakin origon ympéristdssa seuraa vastaavien satunnaismuuttujien jakauma-
konvergenss.
Karakterististen funktioiden konvergenssi ja jakaumakonvergenssi
Luvussa M omenttiemafunktio ja karakteristinen funktio todettiin seuraava:
Olkoon
X1, X2, X3, ...
satunnaismuuttujien jono. Olkoot
F1(X), F2(X), F3(X), ...
vastaavat kertymafunktiot ja
J (1), 7 2(1), 7 5(1), ...

vastaavat karakteristiset funktiot. Olkoon liséks X satunnaismuuttuja, jonka kertyméfunktio on Fx(X)
jakarakteristinen funktio on j x(t).

Talin

lim/ () =/ x (V)
josjavain jos

limF, (x) = F, (%)

jokaisessa pisteessa x, jossa kertyméfunktio Fx(x) on jatkuva. Siten karakterististen funktioiden
konvergenssi on yht&pitévaa vastaavien satunnaismuuttujien jakaumakonvergenssin kanssa.

15.7. Stokastiikan konvergenssikasitteiden yhteydet

Voidaan osoittaa, etta todenndkoisyyslaskennan konvergensskasitteilla on seuraavat yhteydet:

(i) Melkein varma konvergenss (a.s.) implikoi stokastisen konvergenssin (P).

(i) Kvadraattinen konvergenss (q.m.) implikoi stokastisen konvergenssn (P).

(i) Stokastinen konvergenss (P) implikoi jakaumakonvergenssn eli heikon konvergenssn
(L).

(iv) Melkein varman ja kvadraattisen konvergenssin yhteydesta el voida sanoa mitdan yleista.

Todistetaan konvergenssikasitteiden yhteyksistéa seuraavassa se, etté kvadraattinen konvergenss
implikoi stokastisen konvergenssn.
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Perustelu:

Oletetaan, etté satunnaismuuttujien
Xi,i=1,2,3,
muodostama jono konvergoi kvadraattisesti kohti satunnaismuuttujaa X, jolloin
H 271 —
limE[(X, - X)*] =0
Tarkastellaan todennékdisyytta
Pr(| X, - X |>e)
Markovin epayhtal osta (ks. luvun Jakaumien tunnusluvut kappaletta M arkovin ja
Tshebyshevin epayhtdal6t) ja kvadraattisen konvergenssn maaritelmasta seuraa, etta
Pr(| X, - X|>e) EéE[(Xi - X)1 %% 0

Koska

Pr(| X;- X|>e) %% 0
niin satunnaismuuttujien

Xi,i:1,2,3,

muodostama jono konvergoi stokastisesti kohti satunnaismuuttujaa X suoraan stokastisen
konvergenssin maaritelman perusteella.

Melkein varma Kvadraattinen
konvergenssi konvergenssi

(a.s.) (q.m.)

R R

Stokastinen
konvergenssi

(P)
R

Jakauma-
konvergenssi

(L)
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15.8. Suurten lukujen lait

Vahva suurten lukujen laki
Olkoon
Xi,i=1,23, ...
jono riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joilla on sama odotusarvo:
EX)=m,i=123, ...
Ma&éritelléan satunnaismuuttujien X , i = 1, 2, 3, ... aritmeettinen keskiarvo:
o 18
X, :Eg X

Tall6in péatee vahva suurten lukujen laki: Satunnaismuuttujien Xy, Xo, Xs, ... , X, aritmeettisten

yksi kohti satunnaismuuttujien yhteista odotusarvoa .
X, Y5530 m

Vahva suurten lukujen laki voidaan ilmaista sanoin seuraavasti: Samoin jakautuneiden satunnais-
muuttujien aritmeettinen keskiarvo |ahestyy muuttujien lukuméaran kasvaessa rajatta muuttujien
yhteisté odotusarvoa melkein kaikkialla eli se otosavaruuden S osgjoukko, jossa konvergenssia el
tapahdu on nollamittainen.
Heikko suurten lukujen laki
Olkoon
Xi,i:1,2,3,
jono riippumattomia satunnaismuuttujia, joilla on sama odotusarvo ja varianssi:
EX)=m,i=1,2,3, ...
D(X)=s",i=1,23, ...

M&éritelléan satunnaismuuttujien X , i =1, 2, ..., n aritmeettinen keskiarvo:
> 14
X == X.
" al :

Talloin patee heikko suurten lukujen laki: Satunnaismuuttujien Xi, Xz, Xs, ... , X, aritmeettisten
keskiarvojen muodostamajono X, =S X, /n konvergoi stokastisesti kohti satunnaismuuttujien
yhteista odotusarvoa

X, ¥ %3® m
Perustelu:
Olkoon
Xi,i:1,2,3,

jono riippumattomia satunnaismuuttujia, joilla on sama odotusarvo ja varianssi:
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EX)=m,i=1,23 ...
D(X)=s",i=1,23, ...

M&éritelléan satunnaismuuttujien X , i =1, 2, ..., n aritmeettinen keskiarvo:
c 14
X == X.
" al :

Tshebyshevin epayhtélon (ks. luvun Jakaumien tunnusluvut kappaletta Markovin ja
Tshebyshevin epayhtal 6t) mukaan

2

Pr(|X,- m>e) £
ne

Koska epayhtalon oikeapuoli ® 0, kunn® ¥, niin
X, %%3® m

Helkko suurten lukujen laki voidaan ilmaista sanoin seuraavasti: Samoin jakautuneiden satunnais-
muuttujien aritmeettinen keskiarvo |ahestyy muuttujien lukumaéran kasvaessa muuttujien yhteista
odotusarvoa sellaisellatavalla, etta suuret poikkeamat satunnaismuuttujien yhteisesta odotus-
arvosta tulevat yha harvinaisemmiks.

Suurten lukujen lait: Kommentteja

Suurten lukujen lait ovat esimerkkeja satunnaismuuttujien jonojen asymptoottisesta
kayttaytymisesta. Suurten lukujen lakeja voidaan pitda matemaattisena formulointina tilastollisen
stabiliteetin kéasitteelle.

Koska melkein varma konvergenss implikoi stokastisen konvergenssin, vahva suurten lukujen laki
implikoi heikon suurten lukujen lain.

Suurten lukujen laeista on olemassa ylei sempia muotoja, joissa voidaan eri tavoin lieventda samoin-
jakautuneisuus- jariippumattomuusoletuksia. Talla on suuri merkitys stokastisten prosessien ja
aikasarja-analyysin teoriassa.
Suurten lukujen laki: Suhteellisen frekvenssin asymptoottinen kayttaytyminen
Olkoon A otosavaruuden Sjokin tapahtuma ja oletetaan, etta

Pr(A) =p
Taloin

Pr(AY=1- Pr(A)=1- p=q
M&éritellaan diskreetti satunnaismuuttuja X:

X _ 11, jos A tapahtuu

10, jos A e tapahdu

Satunnaismuuttujan X pistetodennakoi syysfunktio on

f(xX)=Pr(X =x)=p*q"*,0< p<1l,q=1- p,x=0,1
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Satunnaismuuttuja X noudattaa Ber noulli-jakaumaa parametrilla p (ks. lukua Diskreetteja
jakaumia):

X~ Bernoulli(p)
Voidaan osoittag, etta
E(X)=p

Toistetaan edella mariteltya Bernoulli-koetta n kertaa ja oletetaan, ettd koetoistot ovat
riippumattomia seka tarkastellaan tapahtuman A sattumista koetoistojen aikana.

Oletuksien mukaan
Pr(A) =p
Pr(A)=1- p=q
M&éritelléan diskreetit satunnaismuuttujat X ,i=1,2, ... ,n:

_ 11, jos Atapahtuu kokeessai
_}O,josAei tapahdu kokeessa i

Satunnaismuuttujat X , 1 =1, 2, ..., novat riippumattomia ja noudattavat samaa Bernoulli-
jakaumaa Bernoulli(p):
xll x21 ey Xn A

Xi ~Bernoulli(p) ,i=1,2,...,n
Voidaan osoittaa, etta

EX)=p,i=12,...,n
Olkoon

X

Qo5

Y, =

i=1

satunnaismuuttujien X; , i =1, 2, ..., nsumma.
Koskaluku 1 esiintyy summassa d X; tasmalleen yhta monta kertaa kuin tapahtuma A sattuu koe-

toistojen aikana, satunnaismuuttuja Y, = & X; kuvaatapahtuman A esiintymisten frekvenssia dli
lukuméaraa n-kertaisessa Bernoulli-kokeessa.

Voidaan osoittag, etta satunnaismuuttuja Y, = a X; noudattaa binomijakaumaa parametrein njap
(lisitietoja: ks. lukua Diskreette & jakaumia):

Y, =4a X ~ Bin(n,p)
Voidaan osoittag, etta

E(Yn) =np
Satunnaismuuttujien X; , i =1, 2, ..., naritmeettinen keskiarvo
- Y 14
X === X
" c’:ll i

kuvaa tapahtuman A esiintymisten suhteellista frekvenssia eli suhteellista lukumaaraa n-kertaisessa
Bernoulli-kokeessa.
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Tilastotieteessa satunnaismuuttujat X , i =1, 2, ..., n tulkitaan havainnoiks saman Bernoulli-
kokeen toistoista. Tdll6in suhteelliselle frekvenssille Y,/n k&ytetdan tavallisesti merkintaéa

P

jossa f,, on tapahtuman A havaittu frekvenssi, kun tarkastelun kohteena oleva satunnaisiimié on
toistunut n kertaa.

Vahvan suurten lukujen lain mukaan suhteellinen frekvenss p, = f, /n konvergoi melkein varmasti
eli todennakdisyydella yks kohti tapahtuman A todenndkoisyytta p:

P, = f,/In%Te3® p=Pr(A)
Koska vahva suurten lukujen laki implikoi heikon suurten lukujen lain, tieddmme, etta tapahtuman A
suhteellinen frekvenss konvergoi myos stokastisesti kohti tapahtuman A todennakdisyytta:
p,=1f,/n %§é¥® p=Pr(A)
Koska tapahtuman A havaittu suhteellinen frekvenssi
p,=f./n
konvergoi kohti tapahtuman A todenndkoisyytta
Pr(A)=p

jos havaintojen X; lukuméaréan n annetaan kasvaa rgjatta, sanomme, etta suhteellinen frekvenss
tarkentuu havaintojen lukumaaran kasvaessa kohden tapahtuman A todennakai syytta.

15.9. Keskeinen raja-arvolause
Olkoon
Xi,i:1,2,3,

jono riippumattomia, samaa normaalijakaumaa N(ms ?) noudattavia satunnaismuuttujia

(lisdtietoja: ks. luvun Jatkuvia jakaumia kappaletta Nor maalijakauma). Taldin satunnais-
muuttujien Xy, Xz, ... , X, summa

X

Qo

Y, =

i=1

noudattaa normaalijakaumaa parametrein nmjans®:
g 2
Y.=a X ~N(nmns~)
i=1

Kysymys. Mitévoidaan sanoa riippumattomien, samaa jakaumaa noudattavien satunnais-
muuttujien summan jakaumasta, jos ko. satunnaismuuttujat eivat noudata
normaalijakaumaa?

Vastaus: Ei-normaalisten satunnaismuuttujien summa el yleensé ole normaalinen.
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Mutta:  Josyhteenlaskettavia on ”tarpeeksi paljon”, satunnaismuuttujien summa on kuitenkin
(hyvin yleisin endoin) approksimatiivisesti normaalinen. Tama on keskeisen raja-
arvolauseen olennainen sisélto.

Koska monia satunnaismuuttujia voidaan pitéd usean riippumattoman tekijéan summana, keskeinen
rgja-arvolause antaa selityksen sille empiiriselle havainnolle, ettd monia satunnaismuuttujia voidaan
pitda (ainakin approksimatiivisesti) normaalisena.

K eskeisestd rgja-arvolauseesta on useita erilaisia muotoja. Tarkastelemme ensin ns. Lindebergin ja
L evyn lausetta, joka koskee riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia.
Lindebergin ja Levyn lause
Olkoon
Xi,i1=1,2,3, ...
jono riippumattomia, samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden odotusarvo ja varianss ovat
E(X,)=m,i=123K
D*(X,)=s?,i=12,3K

Olkoon
Yn = é Xi
i=1
satunnaismuuttujien X , i = 1, 2, ... , n summa. Summan Y, odotusarvo ja varianss ovat
E(Y,) =nm
D*(Y,)=ns?
Sandardoidaan summaY, :
Y -nm
Z =
sVn

Annetaan n ® ¥ . Tall6in satunnaismuuttujan Z, jakauma konvergoi kohden standardoitua
normaalijakaumaa N(0,1) i

P> %) 0

ga Xi-nm -
limPrg=t £ 7:=F(2)
ne® ¥ S\/ﬁ p

jossa F on standardoidun normaalijakauman N(0O,1) kertymafunktio.
Perustelu:
Olkoon
Xi,i=1,23, ...

jono riippumattomia, samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden odotusarvo ja varianss
ovat
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E(X,))=m,i=123K
D*(X,)=s?,i=12,3K
Olkoon satunnaismuuttujien X; , i =1, 2, 3, ... momenttiemafunktio (lisitietoja: ks. luvun

M omenttiemafunktio ja karakteristinen funktio kappaletta M omenttieméfunktio)
olemassa jossakin origon ymparistossa.

Olkoon
Y, =X+ X, +L+ X,
satunnaismuuttujien X; , i = 1, 2, 3, ... summa. Summamuuttujan Y, odotusarvo ja varianss
ovat
E(Y,) =nm
D*(Y,) =ns?
Standardoidaan summamuuttuja Y;:
Y, - nm
% s/n
Standardoidun satunnaismuuttujan Z, odotusarvo ja varianss ovat
E(z,)=0
D*(z,)=1

Siirrytéan tarkastelemaan keskistettyja satunnai smuuttujia
T=X-mi=123K

Keskistettyjen satunnaismuuttujien T; odotusarvo javarianss ovat
E(T)=0,i=123K
D*(T)=s?%,i=1,23K

Keskistettyjen muuttujien T; avulla standardoitu muuttuja Z, voidaan kirjoittaa muotoon

Y,-nm_ X, +X,+L+X -nm_ 1

zZ =-" = = (M+T,+L+T)
sv/n s+/n s¥n' ' 7
Satunnaismuuttujien X , i = 1, 2, 3, ... momenttiemafunktion olemassaolosta jossakin origon

ymparistossa seuraa keskitettyjen muuttujien
T=X-mi=123K
momenttiemafunktion olemassaolo jossakin origon ymparistossa.
Olkoon
m(t) = E(e™)
satunnaismuuttujien T; , i = 1, 2, 3, ... yhteinen momenttiemafunktio.

Koska riippumattomien satunnaismuuttujien summan momenttiemafunktio on summan
tekij 6iden momenttieméafunktioiden tulo, niin satunnaismuuttujan
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Z =Yoo m_ (T,+T,+L+T)

" sin s\/_

momenttiemafunktio m,(t) voidaan esittda muodossa

m ==t %
g &svna
jossam(t) on siis satunnaismuuttujien T; , i = 1, 2, 3, ... yhteinen momenttiemafunktio.

Satunnaismuuttujien T; , 1 =1, 2, 3, ... yhteisella momenttiemafunktiolla m(t) on jossakin
pisteen t = 0 ympérist0ssa voimassa sarjakehitelma

m(t) =1+alt+a—22t2+t2h(t)

jossa
a, =E(T"),k=123K
on satunnaismuuttujien T; , 1 =1, 2, 3, ... k. (origo-) momentti ja
h(t) ® 0,kunt® 0
Koska
a,=E(T)=0,i=1,23K
a,=E(T?*) =D*(T)=s%,i=12,3K
niin

2
m(t) =1+at +‘5’—22t2 +t2h(t) =1+S7t2 +2h(t)

Sijoitetaan satunnaismuuttujien T, , i = 1, 2, 3, ... yhteisen momenttiemafunktion m(t)
sarjakehitelméa

_1.8%0 .
mit) =1+t + (1)

satunnaismuuttujan
Y. - nm_
Z = (M+T,+L+T)
svn sf

momenttiemafunktion lausekkeeseen

m =2t %
g€ &svna
Saamme sijoituksen tuloksena lausekkeen

n

m (1) = éHs et 0,@t 6 @t c‘j@:gﬁlaez t p&t oou
28svnp  &sns 35xf@g & ng2 8sf
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jossa

Ilmh 0
ne ¥ 85\/_ﬂ

jokaiselle kiintedlle t.
Eksponenttifunktion ominaisuuksien perusteella

=0

é 1aa? t et o )
)= a+= 2 Vi €
rnw() el g 88\/7 ] 74 Sy

Koska

et2/2
on standardoidun normaalijakauman N(0,1) momenttiemafunktio, satunnaismuuttujien
Y, - nm

s/n

muodostama jono konvergoi jakaumaltaan eli heikosti kohden standardoitua normaali-
jakaumaa N(0,1):

Z,%%3® Z N0,

Z =

Lindebergin ja Levyn lause: Kommentteja
Lindebergin ja Levyn lauseen konvergenssitulosta kirjoitetaan usein seuraavaan muotoon:

én X, - nm
2 =% N0y

s/n s/+/n

jossa

on satunnaismuuttujien

Xi,i=1,2,3,... , N
aritmeettinen keskiarvo. Taldin Lindebergin ja Levyn lauseen konvergenssitulokseen viitataan
sanomalla, etta satunnaismuuttujien X , i = 1, 2, 3, ... , n aritmeettinen keskiarvo X, on
asymptoottisesti normaalinen parametrein mja s?/n.
Tama on kuitenkin siind mielessa harhaanjohtavaa, etta satunnaismuuttujien X; ,1=1,2,3, ... ,n
aritmeettisen keskiarvon X, jakauma konvergoi yhden pisteen jakaumaa kohti, jossa jakauman koko
todennakdisyysmassa keskittyy pisteeseen mkunn ® ¥.
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Siks olis parempi sanoavain, ettd satunnaismuuttujien X; , i =1, 2, 3, ... , n aritmeettinen keskiarvo
X on Lindebergin ja Levyn lauseen ehtojen patiessd suurille (mutta dérellisille) n
approksimatiivisesti normaalinen parametrein mja s?/n.

On hyvatietds, ettd keskeisesté rgja-arvolauseesta on Lindebergin ja Levyn lausetta yleisempid

yleisemmilla muodoilla on suuri merkitys esmerkiks stokastisten prosessien jaaikasarja-
analyysin teoriassa.
Liapunovin lause

Kuten edelld on todettu keskeisesta raja-arvolauseesta on yleisempid muotoja, joissa on eri tavoin
lievennetty samoinjakautunei suusol etusta. Erés ndista yleismmistd muodoista on ns. Liapunovin
lause.

Olkoon
Xi,i1=1,2,3, ...
jono riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden odotusarvot javarianssit ovat
E(X)=m,i=123K
D*(X,)=s?,i=123K
Oletetaan lisdksi, etta satunnaismuuttujien X; kolmannet absoluuttiset momentit odotusarvojen /m
suhteen ovat olemassa kaikillei eli

t2=E(X - mP)<¥,i=123K

Olkoot

My = Mm+m +L+m

Sgy=Si+s;+L+s?
ja

toy Ste+tS+L+t]
Jos ehto

iy =0

(n)

pétee, niin summa
g
Xm=a X
i=1
on asymptoottisesti normaalinen parametrein m, ja s, i

lim PrgLnZ”)E 22=F (2)
ne ¥ S
e Sm )

jossa F on standardoidun normaalijakauman N(0O,1) kertymafunktio.
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Liapunovin lause: Kommentteja
Jos satunnaismuuttujat

Xi,i=1,23, ...
noudattavat samaa jakaumaa, niin talléin ehto

pétee, koskataloin
m=m,i=123K

sf=s%,i=1,23K

ja

t}=t%,i=1,23K
jolloin

. t

S‘(:) =T ® 0
jos

n® ¥

On kuitenkin syyté huomata, ettd Lindebergin ja Levyn lause ei ole erikoistapaus Liapunovin
lauseesta, koska Lindebergin ja Levyn lauseessa el edellytetd satunnaismuuttujien kolmansien

absoluuttisten momenttien olemassaoloa.

Lindebergin ja Fellerin lause

Valttamattomat jariittavat endot sille, etté keskeinen rgja-arvolause péatee riippumattomille
satunnaismuuttujille esitetééan ns. Lindebergin ja Fellerin lauseessa.

Olkoon

Xi,i=123, ...
jono riippumattomia satunnaismuuttujia. Olkoot satunnaismuuttujien X ,i =1, 2, 3, ...
kertyméafunktiot

Fi(x),i=123, ...

seka odotusarvot ja varianssit
E(X)=m,i=123K
D*(X,)=s?,i=123K
Olkoot
My =Mm+m +L+m

2 a2 2 2
S =S;+s,tL+s;

TKK O llkka Mellin 304



Todennékoisyyslaskenta 15. Stokastiikan konvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet

Tal6in ehto
. S,
*) l[immax— =
n®¥ 1£ifn §
(n)
pétee ja summa

g
Xm=a X
i=1
on asymptoottisesti normaalinen parametrein m, ja s, i
. X, - m, o}
lim Prg”—nZ)E z:=F (2
n® ¥ S
e °m ]

jossaF on standardoidun normaalijakauman N(0O,1) kertyméfunktio, jos ja vain jos

.14
*x lim——gq ¢ x- m)*dF (X) =0
) DA Q. (0 WRE
kaikille e> 0.
Ehdon (*) mukaan yhdenk&an satunnaismuuttujan X , i =1, 2, 3, ... vaihtelu ei saa dominoida
muiden vaihtelua. Ehtoa (**) kutsutaan tavallisesti Lindebergin ehdoksi. Sen mukaan satunnais-
muuttujien X , 1 =1, 2, 3, ... jakaumien hantdaluellla ei saa olla ”liikaa’ todennakdi syysmassaa.

Todettakoon lopuks, etté Lindebergin ehdossa esiintyva integraai on ns. Stieltjes-integraali.

Keskeinen raja-arvolause: Kommentteja

Keskeinen rgja-arvolause koskee satunnaismuuttujien jonojen asymptoottista kayttaytymista.
Keskeisen rgja-arvolauseen mukaan usean satunnaismuuttujan summa on (tietyin ehdoin)
approksimatiivisesti normaalinen (lahes) riippumatta yhteenlaskettavien jakaumasta.

Huomautus:
Y hteenlaskettavien e tarvitse olla edes jatkuvia, vaan ne voivat olla jopa diskreetteja.

Approksimaation hyvyys riippuu yhteenlaskettavien satunnaismuuttujien lukuméaarasta, niiden
jakaumasta ja erityisesti niiden jakauman vinoudesta. Approksimaation hyvyys paranee, kun yhteen-
laskettavien satunnaismuuttujien lukuméara kasvaa. Jos yhteenlaskettavien satunnaismuuttujien
jakauma on symmetrinen, approksimaatio on hyva jo suhteellisen pienilla yhteenlaskettavien luku-
méarilla. Sen sijaan, jos yhteenlaskettavien satunnaismuuttujien jakauma on voimakkaasti epa-
symmetrinen, hyva approksimaatio vaatii selvasti enemman yhteenlaskettavia.

K eskeisessi rgja-arvolauseessa esiintyva rajakayttaytymi sen muoto on esimerkki jakauma-
konvergenssista eli heikosta konvergenssista.
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Keskeinen raja-arvolause seka binomijakauman, hypergeometrisen jakauman ja
Poisson-jakauman asymptoottiset jakaumat

Luvun Jatkuvia jakaumia kappaleessa K eskeinen raja-arvolause tarkastellaan seuraavia
keskeisen rgja-arvolauseen sovelluksia

(i)  Binomijakauma lahestyy asymptoottisesti normaalijakaumaa.
(i) Hypergeometrinen jakauma lhestyy asymptoottisesti normaalijakaumaa.
(iii) Poisson-jakauma lahestyy asymptoottisesti nor maalijakaumaa.

Lisdtietoja binomijakaumasta, hypergeometrisesta jakaumasta ja Poisson-jakaumasta: ks. lukua
Diskreette a jakaumia.
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