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1. Joukko-oppi

1.1. Joukko-opin peruskéasitteet

1.2. Joukko-opin perusoperaatiot

1.3. Joukko-opin laskusaannoét

1.4. Funktiot

1.5. Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat

1.6. Joukko-opin perusoperaatioiden yleistykset
1.7. Boolen algebrat

1.8. s-algebrat

Liitteessa 1 editelld8n naiivin joukko-opin peruskastteet ja perusoperaatiot laguudessa,
mika riittd& huomattavaan osaan perusmatematiikkaa. Erityisesti liitteen 1 tavoitteena on kuitenkin

laskennassa.

Avainsanat:

Aksiomaattinen joukko-oppi, Alkio, Alkukuva, Arvo-alue, Bijektio, Boolen algebra, Erotus,
Funktio, Funktion kuvaaja, Funktioiden samuus, Funktioiden yhdistdminen, Identtinen funktio,
Injektio, Joukko, Joukkojen samuus, Joukko-opin laskus&aannét, Joukkoperhe, Joukon
madritteleminen, Jarjestetty pari, Indeksoitu joukkoperhe, Karteesinen tulo, Komplementti, Kuulua
joukkoon, Kuva, Kuvaaja, Kuvaus, Kaanteisalkio, Kaanteisfunktio, Leikkaus, Lukujoukko,
Méaarittelyalue, Naiivi joukko-oppi, Numeroituva joukko, Olla osajoukkona, Osajoukko, Ositus,
Paradoksi, Perusjoukko, Pistevieraus, Russellin paradoksi, s-algebra, Surjektio, Symmetrinen
erotus, Tulojoukko, Tyhja joukko, Unioni, Vakiofunktio, Venn-diagrammi, Yhdiste, Yhdistetty
funktio, Yleistetty joukko-operaatio, Yleistetty karteesinen tulo, Ylinumeroituva joukko, Aérellinen
joukko
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1.1. Joukko-opin peruskéasitteet

Tassa kappaleessa esitellaén naiivin joukko-opin peruskasitteet joukko ja sen alkiot, joukkoon
kuuluminen, perus oukko, tyhja joukko seké osaj oukko.

Joukkojen méaaritteleminen

Joukko on joukon alkioiks kutsuttujen olioiden kokoelma. Sanomme, etta joukko on hyvin
maaritelty, jos jokaisesta oliosta voidaan sanoa onko se joukon alkio vai ei. Joukko on siis hyvin
méadritelty, jos sen alkiot tunnetaan. On syyta huomata, ettd joukkoja mériteltdessi on aina syyta
spesifioida perug oukko, jonka akioita kaikkien tarkasteltavien olioiden on oltava.

Merkitsemme joukkoja tavallisesti isoilla kirjaimilla
ABC ... X ..

jajoukon akiota pienilla kirjaimilla
aboc ... x..

Jos joukko on aarellinen, se voidaan mééritella luettelemalla sen alkiot. Jos darellisen joukon X
alkiot ovat

X1y X2y oev y Xn
niin merkitsemme

X={Xy, X2, ... , X}
Esmerkki 1. Joukko ja sen alkiot.

Rahanheiton tulosvaihtoehdot ovat kruuna ja klaava. Siten voimme mééaritella rahanheiton
tulosvaihtoehtojen joukon Skirjoittamalla

S={Kruuna, Klaava}

Joukko maaritellddn usein kuvailemalla sen alkioiden ominaisuudet. Alkioiden ominaisuudet
médritteleva lause kirjoitetaan tavallisesti lainausmerkkien valiin:

A ="Joukon A akioiden ominaisuudet méaritteleva lause”
Esimerkki 2. Joukkojen maaritteleminen.
M &éritell88n seuraavat joukot:

A ="Teknilliseen korkeakouluun vuonna 2005 hyvaksyttyjen uusien
opiskelijoiden joukko”

B = "Lottoarvonnan tulosvaihtoehtojen joukko”
C ="Yhtalon sin(x) = 0 ratkaisujen joukko, kun x on reaaliluku”
D = "Yhtdlon x° = —1 ratkaisujen joukko, kun x on kompleksiluku”

Matematiikassa joukko méaritelléén tavallisesti antamalla looginen ehto, jonka sen alkioiden on
toteutettava. Jos A on niiden perugoukon Salkioiden x joukko, jotka toteuttavat endon P(x) €li joille
lause P(x) on tosi, niin kirjoitamme

A={x] S|P(x)}
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Esmerkki 3. Joukon maaritteleminen ehtolauseen avulla.
Olkoon A niiden readilukuparien (X, y) joukko, jotka toteuttavat ehdon
XZ + y2 - 1

Joukko A on siis origokeskisen yksikkdséteisen ympyrén kehéan pisteiden joukko tasossa.
Joukko A voidaan mééritelld kirjoittamalla

A:{(x,y)|xT v ,x2+y2=]}
jossa  on readilukujen joukko.

Joukon ja sen alkioiden suhde on joukko-opin perusrelaatio. Jos x on joukon A alkio €li x kuuluu
joukkoon A, niin merkitsemme

xl A
Jos x e olejoukon A alkio €li x el kuulu joukkoon A, niin merkitsemme
xI A
Esmerkki 4. Relaatio kuulua joukkoon.
Olkoon

A:{(x,y)|xT v ,x2+y2=]}
jossa  on readlilukujen joukko. Esimerkiksi lukupari
a8 46 5
&5'55
koska
@.2 &4..2 9 16
—9 + —9 =——+—=1
&5 &5 25 25
Sen sijaan lukupari
(LYT A
koska
+1°=1+41=211
Numeroituvat joukot

Jos joukon akiot voidaan jarjestaé jonoon, sanomme joukkoa numeroituvaksi. Adrelliset joukot
ovat ainanumeroituvia. Aérettdmia numeroituvia joukkoja sanotaan numeroituvasti aarettomiksi.

Esmerkki 1. Luonnallisten lukujen, kokonaislukujen jarationaalilukujen joukot.
Voidaan osoittaa, etté seka luonnollisten lukujen joukko
={0,1,2,3 K}
kokonaislukujen joukko
={K,-3-2,-10,+1+2,+3 K}
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etta rationaalilukujen joukko

A A U
,ml  nl ,nlog

ovat numeroituvasti aarettomia ja siis yhta mahtavia, milla tarkoitetaan sita, etta joukkojen
, Ja vdllle voidaan madritella kdantéen yksikasitteiset kuvaukset eli bijektiot;

lisitietoja bijektiivisista kuvauksista: ks. taman liitteen kappaletta Funktiot.

Monet numeroituvasti 8arettomét joukot voidaan méritella luettelemalla niiden akioiden
muodostamasta jonosta muutama ensimmaisen alkio.

Esmerkki 2. L ukujoukkojen maaritteleminen.
{1,3,5, ...} = Parittomien positiivisten kokonaislukujen joukko
(kT |k=2n+1,nT }

{2,4,6, ...} Parillisten positiivisten kokonaislukujen joukko

(kT |k=2n+2,nl }

Ylinumeroituvat joukot

Jos joukko on &aretdn ja sen alkioita e voida jarjestdd jonoon, sanomme joukkoa yli-
numeroituvaks.

Esmerkki 1. Reaalilukujen ja kompleksilukujen joukot.
Voidaan osoittaa, etté reaalilukujen joukko

jakompleksilukujen joukko
:{z‘ z=x+iy, xI ,yl i :J_l}
ovat ylinumeroituvia. Joukot ja  ovat yhtd mahtavia jalisdks aidosti mahtavampia kuin
luonnollisten lukujen joukko
Joukkojen samuus

Joukot ovat samat, jos niilla on samat alkiot. Siten joukot A ja B ovat samat, jos jokaiselle oliolle s
patee:

si AU sl B
Merkitsemme sitg, etté joukot A ja B ovat samat seuraavasti:
A=B
Esmerkki 1. Joukkojen samuus.
Olkoon A yhtélon
XX =4
ratkaisujen joukko reaalilukujen joukossa

A:{XT ‘xz =4}
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Olkoon
B={-2 +2}
Taldin
A=B
Osajoukko

Olkoot joukot A ja B perugoukon Sosgoukkoja. Jos jokainen joukon B akio on myds joukon A
alkio di

xI Bp xI A
niin joukko B on joukon A osaj oukko ja merkitsemme
BI A

Venn-diagrammit

Joukko-opin kasitteitéa ja operaatioita voidaan
havainnollistaa ns. Venn-diagrammien avulla oy

Venn-diagrammin konstruointi:
(i) Kuvataan perugjoukkoa suorakaiteella.

(i)  Kuvataan perugjoukon osajoukkoja suorakaiteen
osa-alueilla.

Y lemmaéssa kuvassa oikealla havainnollistetaan sit4,
ettajoukko A on perusioukon Sosgjoukko. Liséks kuvassa
havainnollistetaan sit, etta perugoukon Salkio x kuuluu

joukkoon A:

xI A S
japerugoukon Salkio y el kuulu joukkoon A:

yi A

Alemmassa kuvassa oikealla havainnollistetaan sita,
ettajoukko B on joukon A osgjoukko:

BI A
Esmerkki 1. Parillisten positiivisten kokonais-
lukujen muodostama joukko.
Joukko

C={kl |k=2n+2,nl }

on parillisten positiivisien kokonaislukujen A
muodostama joukko. Olkoon
D ={2, 4, 1024, 2%
Taloin S
DI C
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Tyhjé joukko
Joukko on tyhj4, jos siina el ole yhtéan akiota. Merkitsemme tyhjaa joukkoa symbolilla
s

Tyhjajoukko on kaikkien joukkojen osgjoukko. Siis, jos A on perusoukon S mielivaltainen
osgjoukko, niin

£l A
Perusjoukko

Kuten edelld kohdassa Joukkojen maaritteleminen todettiin, joukkoja on sekaannusten ja
vaarinkasitysten valttamiseks aina syyta tarkastella jonkin hyvin maaritellyn perus oukon
osajoukkoina. Merkitsemme perugoukkoa usein kirjaimella S

Esmerkki 1. Perusoukon eksplisiittisen tai implisiittisen maarittelemisen tarkeys.
Jos kirjoitetaan

A:{x|x2:-]}

niin joukko A ei ole hyvin mééritelty, koska emme tunne perugoukkoa. Jos sen Sijaan
kirjoitamme

B :{XT | X =- ]}

jossa  on readlilukujen joukko, niin tieddmme, etta
B=A

jajoskirjoitamme
C :{XT | X =- ]}

jossa  on kompleksilukujen joukko, niin tiedémme, etta
B={+,-i}

jossa
i=v/-1

Ongelmat joukon kasitteen naiivissa maaritelmassa

Tassa esityksessa joukko on méaritelty kokoelmana joukon alkioiksi sanottuja olioita. Téama naiivin
joukko-opin méaritelma joukolle el ole matemaattisesti tdsméllinen, koska se on kehamaaritel ma:

Kokoelma ~ Joukko
Joukon kasitteen epédtasmallisestd méarittelemisesta seuraa se, etta naiivissa joukko-opissa on
mahdollista méaritella joukkoja, joillaon rigtiriitaisa ominaisuuksia; ks. seuraavaa kappaletta.
Naiivin joukko-opin paradoksit

Naiivissa joukko-opissa voidaan johtaa useita erilaisia paradoksgja. Kaikki naiivin joukko-opin
paradoksit perustuvat siihen, etta naiivissa joukko-opissa voidaan maaritell& joukkoja, joillaon

TKK @ llkka Mellin (2006) 458



Todennékoisyyslaskenta Liite 1: Joukko-oppi

rigiriitaisa ominaisuuksa. Tama merkitsee sitg, etta naiivi joukko-oppi suhtautuu liian
vapaamielisesti joukkojen méarittelemiseen.

Esmerkki 1. Russellin paradoksi.
Joukot eivét ole yleensa itsensa alkioita. Olkoon Z kaikkien niiden joukkojen joukko, jotka
eivét oleitsensa alkiota:
z={x|xi x}
Kysymys. Onko joukko Z itsensa akio vai ei?
Kysymykseen voidaan antaa kaks vastausta, joihin kumpaankin siséltyy ridtiriita:
()  JosZ on joukon Z alkio, Z el kuuluu joukkoon Z joukon Z mééritelman mukaan.
(if)Jos Z & ole joukon Z akio, Z kuuluu joukkoon Z joukon Z mééritelméan mukaan.
Joukon Z méaéritelmésta johdettua ritiriitaa kutsutaan Russallin paradoksiks.

Joukko-opin paradoksit valtetéaan, jos ristiriitaisilla ominaisuuksilla varustettujen joukkojen
médritteleminen estetdan. Rigtiriitaisilla ominaisuuksilla varustettujen joukkojen mééritteleminen
voidaan estda esittéamalla joukko-oppi sopivalla tavalla aksiomaattisena jarjestel mana.

Koska naiivi joukko-oppi kuitenkin riittéé perustaksi kaikissa joukko-opin tavanomaisissa
sovelluksissa, tassd esityksessd el kaytetd aksiomaattista esitystapaa.

1.2. Joukko-opin perusoperaatiot
Olkoot joukot A ja B perugoukon S osajoukkoja.

Tarkastelemme tassé kappaleessa seuraavien joukoista A ja B johdettujen perugoukon S osa
joukkojen méarittelemista:

(i)  Joukon A komplementtijoukko.
(i)  Joukkojen A jaB unioni €i yhdiste.
(iii)  Joukkojen A jaB leikkaus.

(iv) Joukkojen AjaB erotus.

(v) Joukkojen A jaB symmetrinen erotus.

Komplementtijoukko
Olkoon joukko A perusjoukon S osgoukko.

Joukon A komplementti A° on niiden perusjoukon S
alkioiden joukko, jotka elvat kuulu joukkoon A:

A={x] S|xT A AC

Ks. kuvaa oikealla.
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Esmerkki 1.
Olkoon
S={1,2 34,5, 6}
ja
A={1, 3,6}
Talin
A°={2, 4, 5}
Lause 1.
(A=A
Todistus:
xI (A U xIT A U xIA
|
Yhdiste
Olkoot joukot A ja B perugoukon Sosgoukkoja.
Joukkojen A ja B unioni €li yhdiste AE B on niiden
perusioukon Salkioiden joukko, jotka kuuluvat
joukkoon A tai joukkoon B:
AEB={xI S|xi Ataixi B}
Ks. kuvaa oikealla.
Huomaa, ettd sanatai tarkoittaa tassi Sitg, etta
perusioukon Salkio x saa kuulua joukkoon A tai
joukkoon B tai molempiin. / A \
Esmerkki 2. A AEB B
Olkoon I
A={12}
ja
B={2, 3}
Talin
AEB={1,2 3}
Leikkaus

Olkoot joukot A ja B perugoukon Sosgoukkoja.

Joukkojen A ja B letkkaus AC B on niiden perugoukon Salkioiden joukko, jotka kuuluvat
joukkoon A ja joukkoon B:

ACB={xI S|xI Ajaxi B}
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Ks. kuvaa oikealla.
Esmerkki 3.
Olkoon
A={1,2}
ja
B={2 3,4}
Taloin
ACB={2} A B
De Morganin lait

De M organin lakien mukaan yhdiste voidaan méaritella S
leikkauksen ja komplementin avulla ja letkkaus voidaan

méaritella yhdisteen ja komplementin avulla. Téméa merkitsee sitg, etté toinen operaatioista yhdiste ja
leikkaus on joukko-opin operaationa redundantti.

Lause?2.
AEB = (A'CB°)°
Todistus.
xI (A°CB%) U
xI A°CB° U
xI Atai xI B® 0O
x] AtaixI B U
xI AEB
|
Lause 3.
ACB = (A’EB°)°
Todistus. S
xI (AEB%) U
x| A°E B° U
xI A° jaxl B® U
xI Ajaxi B U
xI ACB
|

Pistevieraat joukot
Jos
ACB= A&
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niin sanomme, etta joukot A ja B ovat pistevieraita.
Pistevieraillajoukoilla el ole yhteisia akioita.
Ks. kuvaa oikealla.
Esmerkki 1.
Olkoon
A={1, 3}
ja
B={2, 4}
Talin
ACB= /A&
Erotus S
Olkoot joukot A ja B perugoukon Sosgoukkoja.
Joukkojen A ja B erotus A\B on niiden perusjoukon
Salkioiden joukko, jotka kuuluvat joukkoon A,
mutta eivat kuulu joukkoon B:
AB ={x|xI Ajaxi B}
Ks. kuvaa oikealla.
Esmerkki 1.
Olkoon A B
A={1,2}
ja
B={2 3 4 S
Talin
AB = {1}
ja
B\A={3, 4}
Erotus voidaan médritella leikkauksen ja komplementin avullg;
Lause4.
A\B = ACB°
Todistus:
xT A\B U
x1 AjaxT B U
x1 Ajax] B* U
x1 ACB® =
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Lauseesta 1 seuraa, ettd erotus on joukko-opin operaationa redundantti. Toisaalta komplementti
voidaan mééritella erotuksen avulla:

Lause 5.
A°=S\A
Todistus:
xI A° U xI SjaxT A U xI S\A

Yhdiste pistevieraiden joukkojen yhdisteena
Joukkojen A ja B yhdiste
AEB
voidaan esitt&a pareittain pistevieraiden joukkojen
A\B,B\A,ACB

yhdisteené:
AEB = AE(B\A)
= BE(A\B)
= (A\B)E(ACB)E(B\A)
Symmetrinen erotus S

Olkoot joukot A ja B perugoukon Sosgoukkoja.

Joukkojen A jaB symmetrinen erotus A B on
niiden perugioukon S alkioiden joukko, jotka kuuluvat
joko joukkoon A tai joukkoon B, mutta eivat kuulu

molempiin:
A B={xI S|jokoxI Atai xI B,
mutta x| AC B}
Esmerkki 1.
Olkoon A B
A={1,2} \A B/
ja
B={2, 3,4} S
TalGin
A B={1,3, 4}

Symmetrinen erotus voidaan médritella usealla eri tavalla muiden joukko-opin operaatioiden avulla.
Siten symmetrinen erotus on joukko-opin operaationa redundantti.
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Lause6.
A B=(AE B)\(ACB)
Todistus.
xI ABU
xI Atai xI B, muttax| ACBU
xI AE B,muttax| ACBU
xI (AE B)\(ACB)

Lause /.

A B=(A\B)E (B\ A
Perustelu:

xI ABU

xI Atai xI B, muttaxi ACBU

xI A mutta x| B tai

x] B, muttaxl AU
xI A\Btai xI B\AU
xI (A\B)E (B\ A) N /

1.3. Joukko-opin laskusaannot

Tahan kappaleeseen on koottu tarkeimmét osaj oukkorelaation ominaisuudet seka tarkeimmét
laskusdannot joukko-opin perusoperaatioille.

Osajoukko-relaatio ja joukko-opin operaatiot

(1) Al A

(2) Al BjaBl Abp A=B
(3 Al BjaBl C b Al C
(4a) Al (AEB)

(4b) Bl (AEB)

(54) (ACB)I A

(5b) (ACB)I B
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(6) (ACB)1 (AEB)

(74) (A\B)1 A

(7b) (B\A 1 B

(8) (A B) 1 (AEB)

(9a) (A\B)1 (A B)

(9b) (B\A)I (A B)

(10) Al Bb B°I A°

(11) Al Bbp AEB=B
(12) Al BbP ACB=A
(13) Al BbP A\B=£
(14) Al Bb AE(B\A) =B
(15) Al Bb (A B) =B\A

Joukkojen algebran laskusaannot
| dempotenttisuus

(1a) AEA=A

(1b) ACA=A

Assosiatiivisuus

(2a) (AEB)EC = AE(BEC)

(2b) (ACB)CC =AC(BCC)
Kommutatiivisuus

(39) AEB =BEA

(3b) ACB=BCA
Distributiivisuus

(4a) AE (BCC) = (AEB)C(AEC)
(4b) AC(BEC) = (ACB)E(ACC)
Identiteetti-lait

(5a) AEE=A

(5b) ACS=A, jossa A on perugoukon Sosgoukko
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(6a) AE S=S jossa A on perusoukon S osajoukko
(6b) ACAE=F£

K omplementti-lait

(74) AEA° = S jossa A on perusoukon S osajoukko
(7b) ACA® = /E

(8a) (A)=A

(8b) S =/ja/& =S jossaSon perusoukko

De Morganin lait

(9a) (AEB)® = A°CB°

(9b) (ACB)° = AEB°

1.4. Funktiot

Tassa kappaleessa tarkastellaan funktion ja kaanteisfunktion kasitteita seka funktioiden
yhdistéamista.

Funktio

Olkoon f s&4anto, joka liittaa jokai seen joukon A alkioon ykskasitteisen joukon B akion. Tal6in
sanomme, etta f on funktio eli kuvaus joukosta A joukkoon B.

Jos f on funktio joukosta A joukkoon B, niin merkitsemme
f:A® B

tai
A% B

Kuva
Olkoon f funktio joukosta A joukkoon B:
f:A® B
Josf liittéda joukon A akioon a joukon B akion b, merkitsemme
f(@=b
tai
a¥%.® f(a)=b
jasanomme, ettd funktio f kuvaa joukon A alkion a joukon B akiolle b. Kutsumme alkiota
f@)=bl B

akional Akuvaks kuvauksessaf. Siind tapauksessa, etté A ja B ovat |ukujoukkoja, sanomme
tavallisesti, ettéa funktio f saa arvon

f(@=b
pisteessa a.
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Funktion mé&arittelyalue ja arvoalue
Olkoon f funktio joukosta A joukkoon B:
f:A® B

Taloin joukkoa A sanotaan funktion f maarittelyalueeks ja niiden joukon B alkioiden joukkoa,
jotka ovat jonkin méarittelyalueen A alkion kuvia kuvauksessa f, sanotaan funktion f arvoalueeks.

Funktionf: A® B arvoalue f(A) voidaan méaritella seuraavallatavalla:
f(A)={bT B|Onolemassaal A sten, ettaf(a) = b}
Funktionf: A® B arvoaue f(A) on ainajoukon B osajoukko:
f(A)1 B

Funktioiden samuus

Olkoot f ja g kaks funktiota, joilla on sama maarittelyalue. Funktiot f ja g ovat samat, jos ne saavat
samat arvot. Jos funktioiden f ja g méarittelyalueena on joukko A, niin funktiot f ja g ovat samat, jos

f(a) = 9(a)

kaikilleal A. Josfunktiot f jag ovat samat, kirjoitetaan
f=g

Surjektio, injektio, bijektio

Olkoon f funktio joukosta A joukkoon B:
f:A® B

Funktio f on surjektio, jos joukon B jokainen akio on jonkin joukon A alkion kuva eli funktion f
arvoalueena on koko joukko B. Siten funktio f : A® B on surjektio, jos

f(A)=B
Tdalloin sanimme, ettd funktio f kuvaa joukon A joukolle B.

Funktio f on injektio, jos yksik&an joukon B akio e ole kahden tai useamman joukon A alkion kuva.
Siten funktio f : A® B oninjektio, jos

f(a)=f(a) p a=a
tai yhtapitavasti
alta b f(a)! f(a)

Funktio f on bijektio eli kdantden yksikasitteinen kuvaus, jos se on surjektio jainjektio €li seuraavat
kaks ehtoa pétevat:

) f(A) =B
(i) f@=fa) p a=a
tal yhtapitavasti:

altla b f(@!? f(a)
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Identtinen funktio
Olkoon f funktio joukosta A joukkoon A:
f:A® A

Funktio f on identtinen funktio tai -kuvaus joukossa A, jos se kuvaa joukon A jokaisen alkion
itselleen. Siten funktio f : A® A on identtinen funktio joukossa A, jos

f(@=a
kaikilleal A. Identtista funktiotajoukossa A merkit&sn usein seuraavasti:
1a

Vakiofunktio
Olkoon f funktio joukosta A joukkoon B:
f:A® B

Funktio f on vakiofunktio tai -kuvaus, jos se kuvaa joukon A jokaisen alkion samalle joukon B
akiolle. Siten funktio f : A® B on vakiofunktio, jos on olemassab1 B niin, ettéa

fa)=b
kaikileal A.

Yhdistetty funktio

Olkoon f funktio joukosta A joukkoon B:
f:A® B

jag funktio joukosta B joukkoon C:
g:B® C

Kuvausf liittéé jokaiseen joukon A alkioon a yksikasitteisen joukon B akion b:
al Ab f(a=bl B

Kuvaus g liittda jokai seen joukon B akioon b yksikasitteisen joukon C alkion c:
bl Bb gb)=cl C

Soveltamalla kuvauksiaf ja g perékkain saadaan saanto, joka liittéa jokai seen joukon A akioon a
yksikasitteisen joukon C alkion c.

Jossisal A, niin
f(Q)=bl B

Soveltamalla kuvausta g joukon B akioon f(a) = b saadaan jokin joukon C alkio c:
g(f(@) =g(b)=cl C

Téta kuvausten yhdistamista voidaan kuvata seuraavalla kaaviolla:
a¥%® f(a)=b%%® g(f(a)=g()=c

Jossiisal A, niin
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f(Q)=bl B
ja
g(f(@) =g(b) =ci C
Ma&éritellaan funktioiden f ja g yhdistetty funktio
(gof):A® C
kaavalla
(go f)(@)=g(f(a))

Yhdistetyn funktion ominaisuuksia
Olkoonf : A® B jokin funktio jaolkoon
1In:A® A
identtinen funktio joukossa A ja
1;:B® B
identtinen funktio joukossa B. Taloin pétee:
fol, =f
Lof=f

Olkoot f: A® B,g:B® Cjah: C® D funktioita. Voimme yhdisttaa funktiot f , g jah seuraavilla
tavoilla:

()  Muodostetaan ensin yhdistetty funktio go f jasitten yhdistetty funktio ho(go f).
(i)  Muodostetaan ensin yhdistetty funktio ho g ja sitten yhdistetty funktio (hog)o f .

N&in muodostetut yhdistetyt funktiot ovat samat:
ho(gof)=(hog)of

Kéaanteisfunktio

Olkoon f funktio joukosta A joukkoon B:
f:A® B

Joukon A alkio a on joukon B alkion b k&anteisalkio kuvauksessaf, jos
f(@=b

Joukon B akiolla voi olla useita kdanteisalkioita, mutta toisaalta kaikillajoukon B alkiolla el ole
véalttaméatta yhtdan kdanteisalkiota. Sen sijaan, jos funktio f on surjektio, niin joukon B jokaisella
alkiollaon k&anteisalkio. Edelleen, jos joukon B akiolla on k&anteisalkio ja funktio f on injektio,
k&anteisalkio on yksikasitteinen.

Olkoon f funktio joukosta A joukkoon B:
f:A® B
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Joukon B osajoukon D alkukuva kuvauksessa f on niiden joukon A akioiden a joukko, jotka f
kuvaa joukolle D. Jossiisf: A® BjaD 1 B, niinjoukon D alkukuva f ™(D) kuvauksessa f voidaan
médritell seuraavallatavalla

f3(D)={al A|f(a)=Dbl D}
Joukon B osgjoukon D alkukuva f ™(D) on joukon A 0sajoukko:
f D)1 A
Huomaa, ettd joukon B ossjoukon D alkukuva f (D) voi olla tyhj&.

Joukon B alkion b alkukuva kuvauksessa f on niiden joukon A akioiden a joukko, jotka f kuvaa
akiolleb. Jossisf: A® Bjabl B, niinakion b alkukuva f ™(b) kuvauksessa f voidaan mééritella
Seuraavallatavalla:

f'(b)={al A|f(a)=h}
Joukon B alkion b alkukuva f ™(b) on joukon A osagjoukko:
fb) T A

Huomaa, etté joukon B alkion b alkukuva f ™(b) voi koostua yhdesté tai useammasta joukon A
alkiostatai voi olla tyhja.

Jos funktio f on bijektio, joukon B jokaisen alkion b alkukuvaf ~(b) koostuu tasmélleen yhdesta
joukon A alkiosta a. Talldin jokaiseen joukon B akioon b voidaan liittéé yksikasitteinen
kaanteisalkio

fb)=a
Olkoon siis funktio f bijektio joukosta A joukkoon B:
f:A® B
SAanto, joka liittda jokaiseen joukon B akioon b yks kasittei sen kdanteisalkion
fb)=a
maérittelee funktion f k&anteisfunktion f ~ joukosta B joukkoon A:
f*:B® A
Kéaanteisfunktion ominaisuuksia
Oletetaan, etta funktio
f:A® B
on bijektio, jolloin silla on kéantei sfunktio
f*:B® A
Talloin yhdistetty funktio (f "*o f) onidenttinen funktio joukossa A ja yhdistetty funktio (f o f %)
on identtinen funktio joukossa B:
(ftof)=1,
(fof™?)=1,
Olkoot
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f:A® B
ja
g:B® A
Oletetaan, etté yhdistetty funktio
(gof):A® A

on identtinen funktio joukossa A ja yhdistetty funktio
(fog):B® B

on identtinen funktio joukossa B. T&l6in g on funktion f k&anteisfunktio: g = f ™.

1.5. Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Tarkastelemme téssé kappal eessa karteesisen tulon méaérittelemistéa seké funktion kuvaajan
esittamista karteesisen tulon méarittelemassa tul oj ouk ossa.
Jarjestetty pari
Sanomme, etta kaksikko
(a, b)
onolioiden ajab jérjestetty pari, jossa
a = parin 1. alkio
b = parin 2. akio
Jarjestetyt parit (a, b) ja (c, d) ovat samat, jos
a=cjab=d

Karteesinen tulo
Olkoot A jaB joukkoja. Joukkojen A ja B tulojoukko €li karteesinen tulo AXB muodostuu kaikista
jarjestetyista pareista
(a, b)
joissa
al Ajabl B
joten
AxB={(a b)|al A bl B}

Funktion kuvaaja
Olkoon f funktio joukosta A joukkoon B:
f:A® B

Funktion f kuvaaja f "~ on kaikkien niiden jarjestettyjen parien (a, b) joukko, joissaal Aja
b =f(a), joten

f"={(ab)|al A b=f(a)}
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Siten funktion f kuvaaja f * on tulojoukon AxB 0sajoukko:
f'1 AxB

Funktion kuvaajan ominaisuudet
Olkoon f funktio joukosta A joukkoon B:
f:A® B
Talloin funktion f kuvaajalla
f ={(a,b)|al A b=1f(a)}
on seuraavat ominaisuudet:
(i) Josal Ajaf(a) = b, niinjarjestetty pari (a, b) T .
(i) Jokainenal A voi ollaensimmaisena alkiona tasmélleen yhdessa joukkoon f ~ kuuluvassa
jarjestetyssa parissa:
Jos(a,b)T f ja(ac)l f’,ninb=c.
K&antéen: Olkoon f~ joukkojen A ja B karteesisen tulon
AxB={(a b)|al A bl B}
osagjoukko:
f'1 AxB
Oletetaan liséksi, ettéjoukollaf ™ on seuraavat ominaisuudet:
() Josal A niinonolemassabl B siten, etté jarjestetty pari (a, b) T .
(i) Jokainenal A voi ollaensimméisend alkiona tasmélleen yhdessé joukkoon f * kuuluvassa
jarjestetyssa parissa:
Jos(a, b)1 f ja(a c)l f’,ninb=c.

Siten f ~ méarittelee sAdnnon, joka liittéé jokai seen joukon A akioon a yksikasitteisen joukon B
alkion b:

Ominaisuus (i) takaa sen, etta jokaiseen joukon A akioon a liittyy jokin joukon B
akio b.

Ominaisuus (ii) takaa sen, ettd joukon A akioon a liittyvéa joukon B akio b on
yksikagitteinen.

Tama merkitsee sitd, etta f - méérittelee funktion f joukosta A joukkoon B.
Edelld esitetysta seuraa, etté jokaista funktiota
f:A® B
vastaa kaéntsen yksikasitteisesti karteesisen tulon AxB osajoukko f *, joka toteuttaa ehdot
() Josal A niinonolemassabl B siten, etté jarjestetty pari (a, b) T .
(i) Jos(a,b)1 f'ja(a, )1 f ', ninb=c.

Siten funktiot jaehdot (i) ja(ii) toteuttavat karteesisten tulojen osgjoukot voidaan samaistaa, joten
funktiota ja sen kuvaajaa el tarvitse normaalisti erottaa toisistaan.
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Funktiot voidaan siis mééritella myds seuraavalla tavalla (vrt. téta mééritelmaa kappaleessa Funktiot
annettuun maaritelméaan):

Karteesisen tulon
AxB={(a,b)]al A bl B}
osajoukko f méarittelee funktion joukosta A joukkoon B, jos jokainenal A on ensmméaisené
alkiona tasmalleen yhdessa joukkoon f kuuluvassa jérjestetyssa parissa.
Yleistetty karteesinen tulo
Olkoot
Ay, Ay ... Ay
joukkojaja
ap, ag, ..., an
niiden akioitasiten, etta
al Apal Ay ..,a0l A

Kutsutaan alkioiden ay, a,, ... , a, jarjestettyd jonoa
(a, &, ... , &)
n-tuppeliks (tai n:ikoks).
Joukkojen
AL A, . A,
karteesinen tulo
AgXAgX - XA
on kaikkien joukkojen A, A, ... , A, dkioiden a;, a,, ... , a, h-tuppeleiden i jarjestettyjen jonojen
(A, &, ... , &)
muodostama joukko:

AxAgx - XA, ={(ag, @z, ..., @) |ar ] Ag, @l Ay ... anl A}

1.6. Joukko-opin perusoperaatioiden yleistykset

Tarkastelemme tassé kappaleessa joukko-opin perusoperaatioiden yhdiste ja leikkaus
yleistamista useamman kuin kahden (&&rettéméan monen) joukon tapaukseen. Maérittelemme lisks
késitteet joukkoperhe, potenssjoukko eli joukon kaikkien osgjoukkojen perhe eli seké joukon
ositus.

Joukkoperheet

Kutsutaan joukkojen kokoelmaa eli joukkoa, jonka alkiot ovat joukkoja joukko-perheeks.
Joukkoperhe on siis joukko, jonka alkiot ovat joukkoja.
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Potenssijoukot

Olkoon joukko A perugoukon S osajoukko. Joukon A kaikkien osgjoukkojen muodostamaa joukko-

perhetta kutsutaan joukon A potenssijoukoksi. Merkitdan joukon A potenssijoukkoa seuraavasti:

oA
Joukon A potenssijoukko 2* voidaan méaritella formaalisti seuraavalla tavalla:
2" ={C|CI A
Esmerkki 1.
Olkoon
A={123}

Tal6in joukon A potenssijoukko on

2'={A£{1}.,{2},{3}.{1,2.{1,3}.{2 3}, {1, 2 3}}

Siten joukon A potenssijoukko 2* on joukkoperhe, jonka alkioina ovat:

0] Tyhjajoukko: £
(i) Kaikki joukon A yhden akion osgjoukot: {1}, {2}, {3}
(iii) Kaikki joukon A kahden alkion osgjoukot: {1,2},{1,3,{2 3}
(iv) Joukko A itse: {1, 2, 3}
Jos joukko A on &arellinen ja sind on
n=n(A)
akiota, niin joukon A potenssijoukossa 2* on
on

alkiota; ks. lukua K lassinen todennédkdisyys ja kombinatoriikka.

Indeksoidut joukkoperheet

Olkoon A jokin joukkoperhe €eli joukkojen kokoelma ja olkoon | jokin joukko. Indeksoidulla
joukkoper heella

{Ali

tarkoitetaan funktiota
f:1® A

jossajoukkoa | kutsutaan indeksijoukoksi, joukon | akiotai kutsutaan indeksiks jajoukkoa
AT A

kutsutaan indeksoiduksi joukoksi.

Esmerkki 2.

kokonaislukua). Talsin
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{ALi ={A A K A}
on indeksoitu joukkoperhe.
Esmerkki 3.
Olkoon indeksijoukkona I luonnollisten lukujen joukko
Talin
{Al ={AAAK

on indeksoitu joukkoperhe.

Yleistetyt joukko-operaatiot

Olkoon

{AL
indeksoitu joukkoper he.
Joukkojen A, i T | yhdiste

U, A
on niiden alkioiden x joukko, jotka kuuluvat ainakin yhteen joukoista A, i T 1
U, A ={x|Onolemassail | siten, ettaxl A}
Joukkojen A;, i T | leikkaus
1.A
on niiden alkioiden x joukko, jotka kuuluvat jokaiseen joukoista A, i 1 I
1.A ={x|xT A kaikilleiT 1}

Jos indeksijoukkona | on luonnollisten lukujen joukko , niin joukkojen A, i1 yhdiste voidaan
maéritella muodossa
CJA ={x|OnolemassaA,i =1,2,3 Ksiten, ettax] A}
i=1
jajoukkojen A, i T leikkaus voidaan mééritella muodossa
i A ={x|x] A kakillei =1,2,3 K}
i=1
Jos indeksijoukkona | on &érellinen joukko {1, 2, ... , n}, niin joukkojen A;, i T | yhdiste voidaan
maéritella muodossa
LnJA ={x|OnolemassaA,i =1,2,K,nsiten, ettax A}
i=1
jajoukkojen A, i T I leikkaus voidaan méaritella muodossa
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i A ={x|x] A kakillei =1,2,K,n}
i=1
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Yleistetyt distribuutiolait
Olkoon

{Ahi

indeksoitu joukkoperhe ja olkoon B mielivaltainen joukko. Talsin
B¢(U,,A)=U,,(BGA)

ja
BE(1,,A)=1,,(BEA)

Yleistetyt De Morganin lait
Olkoon

{Aki

indeksoitu joukkoperhe. Taloin

(U, A) =1, A
ja
(0,,A)=U, A
Ositukset
Olkoon A perusjoukon S osgjoukko ja olkoot
B,il I
joukon A epatyhjid osgjoukkoja:
BitA,il |
Joukot B;,, i T | muodostavat joukon A osituksen, jos seuraavat kaks ehtoa pétevét:
(i)  Joukko A saadaan joukkojen B;, i T | yhdisteena:
U, B=A
(i) Joukot B;, i1 | ovat pareittain pistevieraita:

BC Bj:/cE,jOSi L

1.7. Boolen algebrat

Tassa kappaleessa tarkastellaan Boolen algebroita. Boolen algebran aksioomat muodostavat
perustan joukko-opin aksiomaattiselle késittelylle ja joukko-opin peruslaskusddnnét voidaan todistaa
Boolen algebran aksioomista.
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Boolen algebran aksioomat

Olkoon Sjoukko jajokin F joukon S osgoukkojen muodostama perhe €li

Al Fb Al S

Joukkoperhe F on Boolen algebra, jos seuraavat ehdot pétevat:

(i)

(i)

(iii)

Tyhja joukko A on joukkoperheen F akio:

Al F
Jos joukko A on joukkoperheen F alkio, niin myds sen komplementti A° on
joukkoperheen F akio:

AlFb ATF

Jos joukot A ja B ovat joukkoperheen F alkioita, niin myds niiden yhdiste AE B on
joukkoperheen F akio:

Al F,BI F b AEBI F

Boolen algebroiden ominaisuudet

Lause 1.

Olkoon F jokin perusjoukon S osgjoukoille méaritelty Boolen algebra ja oletetaan, etta

Al F,BT F
Talloin
(@ ST F
(b) ACBI F
(© A\BI F
(d) B\AI F
Todistus.

Olkoon F jokin perusjoukon S osgjoukoille méaritelty Boolen algebra ja oletetaan, ettéa
Al F,BT F
Huomaa, ettd Boolen algebran aksioomista seuraa, etta
Al F,AT F,BTF,AEBI F
(@ Osoitetaan, etta
SI F
Todetaan engin, etta
S=F
Boolen algebran aksiooman (i) mukaan
Al F
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(b)

(©)

(d)

Boolen algebran aksiooman (ii) mukaan
Al Fp £=SIF
Osoitetaan, etta
ACBI F
Todetaan ensin, ettd De Morganin lain mukaan
ACB=(A°E B°)°
Boolen algebran aksiooman (ii) mukaan
Al F,BT Fp AT F,B°TF
Boolen algebran aksiooman (iii) mukaan
AT F,B°TFp AEBT F
Boolen algebran aksiooman (ii) mukaan
AEBT FP (AEB°)°*=ACBI F
Ks. kuvaa oikealla.

Osoitetaan, etta
A\BI F
Todetaan engin, etta
A\B=ACB°
Boolen algebran aksiooman (ii) mukaan
Bl Fp BT F
Kohdan (b) mukaan
Al F,B°TFb ACB°=A\BI F
Ks. kuvaa oikedlla
Sen osoittaminen, etta
B\AI F
tapahtuu samalla tavalla kuin (c¢)-kohdan todistus.

Boolen algebran aksioomista ja lauseesta 1 seuraa, etté Boolen algebrat ovat suljettuja
tavanomaisten joukko-opin operaatioiden suhteen, kun operaatioita tehddan aarellinen maara. Tala
tarkoitetaan git4, ettd adrellinen maara tavanomaisia joukko-opin operaatioita ei vie Boolen
algebran ulkopuolelle:

Jos Boolen algebran F joukkoihin sovelletaan aarellinen maara tavanomaisia joukko-opin
operaatioita komplementti, yhdiste, leikkaus ja erotus, niin tuloksena saatavat joukot kuuluvat
edelleen Boolen algebraan F .

Esimerkki 1. Boolen algebra.

Olkoon S mielivaltainen joukko ja olkoon
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Al S

mielivaltainen joukon S osgjoukko. Taloin joukkoperhe
F={E£AA.S

muodostaa Boolen algebran joukossa S, koska

(i) Al F

(ii) Bl Fb B°T F

(iii) Bl F,Cl FP BECI F

jossa B ja C voivat olla mitk&a tahansa kaks joukoista
A AA,S

1.8. s-algebrat
Tassa kappaleessa tarkastellaan s-algebroita. s-algebran aksoomat muodostavat |aajennuksen
Boolen algebran aksioomille ja niita tarvitaan tilanteissa, joissa halutaan operoida samanaikai sesti
numeroituvasti 8arettoman monellajoukolla.
s-algebran aksioomat
Olkoon Sjoukko jajokin F joukon S osgoukkojen muodostama perhe li
Al Fb Al S
Joukkoperhe F on s-algebra, jos seuraavat ehdot pétevét:
(i) Tyhjajoukko A on joukkoperheen F alkio:
Al F
(i)  Josjoukko A on joukkoperheen F alkio, niin myds sen komplementti A° on
joukkoperheen F akio:

AlFb ATF

(iii) Josjoukot A, Az, As, ... ovat joukkoperheen F akioita, niin myos niiden yhdiste E A on
joukkoperheen F akio:

AAAKIFD CJAT F

s-algebroiden ominaisuudet

Jos joukkoperhe F toteuttaa s-algebran aksioomat, niin se toteuttaa Boolen algebran aksioomat.
Siten kaikki Boolen algebroiden laskusdannot patevat s-algebroille. Erityisesti siis kappaleessa
Boolen algebrat esitettya lausetta 1 vastaava lause patee myos s-agebroille:

Lausel.
Olkoon F jokin perusioukon S osgjoukoille mééritelty s-algebra ja oletetaan, etta
Al F,BT F
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Talsin:

(@ ST F

(b) ACBI F
(© A\BI F

(d) B\AI F

Lauseen 1 kohta (b) voidaan lagjentaa koskemaan numer oituvaa maarda s-algebran joukkoja:
Lause 2.

Olkoon F jokin perusjoukon S osgjoukoille méaritelty s-algebraja oletetaan, etta
AL Ao A ... T F
Talloin joukkojen Ay, Az, As, ... leitkkaus CA on s-algebran F akio:
¥
AAAKIFDP JATF
i=1

Todistus:
Olkoon F jokin perusjoukon S osgjoukoille méaritelty s-algebrajaoletetaan, etta
AL Ao A, ... T F

Todetaan ensin, ettd De Morganin lain yleistyksen mukaan
¥ ¥ &
o)
1A= ?J A2
i=1 =1 @
s-agebran aksiooman (ii) mukaan

AAAKIFP ALK AKIF

s-agebran aksiooman (iii) mukaan
¥
AN ANKIFP UATF
i=1
s-agebran aksiooman (ii) mukaan

Ui Fp Fal -
i=1 gi:l 1]

I _E.N

AT F
i=1

s-algebran aksioomistajalauseista 1 ja 2 seuraa, etta s-algebrat ovat suljettuja tavanomaisten
joukko-opin operaatioiden suhteen, kun operaatioita tehdaén korkeintaan numeroituva maara. Tala

tarkoitetaan gita, ettd numeroituva maéra tavanomaisia joukko-opin operaatioita e vie s-algebran
ulkopuolelle:

Jos giis s-algebran F joukkoihin sovelletaan korkeintaan numer oituva maara tavanomaisia joukko-

opin operaatioita komplementti, yhdiste, leikkaus ja erotus, niin tuloksena saatavat joukot kuuluvat
edelleen s-algebraan F .
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2. Todenné&kdisyyslaskenta ja puudiagrammit
2.1. Verkot
2.2. Puut

2.3. Puutodennéakdisyydet

2.4. Puut ja todennakoisyyslaskennan peruslaskusaannot

Liitteessa 2 esitelléan verkkoteorian peruskasitteet sellaisessa lagjuudessa, ettéd voimme mééritella
puumaiset verkot eli puut. Liitteen varsinaisena paétavoitteena on nayttda miten todennak 6isyys-

Avainsanat:

Alkupiste, Epayhtendisyys, Erotustapahtuma, Erotustapahtuman todenndkéisyys,
Kokonaistodennakoisyyden kaava, Komplementti, Komplementtitapahtuman todennékéisyys,
Leikkaus, Loppupiste, Piste, Puu, Puudiagrammi, Puutodennakéisyys, Reitti, Riippumattomuus,
Silmukka, Sarma, Toisensa poissulkevuus, Tulosaantd, Tulosdanté rippumattomille tapahtumille,
Unioni, Verkko, Verkkodiagrammi, Yhdiste, Yhteenlaskusaanto, Yhteenlaskusaanto toisensa
poissulkeville tapahtumille, Yhtendisyys, Yleinen tulosaanto, Yleinen yhteenlaskusaantt
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2.1. Verkot
Verkkoteoria on hyoddyllinen sovelletun matematiikan osa-alue, jolla on sovelluksia esimerkiks

Tassa kappaleessa tarkastellaan verkkoteor ian peruskésitteita.

Verkon maaritelma

Verkko €li graafi muodostuu pisteiden joukosta V, sarmien joukosta A jainsidenssikuvauksesta
D:A® V'V

jossa
V1A A £ ACV =

Insdenssikuvaus D kertoo mitka verkon pisteista ovat sarmien yhdistamia.

Olkoon
al A
v,wi V
ja
D(a) = (v,w)

Talloin sanomme, etta :
v = sd&rmédna= (v, w) alkupiste
w = sarmédna= (v, w) loppupiste
Jos piste v @ ole yhdenk&an sérmén alkupiste tai loppupiste, sanomme, etta piste v on eristetty.

Verkkoja tarkastellaan tassa esityksessa suunnattuina verkkoina, milla tarkoitetaan sité, etta verkon
jokaisella sarmélla on suunta, joka osoittaa sérman alkupisteesta sdrman |oppupi steeseen.

Verkkodiagrammi on verkon graafinen esitys. Verkkodiagrammi voidaan konstruoida seuraavalla
tavalla

(i)  Merkitdan verkon pisteet tasoon.

(i)  Piirretddn jokaisen s&rman a = (v, w) alkupisteesta - W
v nuoli sérmén loppupisteeseen w.

Ks. kuvaa oikealla.
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Esimerkki 1. Verkko.

Tarkastellaan oikealla olevaa verkkodiagrammia.
Pisteiden joukko V-
V ={V,,V,,V5,V,, Vi, Vs, V;, Vg, Vg, Vg, Vg }
Sarmien joukko A:
A={a,a, 8,8, 8,88, 8,88}
Insidenssikuvaus D:
D(a,) =(vi,V,) D(a;) = (Vs Ve)
D(a,) = (v, ;) D(a;) = (Vs Vo)
D(a;) = (V,,V;) D(a;) =(Vo,Ve)
D(a,) = (Y6, V,) D(ag) = (V7. V)

D(as) = (V6’V3) D(am) = (Vll’v7)
Esmerkiks piste vs on s&rmien a4 ja as alkupiste ja sarman ag loppupiste. S&rméan a; alkupiste on vs
jaloppupiste on vy. Piste v, on eristetty, koska se e ole yhdenkéén sarman alku- tai loppupiste.
Reitti ja silmukka
Sarmét

{a,a,K, 5.}
muodostavat reitin pisteestd v; pisteeseen v , jos on olemassa pisteet

Vi, Vo, oon, Vi
dten, etta

D(a) = (V. %4),i=12K k-1

Jos pisteestd v, pisteeseen v, on reitti, sanotaan, ettareitti vie pisteesta v, pisteeseen v tai, etta
pisteesta v; padsee pisteeseen v .

Esmerkki 1. Reitti.

Viereisen kuvan verkossa on useitareittga.

Plﬁeeﬂavl paasee plgﬁaSIn V>, V3, Vs, Vg, Vg, Vo
vahintdan yhta reittia pitkin.

Pisteesta v; pisteeseen vz vie kaksi reittia:
Reitti 1: { a5}
Reitti 2: { ay, as, az, as, as}

Pisteesta vs e padse pisteeseen v; ja pisteesta v,
e paase pISte|S||n V4, V7, V10, V11.

Reitti

{a,8,K,a.;}
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muodostaa silmukan, jos on olemassa pisteet

Vi, Vo, ..., Wk

gten, etta
D(a) = (v, %,),i=12K k-1
jalisaks vi = w.
Esimerkki 2. Silmukka.
Viereisen kuvan verkossa on yksi silmukka:
{as, a7, as, &}
Huomaa, ettd esimerkiks sdrmét
{ &, ay, as, a}
eivat muodosta silmukkaa.

Verkon yhtenaisyys

Verkko on yhtendinen, jos sen pisteiden joukkoa V ei voida osittaa kahdeks epatyhjaks osa-
joukoksi siten, ettd verkon jokaisen sérman alkupiste ja loppupiste kuuluvat samaan osgjoukkoon.
Siten yhtenédisen verkon pisteiden joukkoa V ei voida osittaa kahteen epatyhjaan osajoukkoon V; ja
V, seuraavallatavala:

Jos a = (v, w) on verkon mielivaltainen sarmé, niin tasméalleen toinen ehdoista (i) tai (ii) patee:

(i) vi Vijawl v

(ii) vi Vojawl V;

Verkko on epayhtenéinen, jos se e ole yhtendinen. Epdyhtendisen verkon pisteet voidaan odttaa

kahdeks (tai useammaksi) epéatyhjaksi osgjoukoks siten, etté verkon jokaisen sarman akupiste ja
loppupiste kuuluvat tdsmalleen yhteen osgjoukoista.

Esmerkki 1. Yhtenéisyys.

Viereisen kuvan verkko on epayhtendinen, mutta se
koostuu kolmesta yhtendi sesta aliverkosta:

Aliverkko 1:

V, ={V1,V,, Vg, Vg, Vi, Vi, Vi)

A ={a,a,,8;,8, 8,8, 8,38}
Aliverkko 2:

Aliverkko 3:
V3
A

{ V71 Vigs Vll}

{85, 8,}
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2.2. Puut

Tassa kappaleessa tarkastellaan puumaisten verkkojen ei puiden méadrittelemisté.

Puun maaritelma

Verkko on puu, jonkajuurena on piste vy, jos seuraavat ehdot patevét:

(i) Verkko on yhtenéinen.

(i) Verkossae ole silmukoita.

(i) Josw? v; on midlivaltainen verkon piste, pisteesta v; pisteeseen w pdasee tasmalleen yhta
reittia pitkin.

Puun ominaisuudet

Puulla on tésmélleen yksi alkupiste, sen juuri vi. Puun alkupisteesta v; vie tdsmalleen yksi reitti puun

jokaiseen muuhun pisteeseen. Puun alkupisteeseen v; @i tule yhtdan sérméa. Puulla on yks tai

useampia loppupisteitd. Puun loppupisteestd ei [ahde yhtd8n sérméa. Jokaisen sérmén loppupiste

(ellei se ole samalla koko puun loppupiste) on yhden tai useamman sdrmén alkupiste.

Puudiagrammi

Puudiagrammi on puun graafinen esitys. Puudiagrammi voidaan konstruoida seuraavalla tavalla:

(i)  Merkitdan puun pisteet tasoon.

(i) Piirretéén jokaisen sé&rmén a = (v, w) alkupisteesta v nuoli sé&rmén loppupisteeseen w.

Puudiagrammin piirtamisessa kaytetaén tavallisesti toista seuraavista tavoista:

Puu piirretéén ylosalaisin niin, etta sen juuri eli alkupiste on ylh&alla ja loppupisteet ovat
alhaalla.

Puu piirretéén makaamaan niin, etta sen juuri eli alkupiste on vasemmalla ja loppupisteet
ovat oikedlla

Esmerkki 1.
Viereisen kuvan verkko ei ole puu.
Perustelut:
(i) Verkko e ole yhtenainen.

(i) Verkossa on silmukoita.
(i) Esimerkiks pisteesta v; ei paase pisteeseen v,.
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Esmerkki 2.
Viereisen kuvan verkko on puu.
Perustelut:
(i)  Verkko on yhtenainen.
(i)Verkossa el ole silmukoita.

(i)  Verkon akupisteesta €li juuresta v, vie reitti
verkon jokaiseen muuhun pisteeseen.

Puun loppupisteiden joukko:
{ Vs, V7, Vg, Vo, Vio}

Alkupisteestd v, loppupisteisiin Vs, V7, Vs, Vg, Vig
vievdt reitit:

1. Loppupisteeseen vs vie reitti

{ag, au}

2. Loppupisteeseen v, vie reitti
{ a1, as, ag}

3. Loppupisteeseen vg vie reitti
{au, as, a7}

4. Loppupisteeseen Vg Vvie reitti
{a, as, as}

5. Loppupisteeseen vy, vie reitti
{ &z, as, ad}

2.3. Puutodennékdisyydet

Téassé kappaleessa tarkastellaan miten satunnaisiimioté havainnollistetaan konstruoimallailmidlle
puumainen verkko seka miten ilmidon liittyvia todennakdisyyksia lasketaan konstruoidun puun
avulla

Puudiagrammin konstruointi

Periaatteessa jokainen alkei stodennakadi syyslaskennan tehtéava voidaan ratkaista kayttamalla apuna
ns. puudiagrammeja. Jos tehtdvan satunnaisiimié on osattu kuvata puudiagrammilla, tehtéavan
ratkaisemisessa tarvittavat puutodennak 6isyydet saadaan méarétyks kayttamalla kahta
yksinkertaista laskusdant6a, tulosadntoa ja yhteenlaskusaantoa.

Puun konstruointi
Satunnaisiimitté voidaan kuvata puudiagrammilla, josilmio osataan esittaa seuraavassa muodossa:
(i) lmidllaon alkutila ja useita vaihtoehtoisia lopputiloja.

(i)  1lmid koostuu tapahtumajonoista, joissa alkutilasta siirrytéén vaiheittain johonkin ilmién
vaihtoehtoisista lopputiloista.

(i)  Jokaisessailmion vaiheessa kohdataan yksi tai useampia tapahtumavaihtoehtoja, joista yks
realisoituu ja johtaa uusin tapahtumavaihtoehtoihin.
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Satunnaisiimi6té vastaavan puudiagrammin konstruointi:

Asetetaan puun juuri vastaamaan ilmion alkutilaa.

Asetetaan puun loppupisteet (" oksien kérjet”) vastaamaan ilmién lopputil oja.
Asetetaan puun pisteet (" oksien haarautumiskohdat”) vastaamaan ilmion tapahtumia.

A w DN P

Viedaan puun jokaisesta pisteesté sarma (" oksa’) kaikkiin sellaisiin pisteisiin, joita vastaavat
tapahtumavaihtoehdot ovat ilmidn siina vai heessa mahdollisia.

5. Liitetd8n jokaiseen pisteesta |ahtevaan sarméan siina vaiheessa mahdollisten tapahtuma-
vaihtoehtojen todennékdisyydet.

Puudiagrammin konstruointia voidaan havainnollistaa alla olevalla kuviolla. Siina tarkastellaan
satunnaisiimi6ta vaiheessa, jossa tapahtuma A on sattunut.

Olkoot A:n sattumisen jadlkeen mahdolliset tapahtumavaihtoehdot
B,i=12..,m

Viedddn pisteesta A sdrma jokaiseen pisteista
B,i=12..,m

Liitetd8n jokaiseen s&rméan
(AB),i=12,...,m

ehdollinen todennakoisyys

p.=Pr(B | A)

jossa A on tapahtumajono, joka on tuonut pisteeseen A.
Koska A:n sattumisen jélkeen el ole muita mahdollisia tapahtumavai htoehtoja kuin
B,i=12..,m
niin todenndkdisyyksien
pi,i=12 ..., m

on toteutettava ehto
g & ro.
ap=aP(B|A=1
i=1 i=1
Huomautuksa:

Puudiagrammi piirretaan tavallisesti joko niin, etta sen alkupiste on ylhaalla ja
loppupisteet ovat alhaalla tai niin, etta sen alkupiste on vasemmalla ja loppupisteet ovat
oikealla.

Useat puun pisteet saattavat vastata samaa tapahtumaa.

Mista tahansa puun pisteesta |&htevien sarmien todenndkdisyyksien summaon 1.
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Puutodennédkoisyydet

useamman muun puun pisteen maaraamaan yhdistettyyn tapahtumaan. Mielivaltaisen puun pisteen
todennakai syys saadaan maardamalla alkupisteesta ko. pisteeseen vievan reitin todenndkaisyys.

Reitin todennadkoisyys saadaan soveltamalla reittiin kuuluvien sérmien todenngkdisyyksiin tulo-
sdantoa. Usean pisteen madraaman yhdistetyn tapahtuman todenndkoi syys saadaan soveltamalla
ko. pisteisiin vievien reittien todenndkdisyyksiin yhteenlaskusaantoa.

Tulosé&anto puutodennéakdisyyksille

Reitin todennakoisyys saadaan maaraamala reittiin kuuluvien sérmien todenndkdisyyksien tulo.
Saantoa kutsutaan puutodennakoisyyksien tulosdannoksi.

Perustelu:

Q) Relitti on tapahtumajono, jonka muodostavat reitin pisteet.

2 Reitin muodostava tapahtumajono sattuu, jos jokainen jonon tapahtumista sattuu.

3 Todennakoisyyslaskennan yleisen tulosddnnon mukaan reitin todenndkisyys
saadaan

maaraamalla reittiin kuuluvien sdrmien todennakdisyyksien tulo.
Olkoon siis
L, A, Az .o A

jokin niista vaihtoehtoisista tapahtumajonoista, joista satunnaisiimié muodostuu. Tall6in parit

(La Al)! (Ala AZ)! (A21 %)1 ey (Ak—l, Ak)
muodostavat satunnaisiimion alkutilasta L satunnaisiimion (loppu-) tilaan A vievan reitin
sarmat. Liitetdan reitin

(L, Al)’ (Ala AZ)! (Az, AS)! ey (Ak—l, Ak)

sarmiin todennakoisyydet seuraavalla tavalla: L
LLA) ® Pr(A)=p. P Py A
(A A)  ® Pr(Ag|A)=ps T opp T
(A2, As)  ® Pr(As| AICA) =ps A:Z’ P3 \‘
A
(A, A) ®  Pr(A | AICAGAG mCA) = py
Reitin

(L, Al)! (Ala A2)! (Az, A3)! e (Ak—l, Ak)

todennakoisyys on yleisen tulosddnnon nojala: p -1
PIAC AG AG #<GAY) A /
= Pr(A)” Pr(Az | A)” Pr(As | AlCA) Reitti k
# Pr(Ac| ACACAC C A1)
=Py P2 ps” i
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Puutodennakai syyksien tulosaantda voidaan havainnollistaa ylla olevalla puudiagrammilla. Reitin k
todenndkdisyys on puutodennakdisyyksien tulosddnndn mukaan

Pr(Reitti K) = py" p2" ps” * p«
Yhteenlaskusaant6 puutodennakoisyyksille

Jos useita (loppu-) tiloja yhdistetéén yhdeksi tapahtumaksi, ndin saadun yhdistetyn tapahtuman
todennakdisyyssaadaan maaraamallako. tiloihin vievien reittien todenndkdisyyksien summa. Séantoa
kutsutaan puutodennak 6isyyksien yhteenlaskusadnnoksi.

Perustelu:
@ Puun eri pisteisiin vievét reitit ovat toisensa poissulkevia.
2 Toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusdannon mukaan useista (loppu-)
pisteista yhdistémalla saatavan tapahtuman todenndkdisyys saadaan méadraamalla
ko. pisteisiin vievien reittien todennékoisyyksien summa.

Y hdistetédén satunnaisiimion (loppu-) tilat By, B, ... , By yhdeks tapahtumaksi
C = B4E BE »EB;

Olkoot tiloja By, B;, ... , By vastaavat reitit
Reitti 1, Reitti 2, ... , Reitti k

Koska puun eri pisteisiin vievét reitit ovat toisensa poissulkevia, tapahtuman C toden-
nakoisyys on toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusdannon nojalla:

Pr(C) = Pr(Reitti 1tai Reitti 2 tai ... tai Reitti k)
Pr(Reitti 1) + Pr(Reitti 2) + <+ Pr(Reitti K)

|

Puutodennakadi syyksien yhteenlaskusadnta voidaan havainnollistaa T T T T T
viereisella puudiagrammilla: ! ! ! ! !
Pr(C) = Pr(Reitti 1) : : : | :
v v v v v
+ Pr(Reitti 2) ' XK
+ Pr(Reitti k) | !
A \4

B, B,:--B,

Reitti: 1 2 --- k

14243

C
2.4. Puut ja todennédko6isyyslaskennan peruslaskusdannot

Tassa kappaleessa tarkastellaan seuraavien todenndkoi syyd askennan laskusaantojen
havainnollistamista puudiagrammin avulla:

() Komplementtitapahtuman todennakoisyys.
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(i)  Yleinen tulosdanto

(i) Tulosédanto riippumattomille tapahtumille.

(iv) Yleinen yhteenlaskusaanto.

(v) Yhteenlaskusaant6 toisensa poissulkeville tapahtumille.
(vi) Erotustapahtuman todennakoisyys.

(vii) Kokonaistodennékoisyyden kaava.

Komplementtitapahtuman todennakdisyys

Olkoon A1 Sjokin otosavaruuden S tapahtuma ja olkoon
A°="Aei satu”

tapahtuman A komplementtitapahtuma. Koska joukot
A ja A° muodostavat otosavaruuden S osituksen dli

AEA°= S
ACA® = /E
niin todenndkdisyyden aksioomista seuraa, etta
Pr(S) = Pr(AEA®) = Pr(A) + Pr(A% =1 AC
josta saadaan komplementtitapahtuman todennékdisyyden
kaava S

Pr(A°) =1-Pr(A)
Kaavaa voidaan havainnollistaa oikealla olevalla Venn-

diagrammilla.

Komplementtitapahtuman todennakdisyyden kaavaa voidaan L

havainnollistaa myds viereisella puudiagrammilla.

Y hdistetyn tapahtuman Pr(A) Pr(A°)
AEA°=S

todennakdisyydeks saadaan puutodenndkoisyyksien yhteen- A Ac

laskusdannon nojalla
Pr(S =Pr(A) + Pr(A° =1

josta komplementtitapahtuman todenndkdisyyden kaava
seuraa.

Yleinen tulosaanto

Olkoot A1 SjaBI| Sotosavaruuden Stapahtumia.

Yleisen tulosdannoén mukaan yhdistetyn tapahtuman
ACB ="AjaB sattuu”
todennakdisyys on
Pr(ACB) = Pr(A)Pr(BIA)
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SaantHa voidaan havainnollistaa oikealla olevalla
Venn-diagrammilla. L

Y leista tulosdantéa voidaan havainnollistaa myos
viereisella puudiagrammilla. Pr(A)

Y hdistetyn tapahtuman
ACB ="AjaB sattuu” A

todenndkdisyydeks saadaan puutodenndkoisyyksien tulo-
saannon nojalla Pr(BIA)

Pr(AGB) = Pr(A)Pr(BIA)

Tulos&éanto riippumattomille tapahtumille
Olkoot A1 SjaBI| Sotosavaruuden Sriippumattomia tapahtumia.

Riippumattomien tapahtumien tulosédnnon mukaan yhdistetyn
tapahtuman

ACB ="AJaB sattuu”
todenndkdisyys on
Pr(ACB) = Pr(A)Pr(A)

Riippumattomien tapahtumien tulosdantda voidaan havainnollistaa L
viereisella puudiagrammilla.

Koska tapahtumien A ja B riippumattomuudesta seuraa, etta Pr(A)
Pr(BJA) = Pr(B)

niin yhdistetyn tapahtuman A
ACB ="AjaB sattuu’

todennakdisyydeks saadaan puutodenndkai syyks en tulosaannon
nojalla

Pr(B)

Pr(AGB) = Pr(A)Pr(B) B

Yleinen yhteenlaskusaanto

Olkoot A1 SjaBI| Sotosavaruuden Stapahtumia.

Yleisen yhteenlaskusdannon mukaan yhdistetyn tapahtuman
AEB ="Atai B sattuu”

todennakdisyys on
Pr(AEB) = Pr(A) + Pr(B) - Pr(ACB)

Saant6a voidaan havainnollistaa viereisdla Venn-
diagrammilla.

Y leisen yhteenlaskuséénnon todistus voidaan perustaa siihen,
etta joukot
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ACB
A\B = ACB°
B\A = BCA®
muodostavat joukon AE B osituksen, seka yhtaloihin
(A\B)E (ACB) = A
(A\B)C(ACB) =&
(B\AE(ACB) =B
(BAWC(ACB) = A&
Toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusddnnon nojalla
Pr(A) = Pr(A\B) + Pr(ACB)
Pr(B) = Pr(B\A) + Pr(ACB)
joten
Pr(AEB) = Pr(A\B) + Pr(B\A) + Pr(ACB)
= Pr(A\B) + Pr(ACB) + Pr(B\A) + Pr(ACB) - Pr(ACB)
= Pr(A) + Pr(B) - Pr(ACB)

Y leista yhteenlaskusaéntéa voidaan havainnollistaa myds alla olevalla puudiagrammilla.

L
Pr(A) Pr(A9
A A°
H(BWB%A) Pr(BpWBﬂAC)
B BS B Be
1 2 3 4

Y hdistettya tapahtumaa
AEB ="Atai B sattuu”

vastaareitit 1, 2 ja 3 yhdistaméalla saatava tapahtuma, koska niissa A sattuu tai B sattuu tai
molemmat sattuvat. Reittien 1, 2 ja 3 todennakdisyyksiksi saadaan puutodenndkoisyyksien
tulosdannon nojalla:

Pr(Reitti 1) = Pr(A)Pr(B|A)
Pr(Reitti 2) = Pr(A)Pr(BA)
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Pr(Reitti 3) = Pr(A°)Pr(B|A°)
Puutodennakadi syyksien yhteenlaskusadnnon nojala:
Pr(AE B) = Pr(Reitti 1 tai Reitti 2 tai Reitti 3)
= Pr(A)Pr(BJA) + Pr(A)Pr(B|A) + Pr(A%Pr(BJA°)
Ehdollisen todenndkai syyden mééritelmasta ja kaavoista (ks. edelld)
Pr(A) = Pr(A\B) + Pr(ACB)
Pr(B) = Pr(B\A) + Pr(ACB)
Seuraa, etta
Pr(AEB) = Pr(A)Pr(BJ|A) + Pr(A)Pr(B°|A) + Pr(A°)Pr(B|A°)
= Pr(ACB) + Pr(ACB°) + Pr(A°CB)
=Pr(A) + Pr(B) - Pr(ACB)

Yhteenlaskus&anto toisensa poissulkeville tapahtumille

Olkoot A1 SjaB| Sotosavaruuden Stoisensa poissulkevia tapahtumia.

Toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusaannon

mukaan yhdistetyn tapahtuman
AEB ="Atai B sattuu”
todennakdisyys on

Pr(AEB) = Pr(A) + Pr(B)

Tulos seuraa tietysti myos yleisesta yhteenlaskusaannostd,
koska tapahtumien A ja B poissulkevuus merkitsee sitg, etta

ACB =/

jolloin

Pr(ACB) = 0

S&antda voidaan havainnollistaa viereisella Venn-diagrammilla.

S

Toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusdant6a voidaan havainnollistaa myo6s allaolevalla

puudiagrammilla.
L

Pr(A) Pr(A°)

A Ac

Pr(B|A) Pr(B°|A) Pr(BJA°) Pr(B°|A°)

B¢ B B¢
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Y hdistettya tapahtumaa
AEB ="Atai B sattuu”

vastaareitit 2 ja 3 yhdistdmalla saatava tapahtuma, koska niissi A sattuu tai B sattuu, mutta eivat
molemmat. Reittien 2 ja 3 todennakdisyyksiksi saadaan puutodennékadi syyks en tul osdantéa
soveltamalla:

Pr(Reitti 2) = Pr(A)Pr(B°|A)
Pr(Reitti 3) = Pr(A°)Pr(BJA°)
Soveltamalla puutodenndkoi syyksien yhteenlaskusaantoa saadaan:
Pr(AE B) = Pr(Reitti 2 tai Reitti 3)
= Pr(A)Pr(B°|A) + Pr(A°)Pr(BJA°)

alkaisemmin esitetyista kaavoista seuraa:

Pr(AE B) = Pr(A)Pr(BA) + Pr(A°)Pr(BIA%)
= Pr(ACB") + Pr(A°CB)
=Pr(A) + Pr(B)

Koska A ja B ovat toisensa poissulkevia, niin

Pr(ACB) =0

Siten
Pr(BJA) = Pr(ACB)/Pr(A) =0
Reitin 1 todenndkoisyydeks saadaan siis

Pr(Reitti 1) = Pr(A)Pr(BJA) =0

kuten pitaakin.

Erotustapahtuman todennako6isyys

Olkoot Al SjaBI Sotosavaruuden Stapahtumia.

Erotustapahtuman todennékdisyyden kaavan mukaan

yhdistetyn tapahtuman
A\B =" A sattuu, mutta B & satu”
=ACB°
todennakdisyys on
Pr(A\B) = Pr(ACB")
A B

Pr(A) - Pr(ACB)

Kaavaa voidaan havainnollistaa viereisalla Venn-
diagrammilla. S
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Erotustapahtuman todennékoisyyden kaavaa voidaan havainnollistaa myos alla olevalla
puudiagrammilla.

L

Pr(A) Pr(A°)

A Ac

Pr(B|A) Pr(B°|A) Pr(BJA%) Pr(B°|A°)

1 2 3 4
Erotustapahtumaa

A\B =" A sattuu, mutta B @”

vastaareitti 2. Reitin 2 todennakdisyys on puutodennakéi syyksien tulosdannon ja ehdollisen
todennakdi syyden maaritelman nojalla

Pr(A)Pr(B°|A) = Pr(ACB")

Koska

(ACB)E(ACB) = A

(ACB)C(ACB) = £
Saadaan

Pr(A) = Pr(ACB°) + Pr(ACB)
Siten

Pr(A\B) = Pr(ACB°) = Pr(A)Pr(B°|A) = Pr(A) - Pr(ACB)

Kokonaistodennékoisyyden kaava
Olkoot A1 SjaBIi Sotosavaruuden Stapahtumia. Olkoot lisiks joukko A ja sen komplementti A°
epatyhjia.
K okonaistodennak6isyyden kaavan mukaan:
Pr(B) = Pr(A)Pr(BJA) + Pr(A°)Pr(BJA°)

K okonaistodennak6isyyden kaavan todistus perustuu siihen, etta tapahtuma A ja sen komplementti-
tapahtuma A° muodostavat otosavaruuden S osituksen:

Al Ejai’l /E
S=AEA°
ACAS = A
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Otosavaruuden Sositus { A, A%} indusoi osituksen { BCA, BCA®} tapahtumaan B:
BCA! /Eta BCA! A&
B = (BCA)E(BCA")
(BCA)G(BCA) = &£

Toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusddnnon A Ac
mukaan:

1) Pr(B) = Pr(BCA) + Pr(BCAY
Yleisen tulosdannon mukaan:

2 Pr(BCA) = Pr(A)Pr(B|A)

©) Pr(BCA’) = Pr(A")Pr(BIAY)

Sijoittamalla lausekkeet (2) ja (3) kaavaan (1) saadaan
kokonai stodennékai syyden kaava N

Pr(B) = Pr(A)Pr(B|A) + Pr(A9Pr(BJAY) B

Kaavaa voidaan havainnollistaa viereisalla Venn-
diagrammilla.

K okonaistodennékdisyyden kaavaa voidaan havainnollistaa myos alla olevalla puudiagrammilla.

L

Pr(A) Pr(A°)

A Ac

Pr(B|A) Pr(B°|A) Pr(BJA°) Pr(B°|A°)

Tapahtumaa
B ="B sattuu”

vastaareitit 1 ja 3 yhdistdmalla saatava tapahtuma. Reittien 1 ja 3 todenndkoisyyksiks saadaan
puutodennakadi syyksien tulosdannon nojalla:

Pr(Reitti 1) = Pr(A)Pr(B|A)
Pr(Reitti 3) = Pr(A°)Pr(B|A°)
Soveltamalla puutodenndkoi syyksien yhteenlaskusaantoa saadaan:
Pr(B) = Pr(Reitti 1 tai Reitti 3) = Pr(A)Pr(BJA) + Pr(A°)Pr(BJA°)
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