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16. Diskreettejd jakaumia

16.1. Diskreetti tasainen jakauma
16.2. Bernoulli-jakauma

16.3. Binomijakauma

16.4. Geometrinen jakauma

16.5. Negatiivinen binomijakauma
16.6. Hypergeometrinen jakauma
16.7. Poisson-jakauma

Mé&érittelemme t&ssa luvussa seuraavat diskreetit todennakoi syysjakaumat:
Diskreetti tasainen jakauma
Bernoulli-jakauma
Binomijakauma
Geometrinen jakauma
Negatiivinen binomijakauma
Hyper geometrinen jakauma
Poisson-jakauma

Johdamme jokaisen jakauman pistetodennadk disyysfunktion. Lisdks havainnollissamme
pistetodennakoisyysfunktioita graafisesti ja johdamme jakaumien odotusarvot javarianssit seka
(hypergeometrista jakaumaa lukuun ottamatta) myos niiden momenttieméafunktiot. Tarkastelemme
myos jakaumien yhteyksia muihin jakaumiin.

Avainsanat:

Bernoulli-jakauma, Bernoulli-koe, Binomijakauma, Diskreetti tasainen jakauma,

Eksponenttijakauma, Geometrinen jakauma, Hypergeometrinen jakauma, Kertyméafunktio,

Momenttiemafunktio, Negatiivinen binomijakauma, Odotusarvo, Otanta, Otanta palauttaen,
Otanta

palauttamatta, Otantasuhde, Pistetodennakdisyysfunktio, Poisson-jakauma, Standardipoikkeama,

Varianssi
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16.1. Diskreetti tasainen jakauma

Diskreettia tasaista jakaumaa voidaan kayttéa sellaisten satunnaisiimididen mallintamiseen, joissaon
aarellinen méara symmetrisia eli yhta todennakoisia alkeistapahtumia.

Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka mahdolliset arvot ovat

X1y X2y +ev s Xn

Oletetaan, etta satunnaismuuttujan X mahdollisiin arvoihin xy, Xo, ... , X, liittyvét todenndk6isyydet
ovat yhta suuria:

Pr(X=>g)=%,i=l2,K,n

Tal6in satunnaismuuttuja X noudattaa diskreettid tasaista jakaumaa ja sen pistetodennakoi syys-
funktio on

1.
fx)=Pr(X=x)=p =—,i=12K.n
Funktio f(x), 1 =1, 2, ... , n mérittelee todenndk6isyysakauman, koska

f(x)>0,i=12,...,n
ja

& 1(x)=ns =1

i=1

Diskreetin tasaisen jakauman tunnusluvut

Oletetaan, etta satunnaismuuttuja X noudattaa diskreettid tasai sta jakaumaa, jonka pistetoden-
nakoisyysfunktio on

f(x) =Pr(X =x) = p ==, =1.2K,n

Odotusarvo:

Qo

E(X)=m =—§ % =X

S

1

Varianss:

a (x- x)?

i=1

Va(X)=D?*(X)=s} :%
Standardipoikkeama:

2

(% - X)

Qo

D(X)=s, =

Sk

i=1
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Perustelu:
Suoraan diskreetin jakauman odotusarvon maéritelman mukaan
E(X)=m = axf(x) ax———ax
2 _
Suoraan diskreetin jakauman varianssin méaaritelman mukaan
2 21 148
Var(X)=D*(X)=s§ = a(x m)*f(x)= a(x X)

=1 i=1

a(x X)°

Diskreetin tasaisen jakauman odotusarvon ja varianssin ominaisuudet
Diskreetin tasaisen jakauman
f(x)=Pr(X=x)=p :%,i =12K,n
odotusarvo
E(X)=m = al
on lukujen xq, Xy, ... , X, aritmeettinen keskiarvo ja jakauman varianss
Var(X)=D*(X)=s? ——a (% - X)?
=1

on lukujen xq, Xy, ... , X, Otosvarianss, jossa jakajana on kaytetty havaintojen lukumaaréa n. Lis&
tietoja havaintoarvojen jakaumaa kuvaavista otostunnuduvuista: ks. monisteen Tilastolliset
menetelmat lukua Tilastollisten aineistojen kuvaaminen.

Diskreetin tasaisen jakauman varianssi voidaan kirjoittaa myds muotoon

14 ., ., 18 & 6
Va(X)=E(X?)-[E(X)] == xX*- X*’==Q3 x*- -
(X) =E(X?)- [E(X)] ngx ngx ng?“g

jossa
E(X) =24 ¥
niz
on satunnaismuuttujan X 2. momentti (= lukujen xg, Xz, ... , X, 2. otosmomentti).
Perustelu:

n

Var(x) == a(x X) =28 (% - 2505 +X°)

=1 i=1
1aaé”)g 2><xxa>g+nx 20
ngh )
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——ga X - 2XX XNX) +nx* 9

2
=
ni;
=E(X?*)- [E(X))?
|
Diskreetin tasaisen jakauman pistetodennakoisyysfunktio
Helteté_é\n virheetonta noppaa. Olkoon satunnais- Diskreetti tasainen jakauma
muuttuja 0.3
X = Nopanheiton tulos
Satunnaismuuttujan X pistetodennakoi syysfunktio on
_ _ 02+
f(i) =Pr(X=1)=p =16 r 'Y 'Y q r r
i=1,23,4,56
Kuva oikealla esitt44 jakauman pistetodennakdisyys- 0.1 1
funktion kuvaajaa.
Kuvaan on merkitty myés jakauman odotusarvo
0 1 1 ‘
E(X) =3.5 12 344 5 6
Jakauman odotusarvo saadaan seuraavallalasku- |
toimituksella: E(X) =35
6
E(X)=gqif ()= 6a i ——(1+2+3+4+5+6)
i= i=1
Jakauman varianss saadaan seuraavalla laskutoimituksella:
Var(X) =D?*(X)
6
= é (i - E(X))*f ()
=1
—a (i- E(X))’
=1
1€ 76 7 76 7 76 76U
1% 70, 70 . 70 % 10 & 16 & 70U
68 25 & 25 & 25 & 25 & 25 & 244
196@§0 ag§o e ls aé.o ae’ﬂo aéiou
6% 25 & 25 § 25 %25 §25 S254
§ » 2.917
12
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Siten jakauman standardipoikkeamaksi saadaan:

D(X) = _E 3 5 2917 »1.708

Diskreetin tasaisen jakauman momenttiemé&afunktio
Diskreetin tasaisen jakauman

1.
Fx)=Pr(X=x)=p =—.i=12K,n
momenttiemafunktio (ks. lukua M omenttiemafunktio ja karakteristinen funktio) on

m (1) = E(€*) =2 § "
k=1
Perustelu:
Suoraan diskreetin jakauman momenttiemafunktion méaritelman mukaan
MO =EE) =8 e T(=8 & f(x)=4 e =14 ¢

i=1 i=1 n nix

Diskreetin tasaisen jakauman momenttiemafunktio ja jakauman tunnusluvut

Johdetaan diskreetin tasaisen jakauman odotusarvo javarianss jakauman momenttieméafunktion
avulla.

Odotusarvo:
E(X)=m =—3 x =X
Ny
Varianss:
Var(X) =D*(X) =s2 ——a(x X)*
=1
Perustelu:

Diskreetin tasaisen jakauman momenttiemafunktio on

m)==4 &
i=1
Momenttiemadfunktion 1. derivaatta pisteessat = O:
dm, (t 1 0 :
am(© ~a xe" ——a X
dt t=0 i=1 t=0 i=1

Momenttiemafunktion 2. derivaatta pisteessat = O:
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d’m, (1)
dt?

t=0 t=0

Siten diskreetin tasaisen jakauman odotusarvo m, , 2. momentti a, javarianss s, saadaan

seuraavilla kaavoailla:

16.2. Bernoulli-jakauma

Olkoon A jokin otosavaruuden Stapahtuma ja olkoon
Pr(A) =p

Olkoon tapahtuman A komplementtitapahtuman
(tapahtuma A el satu) A° todennakoisyys

Pr(A)=1-P(A)=1-p=q
Ks. Venn-diagrammia oikealla.

M&éritelld8n diskreetti satunnaismuuttuja X seuraavalla
tavalla

_ 11, jostapahtuma A sattuu
} 0, jos tapahtumaA e satu

AC

Satunnaismuuttujan X todennakai syysjakauma on
Pr(X=1)=p
Pr(X =0)=1- p=q

ja sen pistetodennakadi syysfunktio voidaan esittéa seuraavassa muodossa:

f(x)=p‘g-*,0<p<l,g=1- p,x=01

Sanomme, etta satunnaismuuttuja X noudattaa Ber noulli-jakaumaa parametrilla p ja kéytamme

tasta merkinté&:
X Bernoulli( p)
Funktio f(x) méérittelee todenndk6isyysakauman, koska

f(0)>0
f(1)>0
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ja
fO+fQ)=g+p=(1- p+p=1
Bernoulli-kokeet

Oletetaan, ettéa olemme kiinnostuneita satunnaisiimidssa vain sita sattuuko jokin ilmiéon liittyva
tapahtuma A vai el — toisin sanoen kiinnostuksen kohteena on vain se sattuuko tapahtuma A vai
tapahtuman A komplementti A°. Kutsumme tdlaista satunnaisiimita Ber noulli-kokeeksi.

Y 14 esitetyn mukaan Bernoulli-kokeita voidaan mallintaa Ber noulli-jakaumalla.

Bernoulli-jakauman tunnusluvut

Olkoon

X~ Bernoulli(p)
Odotusarvo:

E(X)=p
Varianss:

Var(X) =D*(X) =s§ = pq
Standardipoikkeama:
D(X) =5, =+/pa
Perustelu:
Suoraan diskreetin jakauman odotusarvon maéritelman mukaan
E(X)=0" Pr(X =0)+1" Pr(X =1)=0" q+1 p=p
Mé&ératdan satunnaismuuttujan X varianssi kéyttéen kaavaa
Var(X) = E(X?) - [E(X)]?
jossa E(X?) on satunnaismuuttujan X 2. momentti. Suoraan diskreetin jakauman 2.
momentin maaritelman mukaan
E(X?)=0*" Pr(X =0)+2*" Pr(X=1)=0"g+1 p=p
Siten
Var(X) =E(X?)- [E(X)]* = p- p* = p(l- p) = pq

Bernoulli-jakauman odotusarvon ja varianssin ominaisuudet
Olkoon
X~ Bernoulli(p)
Bernoulli-jakauman odotusarvo
E(X)=p
yhtyy kiinnostuksen kohteena olevan tapahtuman A todennakdisyyteen Pr(A) = p.
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Bernoulli-jakauman varianssi
Va(X)=pg=p(l-p)=p-p’
saavuttaa maksminsa 1/4, kun
p=q=12

Bernoulli-jakauman pistetodennakoisyysfunktio

Kuva oikealla esittéa Bernoulli-jakauman Bernoulli(0.8)

Bernoulli(0.8) 1
pi stetodennakai syysfunktiota 08
f(x)=pg"*,x=01
_ 06
jossa
p=08,q=1- p 04
Kuvaan on merkitty my0s jakauman odotusarvo 0.2
E(X)=p=038 )
Bernoulli-jakauman momenttieméafunktio 0 ']‘ 1

Bernoulli-jakauman !
. E(X) =0.8
f(X)=Pr(X=x)=p’q"*
O<p<l,q=1- p,x=01
momenttiemafunktio (ks. lukua M omenttiemafunktio ja karakteristinen funktio) on
m, (t) = E(™) =q+ pe
Perustelu:
Suoraan diskreetin jakauman momenttiemafunktion méaaritelman mukaan
m () =EE*)=g§ e*f(x)=€"° Pr(X =0)+€*" Pr(X =1) =g+ pe

Bernoulli-jakauman momenttiemafunktio ja jakauman tunnusluvut

Johdetaan Bernoulli-jakauman Bernoulli(p) odotusarvo javarianss jakauman momentti-emafunktion
avulla.

Odotusarvo:
E(X)=p
Varianssi:
Var(X) =D*(X) =s§ = pq

TKK @ llkka Mellin (2006) 317



Todennékoisyyslaskenta 16. Diskreetteja jakaumia

Perustelu:
Bernoulli-jakauman Bernoulli(p) momenttieméfunktio on
m, (t) =g+ pe
Momenttiemadfunktion 1. derivaatta pisteessat = O:

dm, (t)

t=0
t=0

Momenttiemadfunktion 2. derivaatta pisteessat = O:

d?m, (t
2}2() :pet‘ =p

t=0
t=0

Siten Bernoulli-jakauman Bernoulli(p) odotusarvo m, , 2. momentti a, javarianss s
saadaan seuraavilla kaavoilla:

dm, (t)

=E(X) = =
m =B(X)=a, ==

=P

t=0

d’m, (t
aZ:E(xz):—:;XZ()

t=0

sy =Va(X)=a,-a; = p- p*=pq

|
Bernoulli-jakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien summan jakauma
Olkoot
X, X2y oon s X
riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat samaa Bernoulli-jakaumaa parametrilla p:
Xy, Xoy oon y Xn P

Xi ~Bernoulli(p),i=1,2,...,n
Tal6in satunnaismuuttujien Xy, Xy, ... , X, summa
Y= X+ Xp + %+ X,

on diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa binomijakaumaa (lisétietoja: ks. kappaletta
Binomijakauma) parametrein (n, p):

Y~ Bin(n, p)
Perustelu:

Todistus perustuu siihen, etta riippumattomien satunnai smuuttujien summan momentti-
emafunktio on ko. satunnaismuuttujien momenttiemafunktioiden tulo.
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Oletetaan, etta
Xy, Xoy oon y Xn P
Xi ~Bernoulli(p),i=1,2,...,n
Satunnaismuuttujien Xy, Xo, ... , X, momenttiemafunktiot ovat muotoa
m(t) =g+ pe,i=12,K,n
Muodostetaan satunnaismuuttujien Xy, Xo, ... , X, summa:
Y = Xp + Xo + &+ X,
Summamuuttujan Y momenttieméfunktio on
m, (t) =m (t)m,(t)L_m, (t) = (q+ pe')(q+ pe')L(q+ pe') = (q+ pe')"
Funktio myt) on binomijakauman
Bin(n, p)

momenttiemafunktio (lisdtietoja: ks. kappaletta Binomijakauma). Liséks funktio my(t) on
jatkuva pisteen

t=0

ympéristossd. Koska momenttiemafunktio my(t) on taloin yksikasitteinen, summamuuttuja Y
noudattaa binomijakaumaa parametrein n jap:

Y =X; + X, + 3+ X, ~Bin(n, p)

Huomautus.

Kaikilla Bernoulli-jakaumilla on oltava sama tapahtuman A todennakdisyyttéa kuvaava
parametri p.

Bernoulli-kokeet diskreettien todenndko6isyysjakaumien perustana

Bernoulli-kokeet muodostavat perustan monille diskreeteille todennékdisyygakaumille. Oletetaan,
etta toistamme samaa Bernoulli-koetta niin, etta toistot ovat toisistaan riippumattomia ja olkoon A
se kiinnostuksen kohteena oleva tapahtuma, jonka sattumista toistojen aikana seurataan.

() Binomijakauma saadaan méddraamalla todenndkoisyys sille, etta tapahtuma A sattuu x kertaa,
kun koetta toistetaan n kertaa; ks. kappaletta Binomijakauma.

(i) Geometrinen jakauma saadaan maardamalla todennakoisyys sille, etta tapahtuma A sattuu
ensimmaisen kerran x. koetoistossa; ks. kappaletta Geometrinen jakauma.

(i)  Negatiivinen binomijakauma saadaan maardamalla todennakdisyys sille, etté tapahtuma A
sattuu r. kerran x. koetoistossa; ks. kappaletta Negatiivinen binomijakauma.

(iv) Poisson-jakauma voidaan johtaa binomijakauman raja-arvona, kun koetoistojen lukuméaran
annetaan tiettyjen ehtojen vallitessa kasvaa rgjatta. Poisson-jakauma kuvaa harvinaisten
tapahtumien todennakdisyyksia pitkissa toistokoesarjoissa; ks. kappaletta Poisson-
jakauma.
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16.3. Binomijakauma

Toistetaan samaa Bernoulli-koetta niin, etta toistot ovat toisistaan riippumattomia ja seurataan
tapahtuman A sattumista toistojen aikana. Olkoon

Pr(A)=p
jolloin tapahtuman A komplementtitapahtuman (= tapahtuma A ei satu) A° todennakéisyys on
Pr(A)=1-p=q

Oletetaan, etta teemme koetoistoja n kappaletta, jossa n on kiinted eli el-satunnainen, etukateen
valittu luku, ja olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, joka kuvaa tapahtuman A esiintymiskertojen
lukuméaéraa koetoistojen joukossa.

Satunnaismuuttuja X noudattaa binomijakaumaa parametrein n jap:
X Bin(n, p)
Binomijakauman pistetodenndkaisyysfunktio on
f(x)=Pr(X =x) :g:gpxq”'x ,0<p<l,g=1- p,x=0,1,2,K,n

Binomijakauman johto

Toistetaan samaa Bernoulli-koetta n kertaa niin, etta toistot ovat toisistaan riippumattomia ja
seurataan tapahtuman A sattumista toistojen aikana. Olkoon

Pr(A)=p
ja
Pr(A)=1-p=q
Mé&ératdan todennakdisyys sille, etté saadaan tapahtumajono, joka toteuttaa seuraavan ehdon:
*) Jonossa on x kappaletta tapahtumia A ja (n - x) kappaletta tapahtumia A°.
Olkoon

40550 K

n kappaetta

mielivaltainen tapahtumajono, joka toteuttaa ehdon (*). Taman jonon todenndkdisyys on
riippumattomien tapahtumien tulosdannon nojalla

ppapq K p= p‘q™”
Sama todennakdisyys on jokai sella tapahtumajonolla, joka toteuttaa ehdon (*).

Erilaiset jarjestykset, joihin voimme asettaa x kappaletta tapahtumia A ja (n - X) kappaletta
tapahtumia A®, ovat tapahtumajonoina toisensa poissulkevia. Siten todennakoisyys saada jono, joka
toteuttaa ehdon (*), saadaan toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusddnnon mukaan
laskemalla kaikkien ehdon (*) toteuttavien jonojen todenndkdisyydet

qun- X
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yhteen. Siten meidan on maaréttava kaikkien sellaisten jonojen lukuméaérd, jotka toteuttavat ehdon
(*). Tama lukumééra on sama kuin niiden jarjestysten lukumaarg, joihin voimme asettaa x kappaletta
tapahtumia A ja (n - X) kappaletta tapahtumia A°.

Oletetaan, etta kaytossamme on kahdenlaisia objekteja, A ja A°. Lokeromallin mukaan

kysytty lukumééra saadaan selville laskemalla kaikkien niiden tapojen lukuméar, joilla x kappaletta
objekteja A voidaan asettaa lokerikkoon, jossaon n lokeroa. Huomaa, etté objektien A° paikat on
maarétty heti, kun objektit A on asetettu lokerikkoon.

Kysytyn lukumééran antaa binomikerroin
ano_  nl
&xg X!(n- X)!
Perustelu: ks. lukua K lassnen todennakoisyysja kombinatoriikka.

Siten todenndkdisyys saada tapahtumajono, jossa on x kappaletta tapahtumia A ja (n - X) kappaletta
tapahtumia A°, on

Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, joka kuvaa tapahtuman A esiintymiskertojen lukumaaréa
koetoistojen joukossa. Y lla esitetyn mukaan

f(x)=Pr(x=x)=f§3p*q”‘*,q=1- D, x=012,K,n
4]

Funktio f(xX) méérittelee todenndk6isyysakauman, koska
f(x)>0,x=0,1,2,K,n

ja binomikaavan mukaan
g 3§ amd , .., N —an
a f(X)=ag =p'q =(p+g)=1=1
x=0 x=0 Xﬂ
Binomijakauman pistetodennékdisyydet pc, x =0, 1, 2, ... , n toteuttavat sis yhtalon
J J g amd , ..,
apx:af(x):ag+pq =1
Xg

x=0 x=0 x=0

Binomijakauman tunnusluvut

Olkoon

X Bin(n, p)
Odotusarvo:

E(X)=m =np
Varianssi:

Var(X)=D?*(X) =5 =npg
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Standardipoikkeama:

D(X) =s, =4/npq
Perustelu:

Johdamme tassa binomijakauman odotusarvon kayttden diskreetin jakauman odotusarvon
méaritelméd. Johdamme jakauman odotusarvon ja varianssin jakauman momenttiemafunktion
avulla kohdassa Binomijakauman momenttieméafunktio ja jakauman tunnusluvut. Liséks
jakauman odotusarvo ja varianss johdetaan kayttéen hyvaksi binomijakauman ja Bernoulli-
jakauman yhteytta kohdassa Binomijakauma ja Bernoulli-jakauma.

Suoraan diskreetin jakauman odotusarvon méaéritelman mukaan

E(X) = & (%)

x=0
—éxg O - py
ﬂ

J n!
=g Xx——p“(1-
90 (- %) p*@- p)"*

8 n!
=a XX—ID - p"r

x=1 I( )I
= é S p*- p™*
x=1 (X- DI(n- x)!
g (n-1)! -1 n- x
=npg ——— 1-
P oo P
= np
Y htaloketjun viimeinen yhtald perustuu siihen, ettd summassa
g (n'l) xl %l (n-]_)l X n-1- x
v v 7' pv1-
Ao C P T ¢ P
vlam- 10
= @~ p)"
9:08 X g
=1

on laskettu yhteen kaikki binomijakauman Bin(n- 1, p) pistetodenndkdisyydet.

Odotusarvon ominaisuudet
Olkoon
X Bin(n, p)
Satunnaismuuttujan X odotusarvo
E(X) =np
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on suoraan verrannollinen tehtavien koetoistojen lukuméaraén n etta toistojen aikana seurattavan
tapahtuman A todennékdisyyteen p.

Binomijakauman pistetodennakdisyysfunktio

Kuva oikealla esittéd binomijakauman Bin(12, 1/3)
Bin(12,1/3) 04
pi stetodennakoi syysfunktiota
) 03
f(9) =§'3p*q”‘* x=012K,n .
o 02 | 1
jossa
n=12,p=1/3,q=1- p 01 1
Kuvaan on merkitty my6s jakauman odotusarvo I I
o ote 1.1, IV S
E(X)=np=4 0123456789 101112
A
E(X)=4

Alla oleva kuvasarja havainnollistaa sitd, miten parametri p vaikuttaa binomijakauman vinouteen:

0 Bin(12, 1/4) 0 Bin(12, 1/2) o Bin(12, 3/4)
0.25 ) S 0.25 | 0.25 | 1 .
02 1 0.2 | ‘ 0.2 |
0.15 0.15 | 0.15 |
01+ ‘ 0.1 1 ‘ ‘ 0.1 1 ‘
0.05 0.05 | 0.05 |
JLLLL ‘Tv.---- . -‘.‘11‘ d11 ‘Im.‘- o ----.?T‘ ANNR
01234567 89101112 012345678 9101112 012345678 9101112

p<1/2:  Binomijakauma on positiivisesti vino €li vino oikealle.
p=12: Binomijakaumaon symmetrinen.
p>1/2:  Binomijakauma on negatiivisesti vino €li vino vasemmalle.

Binomijakauman momenttiemafunktio
Binomijakauman
wo X N- X
f(X)=Pr(X=X)=¢ =p’q"*,0<p<l,g=1- p,x=0,L,2K,n
gxz
momenttiemafunktio (ks. lukua M omenttiemafunktio ja karakteristinen funktio) on

m, (t) =E(€™) = (q+ pe')"
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Perustelu:
Suoraan diskreetin jakauman momenttiemafunktion méaaritelman mukaan

X I’lX

m, (t) =E(€*)=§ € f(x) = 8gpq 8‘('°e) =(q+ pe)"

Binomijakauman momenttiemé&funktio ja jakauman tunnusluvut
Johdetaan binomijakauman Bin(n, p) odotusarvo ja varianss jakauman momenttiemadfunktion avulla.

Odotusarvo:

E(X)=m =np
Varianss:

Va(X)=D?*(X)=s2 =npq
Perustelu:

Binomijakauman Bin(n, p) momenttiemafunktio on
m, (t) =(q+ pe)"
Momenttiemadfunktion 1. derivaatta pisteessat = O:

de (t) tyn-1 t
—X>2 =n(q+ pe el =
a |, =@t pe)p -
Momenttiemafunktion 2. derivaatta pisteessat = O:
dsz(t) — A tyn-2 t t tyn-1 t o
it 3 =gn(n- D(q+ pe’)"“ pe pe +n(q+ pe)" " pe E‘t:o

=npe (q+ pe)"* gn- Dpe +(a+ pe)f
=np+n(n- )p*

Siten binomijakauman Bin(n, p) odotusarvo m,, 2. momentti a, javarianss s, saadaan
seuraavilla kaavoilla:

dm, (t
@:E(X):alzrr:;‘—t() =np
t=0
2
aZ:E(XZ):% =np+n(n- 1)p’
t=0

x =Var(X)=a,- af =np+n(n- 1) p*- np* =npq
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Binomijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien summan jakauma
Olkoot
X1, Xa, ooy X

riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat binomijakaumaa parametrein (ny, p), (nz, p),
ey (N, P):

XL XK X A
X, Bin(n,p),i=12,K,k
Tal6in satunnaismuuttujien Xy, Xs, ... , Xk summa
Y = X + Xo + 3+ Xy
on diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa binomijakaumaa parametrein n = n; + Ny + 3+ Ny
jap:
Y Bin(n, p)
Perustelu:

Todistus perustuu siihen, etta riippumattomien satunnai smuuttujien summan momentti-
emafunktio on ko. satunnaismuuttujien momenttiemafunktioiden tulo.

Oletetaan, etta
X, X, K, X, A
X, Bin(n,p),i=12,K,k
Satunnaismuuttujien Xy, Xa, ... , Xk momenttiemafunktiot ovat muotoa
m(t) =(q+ pe)" ,i=12,K,k
Muodostetaan satunnaismuuttujien Xy, Xo, ... , Xi summa:
Y = Xp + X + o+ Xy
Summamuuttujan Y momenttieméfunktio on
m, (t) = m (t)m,(t) L m (1)
=(q+ pe)™(a+ pe)™ L(q+ pe)™
=(q+ pe)mrn
=(q+ pe)"
jossa
N=ng + Ny + X+ ng
Funktio myt) on binomijakauman
Bin(n, p)
momenttiemafunktio, jossa

N=n; + Ny + XX+ Ny
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Lisdks funktio my(t) on jatkuva pisteen
t=0

ympéristossd. Koska momenttiemafunktio my(t) on taloin yksikasitteinen, summamuuttuja 'Y
noudattaa binomijakaumaa parametrein n = n; + N, + -+ N jap:

Y = X; + X, + %+ X, ~ Bin(n, p)

Huomautus.

Kaikilla binomijakaumilla on oltava sama tapahtuman A todenndkoisyytta kuvaava
parametri p, mutta sen Sjaan toistokokeiden lukuméérda kuvaava parametri saa vaihdella
jakaumasta toiseen.

Binomijakauma ja Bernoulli-jakauma

Toistetaan samaa Bernoulli-koetta niin, etté toistot ovat toisistaan riippumattomia n kertaa ja
Seurataan tapahtuman A sattumista toistojen aikana.

Olkoon

ja

Pr(A)=p

Pr(A)=1-p=gq

M&éritell&8n diskreetit satunnai smuuttujat

Xi,i=1,2,...,n

seuraavalatavalla:

_ 11, jostapahtuma A sattuu kokeessai
%O, jos tapahtuma A e satu kokeessai

Taloin

Xi ~Bernoulli(p),i=1,2,...,n

Mé&éritell&8n diskreetti satunnaismuuttuja X seuraavallatavalla:

X = Tapahtuman A esiintymiskertojen lukumaara

Taloin
X Bin(n, p)
Selvasti
X = é X
i=1

koska luku 1 esiintyy summassaa X; tdsméalleen yhta monta kertaa kuin tapahtuma A sattuu n:n
koetoiston aikana.

Tama merkitsee sitg, etta jokainen binomijakautunut satunnaismuuttuja voidaan esittda
riippumattomien, samaa Bernoulli-jakaumaa noudattavien satunnai smuuttujien summana.
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Bernoulli-jakauma ja binomijakauman odotusarvo ja varianssi

Binomijakauman odotusarvoa ja varianssia johdettaessa voidaan kéyttda hyvéks sitg, ettdjokainen
binomijakautunut satunnaismuuttuja voidaan esitt&a riippumattomien, samaa Bernoulli-jakaumaa
noudattavien satunnaismuuttujien summana.

Olkoot
Xi,i=12,...,n

riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat samaa Bernoulli-jakaumaa parametrilla p:
Xy, Xoy eon y Xo P
Xi ~Bernoulli(p), i =12, ... ,n

Olkoon
X = én X
i=1
Taloin
X Bin(n, p)

Satunnaismuuttujan X = & X; odotusarvo on

E(X) = EgaX- aE(X) a p=np

-1 -1

koska satunnaismuuttujien summan odotusarvo on aina satunnaismuuttujien odotusarvojen summa.
Satunnaismuuttujan X = a X; varianssi on

D*(X) =D28a X< a D*(X)) = ‘Til pg =npg
koska riippumattomille satunnaismuuttujille patee se, etté satunnaismuuttujien summan varianss on
satunnaismuuttujien varianssien summa.
Binomijakauma ja otanta palauttaen
Olkoon perusjoukon S alkioiden lukumé&ara

nS =N
Muodostetaan perusjoukon Salkioiden osgjoukko B, jossa on

n(B) =n
alkiota kayttamalla alkioiden poiminnassa otantaa takaisinpanolla eli palauttaen.
Otanta palauttaen:
(i) Poimitaan alkiot perugoukosta S osgjoukkoon B satunnaisesti yksi kerrallaan.
(i) Palautetaan jokainen poimittu alkio ennen seuraavan alkion poimimista perugoukkoon S
(i) Oletetaan, ettd jokaisella perugoukon Salkiolla on jokaisessa poiminnassa sama toden-

nakoisyys
UN
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tulla poimituksi osajoukkoon B.
Tall6in sanomme, ettd osgoukko B muodostaa yksinkertaisen satunnaisotoksen perusjoukosta S.

Otannassa takaisinpanolla alkioiden poiminta voidaan toteuttaa k&yttamélla seuraavaa arpomis-
menettelya:

(1) Pannaan uurnaan jokaista perugoukon Salkiota vastaava arpalippu.
(2) Sekoitetaan uurnan sisdlto huolellisesti.

(3 Nostetaan uurnasta arpalippu, jota vastaava alkio valitaan otokseen B.
(4) Palautetaan nostettu arpalippu uurnaan.

(5) Paataan vaiheeseen (2), kunnes haluttu otoskoko n on saavutettu.
Huomautuksia:

Perugjoukon S alkioi denn todenn&kai syys tulla poimituksi otokseen sailyy samana
poiminnan aikana.

Jokaisella perugoukon S samankokoisella osajoukolla on sama todennakéisyys tulla
poimituksi otokseen.

Sama perugioukon Salkio voi tulla poimituksi otokseen useita kertoja.

Olkoon A perusgioukon S osajoukko, jonka alkioiden lukuméaré on

n(A) =r
Tal6in todenndkdisyys poimia alkio joukosta A séilyy poiminnan kaikissa vaiheissa samana:

r

Pr(A)=p= N
Otannassa takaisinpanolla otokseen B poimittujen A-tyyppisten alkioiden lukuméaré X on diskreetti
satunnaismuuttuja, joka noudattaa binomijakaumaa parametrein n jap:

X Bin(n, p)
Huomautus:

Otantaa ilman takaisinpanoa €li palauttamatta tarkastellaan kappaleessa Hyper -
geometrinen jakauma.

16.4. Geometrinen jakauma

Toistetaan samaa Bernoulli-koetta niin, etta toistot ovat toisistaan riippumattomia ja seurataan
tapahtuman A sattumista toistojen ailkana. Olkoon

Pr(A)=p
ja
Pr(A%=1-p=q

Oletetaan, etta teemme koetoistoja kunnes tapahtuma A sattuu 1. kerran ja olkoon X diskreetti
satunnai smuuttuja, joka kuvaa tehtyjen koetoistojen lukumaérag, kun tapahtuma A sattuu 1. kerran.
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Satunnaismuuttuja X noudattaa geometrista jakaumaa parametrilla p:
X Geom(p)

ja sen pistetodennakoi syysfunktio on
f)=Pr(X=x=0g""p,0<p<l,q=1- p,x=123K

Geometrisen jakauman johto

Toistetaan samaa Bernoulli-koetta niin, etta toistot ovat toisistaan riippumattomia kunnes
kiinnostuksen kohteena oleva tapahtuma A sattuu 1. kerran. Olkoon

Pr(A) =p
ja
Pr(A)=1-p=q

Oletetaan, etta tapahtuma A sattuu 1. kerran x. kokeessa. Tall6in toistokokeiden tuloksena on saatu
tapahtumaono

jossaon ensin (x — 1) kappaletta tapahtumia A° ja tapahtuma A on jonossa viimeisena. Taman
tapahtumajonon todenndkoisyys on riippumattomien tapahtumien tulosddnnon nojalla

qualgp=0"'p,x=123K

Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, joka kuvaa tehtyjen koetoistojen lukumaarag, kun tapahtuma
A sattuu 1. kerran. Ylla esitetyn mukaan

fF()=P(X=x)=q""p,q=1- p,x=123K
Funktio f(x) méérittelee todenndk6isyysakauman, koska
f(x)>0,x=123K

jageometrisen sarjan summan kaavan mukaan

5 f(x)—gq“p— pg q = pi— pi—l
x=1 x=1 x=0 1- q P

Geometrisen jakauman kertymafunktio
Olkoon
X Geom(p)

On helppo ndhda (esimerkiks taydellisalla induktiolla), ettd satunnaismuuttujan X kertyméfunktio on
F(X)=Pr(X £x) =1- (1- p)

jossa
[X] = suurin kokonaisluku, joka £ x
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Kertymafunktion kaavasta seuraa kompl ementtitapahtuman todenn&kaoi syyden kaavan nojalla

Pr(X >x) =1- Pr(X £x) =1- F(x) =(1- p)!

Geometrisen jakauman tunnusluvut

Olkoon
X Geom(p)
Odotusarvo:
1
E(X) =m ==
p
Varianss:

Var(X) =D*(X)=s2 :pi

Standardipoikkeama:

D(X)=s, =%

Perustelu:

Johdamme téassa geometrisen jakauman odotusarvon kéyttaen diskreetin jakauman odotus-
arvon méaritelmaé. Jakauman odotusarvo ja varianss johdetaan jakauman momenttiemé-
funktion avulla kohdassa geometrisen jakauman momenttieméafunktio ja jakauman
tunnusluvut.

Suoraan diskreetin jakauman odotusarvon méaéritelman mukaan

E(X)=a X (x) =4 x@- p)“'p

x=1 x=1

Tastaseuraa, etta

- MEX) =8 X0 p)'p=& XA pp=4 (x- D~ p)**p
Siten
PE(X) =E(X) - (- P)E(X)

¥ ¥
=a x@- p)“'p-a (x-Ha- ptp
x=1 x=1
¥
=4 [x- (x- D]~ p)“*p
x=1
¥
=a @ p)“p

x=1

=1
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Y htaloketjun viimeinen yhtal6 perustuu siihen, ettéd summassa

aa p*ip

x=1

on laskettu yhteen kaikki geometrisen jakauman Geom(p) pistetodennakdisyydet.

Siten olemme saaneet yhtalon
PE(X)=1

odotusarvon E(X) ratkaisemiseks, joten

EX)=2
P

Odotusarvon ominaisuudet
Olkoon
X Geom(p)

Satunnaismuuttujan X odotusarvo

Ex)=2
P

on kaantaen verrannollinen tapahtuman A todennakdisyyteen p. Siten tapahtumaa A saa odottaa
keskim&arin sitd kauemmin mité pienempi on tapahtuman A todenndkoisyys.

Geometrisen jakauman pistetodennékoisyysfunktio

Kuva oikealla esittédd geometrisen jakauman

Geom(1/3)
pi stetodennakaoi syysfunktiota

fF)=a""p
pisteissa

x=12..,12
kun

p=1/3,q=1-p

Kuvaan on merkitty myos jakauman odotusarvo

E(X)=1=3
p

Geom(1/3)
05
04 1
[ ]
03 1
02 1
0 IT""—o—'—o—-—
12345867 89101112
T
E(X)=3
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Geometrisen jakauman momenttiemafunktio
Geometrisen jakauman
F)=Pr(X=x)=q""p
O<p<l,g=1-p
x=123 K

momenttiemafunktio (ks. lukua M omenttiemafunktio ja karakteristinen funktio) on

{

0 = E(e*) = _PE
m, (t) =E(e™) I o

Perustelu:
Suoraan diskreetin jakauman momenttiemafunktion méaritelman mukaan

m, (t) = E(e”) =q €*f(x)

¥
— é etx pqx-l
x=1
3
- peta etx-th-l

x=1
¥
— peté (qet)x-l
x=1
pe
1- g

Geometrisen jakauman momenttiemafunktio ja jakauman tunnusluvut

Johdetaan geometrisen jakauman Geom(p) odotusarvo ja varianss jakauman momenttiemafunktion
avulla.

Odotusarvo:
1
E(X) =m ==
p
Varianss:
Va(X)=D*(X)=s2 =&
p
Perustelu:
Geometrisen jakauman Geom(p) momenttiemafunktio on
pe
t) =
MO
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Momenttiemadfunktion 1. derivaatta pisteessat = O:

dm, (1) _ pe'(l- a¢)- pe(-qe)| _  pe |
dt |t:0 @- qet)z |t:0 - qet)2|t:o
Momenttiemadfunktion 2. derivaatta pisteessat = O:

d’m ()| _ pe'(l- ge)’- pe R(1- ge')(-qe)| _ pel+ge)| _1+q
dt? |t:0 - qet)4 |t:0 - qet)s |t:0 p2

=1
p

Siten geometrisen jakauman Geom(p) odotusarvo m, , 2. momentti a, javarianss s
saadaan seuraavilla kaavoilla:

dm, (t) 1

=E(X)=gq, = —2~7~ ==

O T w P

d’m ()| _1+q

a, =E(X?) = =

2 ( ) dtz LZO pz
_ _ _1+g 1 _ ¢
sk =Va(X)=a,-a’= 7o

Geometrisen jakauman unohtamisominaisuus

Olkoon
X~ Geom(p)
Talin
Pr(X3 a+b|X3a)=Pr(X3 b+1)
jossa a,bl
Perustelu:

Todetaan ensin, etta
Pr(X3 ¢)=1-Pr(X<c)=1-Pr(Xfc—-1)=1-F(c-1)=(1-p ™
jossacl , F ongeometrisen jakauman kertymafunktio ja

[X] = suurin kokonaisluku, joka £ x

Koska

{X3a+b}l {X3a
niin

Pr(X3 a+bjaX3 a)=Pr(X 3 a+b)
Siten

Pr(X3 atbjaX?3 a)

(X2 a+b[X*a)= Pr(X 3 a)
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_Pr(X3 a+b)
"~ Pr(X3 a)
_(@- p)rd
- @-p=?
=(1- p*
=1- F(b)
=1- Pr(X £b)
=Pr(X >b)
=Pr(X 3 b+1)
|

Siten geometrisella jakaumalla on ns. unohtamisominaisuus. Se, etta tapahtuman A sattumista on
jouduttu odottamaan a koetoistoa, e vaikuta todenndk6isyyteen joutua odottamaan b koetoistoa
lisda. Tallaista unohtamisominaisuutta kutsutaan stokastisten prosessien teoriassa M arkov-
ominaisuudeksi.

Samanlainen unohtamisominaisuus on eksponenttijakaumalla, jota voidaan pité4 geometrisen
jakauman jatkuvana vastineena; lisétietoja eksponenttijakaumasta: ks. lukua Jatkuvia jakaumia.

16.5. Negatiivinen binomijakauma

Toistetaan samaa Bernoulli-koetta niin, etta toistot ovat toisistaan riippumattomia ja seurataan
tapahtuman A sattumista toistojen aikana. Olkoon

Pr(A)=p
ja
Pr(A%=1-p=q

Oletetaan, etta teemme koetoistoja kunnes tapahtuma A sattuu r. kerran ja olkoon X diskreetti
satunnai smuuttuja, joka kuvaa tehtyjen koetoistojen lukuméérag, kun tapahtuma A sattuu r. kerran.

Satunnaismuuttuja X noudattaa negatiivista binomijakaumaa parametrein r jap:
X NegBin(r, p)
ja sen pistetodennakoi syysfunktio on

X~ 10 X-T aF
f(><)=F’r(><=X)=8r 24P ,0<p<1l,9=1-p
-lg
r=123K:x=r,r+lr+2,K

Negatiivisen binomijakauman johto

Toistetaan samaa Bernoulli-koetta niin, etta toistot ovat toisistaan riippumattomia kunnes
kiinnostuksen kohteena oleva tapahtuman A sattuu r. kerran. Olkoon

Pr(A)=p
ja
Pr(A%=1-p=q
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Mé&ératdan todennakdisyys sille, etté saadaan tapahtumajono joka toteuttaa seuraavan ehdon:

*) Jonossaon r kappaletta tapahtumia A ja (x - r) kappaletta tapahtumia A ja
tapahtuma A 0N jonossa viimei sené.
Olkoon

42500 i

mielivaltainen tapahtumajono, joka toteuttaa ehdon (*). Taman jonon todenndkdisyys on
riippumattomien tapahtumien tulosdannon nojalla

ppapg K p=p'g™’
Sama todenndkdisyys on jokaisella tapahtumajonolla, joka toteuttaa endon (*).
Erilaiset jarjestykset, joihin voimme asettaa r kappaletta tapahtumia A ja (x - r) kappaletta
tapahtumia A° jajoissa tapahtuma A on viimeisend, ovat tapahtumajonoina toi sensa poissulkevia.
Siten todenndkdisyys saada jono, joka toteuttaa endon (*), saadaan toisensa poissulkevien
tapahtumien yhteenlaskusdannon mukaan laskemalla kaikkien ehdon (*) toteuttavien
jonojen todenndkdisyydet

pl‘qx- r
yhteen. Siten meidan on méaréttava kaikkien sellaisten jonojen lukuméarg, jotka toteuttavat (*).
Koska tapahtuma A pitda olla jonossa viimeisend, tama lukuméara on sama kuin niiden jarjestysten

lukum&ard, joihin voimme asettaa (r — 1) kappalettatapahtumiaAja((x—1) —(r—1)) = (x- r)
kappaletta tapahtumia A°.

Oletetaan, etta meilla on kaytossa kahdenlaisia objekteja, A ja A°. Lokeromallin mukaan

kysytty lukumééra saadaan selville laskemalla kaikkien niiden tapojen lukuméarg, joilla (r — 1)
kappaletta objekteja A voidaan asettaa lokerikkoon, jossa on (x — 1) lokeroa. Huomaa, etté objektien
A° paikat on méarétty heti, kun objektit A on asetettu lokerikkoon.

Kysytyn lukumééran antaa binomikerroin
axX- 16 _ (x- 1! o (x- D!
Sr-1y (r-DU(X-D- (r-D)! (r- Di(x- r)!

Perustelu: ks. lukua K lassnen todennakoisyysja kombinatoriikka.

Siten todenndkdisyys saada tapahtumajono, jossaon r kappaletta tapahtumia A ja (X - r) kappaletta
tapahtumia A° jajossa tapahtuma A on viimeisend, on

X~ 10 [ gX-r

&-1p
Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, joka kuvaa tehtyjen koetoistojen lukumaarés, kun tapahtuma
A sattuu r. kerran. Yll& esitetyn mukaan

a&x-106
f — ;X-I‘ I‘, :1_
(=g, jza7'pa=1-p

r=123K:x=r,r+1r+2K
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Voidaan osoittaa, etta negatiivisen binomijakauman pistetodennékoisyyksien summa = 1. Tulos
seuraa binomikaavan yleistyksesta negatiivisille eksponenteille (todistus sivuutetaan).

Negatiivisen binomijakauman tunnusluvut

Olkoon
X NegBin(r, p)
Odotusarvo:
r
E(X) =m =—
p
Varianss:
Va(X)=D*(X)=s2 =3
p

Standardipoikkeama:

D(X)=s, =@

Perustelu:

Johdamme téssa negatiivisen binomijakauman odotusarvon kayttéen diskreetin jakauman
odotusarvon médritelmaa. Jakauman odotusarvo ja varianss johdetaan jakauman momentti-
emafunktion avulla kohdassa Negatiivisen binomijakauman momenttiemafunktio ja
jakauman tunnusluvut.

Suoraan diskreetin jakauman odotusarvon méaéritelman mukaan
E(X xf (X g p'
(X)= a (x) = 8 12, p

(X' 1)' qx-r

r

X

¥
_ o
_‘:’}r (r- DI(x- r)!
:Lg X! qx-rpr+1
pxa:r ri(x-r)!
r ¥ &(0 xr r+l _
grﬂ g

Yhtélt‘)ketjun viimeinen yhtal6 perustuu siihen, etta summassa

P

0

_qx r pr+l x (r+1) pr+l _1
8 X= r+lg

on laskettu yhteen kaikki negatiivisen binomijakauman NegBin(r +1, p) piste-

todennakdisyydet.
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Odotusarvon ominaisuudet
Olkoon
X NegBin(r, p)

Satunnaismuuttujan X odotusarvo
E(X) ="
p

on suoraan verrannollinen tapahtuman A esiintymisten odotettuun lukumééraan r ja kdantéen
verrannollinen tapahtuman A todennakoisyyteen p. Siten tapahtuman A r. esiintymisté saa odottaa
keskiméarin sita kauemmin mitd useampia tapahtuman A esiintymisid odotetaan ja mit& pienempi on
tapahtuman A todennakadisyys.

Negatiivisen binomijakauman pistetodennékoisyysfunktio

Kuva oikealla esittda negatiivisen binomijakauman NegBin(3, 1/3)

NegBin(3,1/3) 0.2
pi stetodennakaoi syysfunktiota
0.15
&( 10 X r r
f(x) = 8 1
ﬂ o1 | . ® O p

pisteissa

S B

= =1 =1-
r=3,p=13,q P 123 456 7 8 910111213 14 15 16

Kuvaan on merkitty myos jakauman odotusarvo A

_r_
E(X)—p 9 E0) = 9

Negatiivisen binomijakauman momenttiemafunktio
Negatiivisen binomijakauman
f(x)=Pr(X =x) = 8 q* 'p',0<p<l,g=1-p
r=123K;x=r,r+lr+2,K
momenttiemafunktio (ks. lukua M omenttiemafunktio ja karakteristinen funktio) on

Xy = _(pe)"

=E(e”) =
m 0 =B = %
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Perustelu:
Suoraan diskreetin jakauman momenttiemafunktion méaaritelman mukaan

m, (1) =E(€*) =g €*f ()
S X o - 10

zere 8r'15q

X-r or

=(pey § & T g
x=0 8 r-1 %]
=(pe')' 1- ge')’
_ (pe)
(1- ge')’

Negatiivisen binomijakauman momenttiemafunktio ja jakauman tunnusluvut

Johdetaan negatiivisen binomijakauman NegBin(r, p) odotusarvo javarianss jakauman momentti-
emé&funktion avulla.

Odotusarvo:
r
E(X)=m =—
p
Varianss:
Va(X)=D*(X)=s2 =3
p
Perustelu:

Negatiivisen binomijakauman NegBin(r, p) momenttiemafunktio on
(pe)’

(- o€')’

Momenttiemafunktion 1. derivaatta pisteessat = O:

dm, (1) _ r(pe’) "pe (- ge)' - (pe)'r(1- ge') (- ge)|
dt | (L- g¢)”

_r(pe) | _r

- (1_ qet)r+l -0 p
Momenttiemadfunktion 2. derivaatta pisteessat = O:

d’m ()] _r’(pe)"pe (- g¢)™ - r(pe) (r +)(1- ge)' (- ge)|
dtZ ‘ (1_ qet)2r+2

t=0
_r(pe) (r+ge)| _r’+rg
(1_ qet)r+2 |t:0 p2

m, (t) =

t=0

t=0
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Siten negatiivisen binomijakauman NegBin(r, p) odotusarvo m,, 2. momentti a, javarianss

S % saadaan seuraavilla kaavoilla:

m =E(X)=a, =IO T
d |, p
a, =E(X?) = dzmxz(t)| I
dt L:o p?
st =Va(X)=a,- a/ = r2+2rq - r—z:r—‘ﬂ
P~ P
|
Negatiivinen binomijakauma ja geometrinen jakauma
Olkoon
X NegBin(r, p)
jossa
r=1
Talloin X noudattaa geometrista jakaumaa parametrilla p:
X Geom(p)
16.6. Hypergeometrinen jakauma
Oletetaan, etta perugoukossa S
nS =N
alkioita. Olkoon A perugoukon Sjokin osajoukko:
Al S
Talloin A ja sen komplementti A° muodostavat perusjoukon S osituksen:
AEA°=S
ACA® = /E
Oletetaan, ettajoukossa A on A
n(A) =r
akiota jajoukossa A® on
N(A°) =N-r
alkiota
Poimitaan perugjoukosta S satunnaisesti osajoukko B,
jossaon 7
n(B) =n 5 A¢
alkiota. I
S
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Perusjoukon Sositus joukoiksi A ja A° indusoi joukon B osituksen joukoiksi BCA jaBCA®; ks.
kuvaa edella

Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, joka kuvaa joukkoon B poimittujen perusgoukon S osa-
joukon A (eli joukon BC A) alkioiden lukumééraa.

Satunnaismuuttuja X noudattaa hyper geometrista jakaumaa parametrein N, r jan:
X HyperGeom(N,r,n)
ja sen pistetodennakoi syysfunktio on
a8 oadN - 1o

f(x) = Pr(X = X) :%ﬂoxa max[0,n- (N - r)] £ x£ min(n,r)

&ngp
Hypergeometrisen jakauman johto
Oletetaan, etta otosavaruudessa Son

nS =N
alkiota
Olkoon A jokin otosavaruuden S osajoukko:
Al S
jaolkoon A°® joukon A komplementti. Tal6in joukot A ja A° muodostavat otosavaruuden S osituksen:
AEA°=S
ACA® = /E
Oletetaan, etta
n(A) =r
N(A)=N-r
Olkoon edelleen
BI S
ja
n(B) =n

Otosavaruuden Sositus joukkoihin A ja A° indusoi joukon B osituksen joukoiksi BCA jaBCA® :
(BCAE(BCA) =B

(BGCAC(BCA") = £
Ks. kuvaaedella
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Olkoon
n(BCA) = x
N(BCA®) =n- x
Joukosta S (jossa on siis N alkiota) voidaan poimia n alkiota osgjoukkoon B
Y
&ng
eri tavalla. Joukosta A (jossaon siisr alkiota) voidaan poimia x alkiota
0
&g
eri tavalla. Joukosta A® (jossaon siis (N - r) alkiota) voidaan poimia (n - x) alkiota
aN - ro
&n- xg

eri tavdla

Joukosta A (jossaon siisr alkiota) voidaan poimia x alkiota riippumatta sitd, mitka (n - x) alkiota
poimitaan joukosta A° (jossa on siis (N - r) alkiota). Siten kombinatoriikan kertolaskuperiaatteesta
seuraa, etta niiden tapojen lukumééra, joilla voidaan poimia n akiota joukosta Ssiten, ettd saadaan r
akiotajoukosta A ja (N - r) alkiotajoukosta A° on

o) oaé\l - 1o
Exgin- xg
Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, joka kuvaa joukkoon B poimittujen perusgoukon S osa-

joukon A (eli joukon BC A) alkioiden lukuméaraé. Soveltamalla klassi sen todennakdi syyden
maaritelméad saadaan:

o8 daN - 1 6

f(x):w(x:x)z%”;)xg’

&ng
Voidaan osoittaa, etté hypergeometrisen jakauman pistetodenndkoisyyksien summa = 1 (todistus
Sivuutetaan).

Hypergeometrisen jakauman tunnusluvut
Olkoon
X HyperGeom(N,r,n)

Odotusarvo:

r
E(X)=m =n—
(X)=m =nJ
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Varianss:
r r gaN- no
VH(X):DZ(X):S)Z(— 8-N8mg

Standardipoikkeama:

__[T= T ng
D(X)_SX_\/nW? Ng&EN-1g

Perustelu:

Johdamme tassa hypergeometrisen jakauman odotusarvon kayttéen diskreetin jakauman
odotusarvon méaritelméa. Jakauman varianssin johtaminen sivuutetaan.

Koska
3 rr (r-1t a&-106
Xe ==X =r -
x5 X(r-0 - DIr- R Ex- 15
niin
o Oa - r('j o - 1oaé\l 1o
g &Xaen- X 58 8 &x- 15&n- x5
E(X xf (X =r
( ) an ( ) x0 el a\lg
8nﬂ &ng
Koska
aNo_ NI N (N-)! _NaN-15
Sngy n(N-n)! n (n-DYN-n)! n&n-1p
niin
a-1oaN- 9 ar-1oa-r9
g EX-1p&N- X nr d &x-1p&Nn- X nr
E(X)=ra — = — =
x=1 Ea\l - 10 N = a - 10 N
n&n-1y &n- 1,
Y htaloketjun viimeinen yhtal6 perustuu siihen, ettéd summassa
o - 10&N e
é” &x- 158n:x,7,:1
x=1 a\l_ 10
&n-15
on laskettu yhteen kaikki hypergeometrisen jakauman HyperGeom(N - 1,r - 1,n- 1)
pistetodennakdisyydet.
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Odotusarvon ominaisuudet
Olkoon
X HyperGeom(N,r,n)
Satunnaismuuttujan X odotusarvo
E(X)=n—
N

on suoraan verrannollinen sek& perugoukosta S poimittavan joukon B alkioiden lukum&éraan n etta
perusioukon S osajoukon A alkioiden lukuméaraan r ja kaantéen verrannollinen perusjoukon S
alkioiden lukumaaraan N.

Hypergeometrisen jakauman pistetodennakéisyysfunktio

Kuva oikealla esittéd hypergeometrisen jakauman HyperGeom(100, 12, 20)

HyperGeom(100,12,20) 04
pi stetodennakoi syysfunktiota
03 T [
28 gal- 10 .
f (X) :m 02 + 'Y
a6
&n o o1 |
pisteissa I I
x=0,1,2 ...,12 o L1 1. 1.1 9 o.o. 600"
01 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12
kun A
N =100,r =12,n=20 |
Kuvaan on merkitty myos jakauman odotusarvo E(X) =24

r
E(X)=n—=24
(X)=ny

Hypergeometrinen jakauma ja binomijakauma
Hypergeometrista jakaumaa voidaan approksimoida binomijakaumalla, jos ns. otantasuhde

n

N
jossa
N = n(S) = perugioukon Skoko
ja
n = n(B) = perugoukosta S poimitun osgjoukon B koko
on kyllin pieni. Nan on k&ytanndssg, jos

N <005
N
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Olkoon
X HyperGeom(N,r,n)
jamerkitdan
r
N =p
Siten
r=Np

javoimme kirjoittaa:
X HyperGeom(N, Np, n)

Huomaa, ettd p on todennakoisyys poimia joukkoon B alkio perusjoukon S osgjoukosta A, jonka
koko on

r =n(A)
Annetaan nyt

N® +¥
ja

r® +¥
niin, etta

= p

N

Tal6in hypergeometrisen jakauman HyperGeom(N, Np, n) pistetodenndkdisyydet konvergoivat
kohden binomijakauman Bin(n, p) pistetodenndkdisyyksia:

NI(I@rIL nyperGeom(N,Np,n)(X) = fBin(n,p) (X) y X= O,:L 21K1 n

Perustelu:
Olkoon
X HyperGeom(N,r,n)
Taloin
Pr(X =x)
as oaN - 1o
_Exgn- xp
a6
&n 5
I ¢ (N-r)! , nI(N- n)!
CXI(r- X! (n- X)N-T-n+x)! N!
n! rr o, (N-r)! . (N-n)!

TX-X! ol (N-T-n+xl NI
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w? [r(r-DL(r- x+D] " [(N-r)(N-r-DL(N-r-n+x+1)]
Xg

1

N(N- DL (N- n+1)
aad, r(r-npL(r-x+2) . (N-r)(N-r-DL(N-r-n+x+]
“Sx5 N(N-DL(N- x+1) (N- x)(N- x- DL(N- x- (n- x) +1))

r- I_r-(x-l) N-ryN-r-lLN-r-(n-x-l)

_ao0, r,. N N - N N N
“&xy N N-1 N-(x-) N-xN-x-1 N-x-(n-x-1)
N N N N N
Oletetaan, etta
N® +¥
ja
r® +¥
niin, etta
r
N: p
Tallsin

%@ p,i=12,K,x-1

N-Tg1iz12K x-1
N
N'I\:"® 1- p,i=012K,n- x- 1
N-X-1g1i=012K.n- x-1
Siten
a¢ 0N - 10
Xg&N- X g ano .
Pr()(:x):&"g ® 8_p (1 p)
&n 5

mik& on binomijakauman Bin(n, p) pistetodennakdisyys pisteessa x.
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Hypergeometrisen jakauman HyperGeom(N, Np, n) jabinomijakauman Bin(n, p) yhteys nakyy
myos siing, ettd jakaumilla on sama odotusarvo:
E(xHyperGeom(N,Np,n)) = E(xBin(n,p)) = np
janiiden varianssit
N-n
N-1

Va(xHypaGmm(N,Np,n)) = np(l' p)

Va(xBin(n,p)) = np(l_ p)
eroavat vain multiplikatiivisella tekijalla

N-n

N-1
jota sanotaan aarellisen perugoukon korjaustekijaksi. Korjaustekija vaikuttaa hypergeometrisen
jakauman varianssiin sitéd vahemman mita pienempi on otantasuhde n/N, silla

N-n

N-1

»1

jos

ﬂ»O
N

Hypergeometrinen jakauma ja otanta palauttamatta
Olkoon perusjoukon S alkioiden lukumé&ara
nS =N
Muodostetaan perusjoukon Salkiosta osgjoukko B, jonka alkioiden lukumééré on
n(B) =n
k&yttamalla alkioiden poiminnassa otantaa ilman takaisinpanoa eli palauttamatta.
Otanta palauttamatta:
(i) Poimitaan alkiot perugoukosta S osgjoukkoon B satunnaisesti yksi kerrallaan.
(i) Ei palauteta poimittua alkiota ennen seuraavan alkion poimimista perusjoukkoon S,

(i) Oletetaan, ettd jokaisella perugoukon Sjaljella olevalla alkiolla on k. alkiota poimittaessa
sama todennakai syys

U(N-k+1)
tulla poimituksi osgjoukkoon B.
Tall6in sanomme, ettd osgoukko B muodostaa yksinkertaisen satunnaisotoksen perusoukosta S.

Otannassa ilman takaisinpanoa alkioiden poiminta voidaan toteuttaa k&yttamélla seuraavaa arpomis-
menettelya:

(1) Pannaan uurnaan jokaista perugoukon S alkiota vastaava arpalippu.
(2) Sekoitetaan uurnan sisdlto huolellisesti.
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(3 Nostetaan uurnasta arpalippu, jota vastaava alkio valitaan otokseen B.
(4) Ei palauteta nostettua arpalippu uurnaan.

(5) Paataan vaiheeseen (3), kunnes haluttu otoskoko n on saavutettu.
Huomautuksia:

Perusjoukon S alkioiden todennakaisyys tulla poimituksi otokseen muuttuu poiminnan
alkana

Jokaisella perugoukon S samankokoisella osajoukolla on sama todennakéisyys tulla
poimituksi otokseen.

Sama perugioukon Salkio voi tulla poimituksi otokseen vain kerran.

Olkoon A perugioukon S osajoukko, jonka alkioiden lukumaaré on

n(A) =r
Tal6in todenndkdisyys poimia yks akio joukosta A on

r

Pr(A)=p= N
Otannassa ilman takaisinpanoa otokseen B poimittujen A-tyyppisten alkioiden lukumédra X on
diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa hypergeometrista jakaumaa parametrein N, njar:

X HyperGeom(N,r,n)
Huomautus:

Otantaa takaisnpanolla eli palauttaen tarkastellaan kappaleessa Binomijakauma.

Otanta palauttaen vs otanta palauttamatta

Poimitaan perugjoukosta satunnaisesti otos (osajoukko) arpomalla akiot perugoukosta otokseen
yksi kerrallaan.

Otoksen poiminta voidaan toteuttaa joko palauttaen (takaisinpanolla) tai palauttamatta (ilman
takaisinpanoa):

(i) Otannassa palauttaen perusjoukon alkiot arvotaan otokseen yks kerrallaan niin, ettd jokainen
alkio palautetaan valittomasti arpomisen jalkeen takaisin perugoukkoon, jolloin sama alkio
voi tulla poimituksi otokseen useita kertoja.

(i) Otannassa palauttamatta akiot arvotaan otokseen yks kerrallaan niin, etta alkiota ei
palauteta arpomisen jalkeen takaisin perugoukkoon, jolloin sama alkio voi tulla poimituks
otokseen vain kerran.

Olkoon perusioukon Skoko
nS =N

Tarkastellaan perugoukon S osgjoukkoa A, jonka koko on
n(A) =r

Poimitaan perusjoukosta S satunnaisesti osgjoukko B, jonka koko on
n(B) =n
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M&éritell&8n diskreetti satunnaismuuttuja
X ="A-tyyppisten alkioiden lukumééra otoksessa B”

Jos otos poimitaan perusjoukosta palauttaen, satunnaismuuttuja X noudattaa binomijakaumaa
parametreinnjap = r/N:

X Bin(n, p)

Jos otos poimitaan perusjoukosta palauttamatta eli ilman takaisinpanoa, satunnaismuuttuja X
noudattaa hypergeometrista jakaumaa parametrein N, r jan:

X HyperGeom(N,r,n)
Huomautus:

Koska hypergeometrinen jakauma konvergoi kohden binomijakaumaa, kun perusoukon
koon N annetaan kasvaa rgjatta, ero otannan palauttaen ja otannan palauttamatta valilla
on merkityksetdn, jos otoskoko n on pieni perugoukon kokoon N verrattuna jaero
hévida kokonaan, jos perugoukko on aareton.

16.7. Poisson-jakauma

Toistetaan samaa satunnaiskoetta ja oletetaan, ettatoistot ovat toisistaan riippumattomia.
Tarkastellaan jonkin tapahtuman A sattumista toistojen aikana. Oletetaan, ettatapahtuman A
tapahtumaintensiteetti eli tapahtuman A esiintymisten keskimaarainen lukuméaara aikayksikkoa
kohdenon /.

M&éritellaan diskreetti satunnaismuuttuja X:

X = Tapahtuman A esiintymisten lukum&ara ajanjaksona,
jonka kesto on s aikayksikkoa

Tietyin oletuksin satunnaismuuttuja X noudattaa Poisson-jakaumaa parametrilla / s:
X ~ Poisson(/ s)
jossa

(72}
I

gjanjakson pituus aikayksikdissa

~
I

tapahtuman A esiintymisten keskimaar&inen lukuméaar a aikayksikkoa
kohden

ja sen pistetodennakoi syysfunktio on

-/s X
£ (%) = Pr(X :x):w,/ >0,x=0,12,K

Huomautus:

Poisson-jakauma syntyy myos sellaisessa tilanteessa, jossa tarkastellaan tapahtuman
A esiintymistd avaruudessa. Taloin parametri / kuvaa tapahtumien A esiintymisten
keskimaar dista |lukumaar aa tilavuusyksikkéa kohden ja satunnaismuuttuja X kuvaa
tapahtuman A esiintymisten lukuméaaraa avaruuden osa-alueessa, jonka koko on s

tilavuusyksi kkoa.
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Poisson-jakauman johto
L uonnostelemme seuraavassa vain pagkohdat Poisson-jakauman johdosta.
Tarkastellaan jonkin tapahtuman A sattumista saman satunnaiskokeen toistojen aikana.
Oletukset:
(1) Toistot ovat toisistaan riippumattomia.
2 Pr(Yks tapahtuma A lyhyella aikavalilla ds) = / ds
(3) Aikavdli ondson niin lyhyt, ett todenndkoisyys
Pr(k kappaletta tapahtumia A aikavdlillads, k > 1)
on haviavan pieni eli kertaluokkaa o(s).
Olkoon
f(x; ) = Pr(x kappaletta tapahtumia A aikavdilla [0, g])
Oletusten (1)-(3) pétiessa aikavdlilla
[0, s+ dg]
voi sattua x kappaletta tapahtumia A kahdella toisensa poissulkevalla tavalla (th = todennakdisyys):

Tapaus1: x kappalettatapahtumia A gjanhetkeen s mennessa tn=1(x; s
Ei tapahtumia A aikavdlilla ds: th=1- /ds
Lis&ksi nama ovat tapahtumina toisistaan riippumattomia.

Tapaus2: (x- 1) kappalettatapahtumia A ganhetkeen s mennessé: tn="f(x- 1,9
Y ks tapahtuma A aikavdlilla ds: tn=/ds

Lisdks nama ovat tapahtumina toisistaan riippumattomia.

Riippumattomien tapahtumien tulosdannon ja toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlasku-
sdannon mukaan

f(x;s+ds)=f(x;s)(1- /ds)+ f(x-1Ls)/ds
josta saamme er otusosamaaran
f(x;s+ds)- f(x;9)

=/[f(x-L9)- f(x9)]

ds
Antamalla
ds® 0
saamme (x:n suhteen) differenssiyhtéalon
arOSS) 1t (x-19)- f(x9)]
ds
On helppo néhda, etta
-/s X
£ (%) :w x=0,12,K

on téaman differenssyhtalon ratkai su.
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Funktio f(x) méérittelee todenndk6isyysakauman, koska
f(x)>0,x=0,1,2,K

ja eksponenttifunktion maaritel man mukaan

¥ ¥ /s X ¥ X
é f(X) :ée (/S) :e-lsé (/S) :e-ISeIS:1
x=0 x=0 x! x=0 x!

Poisson-jakauman tunnusluvut

Olkoon

X ~ Poisson(/ s)
Odotusarvo:

E(X)=m =1s
Varianss:

Va(X)=D?*(X)=s2=/s
Standardipoikkeama:

D(X)=s, =+/I's
Perustelu:

Johdamme tassa Poisson-jakauman odotusarvon kayttden diskreetin jakauman odotusarvon
méaritelmad. Jakauman odotusarvo javarianss johdetaan jakauman momenttieméafunktion
avulla kohdassa Poisson-jakauman momenttiemafunktio ja jakauman tunnusluvut.

Suoraan diskreetin jakauman odotusarvon méaritelman mukaan ja eksponenttifunktion
ominaisuuksien mukaan

¥ ¥ - /s X
E00=8 X (0 =& xS

x=0 x=0
s (/9)
:e-lséx( )
x=1 !

8 (19
:/ /s (
€A

=/se’*d*=]/s

Odotusarvon ominaisuudet

Poisson-jakauman odotusarvo / kuvaa tapahtumaintengiteettia: Mité suurempi on /, sitd enemman
tapahtumia on odotettavissa aikayksikk6a kohden.
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Poisson-jakauman pistetodennékoisyysfunktio
Kuva okealla esittéa Poisson-jakauman

Poisson(5)
pi stetodennakoi syysfunktiota
fo=SUSS I)((/I S
pisteissa
x=0,12..,12
kun
/s=5
Kuvaan on merkitty myos jakauman odotusarvo
E(x)=/s=5

Esmerkki 1. Radioaktiivinen hajoaminen.

Tarkastellaan radioaktiivista hajoamista ja
olkoon

Poisson(5)
0.3

02 1

Ll

01 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12
A

E(X)=5

X = akavdlilla[0, s] hajoavien atomien lukuméara

Taloin
X ~ Poisson(/ s)

jossa/ on alkuainekohtainen parametri, joka kuvaa keskimaarin aikayksikkéa kohden

hajoavien atomien lukuméaaraa.

Poisson-jakauman momenttiemafunktio
Poisson-jakauman

f()():F)r()(:)():e_ls(—lls)X

.1 >0,x=012K

momenttiemafunktio (ks. lukua M omenttiemafunktio ja karakteristinen funktio) on

r.nx (t) — E(etX) — eIs(e‘—l)
Perustelu:

Suoraan diskreetin jakauman momenttiemafunktion méaritelman mukaan

§ o €'3(/9) $ (/)" ; :
t) = E Xy — o tXf X) = 9 ix —als — o /sal — 4/s(e-1)
m, (t) (™) axe (x) éoe —! € éo—x! e ‘e e
|
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Poisson-jakauman momenttiemafunktio ja jakauman tunnusluvut

Johdetaan Poisson-jakauman Poisson(/ s) odotusarvo javarianss jakauman momenttieméafunktion
avulla.

Odotusarvo:

E(X)=m =Is
Varianss:

Va(X)=D?*(X)=sZ=/s
Perustelu:

Poisson-jakauman Poisson(/ ) momenttiem&funktio on

m, (1) =€/
Momenttiemadfunktion 1. derivaatta pisteessat = O:
IO — sy gg| =/ses | =
dat |- t=0 t=0
Momenttiemadfunktion 2. derivaatta pisteessat = O:
—dzg:_é(t) =/ se" 14/ &) =/s+(/9)
t=0

Siten Poisson-jakauman Poisson(/ ) odotusarvo m, , 2. momentti a, javarianssi s saadaan
seuraavilla kaavoilla:

@:E(X):alz—drré‘(t) =/s

t t=0
2

a, =e(x) =L O /509y
|,

si=Va(X)=a,-a’=/s+(/s)*-(/s)? =Is

Poisson-jakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien summan jakauma
Olkoot
Xiy Koy ven s X

riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat Poisson-jakaumia parametrein /s, /5, ... ja
/ kS -

X X, K, X A

X, Poisson(/;s),i =1,2,K,k
Tal6in satunnaismuuttujien Xy, X,, ... , X, summa

Y = X+ Xp + 3+ X
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on diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa Poisson-jakaumaa parametrilla
[s=/is+/,5+ %+ [,S:

X Poisson(/ s)
Perustelu:

Todistus perustuu siihen, etta riippumattomien satunnai smuuttujien summan momentti-
emafunktio ko. satunnaismuuttujien momenttiemafunktioiden tulo.

Oletetaan, etta
X, Xo K, X, A
X, Poisson(/,),i =1,2,K,k
Satunnaismuuttujien Xy, Xa, ... , Xk momenttiemafunktiot ovat muotoa
m(t) =€ i=12K,k
Muodostetaan satunnaismuuttujien Xy, Xo, ... , Xi summa:
Y = Xp + X + o+ Xy
Summamuuttujan Y momenttieméfunktio on
M, (1) = MO, )L (1) = &= Ig/=C oD = gt e 2 gy
jossa
[ =11+ +3+ [
Funktio myt) on Poisson-jakauman
Poisson(/ s)
momenttiemafunktio, jossa
[s=1.8+[,5+ %+ [,S
Lisaks funktio my(t) on selvasti jatkuva pisteen
t=0

ympéristossd. Koska momenttiemafunktio my(t) on taloin yksikasitteinen, summamuuttuja 'Y
noudattaa Poisson-jakaumaa parametrilla/s=1/1S+ [ ;s + 3+ [ ,S:

Y = X; + X, + %+ X, ~ Poisson(/ 9)

Huomautus:

Jokaisella Poisson-jakaumalla saa olla eri parametri.

Poisson-jakauma ja binomijakauma
Olkoon
X, Bin(n, p)

Annetaan
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ne® ¥
ja

p® 0
dgten, etta

np=1/s

Tal6in satunnai smuuttujan X, jakauma |&hestyy Poisson-jakaumaa parametrilla / :

r!(!DT fBin(n,p)(x) = fPoisson(l s)(x) » X = O!:LZ!K

o5
Perustelu:

Olkoon

X ~Bin(n, p)
Talbin

fx(X)=g:3pxq”'x,q=1- p,x=012K,n

a

Oletetaan, etta

n® +¥
jasamaan aikaan

p® 0
niin, etta

np=1/s

jossa/ > 0 on e-satunnainen vakio. Ottamalla huomioon, ettaénp=/sjaq=1- p, voimme
kirjoittaa, etta

wo Xp~N- X
fx(x)=8x+p q
4]

_n(n-H(n- 2L (n- x+1) (np)*(- p)™*

n*x!
_n(n-1(n- 2)L(n- x+1) (/9)* (1- p)"
- n* x' (- p)*

_1%_ 16, 20 & x-16(/9)° (- p)
€ ng& np &€ np x @ p*

Edelleen voimme kirjoittaa, etta

- p)"=[@- p)""T™=[2- p T’
Eksponenttifunktio ominaisuuksien perusteella
; _n)Ye1 =
(1) md- p) =" =e
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Lisdks pétee:
. 16 X- 10
2 lim&- =99 —_Lai
@ w¥& ngE ng & n g
3 limd- p)* =1
Y hdistdmélla kaavat (1), (2) ja(3) saadaan haluttu lopputulos:
-/s X

lim £, (=59

n® ¥ X!

p® 0

np=/s

Poisson-jakauman ja binomijakauman véalinen yhteys tulee esille myos sing, etta
E(X)=/s»np

josnonsuuri jap on pieni. Lisaks myos jakaumien varianssit ovat téll6in 1ahell& toisiaan:
Var(X)=D*(X)=/s»np»np(l- p)

koska
p»0P 1-p»1

Poisson-jakauma ja eksponenttijakauma

Tarkastellaan jonkin tapahtuman A sattumista saman satunnaiskokeen toistojen aikana ja olkoon
X = tapahtumien lukumaéra aikayksikk6a kohden

Oletetaan, etta
X ~ Poisson(/)

jolloin
EX)=1/

Parametri / kuvaa tarkastelun kohteena olevan tapahtuman tapahtumaintensiteettia eli tarkastelun
kohteena olevan tapahtuman esiintymisten keskimaaraista lukumaéraa aikayksikk6a kohden.

Olkoon
Y = odotusaika 1. tapahtumalle (tai tapahtumien véliaika)
Talloin Y on jatkuva satunnai smuuttuja, joka noudattaa eksponenttijakaumaa parametrilla / :
Y ~Exp(/)
jolloin
E(Y) =1/
Lisétietoja eksponenttijakaumasta: ks. lukua Jatkuvia jakaumia.
Voidaan osoittaa, etta jakaumien valinen yhteys toimii myos toiseen suuntaan: Olkoon siis
Y = odotusaika 1. tapahtumalle (tai tapahtumien véliaika)
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jaoletetaan, etta
Y~ Exp(/)
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Olkoon
X = tapahtumien lukumaéra aikayksikk6a kohden

Talloin X on diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa Poisson-jakaumaa parametrilla / :
X ~ Poisson(/)
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17.  Jatkuviajakaumia

17.1. Jatkuva tasainen jakauma
17.2. Eksponenttijakauma

17.3. Normaalijakauma.

17.4. Keskeinen raja-arvolause
17.5. Log-normaalijakauma
17.6. Cauchy-jakauma

17.7. Gamma-jakauma

17.8. Beta-jakauma

17.9. Weibull-jakauma

Mé&érittelemme t&ssa luvussa seuraavat jatkuvat todennékadi syygakaumat:
Jatkuva tasainen jakauma
Eksponenttijakauma
Normaalijakauma
L og-normaalijakauma
Cauchy-jakauma
Gamma-jakauma
Beta-jakauma
Welbull-jakauma

Tarkastelemme jakaumien ominaisuuksia havainnollistamalla jakaumien tiheysfunktioita graafisesti
jajohtamallajakaumien odotusarvot javarianssit seka (useimmissa tapauksissa) jakaumien
momenttiemé&funktiot. Tarkastelemme myds jakaumien yhteyksia muihin jakaumiin.

Kohdassa K eskeinen raj a-arvolause esitémme perustelun sille, miksi normaalijakauma on
"normaali”.

Avainsanat:

Binomijakauma, Beta-jakauma, Cauchy-jakauma, Eksponenttijakauma, Gamma-jakauma,
Jatkuva tasainen jakauma, Kertymafunktio, Keskeinen raja-arvolause, Log-normaalijakauma,
Momenttiemafunktio, Normaaliapproksimaatio, Normaalijakauma, Odotusarvo, Poisson-
jakauma,
Standardipoikkeama, Standardointi, Taulukot, Tiheysfunktio, Varianssi, Weibull-jakauma
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17.1. Jatkuva tasainen jakauma

Jatkuva tasainen jakauma on diskreetin tasaisen jakauman (ks. lukua Diskreetteja jakaumia)
jatkuva vastine.

Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio
i0 ,x<a
f(X)=f——,aEXED
ib-a

I
fO  ,x>a

Téal6in satunnaismuuttuja X noudattaa jatkuvaa tasaista jakaumaa parametrein ajab ja
merkitsemme:
X Uniform(a,b)
Funktio f(x) kelpaa tiheysfunktioksi, koska
f(x)>0,xI [a,b]
ja
Eumm:a:amzéfagzgzzl

a

Jakauman nimi johtuu siitd, ettd jatkuvalla tasaisella jakaumalla on seuraava ominaisuus:

Olkoot [c;,d1] ja[cz,d;] jatkuvan tasaisen jakauman Uniform(a,b) méarittelyvalin [a, b] kaksi
mielivaltaista, samanpituista osavali&

[ci,di] 1 [a, b]
[c2,de] 1 [a, b]
d-c=d-c
Talloin vdeihin [c1,di] ja[c,,dy] liittyvét todenngkdisyydet ovat yhta suuria.
Perustelu:
Todetaan ensin, etta

d d

. d
é x u _d-¢g
a

- 1
HMIMAm:‘umm:qr_m: U= _ G
C? g0 @ Sb'qu b-

javastaavasti
d d d
7 : 11 é x U°_d,-c
Pr(X1 [c,,d,]) = Af (X)dx = ¢ dx = i Ml
( [ 2 2]) CE) ( ) Sb' a Sb- aliz T

Koska oletuksen mukaan
dl —-C = dz —-C

niin
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Pr(XT [, d,]) =Pr(XT [c,,d,])

Jatkuvan tasaisen jakauman tunnusluvut

Olkoon
X Uniform(a,b)
Odotusarvo:
a+b
E(X)=——
(X) >
Varianss:
b- a)?
Var(X)=D?*(X :(
(X) (X) B
Standardipoikkeama:
b- a
D(X)=—+=
(X) e

Perustelu:

Johdamme téssa jatkuvan tasaisen jakauman odotusarvon kéyttaen jatkuvan jakauman
odotusarvon médritelmaa. Jakauman odotusarvo ja varianss johdetaan jakauman momentti-
emafunktion avulla kohdassa Jatkuvan tasaisen jakauman momenttiemafunktio ja
jakauman tunnusluvut.

Suoraan jatkuvan jakauman odotusarvon méaritelmésta saadaan, etta

*¥ b1 1 61 ,0 b%-a a+b
E(X) = p<f (¥)dx = ¢ dx = ~— X2 = =
) by 9 9(b-a b-a& H 20b-a 2

Jatkuvan tasaisen jakauman tiheysfunktio Uniform(a, b)

Kuva oikealla esittda jatkuvan tasaisen jakauman
Uniform(a, b)

tiheysfunktiota
_‘|_O , X<a
f(X)=f——,aEXED
f0  ,x>a b- a
Kuvaan on merkitty myos jakauman odotusarvo: T
a b
a+b )
E(X)=——
(X)== |
a+b
E(X)=——
(X) >
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Jatkuvan tasaisen jakauman tiheysfunktiolla f(x) on seuraavat ominaisuudet:
(i)  Tiheysfunktio f(x) saa positiivisen vakioarvon
Ub- a)
vdilla[a, b] jaarvon 0 véin [a, b] ulkopuolella.
(i)  Tiheysfunktio on symmetrinen pisteen
E(X) = (a+b)/2
suhteen.

Jatkuvan tasaisen jakauman kertyméafunktio Uniform(a, b)

Jatkuvan tasaisen jakauman kertymafunktio on
i0 ,XEa

F(x) = Pr(X £x)::.l:;‘:—a aEXEb

|
1 ,X3b

Ks. kuvaa oikealla

Perustelu:
Olkoon

X Uniform(a,b)

Satunnaismuuttujan X tiheysfunktion lauseke on vdilla[a, b] :

Siten satunnaismuuttujan X kertyméfunktion lausekkeeks saadaan, kunx1 [a, b] :

X ! 6t U _x-a
F(X)=Pr(X £x)= f (t)dt = (f——dt = -
9 %-a &- al b-a

a

Jatkuvan tasaisen jakauman momenttiemafunktio
Jatkuvan tasaisen jakauman

f(X)=—— ,aExEb
b-a

momenttiemafunktio (ks. lukua M omenttiemafunktio ja karakteristinen funktio) on

ebt _ eat

t(b- a)

m, (t) = E(e™) =
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Perustelu:
Suoraan jatkuvan jakauman momenttiemafunktion méaéritelman mukaan

* w1 ée
t) = E(e*) = " f (x)dx = ¢g* dx = &
m, (t) =E(e™) [0 (X) G - a®™ p-abt

Jatkuvan tasaisen jakauman momenttieméafunktio ja jakauman tunnusluvut

Johdetaan jatkuvan tasaisen jakauman Uniform(a, b) odotusarvo javarianss jakauman momentti-
eméfunktion avulla.

Odotusarvo:
a+b
E(X)=—=
(X) 5
Varianss:
b- a)?
Var(X) =D?(X :(—
(X) (X) B
Perustelu:

Jatkuvan tasaisen jakauman Uniform(a, b) momenttiemafunktio on

gt et
t(b- a)
Momenttiemadfunktion 1. derivaatta pisteessat = O:

dm, (1)) _ (be™ - ae™)t(b- a)- (" - e™)(b- a)|

m, (t) =

dt |, t’(b- a)’ -
_ (be” - ae™)t- (e” - e"“)|
t>(b- a) e
:a+b
2

Momenttiemadfunktion 2. derivaatta pisteessat = O:

d’m (t)| _1[(b%€" - a%e*)t+(be” - ae™)- (be™ - ae™)]t*(b- a)
—2 =
a |, 1 t(b- a)’
_[(be” - ae™)t- (¢” - e)]2t(b- a) il
t*(b- a)? -
_ (0°¢” - @%6™)t° - 2(be” - ae™ )t +2(" - &)
3(b- a) e
_a’+ab+b?
3
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Siten jatkuvan tasaisen jakauman Uniform(a, b) odotusarvo m, , 2. momentti a, javarianss
S % saadaan seuraavilla kaavoilla:

dm, ()] _a+b

=E(X)=a. =
m, =E(X) =4, a |, 2

d’m,(t)| _a*+ab+b’

a, =E(X") = dt? 3

o

2 2 2 )2
o7 =va(X)=a,. a2 =& T (arb)? _(b-a)
3 4 12

Jatkuvan tasaisen jakauman todennakdisyydet
Olkoon

X Uniform(a,b)
jaolkoon

[c,dl [a b]

jokin jakauman méarittelyvalin [a, b] osavali. Valin [c, d] todennakéisyys saadaan integroimalla
tiheysfunktio

_‘|_O ,X<a
f0=1 1 apxeb
ib-a

I
fO  ,x>a

valilla[c, d]:

j |1 é x 0 _d-c
Pr(c£X£d):(‘)f(x)dx:(‘]n_aolxzsb_ali:b_al

Kaikkien muiden jatkuvaan tasaiseen jakaumaan Uniform(a, b) liittyvien tapahtumien toden-
nakoisyydet saadaan vélin [a, b] osavélien todenndkdisyyksista todennakoi syyd askennan
laskusdantojen avulla.

17.2. Eksponenttijakauma

Eksponenttijakauma on geometrisen jakauman (ks. lukua Diskreettej & jakaumia) jatkuva vastine ja
Sita k&ytetddn usein elingjan mallintamiseen. Tietyt ehdot tayttavissa jonotapahtumissa 1.
tapahtuman odotuaika ja tapahtumien valiaika noudattaa eksponenttijakaumaa.

Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio
f(x)=/exp(-/x),/ >0,x3 0

Talloin satunnaismuuttuja X noudattaa eksponenttijakaumaa parametrilla/ ja merkitsemme:
X Exp(/)
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Johdamme eksponenttijakauman tiheysfunktion kohdassa Eksponenttijakauma ja Poisson-
jakauma.

Funktio f(x) kelpaa tiheysfunktioksi, koska
f(x)>0,x30
ja
+¥ +¥
¥

Of (dx = (‘)/e"xdx:g—e"xﬂj =1
- ¥ 0

Eksponenttijakauman tunnusluvut

Olkoon

X Exp(/)
Odotusarvo:

1

E(X)==—

(X) ]
Varianss:

1
Var(X):DZ(X)zl—2

Standardipoikkeama:
D(X) :/1

Perustelu:

Johdamme tassa eksponenttijakauman odotusarvon kayttéen jatkuvan jakauman odotusarvon
méaritelmad. Jakauman odotusarvo javarianss johdetaan jakauman momenttieméafunktion
avulla kohdassa Eksponenttijakauman momenttiemafunktio ja jakauman tunnusluvut.

Jatkuvan jakauman odotusarvon méaéritelmasta saadaan soveltamalla osittaisintegrointia, etta

. t¥
E(X)=(§¥xf(x)dx:(:)+¥ x/ e"xdx:g_xe"xﬂ:¥ +(§¥e"xdx:§. lie"xléo :/1
n

Eksponenttijakauman tiheysfunktio
Kuva alla esittéé eksponenttijakauman
Exp(/)
tiheysfunktiota
f(x) = / exp(—/ X)
/>0,x30
valilla [0, 6] seuraavissatapauksissa:
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(I) [ =12 Exp(/)
(i) [ =14 06
Eksponenttijakauman odotusarvo:

E(X)=/1

Eksponenttijakauman tiheysfunktiolla on seuraavat

ominaisuudet:

(i)  Eksponenttijakauman tiheysfunktio f(x) saa
positiivisia arvoja kaikille ei-negatiivisille
argumentin x arvoille:

f(x)>0,x2 0

(i)  Tiheysfunktio monotonisesti laskeva ja silla on maksimi pisteessa x = 0.
(iii)  Tiheysfunktio on vino oikealle.

Eksponenttijakauman kertymafunktio
Eksponenttijakauman kertyméafunktioks saadaan

F(x) = E‘)f (t)dt :E‘j exp(- / t)dt =[- exp(- / )]} =1- exp(- / x)

/>0,x30

Komplementtitapahtuman todenndkai syden kaavan mukaan

Pr(X>X) =1-P(X £ X) Exp(/)
S 1 FX) 12

= exp(—/ x) 1

Kuva oikealla esitté eksponenttijakauman 08 ]
Exp(/) s /

kertymafunktiota s /
F() = 1 —exp(—/ X) | /
0.2
/>0,x30
vAlillA[0, 6], kun 0
0 2 4 6
| =12

Eksponenttijakauman momenttiemafunktio

Eksponenttijakauman
f(x)=/e'*,/ >0,x30

momenttiemafunktio (ks. lukua M omenttiemafunktio ja karakteristinen funktio) on
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/

m, (t) = E(e :ﬁ

Perustelu:
Suoraan jatkuvan jakauman momenttiemafunktion méaéritelman mukaan
+¥
m, (t) = E(e™) = " f (x)dx
-y
¥

= "/ € dx
0

¥
=/ g *dx
0

Eksponenttijakauman momenttiemé&funktio ja jakauman tunnusluvut

Johdetaan eksponenttijakauman Exp(/) odotusarvo ja varianss jakauman momenttiemafunktion

avulla.
Odotusarvo:
1
E(X)==
(X) ;
Varianss:
1
Var(X):DZ(X)zl—2
Perustelu:
Eksponenttijakauman Exp(/) momenttiemafunktio on
/
t)=——
my (1) =
Momenttiemadfunktion 1. derivaatta pisteessat = O:
dm ) _ 1 | _1

dt | (/-1?. !
Momenttiemafunktion 2. derivaatta pisteessat = O:

d’m ) _ 2/ | _2

dt? |t:0 ) (/- t)3|t:0 /
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Siten eksponenttijakauman Exp(/ ) odotusarvo m, , 2. momentti a, javarianss s saadaan
seuraavilla kaavoilla:

dm, (t) 1

=E(X)=a. = ==

m=Ex)=a,=020 =

d’m, (t) 2

a,=g(x2) =4O _ 2

- = E(XY) a® |, /°
2 1 1
SiZVar(X):az-af:/—z-/—z:/—z

Eksponenttijakauma ja Poisson-jakauma
Tarkastellaan jonkin tapahtuman sattumista saman satunnaiskokeen toistojen aikana ja olkoon
X = odotusaika 1. tapahtumalle (tai tapahtumien véliaika)

Oletetaan, etta

X ~Exp(/)
jolloin

E(XX) =11
Olkoon

Z = tapahtumien lukuméara aikayksikka kohden

Talloin Z on diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa Poisson-jakaumaa parametrilla / :
Z ~ Poisson(/)

jolloin siis
E(2) =1

Parametri / kuvaatarkastelun kohteena olevan tapahtuman tapahtumaintensiteettia eli tarkastelun
kohteena olevan tapahtuman esiintymisten keskimaéraista lukumaaraéa aikayksikkda kohden. Lisé-
tietoja Poisson-jakaumasta; ks. lukua Diskreette & jakaumia.

Voidaan osoittaa, etta jakaumien valinen yhteys toimii myos toiseen suuntaan: Olkoon siis
Z = tapahtumien lukuméara aikayksikka kohden
jaoletetaan, etta
Z ~ Poisson(/)
Olkoon
X = odotusaika 1. tapahtumalle (tai tapahtumien véliaika)
Talloin X on jatkuva satunnaismuuttuja, joka noudattaa eksponenttijakaumaa parametrilla /
X ~Exp(/)
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Perustelu:
Olkoon
X = odotusaika 1. tapahtumalle
Johdetaan satunnaismuuttujan X kertymafunktio Fx.
Kertymafunktion méaritelman ja kompl ementtitapahtuman todenndkai syyden kaavan mukaan
*) Fo(X)=Pr(X £x)=1- Pr(X >x)
Ensimmainen tapahtuma sattuu gjanhetken x jalkeen, josjavain jos aikavalilla [0, x] e ole
sattunut yhtaan tapahtumaa. Siten
Pr(X >x)=Pr(Z =0)

jossa
Z ~ Poisson(/ x)
Poisson-jakauman pistetodenndkoi syysfunktion kaavasta
-/ X z
f(2)=Pr(Z = 2) :w, 2=0,12,K
z
saadaan:

Pr(X >x) =Pr(Z =0) =exp(- / )
Sijoittamalla tdmé kaavaan (*) saamme satunnaismuuttujan X kertymafunktioksi

Fo (X)) =Pr(X £x)=1- Pr(X >x) =1- exp(- / X)
Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio saadaan derivoimalla kertyméfunktio Fx(x) argumenttinsa
X suhteen:

R = F (=1 exp(- 1
Siten

X ~Exp(/)

Eksponenttijakauman unohtamisominaisuus
Olkoon
X ~Exp(/)
Talin
Pr(X3 a+b| X3 a)=Pr(X 3 b)
jossaa3 0,b3 0.
Perustelu:
Todetaan ensin, etta
Pr(X3 ¢c)=1-Pr(X£c)=1-F(c) = exp(-/c)
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jossac?® 0jaF on eksponenttijakauman kertymafunktio.

Koska

{X3a+b}l {X3a
niin

Pr(X3 a+bjaX3 a)=Pr(X 3 a+b)
Siten

Pr(X3 a+bjaX?3 a)
Pr(X 3 a)

_Pr(X3 a+b)

~ Pr(X® a)

_exp(-/ (a+b))

- exp(- / a)

=exp(- / b)

=1- F(b)

=1- Pr(X £b)

=Pr(X 3 b)

Pr(X ® a+b|X 2 a) =

Siten eksponenttijakaumalla ns. on unohtamisominaisuus: Se, etta tapahtuman sattumista on
jouduttu odottamaan gan a, el vaikuta todennékdisyyteen joutua odottamaan gjan b lisda. Tallaista
unohtamisominaisuutta kutsutaan stokastisten prosessien teoriassa M ar kov-ominaisuudeksi.

Samanlainen unohtamisominaisuus on geometrisella jakaumalla, jota voidaan pitada eksponentti-
jakauman diskreetting vastineena; lisdtietoja geometrisesta jakaumasta: ks. lukua Diskreetteja
jakaumia.
Eksponenttijakauman todennakdisyydet
Olkoon

X~Exp(/)
jaolkoon

[c,dl1 [0, +¥)
jokin jakauman méarittelyvalin [0, +¥) osavali. Valin [c, d] todennakéisyys saadaan integroimalla
eksponenttijakauman Exp(/ ) tiheysfunktio

f(xX) =/exp(-/x),/ >0,x3 0
vdilla[c, d]:

d

d
PricE X £d) = f ()dx= ¢y € *dx =g e} =e'°- e
0] g€ H

Kaikkien muiden eksponenttijakaumaan Exp(/ ) liittyvien tapahtumien todennakdisyydet saadaan
valin [0, +¥) osavdlien todenndkdisyyksista todennakoi syyd askennan laskusaantojen avulla
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17.3. Normaalijakauma

Normaalijakauma on seka teor eettisen etté soveltavan tilastotieteen tarkein jakauma. Tama johtuu
seuraavista selkoista:

(i) Empiirisen kokemuksen mukaan monia satunnaisilmiéité koskevat havainnot
noudattavat ainakin approksimatiivisesti normaalijakaumaa.

(i) Monet satunnaismuuttujat noudattavat approksimatiivisesti normaalijakaumaa.

(i) Monet tarkeét todenndkoisyygakaumat saadaan sopivilla muunnoksilla normaali-
jakaumasta.

(iv) Keskeisen raja-arvolauseen mukaan usean satunnaismuuttujan summat noudattavat
ainakin approksimatiivisesti normaalijakaumaa, jos summassa on riittavasti tekij oita.

Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio

f(x)—i l’ Jlaenm mgy ¥ <m<+¥,5>0,- ¥ <X<+¥
28 S ﬂp
Tall6in satunnaismuuttuja X noudattaa nor maalijakaumaa parametrein mja s * jamerkitsemme:
X N(ms?)

Funktio f(x) kelpaa tiheysfunktioksi, koska
f(X)>0,- ¥ <Xx<+¥
ja
+¥

of (dx=1

Perustelu:
Sen perusteleminen, etta

+¥

of (dx=1

on siind mielessi hankalaa, ettéa normaalijakauman tiheysfunktio kuuluu sellaisten funktioiden
joukkoon, joiden integraalifunktiota el voida esittda suljetussa muodossa (so. akes
funktioiden avulla). Perusteleminen onnistuu kuitenkin alla kaytettavan ” tempun”

avulla

Tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi ns. standardoitua normaalijakaumaa, jossa
m=0,s°=1

Taméaei ole rgoittava oletus, koska jokainen yleist normaalijakaumaa N(m s?) noudattava
satunnaismuuttuja saadaan lineaarimuunnoksella standardoitua normaalijakaumaa N(0,1)
noudattavasta satunnaismuuttujasta; ks. kohtaa Normaalijakautuneen satunnais-
muuttujan lineaarimuunnoksen jakauma.
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Jos
m=0,s%=1
niin normaalijakauman tiheysfunktio on muotoa

f(X)_iexlz

V2o

Koskaf(x) on symmetrinen, véite

+¥

of (dx=1

tulee todistetuks, jos ndytamme, etta

: 2 \2

Tarkastellaan integraalia

& o, 0 B o, 0 L, 0 Y L
gc\? X /de+ :gc\ﬁ-u /Zdu+§c\ﬁ-v /de+: (\fﬁ (U +v )/Zdu dv

€o g e€o 2eo g oo
Siirrytdan tassa integraalissa napakoordinaattei hin muunnoksella
u=rcos(q)
v=rsin(q)
Talin
u®+Vv? =r®cos’(q) +r? cos’(q) = r’[cos’(q) +cos’ ()] =r?
dudv=rdgdr
jaintegroimisalueeks tulee
O<r<¥
O<g<pl2
Siten
¥y ¥pl2

NN\ - 2 2 Y N - 2
WI2dudv = re " ?dgdr =
(e]0)
00

00

p\ -r2/2 —
Ll dr =
29"

joten olemme todistaneet, etta

é 2

gcﬁ X IZdX_ :B

€o 1] 2
josta véite seuraa.

Normaalijakaumaa kutsutaan kehittgansa mukaan usein Gaussin jakaumaksi ja sen tiheysfunktion
kuvagjaa kutsutaan tavallisesti joko Gaussin kayraksi tai kellokayraks (engl. bell curve).
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Normaalijakauman tunnusluvut

Olkoon

X N(ms?)
Odotusarvo:

E(X)=m
Varianss:

Var(X)=D?*(X)=s?
Standardipoikkeama:

D(X)=s
Perustelu:

Johdamme tassa normaalijakauman odotusarvon kayttéen jatkuvan jakauman odotusarvon
maaritelmad. Jakauman odotusarvo javarianss johdetaan jakauman momenttieméafunktion
avulla kohdassa Nor maalijakauman momenttieméafunktio ja jakauman tunnusluvut.

Suoraan jatkuvan jakauman odotusarvon méaritelmésta saadaan, etta

_ i1
E(X)—Q xf(x)dx—Q s@xe dx
Sjoituksella
S X-m
S
saadaan:
w1 REPS w1 1z W s iz
E(X) =Q, sz(m+sz)e 2 dz= Q, Fpm& 2 dz+Q sze 2 dz
Nyt
E(X) = dj%mea %szz+ Q, Ssze-;zzdz =m
Tama seuraa sitd, etta
‘+¥imaézzdz= ‘+¥ie-% “dz=mi=m
O T2 "0 72
koskaintegroitava on ns. standardoidun normaalijakauman N(0,1) tiheysfunktio ja
c‘)jize-; ‘dz=0
V2p

koska integroitava on muuttujan z pariton funktio.
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Normaalijakauman tiheysfunktio
Kuva oikealla esittéd normaalijakauman

N(ms?)
tiheysfunktiota

(%) :ﬁexpi- (- 'y
valilla[- 6,+6] seuraavissa tapauksissa:
(i) m=-2,s*=4
(ii) m=0 ,s%=1
(iii) m=+3,s%=0.09
Normaalijakauman odotusarvo:

E(X)=m
Normaalijakauman varianssi:

Var(X) = s?

Normaalijakauman tiheysfunktion ominaisuudet

Kaikille normaalijakaumille pétee:

N(m s 2)
14
12 N(3, 0.09) n
1
0.8 1
06 N(.1)

()  Normaalijakauman tiheysfunktio f(x) on kaikkialla positiivinen:

f(x) >0, ¥ <x< +¥

(i)  Tiheysfunktio on yksi huippuinen.

(iii)  Tiheysfunktiolla on maksimi pisteessa
EXX)=m

(iv) Tiheysfunktio on symmetrinen pisteen x = m
suhteen:

f(m- X) =f(mt Xx) , ¥ <X<+¥
(v) Tiheysfunktiolla on kdannepisteet pisteissa
m- sjam+s
(vi) Tiheysfunktio on kupera yl6spain valin
[m- s, m+ s]
sisapuolella ja kupera alaspéin valin
[m- s, m+ s]

ulkopuolella.

N(m s ?)

K 2NN
aannepiste,

Maksimi
v

Aneni
zKaan episte

m+s
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(vit) Kaikkien normaalijakaumien tiheysfunktiot ovat samanmuotoisia, jos ne piirretéan
standardoiduissa yksi koissa

_X-m
S

Y4

68-95-99.7-s4anto

Kaikille normaalijakaumille pétee:

(i)  Noin 68% jakauman todenndk6isyysmassasta on vélilla
[m- s, m+ s]

(i)  Noin 95% jakauman todenndk6isyysmassasta on vélilla
[m- 2s, mt 25]

(i)  Noin 99.7% jakauman todenndkdisyysmassasta on vélilla
[m- 3s, m+ 3s]

68-95-99.7-s8ant6 ndhdaén helposti oikeaks vetoamalla normaalijakauman tiheysfunktion
ominaisuuteen (vii) ja standardoidun normaalijakauman taul ukoihin; lisdtietoja normaalijakauman

Kuva alla havainnollistaa 68-95-99.7-s8antoa.

N(m s ?)
m- 3s m-'25 nm s m m+s m+'25 m+3s
€<— 68% —>
<€ 95 % >
€ 99.7 % >

Normaalijakauman kertymafunktio
Olkoon

X~N(m s?)
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Satunnaismuuttujan X kertyméafunktio on

X 1 }?7'”92

F(X)=Pr(X£x)= )——e **° “dt
¥ SN2p

Huomautuksia:

Normaalijakauman kertymafunktiolle ei voida antaa eksplisiittista lauseketta,
koska normaalijakauman tiheysfunktio kuuluu sellaisten funktioiden joukkoon, joiden
integraalifunktiota ei voida esittda suljetussa muodossa (so. akeisfunktioiden avulla).

Normaalijakauman kertyméafunktion arvojen méard&miseen on kaytettava numeerista
integrointia ja siks tilastotieteen oppikirjoihin on tavallisesti liitetty ns. standardoidun
normaalijakauman kertymafunktion arvoja sisltava taulukko.

Standardoidun normaalijakauman kertyméfunktion arvoja sisdltévan taulukon

avulla voidaan méarata todenndktisyydet reaaliakselin véleille mielivaltaisesta
normaalijakaumasta.

Lisdtietoja: ks. kohtia Todennékdisyyksien maaradminen standardoidusta nor maali-
jakaumasta ja Todennak 6isyyksien maaraaminen mielivaltaisesta normaalijakaumasta.
Normaalijakauman momenttiem&funktio

Normaalijakauman

1§ lax- mofl
f(x) = EXPi- —o——— vy, - ¥ <M<+¥ ,5>0,- ¥ <X<+¥
sV2p 't 28 s oY

momenttiemafunktio (ks. lukua M omenttiemafunktio ja karakteristinen funktio) on
m, (t) = E(e”) =exp(m +1s%t?)

Perustelu:
Jatkuvan jakauman momenttiemafunktion méaritelméan mukaan

m, (t) = E(e™) = o" f (X)dx

_% 1 11 sl
—_Qexp(tx)s@exp% 2Sz(x n)%dx

1

J2p

+¥ N 1 ..
zexp(m+1s%?) ¢ expl - X- 2(mrs )2 udx
p( 2 )_¥Os P% 232[ ( )] %

=exp(m+1s%?)

Normaalijakauman momenttiemafunktio ja jakauman tunnusluvut

Johdetaan normaalijakauman N(ms ?) odotusarvo ja varianss jakauman momenttiemafunktion
avulla.
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Odotusarvo:

E(X)=m
Varianssi:

Var(X)=D*(X)=s?
Perustelu:

Normaalijakauman N(ms ?) momenttiemafunktio on
m, (t) = exp(n +4s°t?)
Momenttiemadfunktion 1. derivaatta pisteessat = O:

dm, (t)
dt

— em+%s %2

t=0

(m+s ) =m

Momenttiemafunktion 2. derivaatta pisteessat = O:

d’m, (1)
dt?

7 2 2,2 ~
=™ (s +e™ Vs 20Ul = pf4s?
=0 € Uli=o

Siten normaalijakauman N(m s ) odotusarvo m, , 2. momentti a, javarianss s2 saadaan
seuraavilla kaavoilla:

dm, (t)
=E(X) = =_ 217 =
m (X)=a, at |,
2
azzzE(Xz)z—Ol mé(t) =nf+s?
o

st =Va(X)=a,-a/=nt+s?- nf =s?

Standardoitu normaalijakauma
Jos

Z N(0,)
jolloin siis

E(Z)=m=0

Var(Z)=D?*(Z)=s*=1
niin sanomme, etta satunnaismuuttuja X noudattaa standar doitua nor maalijakaumaa.
Alla olevista kuvista vasemmanpuoleinen esittda standardoidun normaalijakauman N(0,1)
tiheysfunktiota

f(2)=——e"

1
V2p
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jakuvista oikeanpuoleinen esittda standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertymafunktiota

_ _ I _ 1 I -%tz
F(2)=Pr(Z£ 2 Q, f(t)dt @ Q€ dt
N(0,1)-jakauman tiheysfunktio N(0,1)-jakauman kertymafunktio
0.5 1
0.9 -
0.4 - 0.8 1
0.7 1
0.3 1 0.6 -
0.5 1
0.2 - 0.4 -
0.3 1
0.1 - 0.2 -
0.1 -
0 ‘ 0
4 3 2 1 0 1 2 3 4 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Kuten edelld on todettu, normaalijakauman kertymafunktiolle el voida antaa eksplisiittista
lauseketta, koska normaalijakauman tiheysfunktio kuuluu sellaisten funktioiden joukkoon, joiden
integraalifunktiota ei voida esittda suljetussa muodossa (so. alkeisfunktioiden avulla).
Normaalijakautuneen satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen jakauma
Olkoon
X N(ms?)
Mééritelld8n satunnaismuuttuja
Y =a+bX
jossaa jab ovat ei-satunnaisia vakioita. Tall6in satunnaismuuttuja 'Y on normaalinen:
Y ~ N(a+bmb?s?)
Perustelu:
Ks. lukua Satunnaismuuttujien muunnokset ja niiden jakaumat.
Tasta tuloksesta seuraa erikoistapauksena seuraava tulos: Jos
X N(0,2)
ja
Y=msX
jossa mja s ovat ei-satunnaisia vakioita, niin
Y ~N(ms?)

Siten kaikki normaalijakautuneet satunnaismuuttujat saadaan lineaarimuunnoksella
standardoitua normaalijakaumaa N(0,1) noudattavista satunnaismuuttujista.
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Huomautus:

Kaikille satunnaismuuttujille (joilla on odotusarvo ja varianss) pétee seuraava:

Oletetaan, etta
E(X)=m
Va(X)=s?

jaolkoon
Y =a+bX
Tal6in
E(Y)=a+bm
Var(Y)=b’s?

Ks. lukua Jakaumien tunnusluvut.
Edella esitetyn tuloksen merkitys on siing, ett sen mukaan satunnaismuuttujan X
normaalisuudesta seuraa sen lineaarimuunnoksen Y = a+hbX normaalisuus.
Standardointi
Olkoon
X N(ms?)
jolloin siis
E(X)=m
Var(X)=D*(X)=s?
Tal6in standardoitu satunnaismuuttuja
Z:X- E(X) _X-m

D(X) S
noudattaa standardoitua normaalijakaumaa:
Z N(0,)

Perustelu:

Tulos seuraa edelld esitetysta normaalijakautuneen satunnaismuuttujan lineaari-
muunnoksen jakaumaa koskevasta tuloksesta, koska
X-m m 1

z="""T- DX
S S S

Todennakoisyyksien maaraaminen standardoidusta normaalijakaumasta

Todenndkoisyydet standardoidusta normaalijakaumasta N(0,1) voidaan méarété jakauman
kertyméfunktion avulla
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Oletetaan, etta

Z N(0,2)
jaolkoon

F(2=Pr(Z£ 2
satunnaismuuttujan Z kertymafunktio.

Kaikkien standardoituun normaalijakaumaan liittyvien tapahtumien todennakdisyydet saadaan
todenndkdisyyksista

F(2=Pr(Z£ 2
todennakai syyd askennan laskusdantdjen avulla. Perusoperaationa on tall6in muotoa
[a, b]

olevien reaaliakselin véalien todenndkdisyyksien maarddminen. Jatkuvan jakauman kertymé-
funktioiden yleisten ominaisuuksien perusteella

Pr@EZE£b)=F(b)- F(a)
Kuten edelld on todettu, normaalijakauman kertyméafunktiolle e voida antaa eksplisiittista
lauseketta, koska normaalijakauman tiheysfunktio kuuluu sellaisten funktioiden joukkoon, joiden
integraalifunktiota ei voida esittda suljetussa muodossa (so. alkeisfunktioiden avulla). Siks toden-

nak6isyyksien médraamisessa standardoidusta normaalijakaumasta on turvauduttava joko
taulukoihin tai tietokoneohjelmiin; ks. seuraavia kappaleita.

Todennakoisyyksien maaraaminen standardoidusta normaalijakaumasta ja
normaalijakauman taulukot

Standardoidun normaalijakauman taulukot siséltavét standardoidun normaalijakauman N(0,1)
kertyméfunktion F (2) arvoja taulukoituna usealle eri argumentin z arvolle.

Tahan monisteeseen liittyvassa taulukkokokoelmassa on taulukoituna standardoidun normaali-
jakauman N(0,1) kertyméfunktion F (2) arvoja, kun z vaihtelee valilla [-3.59, +3.59] askelin, joiden
pituus on 0.01:

z=-3.59 (0.01) +3.59
Taulukot mahdollistavat seuraavien tehtavien ratkaisemisen:
() Maaréatodenndkdisyys
Pr(Z£2)=F (2
kun z on annettu.
(i) Maaréa z, kun todenndkoisyys
Pr(Z£2)=F (2
on annettu.
M onissa standardoidun normaalijakauman taulukoissa on taulukoituna todennakdisyyksia
Pr(Z£2)=F (2
vain, kun z3 0. Tal6in todenndkoisyydet
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Pr(ZE-2=F (-2

saadaan nojaamalla standardoidun normaalijakauman tiheysfunktion symmetrisyyteen pisteen
z=0

suhteen:
F(-2)=Pr(Z£-2)=1- Pr(Z3 - 2)=1- Pr(Z£ 2) =1- F(2)

Esmerkki 1. Todennakoisyyksien maaraaminen standardoidun normaalijakauman

taulukoista.
Olkoon
Z N(O,)
Talsin
1 iz
f(2)=—=—e€"*
V2p

on satunnaismuuttujan Z tiheysfunktio ja
F(2)=Pr(Z£2)= Q f (t)at

on satunnaismuuttujan Z kertymafunktio.

Standardoidun normaalijakauman N(0,1) taulukoista saadaan:
F@=Pr(Z£1)=0.8413

Ks. vasemmanpuoleista kuvaa alla.

N(0,1)-jakauman kertymafunktio N(0,1)-jakauman tiheysfunktio
1 0.5
0.9 -
0.8 - 0.4 -
0.7 -
0.6 1 0.3 1
0.5 -
0.4 - 0.2 -
0.3 1
0.2 1 0.1 - A
0.1 -
0 - 0
4 3 2 -1 0 1 2 3 4 4 3 2 -1 0 1 2 3 4

Oikeanpuoleinen kuvaylla havainnollistaa sitg, etta

1
by

Alueen A pinta-ala = Q, f,(2dz=Pr(Z£1) =F (1) =0.8413
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Todennakoisyyksien maaraaminen mielivaltaisesta normaalijakaumasta

Kuten edelld on todettu, kaikki normaalijakaumat N(/ms ?) ovat samanmuotoisia standardoiduissa
yksikéissa

Tama merkitsee sité, ettd todennakoisyydet mielivaltaisesta normaalijakaumasta N(/ms ?) voidaan
méaréata standardoidun normaalijakauman N(0,1) todenndkdisyyksien avulla.

Oletetaan, ettéa

X N(ms?)
jolloin
z=2"" No©)
5
Tal6in siis
Prag X £b) =pr @ Mg X- M b-m6 _p a@-m,, . b- mo
& s 5 S g S S @
Esmerkki 1: Todennakoisyyksien maaraaminen mielivaltaisesta normaalijakaumasta.
Olkoon
X N(2,1/4)
jolloin
E(X)=m=2
Var(X)=D*(X)=s? ::11
ja
1
D(X)=s =§
Haluamme méarata todenndk6isyyden
Pr(L5£ X £3)
Kéaytamme tehtévan ratkai semisessa standardoi dun normaalijakauman N(0,1) taulukoita.
Olkoon
X N(ms?)
jossa
=2
s?=1/4
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Tal6in standardoitu satunnaismuuttuja
:X- m:X- 2 N(0,1)
S 1/2
Standardoidun normaalijakauman N(0,1) taulukoista saadaan:

Pr(L5E X £3) = Pr?;f/'zz £ ﬁ/’zz £ i/;?
9

=Pr(-1£Z£2) | Z N(0,2)
=Pr(Z£2)- Pr(Z£E-1)
=0.9772- 0.1587
=0.8185
Ks. dlaoleviakuvia, joissasis
Alueen A pinta-ala=Pr(1.5£ X £3) =Pr(- 1£ Z £ 2) = Alueen A, pinta-da

Z

=0.8185
X N(2,1/4) Z=(X-m)ls, N(OI
0.9 0.9
08 M =2 08 {M =0
07{s:=1/4 07{s>=1
0.6 - 0.6 -
05 - 05 -
0.4 - 0.4 -
0.3 - 03 -
0.2 - 02 -
0.1 - A 0.1 - A,
0 0
4 3 2 1 0 1 2 3 4 4 3 2 1 0 1 2 3 4
4 o,
a=15 b=3 am __q b-m_,
SX SX

Todennakoisyyksien maaradminen normaalijakaumasta ja tietokoneohjelmat
Olkoon
X N(ms?)

Monet tietokoneohjelmat mahdollistavat seuraavien tehtavien ratkaisemisen mielivaltaisille
parametrien mjas? arvoille:

() Maaréa todenndkoisyys
Pr(X £ X)

kun x on annettu.

TKK @ llkka Mellin (2006) 382



Todennékoisyyslaskenta 17. Jatkuvia jakaumia

(i) Maaréa x, kun todenndkoisyys
Pr(X £ Xx)

on annettu.

Normaalijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien summan jakauma
Olkoot
X1, X2y ooy Xi
rii ppumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat normaalijakaumaa parametrein (m,s?),
(m,s3), ..., (M,s7):
X, X, K, X A
X, N(m,s?),i=12K,n
Tal6in satunnaismuuttujien X;, X, ..., X, summa
Y = Xp + Xo + &+ X,
noudattaa normaalijakaumaa parametrein m=m+m-+L+mjas®=s/+s2+L+s’:
Y N(ms?)
Perustelu:

Todistus perustuu siihen, etta riippumattomien satunnai smuuttujien summan momentti-
emafunktio ko. satunnaismuuttujien momenttiemafunktioiden tulo.

Oletetaan, etta
X, X, K, X A
X, N(m,s?),i=12K,n
Satunnaismuuttujien X;, X, ... , X, momenttiemafunktiot ovat muotoa
m(t) =exp(mt +ist?),i=1,2,K,n
Muodostetaan satunnaismuuttujien X;, Xp, ... , Xy sUmma
Y = Xp + Xo + &+ X,
Summamuuttujan Y momenttieméfunktio on
m (t) = m (H)m, () Lm, ()
= exp(nt +3s,1°) exp(mt +3s 3t*) Lexp(mt +3 5 t°)
=exp((m+m+L+mt+3(s)+s;+L+st?)
=exp(m+1is?t?)
jossa
m=m+m+L+m
s?=sl+sZ+L+s?

TKK @ llkka Mellin (2006) 383



Todennékoisyyslaskenta

17. Jatkuvia jakaumia

Funktio myt) on normaalijakauman
N(ms?)

momenttiemafunktio. Lisdks funktio my(t) on selvasti jatkuva pisteen

t=0

ympéristossd. Koska momenttiemafunktio my(t) on taloin yksikasitteinen, summamuuttuja 'Y

noudattaa normaalijakaumaa parametrein
m=m+m+L+m

ja
s?=si+sZ+L+s!

eli
Y =X+ Xp + 2+ X, ~N(ms?)

Normaalijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien lineaarikombinaation jakauma

Y hdistaméalla riippumattomien normaalijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien summan
jakaumaa koskeva tulos ja normaalijakauman lineaarimuunnoksen jakaumaa koskeva tulos saadaan
seuraava, riippumattomien normaalijakautuneiden satunnaismuuttujien lineaarikombinaation

jakaumaa koskevatulos:
Olkoot
xll x21 ,xn

rii ppumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat normaalijakaumaa parametrein (m,s?),

(m,s3), ..., (M,s7):

Xy, X, K, X A

X, N(m,s?),i=12K,n
Olkoot liséks

ai, a, ..., an

e satunnaisia vakioita. Taldin satunnaismuuttujien X;, X, ..

Y = ap Xy + apXo + 3+ g X,
noudattaa normaalijakaumaa parametrein

m=am+a,m+L +am
ja

s?=a’s’+als’+L+a’s?
eli

Y N(ms?)

., X, lineaarikombinaatio

TKK @ llkka Mellin (2006)

384



Todennékoisyyslaskenta 17. Jatkuvia jakaumia

Samaa normaalijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien summan jakauma

Riippumattomien normaalijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien summan jakaumaa koskevan
tuloksen seurauksena saadaan riippumattomien, samaa normaalijakaumaa noudattavien satunnais-
muuttujien summan jakaumaa koskeva tulos:

Olkoot
xll x21 ,xn

riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat samaa normaalijakaumaa parametrein m
2

jas“:
X, Xo K, X A
X, N(ms?),i=12K,n

Tal6in satunnaismuuttujien X;, Xp, ..., X, summa
Y = Xp + Xo + &+ X,

noudattaa normaalijakaumaa parametrein nmjans *:

Y N(nmns?)
Normaalijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien
aritmeettisen keskiarvon jakauma
Olkoot

xll x21 ,xn

riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat samaa normaalijakaumaa parametrein m

jas?:

X, Xo K, X A
X, N(ms?),i=12K,n
Olkoon
- 14
X == X
nia '

.ﬂ

satunnaismuuttujien X;, X, ..., X, aritmeettinen keskiarvo. Taloin riippumattomien, samaa
normaalijakaumaa noudattavien satunnai smuuttujien summan jakaumaa ja nor maalijakautuneen
satunnai smuuttujan lineaarimuunnoksen jakaumaa koskevista tuloksista seuraa, etta

aes_o
g

17.4. Keskeinen raja-arvolause

Se, ettéd normaalijakauma (ks. kappaletta Normaalijakauma) on sekda teoreettisen

etta soveltavan tilastotieteen tarkein jakauma perustuu hyvin pitkélti siihen teoreettiseen ja
empiiriseen havaintoon, etté moniin satunnaisiimioihin liittyvét satunnaismuuttujat noudattavat
ainakin approksimatiivisesti normaalijakaumaa.
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Mika on sdlitys talle havainnolle? Selityksena on keskeinen raja-arvolause.
Tarkastellaan jonoa
Xi,i=1,2,...,n
riippumattomia ja samaa nor maalijakaumaa noudattavia satunnaismuuttujia:
X, Xo K, X A
X, N(ms?),i=12K,n

Edella esitettyjen tulosten mukaan satunnaismuuttujien X; , i =1, 2, ... , n summa
Yn = é Xi

i=1

noudattaa normaalijakaumaa:
Y. ~N(nmns %)

Kysymys. Mitévoidaan sanoa riippumattomien, samaa jakaumaa noudattavien satunnais-
muuttujien summan jakaumasta, jos ko. satunnaismuuttujat eivat noudata normaali-
jakaumaa?

Vastaus: Ei-normaalisten satunnaismuuttujien summa el yleensé ole normaalinen.

Mutta:  Josyhteenlaskettavia on ”tarpeeks paljon”, satunnaismuuttujien summa on (hyvin
yleisin ehdoin) approksimatiivisesti normaalinen. Taméa on keskeisen raja-arvo-
lauseen olennainen sisélto.

K oska monia satunnaismuuttujia voidaan pitéé usean riippumattoman tekijan summana, antaa
keskeinen rgja-arvolause selityksen empiiriselle havainnolle niiden normaalisuudesta.

Olkoon siis
Xi,i=1,2,...,n

jono riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden odotusarvo ja varianss ovat

E(X,))=m,i=12,K,n
Va(X,)=D*(X,)=s?%,i=12,K,n

Olkoon
Yn = é Xi
i=1
satunnaismuuttujien X , i =1, 2, ..., n summa. Taloin
E(Y,) =nm

Va(Y,) =D?*(Y,)=ns?
Standardoidaan satunnaismuuttuja Y;:
Y -E(Y)_Y,-nm

" D(Y,) s/n
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Annetaan
n® +¥

K eskeisen raja-ar volauseen mukaan satunnaismuuttujan Z, jakauma l&hestyy tall6in rajatta
standardoitua normaalijakaumaa N(0,1):

?éxi_nm 9

nl(r!)r+n¥ Pr i:ls—\/HE zgz F(2)
jossa F (2) on standardoidun normaalijakauman N(0O,1) kertyméafunktio.
Merkint&

Z. . N2
jossa

a = asymptoottisesti (tai approksimatiivisesti suurille n)
Perustelu:

Ks. luvun Stokastiikan konvergenssikadtteet jaraja-arvolauseet kappaletta K eskeinen
raja-arvolause.

Keskeisen rgja-arvolauseen mukaan usean satunnaismuuttujan summa on (tietyin ehdoin)
approksimatiivisesti normaalinen (18hes) riippumatta yhteenl askettavien jakaumasta.

Huomautus:
Y hteenlaskettavien e tarvitse olla edes jatkuvia, vaan ne voivat olla jopa diskreetteja.

Approksimaation hyvyys riippuu yhteenlaskettavien satunnaismuuttujien lukuméaarasta ja niiden
jakaumasta. Approksimaation hyvyys paranee, kun yhteenlaskettavien satunnai smuuttujien luku-
maaran annetaan kasvaa.

Jos yhteenlaskettavien satunnaismuuttujien jakauma on symmetrinen, approksmaatio on hyva jo
suhteellisen pienilla yhteenlaskettavien lukuméarilla. Sen sijaan, jos yhteenlaskettavien satunnais-
muuttujien jakauma on epasymmetrinen, hyva approksimaatio vaatii enemman yhteenlaskettavia.

Keskeisen rgja-arvolauseen tulos esitetdan usein seuraavassa muodossa: Riippumattomien samaa

jakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien X; , i =1, 2, ..., n aritmeettinen keskiarvo
>zn :lé ><i

i=1
on suurille n approksimatiivisesti normaalinen parametrein mjas?/n:
_ ® s%0
n aNgM—=
e Ng
Keskeinen rgja-arvolause koskee satunnaismuuttujien asymptoottista kayttaytymistd samaan
tapaan kuin luvussa Jakaumien tunnusluvut esitetty suurten lukujen laki. Keskeisessaraja
arvolauseessa esiintyva rajakayttaytymisen muoto on esmerkki ns. jakaumakonvergenssista

eli heikosta konvergenssista; lisdtietoja: ks. lukua Stokastiikan konvergensskadtteet ja
raja-arvolauseet.
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K eskeisestd rgja-arvolauseesta on olemassa ylei sempia muotoja, joissa voidaan lieventda samoin-
jakautuneisuus- jariippumattomuusoletuksia. Tala on suuri merkitys esmerkiks stokastisten
prosessien jaaikasarja-analyysin teoriassa

Binomijakauman approksimointi normaalijakaumalla:
De Moivren ja Laplacen raja-arvolause

Oletetaan, etta satunnaismuuttuja X noudattaa binomijakaumaa parametrein n jap:

X Bin(n, p)
Taloin

E(X)=np

Var(X) =npq
jossa

q=1-p

Lisdtietoja binomijakaumasta: ks. lukua Diskreettej & jakaumia.

Koska jokainen binomijakautunut satunnaismuuttuja voidaan esittéa riippumattomien ja samaa
Bernoulli-jakaumaa Bernoulli(p) noudattavien satunnaismuuttujien summana (lisétietoja: ks. lukua
Diskreettgja jakaumia), niin keskeisesta raja-arvolauseesta seuraa, etta

lim Prgex "¢ ,0-F(y)

n® +¥ é [npq a
jossa F on standardoidun normaalijakauman N(0O,1) kertymafunktio.
Perustelu:

Olkoon

X Bin(n, p)

Tall6in satunnaismuuttuja X voidaan esittaé riippumattomien ja samaa Bernoulli-jakaumaa
Bernoulli(p) noudattavien satunnai smuuttujien summana:

X :é in: X
jossa

X, Bernoulli(p),i =12,K,n
Koska

E(X))=p,i=L2K,n

Va(X,)=pq,q=1- p,i=12,K,n
niin

E(X)=4 LE(X)=np

Var(X)=§ | Var(X;) = npg
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Siten keskeisesta rgja-arvolauseesta seuraa, etta

i 6
lim Pro—P ¢ 2:=F (2)

n® +¥ g\/qu p

Tata keskeisen rgja-arvolauseen erikoistapausta kutsutaan tavallisesti De M oivren ja Laplacen
raja-arvolauseeks.

Binomijakauman approksimointi normaalijakaumalla onnistuu kohtuullisen hyvin jo melko pienille
toistokokeiden lukuméérille n, jos p » 1/2. Sen Sjaan, josp » O tai p » 1, vaatii hyva approksmaatio
selvasti suuremman toistokokeiden lukumaéran n.
De Moivren ja Laplacen raja-arvolauseen havainnollistus
Allaesitetty neljan kuvan sarja ndyttéé miten satunnaismuuttujien

X Bin(n, p)

Z N(np,npg),q=1- p

jakaumat alkavat muistuttaa yh& enemman toisiaan, kun toistokokeiden lukumé&éran n annetaan
kasvaa.

Kuvasarjan kaikissa kuvissa
p=0.1

mutta n vaihtelee saaden arvot
n=1, 10, 30, 100

Kuviin piirretyn normaalijakauman N(ms ?) odotusarvo ja varianssi on asetettu samoiks kuin
binomijakauman Bin(n, p) odotusarvo ja varianss, ts.
m=np

s?=npq,q=1- p

Kuva l: Jakaumat Bin(1, 0.1) ja N(0.1, 0.09)
Olkoon X Bin(n, p), jossa 14
n=1 1.2 -
p=0.1 1
0.8
jaolkoon Z N(ms?),jossa 06
m=np=0.1 0.4 -
s?=np(- p)=0.09 02 | ll
Kuva 1 esittda satunnaismuuttujan X 0 . . .
pistetodennakoi syysfunktiota ja satunnais- -3 0 3 6 9 12

muuttujan Z tiheysfunktiota valilla[- 3, 12].
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Kuva 2:
Olkoon X Bin(n, p), jossa
n=10
p=0.1
jaolkoon Z N(ms?), jossa
m=np=1
s?=np(- p)=09

Kuva 2 esittda satunnaismuuttujan X
pi stetodennakoi syysfunktiota ja satunnais-

muuttujan Z tiheysfunktiota valilla[- 3, 12].

Kuva 3:
Olkoon X Bin(n, p), jossa
n=30
p=0.1
jaolkoon Z N(ms?),jossa
m=np=3
s?=np(l- p=27

Kuva 3 esittda satunnaismuuttujan X
pi stetodennakoi syysfunktiota ja satunnais-

muuttujan Z tiheysfunktiota valilla[- 3, 12].

Kuva 4:
Olkoon X Bin(n, p), jossa
n =100
p=01
jaolkoon Z N(ms?),jossa
m=np =10
s?=np(l- p)=9

Kuva 4 esittda satunnaismuuttujan X
pi stetodennakoi syysfunktiota ja satunnais-
muuttujan Z tiheysfunktiota valilla [0, 20].

Jakaumat Bin(10, 0.1) ja N(1, 0.9)
1.4

1.2 A

1 -
0.8 1
0.6 1
0.4 1
0.2 1

0

Jakaumat Bin(30, 0.1) ja N(3, 2.7)
1.4

1.2 A

1 -
0.8 1
0.6 1
0.4 1

] m-
0‘ T —r

Jakaumat Bin(100, 0.1) ja N(10, 9)

0.15
/\
0.1 - / \
0.05
O B T - T -
0 5 10 15 20

Huomaa, ettd kuvan 4 koordinaattiakseleilla on eri skaala kuin kuvien 1, 2 ja 3 koordinaatti-

aksdleilla
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Binomitodennakdisyyksien approksimointi normaalijakauman avulla

De Moivren ja Laplacen rgja-arvolauseen mukaan binomijakaumaa

Bin(n, p)
voidaan suurille n approksimoida normaalijakaumalla
N(ms?)
jossa
m=np
s®=npg,q=1- p
Jossiis

X Bin(n, p)

niin De Moivren ja Laplacen raja-arvolauseen mukaan suurille n

0
Pra< X £b)» F 22_ PO Za-np

g npq g g\/”T’qz

jossa F on standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertymafunktio.

Jos a jab ovat kokonaislukuja, approksimaatio on hieman parempi, jos kéytetdan kaavaa

a+1/2- npO -1/2- np0

éﬁaéﬁz

Korjaustekija 1/2 perustuu siihen, etta diskreettia binomijakaumaa approksimoidaan jatkuvalla
normaalijakaumalla; ks. seuraavaa esimerkkié.

Pra< X £b)» F

Jos annetaan a ® — ¥, saadaan approksimaatiotulos
dH+1/2- npO
g Joa 5

jossa Fx(® on binomijakauman kertyméafunktio.

Pr(X£b)=F,(b)»F

Jos a = b, saadaan approksimaatiotulos
&+1/2- np0 _&&x-1/2- npO

§ a5 & Joa 5

jossa fy(¥ on binomijakauman pistetodennakoi syysfunktio.

Pr(X=a)=f,(a)»F

Esmerkki 2. Binomitodennakdisyyksien approksimointi normaalijakauman avulla.
Kuva alla esittéd jakauman
Bin(100,0.1)
pi stetodennakoi syysfunktiota ja jakauman
N(10,9)
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tiheysfunktiota valilla [6, 12].

De Moivren ja Laplacen rgja-arvolauseen mukaan binomitodenndkoisyytta pisteessa

X=8
voidaan approksimoida varjostetun alueen pinta-alalla.

Olkoon siis X Bin(n, p), jossa

n=100 015
p=01

Taloin 0.1 1
f, (8) =0.1148

jossa 0.05 -

£ () =§gp*a- o)

Jakaumat Bin(100, 0.1) ja N(10, 9)

AT T
A
d

6 71\81\9 10 11 12

on binomijakauman Bin(100,0.1) piste-
todennakai syysfunktio.
Asetetaan
m=np =10
s?=npl- p)=9
Taldin
a8+1l/2-ms _a8-1/2- mo
Fo——— - Fo———2
&€ s 5 & s g

=F(-0.5)- F (- 0.8333)
=0.3085- 0.2033
=0.1052

75 85

jossa F on standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertyméfunktio.
Todenndkoisyydet ovat kahden desimaalin tarkkuudella samat!

Hypergeometrisen jakauman approksimointi normaalijakauman avulla

Hypergeometrinen jakauma
HyperGeom(N,r,n)

lahestyy perugioukon koon N kasvaessa rgjatta binomijakaumaa

Bin(n, p)
jos samanaikaisesti myos r kasvaargattaja
rN=p

Lisétietoja binomijakaumasta ja hypergeometrisesta jakaumasta: ks. lukua Diskreettej & jakaumia.
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Siten De Moivren ja Laplacen raja-arvolauseesta seuraa, etta hypergeometrista jakaumaa
HyperGeom(N,r,n)

voidaan suurille N approksimoida normaalijakaumalla
N(ms?)

jossa

Poisson-jakauman approksimointi normaalijakaumalla
Oletetaan, etté satunnaismuuttuja X noudattaa Poisson-jakaumaa parametrilla / :
X Poisson(/)
Talin
E(X)=/
Va(X) =/
Parametri / kuvaa tarkastelun kohteena olevan tapahtuman tapahtumaintensiteettia eli tarkastelun

kohteena olevan tapahtuman esiintymisten keskimaéraista lukumaéraa aikayksikk6a kohden; lisa
tietoja Poisson-jakaumasta: ks. lukua Diskreettej & jakaumia.

Poisson-jakaumaa koskevassa kappaleessa (ks. lukua Diskreette) & jakaumia) todetaan, etta
Poisson-jakauma saadaan rgja-prosessin kautta binomijakaumasta. Koska De Moivren ja Laplacen
raja-arvolauseen mukaan binomijakaumaa voidaan approksimoida normaalijakaumalla, on
perusteltua olettaa, ettéa myos Poisson-jakaumaa voidaan approksimoida normaalijakaumalla.

On helppoa todistaa momenttieméfunktioita hyvaks kayttden (ks. lukua M omenttiemafunktio ja
karakteristinen funktio), etta

/Iérll PrgTE 22=F (2
jossa F on standardoidun normaalijakauman N(0O,1) kertymafunktio.
Perustelu:
Olkoon
X Poisson(/)

Satunnaismuuttujan X momenttiemafunktio on
m, (t) = E(e™) = exp[/ (€' - D]
Tarkastellaan standardoitua muuttujaa

X-1

NG

Z =
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Satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen momenttiemafunktiota koskevan tuloksen
perusteella satunnaismuuttujan Z momenttiemafunktio on

m, (t) = E(€%) = exp[- v/ t]exp[/ (" - D] =exp[/ &' - | - JI1]
Kehittaméalla funktio

et/\/l_

Taylorin sarjaksi saadaan lauseke
m, (t) =exp[/ €' - 1 - 1]

= ex @/a?[+i+t2 ¢ Y
p.. g /112 2/ 3/3/2 ﬂ U

t? u
=expg +/ Vit H—+——+L- | - It
pe’ 2 3/ VIt

e u
ét2 t u
=eXpa-t+—55tLy
ez 3|/l/2 H
Jos
| ® ¥
niin
2 t3 u ét’u
ex + L,,® ex
pgz a2z H pS o

joka on standardoidun normaalijakauman N(0O,1) momenttiem&funktio.

Siten satunnaismuuttujan
X-1
Z=—r—
JI

jakauma konvergoi standardoitua normaalijakaumakohti, kun / ® ¥ .

Poisson-todennakoisyyksien approksimointi normaalijakauman avulla
Edella esitetyn mukaan Poisson-jakaumaa

Poisson(/ )
voidaan approksmoida normaalijakaumalla
N(ms?)
jossa
=/
S 2 =
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Jos siis
X Poisson(/)
niin
b9 om0
EVI 5 &V B

jossa F on standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertymafunktio.

Pra< X £b) » F

Jos a jab ovat kokonaislukuja, approksimaatio on hieman parempi, jos kéytetdan kaavaa
ab+1/2- 10 F & 1/2-16

&€ VI v & JI

Korjaustekija 1/2 perustuu siihen, etta diskreettia Poisson-jakaumaa approksimoidaan jatkuvalla
normaalijakaumalla

Pra< X £b) » F

Jos annetaan a ® — ¥, saadaan approksimaatiotulos
ab+1/2-16
& VI o

jossa Fx(® on Poisson-jakauman kertymafunktio.

Pr(XEb)=F,(b)»F

Jos a = b, saadaan approksimaatiotulos
aa+l/2- 10 F & 1/2-16
&€ VI 5 & VI g

jossa fy(¥ on Poisson-jakauman pistetodennakoi syysfunktio.

Pr(X=a)=f,(a)»F

17.5. Log-normaalijakauma

L og-normaalijakaumaa voidaan kayttda mallintamaan sellaisten satunnaismuuttujien jakaumia, jotka
eivat voi saada negatiivisia arvoja, mutta voivat saada miten suuria arvoja tahansa. Tyypillinen
esimerkki tallaisesta jakaumasta on tul ojakauma.

Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio

¥ W2 4
f(x)= ! xlexpl’-laéogx_mgy,-¥<m<+¥,s>0,0<x<+¥
V2ps X 728 S op

T&l6in satunnaismuuttuja X noudattaa log-nor maalijakaumaa parametrein mja s* ja merkitsemme:
X LogN(ms?)

Log-normaalijakauman johto
Olkoon

Y=logX N(ms?)
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Taloin
X =exp(Y) LogN(ms?)
Perustelu:
Olkoon
Y N(ms?)
Tall6in satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio on

f(y)= J%s exp'l' ;?s mo::

Tehdd8n muuttujan vaihto
X =exp(Y)

¥<m<+¥,5>0,- ¥ <y<+¥

Funktio
x=h(y) = exp(y)

on aidosti kasvava ja derivoituva ja sen kéanteismuunnoksen
y =h"(x) =log(x)

derivaatta on

dh *(x) _dlog(x) _1
dx dx X

Siten (ks. luvun Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat kappaletta Satunnais-
muuttujan monotonisen muunnoksen jakauma)

dhi()|_ 1

2ps

I gaetog(x) mou
T 2§ zp

1
x—ex
X

f, (9 = 1, (h( ))‘

L og-normaalijakauman johdossa kéytetysta menetelmasté seuraa automeaattisesti, etta funktio fx(x)
on tiheysfunktio.

Log-normaalijakauman tunnusluvut

Olkoon

X LogN(ms?)
Odotusarvo:

E(X)=e™s"/2
Varianss:

D?(X) = Var(X) = ™) . gXms*2
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Standardipoikkeama:

D(X) - [en%sz _ em+52/2

Perustelu:

Johdamme tassa log-normaalijakauman odotusarvon.
Kaytetdan hyvaks sitd, etta jos
Y=logX N(ms?)
niin
X =¢e" LogN(ms?)
Koska
Y N(ms?)
niin satunnaismuuttujan Y momenttiemafunktio on
m, (t) = E(€") = exp(m +15s°t?)
Taldin
E(X) = E(€°9) =E(e") =m, (1) =exp(m+s*/2)

|
Log-normaalijakauman tiheysfunktio
Kuva oikealla esittéé |og-normaalijakauman LogN(ms?)
LogN(ms ?) 1.2
_ 2
tiheysfunktiota 1 |\ .- LO9N(-0.25,1.59
1 1 11 U 0.8
f = ———X—XXP[ - —
M= Tps %P 20F || A Leane)
-¥ <m<+¥,5>0 ' LogN(1,0.59)
jossa 02
_adogx- mo 0 ‘
Q(x) ‘8 S B 0 1 2 3 4
valilla [0, 4] seuraavissatapauksissa:
(i) m=-0.25,s?=15%
(ii) m=0 ,s?=T
(iii) m=+1 ,s?=05
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L og-normaalijakauman odotusarvo:

E(x) - eﬂH-SZ/Z

Log-normaalijakauman tiheysfunktion ominaisuudet

()  Log-normaalijakauman tiheysfunktio f(x) on positiivinen kaikille positiivisille argumentin x
arvoille:

f(x) >0,x>0
(i)  Tiheysfunktio on yksihuippuinen ja silld on maksimi pisteessa x=¢e™°" .
(iii)  Tiheysfunktio on vino oikealle.

Log-normaalijakauman kertymafunktio

L og-normaalijakauma kuuluu niiden jakaumien joukkoon, joiden kertyméafunktiolle el voida
antaa eksplisiittista lauseketta, koska log-normaalijakauman tiheysfunktio kuuluu sellaisten
funktioiden joukkoon, joiden integraalifunktiota ei voida esittaa suljetussa muodossa (so.
alkeisfunktioiden avulla).

17.6. Cauchy-jakauma
Cauchy-jakauma on esimerkki jakaumasta, jolla el ole momenttegja.
Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio
f(x)= 1 x;z
p 1+(x-q)
Talloin satunnaismuuttuja X noudattaa Cauchy-jakaumaa parametrilla g ja merkitsemme:
X Cauchy(q)
Funktio f(x) kelpaa tiheysfunktioksi, koska
f(X)>0,- ¥ <Xx<+¥

- ¥ <g<+¥ - ¥ <xX<+¥

ja
B 1 1 1 v 1
N (X)dXx = = *x————dx=—[arctan(x- q)]. == =1
0 O e a7 ! b=

Cauchy-jakauman johto
Olkoon

Y ~ Uniform (-p/2,p/2)
Talin

X = tan(Y) ~ Cauchy(0)

Perustelu: ks. luvun Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat kappaletta Satunnais-
muuttujan monotonisen muunnoksen jakauma.
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Y leinen Cauchy-jakauma parametrilla g saadaan siirrolla Cauchy-jakaumasta, jonka parametrina
on 0.
Cauchy-jakauman tunnusluvut
Olkoon
X Cauchy(q)
Cauchy-jakaumalla ei ole momentteja.
Perustelu:
Olkoon
X Cauchy(q)
Naytetaan, etta
E(X[) =¥

jolloin satunnaismuuttujalla X e ole odotusarvoa, misté seuraa, etta satunnaismuuttujalla X
el ole myoskaan korkeampia momentteja.

Voimme yleisyyden kdrsimétta olettaa, etta g = 0. Kirjoitetaan
+¥ +¥ +¥
x|

. 1 2
E(|X|)—_(¥)|x|f(x)dx O—x+—x x——Omdx

Olkoon M mielivaltainen positiivinen luku. Taldin voimme kirjoittaa
M . M
. X él »U _1 2
dx = z4log(l+x“), ==log(l+M
Oy e = gploor )y =5 loollx M)
jsSiten

Ceo2M x _1.. 2y =
E(|X|)—'\|/|I&E?ﬁdx—5'\|n|£|0g(l+M )—¥

On helppo néhd, ettd parametri g on Cauchy-jakauman mediaani jamoodi.

Cauchy-jakauman tiheysfunktio

Cauchy(0)
Kuva oikealla esittéa Cauchy-jakauman 0.5
Cauchy(q) 04 |
tiheysfunktiota
1 0.3
f)=rx—
p 1+(x- g) 02 |
¥ <g<H¥ - ¥ <X<+¥
0.1
valilla [—4,+4], kun

q:O 0
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Kuten edella todettiin, Cauchy-jakaumalla ei ole momentteja, mutta parametri g on siis jakauman
mediaani ja moodi.
Cauchy-jakauman tiheysfunktion ominaisuudet
(i)  Cauchy-jakauman tiheysfunktio f(x) on kaikkialla positiivinen:
f(x) >0, ¥ <x< +¥
(i)  Tiheysfunktio on yksihuippuinen ja silla on maksimi pisteessa x = q.
(i)  Tiheysfunktio on symmetrinen pisteen x = g suhteen.

Cauchy-jakauma ja t-jakauma

Voidaan osoittaa, ettéa ns. t-jakauma yhdella vapausasteella on sama kuin Cauchy-jakauma;
lisétietoja t-jakaumasta: ks. lukua Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia.

17.7. Gamma-jakauma

Gamma-jakauma on joustava jakauma, jolla voidaan mallintaa monia erilaisia satunnaisiimidita. Sita
kéytetddn mm. elinajan mallintamiseen kuten erikoistapaustaan eksponenttijakaumaa.

Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio

f(x) = L —x"'e*”,a>0,b>0,x30
Ga)b

jossa
¥
Ga)=¢"'e'dt
0

on ns. gamma-funktio. Taldin satunnaismuuttuja X noudattaa gamma-jakaumaa parametrein a ja b
jamerkitsemme:

X Gamma(a, b)
Funktio f(x) kelpaa tiheysfunktioksi, koska
f(x)>0,x30

jagamma-funktion méaritelman perusteella

+¥ +¥ +¥

Y Y 1 a-1x/b — 1 Npa-1 -ty — 1 —
= =— =— =1
_9f(x)dx 070 YE X e M dx ) ot" e dt )>G(a)

0

Gamma-funktio

Gamma-funktio maaritellaan kaavala
¥
Ga)=¢"'e'dt
0

Voidaan osoittaa, etta gamma-funktiolla on seuraavat ominaisuudet:

(i) Ga+)=ada)
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(ii) Gn)=(n- 1!, nl
(i) GE)=p
Perustelu:

() Saamme osittaisintegroinnilla rekursiokaavan
¥ ¥ ¥
Ga+)=ge'd=g tae“g: tagy*le'dt=agy e 'dt =aG(a)
0 0 0

(i) Todetaan ensin, etta
¥

GO =¢p'dt=¢ e-tg: =1

0

Soveltamalla kaavan (i) rekursiotaja sit, etta G(1) =1, saamme

G(n) =(n- HGn- I
=(n- J(n- 2Gn- 2)
=(n- D(n- 2)(n- JG(n- 3)
I
=(n-D(n- 2)(n- JL(n- (n- 2))(n- (n- )G(n- (n- 1))
=(n-D(n- 2)(n- IL_2X4x3x1)
=(n- 1!
(i) Kaava
G3)=vp
voidaan todistaa vetoamalla kappaleessa Nor maalijakauma esitettyyn todistukseen
sille, etta normaalijakauman tiheysfunktio f(x) toteuttaa ehdon

+¥

of (dx=1

Taloin todettiin, etta

¥

C\P- ZZ/ZdZ - \/%7,0

0
Tehd&an t&ssa integraalissa muuttujan vaihto
z=+/2t
jolloin
dz=(2t) V*dt
Saamme siten yhtalon

¥

c\)z-ljzt-l/Ze-t dw = %p

0
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Tasta yhtalosta seuraa valittomasti, etta

¥

d-l/ze-t dw = \/E

0

Koskatoisaalta

¥
C:‘(%) - d-llze- tdt

0

saamme |lopulta haluamamme yht&lon

&) =vp

Gamma-jakauman tunnusluvut

Olkoon

X Gamma(a, b)
Odotusarvo:

E(X)=ab
Varianssi:

D?(X) =Var(X) =ab?

Standardipoikkeama:

D(X) = bJa

Perustelu:

Johdamme téssa gamma-jakauman odotusarvon. Jakauman odotusarvo ja varianssi johdetaan
jakauman momenttiemafunktion avulla kohdassa Gamma-jakauman momenttiemafunktio
jajakauman tunnusluvut.

Suoraan jatkuva jakauman odotusarvon maaritelman mukaan

+¥ +¥ +¥
1 1
E(X) = Axf (X)dx = ¢ —xx* e Pdx = — Ox*e¥Pdx
0 OG@a)b &a)b” 9

0

Koskaintegroitava

Xa e x/b

on gammarjakauman Gamma(a +1, b) tiheysfunktion ydin (funktion ydin on funktion padosa
eli se osafunktiosta, jokajdajéljelle, kun integroimiseen vaikuttamattomat vakiot jétetdan
funktiosta pois), niin

+¥

Ox'ePdx=Ga +)b**
0
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Siten
E(X) = Ga+)b* _aGa)b™ b
Ga)b* &a)b®

jossa olemme kéyttaneet hyvaks sitd gamma-funktion ominaisuutta, etta

Ga+l)=a@a) ]

Gamma-jakauman tiheysfunktio
Kuva oikealla esittéd gammarjakauman

Gamma(a, b)
tiheysfunktiota
Gamma(a,b)
f(X) - 1 - Xa-le- x/b 1
Ga)b g |\ _Gammawy)
a>0,b>0,x30 S\«
vailla[0, 8] seuraavissatapauksissa: 06 -
(1) a=1,b=1 04 - KGamma(Z,l)
(i) a=2,b=1 Gamma(2,2)
0.2
(i) a=2,b=2
Gammea-jakauman odotusarvo: 0 7T
E(X)=ab 0o 1 2 3 4 5 6 7 8

Gamma-jakauman tiheysfunktion ominaisuudet

(i) Gamma-jakauman tiheysfunktio on positiivinen kaikille positiivisille argumentin x arvoille:
f(x) >0,x>0

(i) Jos a £ 1, niin tiheysfunktio on monotonisesti laskeva ja silla on maksmi pisteessa x = 0.

(i) Jos a > 1, niin tiheysfunktio on yks huippuinen ja silld on maksimi pisteessax = (a — 1) b.

(iv) Tiheysfunktio on vino oikealle.

Gamma-jakauman kertymafunktio

Gammarjakauma kuuluu niiden jakaumien joukkoon, joiden kertyméfunktiolle el voida

antaa eksplisiittista lauseketta, koska gamma-jakauman tiheysfunktio kuuluu sellaisten funktioiden
joukkoon, joiden integraalifunktiota el voida esittda suljetussa muodossa (so. alkeisfunktioiden
avulla).

Gamma-jakauman momenttiemafunktio

Gamma-jakauman

f(x) = L —x"'e*”,a>0,b>0,x30
Ga)b
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momenttiemafunktio (ks. lukua M omenttiemafunktio ja karakteristinen funktio) on

el 0 1
JI<—

m, (t) =E(e”) = 81 bz b

Perustelu:
Jatkuvan jakauman momenttiemafunktion méaritelman mukaan

+¥

m, (t) = E(e%) = B¢ f (x)dx

+¥
= A 1 Xa le-x/bdx
> Fa)b?
&l o
1 +f -o—-tsx
:G( b Xt 8
a
¥
+¥ &b 6
S POV Nt AN
Ga)b® $

Koskaintegroitava

6
N e 81 bty

on gammarjakauman Gamma(a, b /(1- bt)) tiheysfunktion ydin (funktion ydin on funktion
padosa eli se osafunktiosta, joka jaa jdljelle, kun integroimisen kannalta vakiot jatetéaén
funktiosta pois), niin

+¥ aebo

.a
Ox 1e 8 bagy = () L9

&1- bt
Siten
&2 b o el o

Ga )baG( )81 bty S1- bty

m, (t) = E(e*) =

joka pétee, kun
<l
b

koskalausekkeen b /(1- bt) on oltava gammarjakauman parametrina positiivinen.

Gamma-jakauman momenttiemafunktio ja jakauman tunnusluvut

Johdetaan gamma-jakauman Gamma(a, b) odostusarvo javarianss jakauman momentti-
eméfunktion avulla.
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Odotusarvo:

E(X)=ab
Varianssi:

D?(X) =Var(X) =ab”
Perustelu:

Gamma-jakauman Gamma(a, b) momenttiemafunktio on

(t):E(etx):aei(f tel
i &1- bty = b

Momenttiemadfunktion 1. derivaatta pisteessat = O:

dm,@®| _ ab | _
dt |, (@ bt

t=0
Momenttiemafunktion 2. derivaatta pisteessat = O:

d’m ()| _a(a+1b’|

= +1)b*
dt? (1- bt)** a(a+])

‘tZO t=0

Siten eksponenttijakauman Exp(/ ) odotusarvo m, , 2. momentti a, javarianss s saadaan

seuraavilla kaavoailla:

m, =E(X)=a1:dmx(t) =ab
S
2
a,=E(x?) = L0l — 55 49)p?
& |,

st =Va(X)=a,- al=a(a+)b’*- a’b* =ab*

Gamma-jakauma ja Poisson-jakauma
Olkoon

X Gamma(a, b)

jossa a on kokonaisluku eli

al

Voidaan osoittaa, etta taloin

jossa satunnaismuuttuja Y noudattaa Poisson-j akaumaa parametrilla x/ b:

Lisétietoja Poisson-jakaumasta: ks. lukua Diskreettej & jakaumia.

Pr(X £x)=Pr(Y 3 a)

Y Poisson(x/ b)
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Gamma-jakauma ja eksponenttijakauma

Olkoon
X Gamma(a, b)

jossa
a=1

Tal6in X noudattaa eksponenttijakaumaa parametrillal/b :
X Exp(l/ b)

Lisétietoja eksponenttijakaumasta: ks. kappaletta Eksponenttijakauma.

Gamma-jakauma ja c*-jakauma

Olkoon

X Gamma(a, b)
jossa

-2

b=2

V oidaan osoittaa, etté téldin X noudattaa ¢*-jakaumaa p: |14 vapausasteella:
X ¢*(p)

Lisétietoja c*-jakaumasta: ks. lukua Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia.

17.8. Beta-jakauma
Beta-jakaumaa kaytetéén (bayes aisessa tilastotieteessa) suhteellisen osuuden (priori-) jakaumana.
Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio

1

f(x)= x*'1- x)**,a>0,b>0,0£x£1
B(a, b)

jossa
1
B(a,b) = (§* (- t)* "ot

0

on ns. beta-funktio. Tall6in satunnaismuuttuja X noudattaa beta-jakaumaa parametrein a ja b ja
merkitsemme:

X Betaa, b)
Funktio f(x) kelpaa tiheysfunktioksi, koska
f(x)>0,x1 (0,1

ja beta-funktion méaritelmén perusteella
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Of (dx = qﬁxa‘l(l- X)? tax
- (1- )7 dt = ! B(a,b)=1
“Ba,bn “Ba.bp T

Beta-funktio
Beta-funktio maaritelldan kaavala

B(a,b) = 6“(1- t)° ot

0

Beta-funktiolla ja gamma-funktiolla on seuraava yhteys:

B, b) = SAD)
Ga +b)

jossa (¥ ns. gamma-funktio; lisitietoja gamma-funktiosta: ks. kappaletta Gamma-jakauma.

Beta-jakauman tunnusluvut

Olkoon
X Beaa,b)
Odotusarvo:
a
E(X) =
(X) =+ b
Varianss:

ab

D)=Vl = b @b+

Standardipoikkeama:
D(X) = 1 ab
atb\(a+b+l
Perustelu:

Johdamme t&ssa beta-jakauman odotusarvon.

Suoraan jatkuva jakauman odotusarvon maaritelman mukaan

1
\

A H1- x)"tdx =

_4 L1
E(X) = E)xf (x)dx = %@ b) 56 D)

1
O¢ (@- x)°*dx
0

Koskaintegroitava

X (1- x)°*
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on beta-jakauman Beta(a +1, b) tiheysfunktion ydin (funktion ydin on funktion pagosa

eli se osafunktiosta, jokajdajéljelle, kun integroimiseen vaikuttamattomat vakiot jétetdan
funktiosta pois), niin

1
O¢ (@- X)”*dx = Beta(a +1, b)
0

Siten
_Ba+1b) _Ga+)Gb) Ga+b) _ a
B(a,b) Gla+1+b) Ga)@b) a+b

jossa olemme kéayttaneet hyvaks seka beta-funktion ja gamma-funktion yhteytta, etta sitd
gamma-funktion ominaisuutta, etta

E(X)

Ga+t+l)=aGa)
|
Beta-jakauman tiheysfunktio
Ylempi kuva oikealla esittéa beta-jakauman Beta(a,b)
4
Beta(a, b) Beta(1,4)
tiheysfunktiota .|\
Beta(2.5,1
f (X) - Xa-l(l_ X)b-l Beta(2,3) a( )
B(a, b) ) | Beta(2,15)
a>0,b>0,0Ex£E1
vailla[0, 1] seuraavissatapauksissa: 1
(i) a=1 ,b=4
. : a 0 ‘
(if) a=2 ,b=3 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(iii) a=2 ,b=15
(iv) a=25,b=1
Alempi kuva oikealla esittéd beta-jakauman Beta(a.b)
Beta(a, b) 4
tiheysfunktiota valilla [0, 1] seuraavissatapauksissa:
_ 3 Beta(0.3,0.3)
(i) a=03,b=03 | Beta(0.7,0.7) ~
il a=0.7,b=07 Beta(2,2
L 21\ Beta(1,1) o2.2)
(iii) a=1 ,b=1
(iv) a=2 ,b=1 1
Beta-jakauma odotusarvo:
0 ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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a

E(X):a+b

Beta-jakauman tiheysfunktion ominaisuudet
(i) Betajakauman tiheysfunktio f(x) on positiivinen valilla (0,1):
f(x) >0, x1 (0,1)
(i) Josa>1jab=1,niintiheysfunktio on aidosti kasvava jasilld on maksimi pisteessa x = 1.
(i) Josa=1jab> 1, nintiheysfunktio on aidosti vaheneva ja silld on maksimi pisteessa x = 0.

(iv) Josa>1jab> 1, niintiheysfunktio on ykshuippuinen ja silla on maksimi pisteessa
x=(a-21)/(a+ b-2).

(v) Josa<1ljab<1, niintiheysfunktio on U:n muotoinen jasillaon lokaalit maksmit pisteissa
x=0jax=1

(vi) Tiheysfunktio on symmetrinen, jos a = b.

Beta-jakauman kertymafunktio
Beta-jakauma kuuluu niiden jakaumien joukkoon, joiden kertyméfunktiolle ei voida antaa
eksplisiittista lauseketta, koska beta-jakauman tiheysfunktio kuuluu sellaisten funktioiden joukkoon,
joiden integraalifunktiota el voida esittaa suljetussa muodossa (so. alkeisfunktioiden avulla).
Beta-jakauma ja jatkuva tasainen jakauma
Olkoon

X Beaa, b)
jossa

a=b=1
Helposti ndhdaan, etta talléin X noudattaa jatkuvaa tasaista jakaumaa valilla (0,1):

X Uniform(0,2)

Lisdtietoja jatkuvasta tasaisesta jakaumasta: ks. kappaletta Jatkuva tasainen jakauma.

17.9. Weibull-jakauma

Weibull-jakaumaa kaytetdan luotettavuustekniikassa komponentin elinan jakaumana tilanteessa,
jossa komponenttiaei huolleta jatodennakdisyys sille, ettd komponentti vikaantuu saattaa muuttua
ké&yton aikana.

Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio

f(X)=%xg‘le‘*"”’ ,g>0,b>0,0£ x<¥

Talloin satunnaismuuttuja X noudattaa W eibull-jakaumaa parametrein gja b ja merkitsemme:
X Weibull(g, b)

Funktio f(x) kelpaa tiheysfunktioksi, koska
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f(x)>0,x>0
ja
+¥

of (dx=1

Perustelu:
Todistetaan, etta

+¥

+¥
Of (x)dx— xg'le' Xg”’dx:% OX¥ e Pdx =1
0

Tarkastellaan siks integradia
+¥
OX* e Pax
0

Tehdéan tassa integraalissa muuttujan vaihto

X/ b=t
jolloin
X = bl/gtllg
ja
1/g tl/g
dx = b x—dt
g t
Siten
+¥ +¥ 1 1/ +¥
c\)xg-le- X1b = c‘)b(g-l)/gt(g-l)/ge b~¢ xt ’ dt _2 c\) ot = — b
0 0 g t g 0 g
joten

+¥

+¥
< g . lgr 1D g
f(X)dx == Ax? dx==
9 (x) b g) b

QT@
H

Weibull-jakauman tunnusluvut
Olkoon

X Waelhull(g, b)
Odotusarvo:

E(X) = bY9G(1+1/ g)

jossa (¥ ns. gamma-funktio; lisétietoja gamma-funktiosta: ks. tdman luvun kappaletta Gamma-
jakauma.
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Varianss:
D?(X) =Var(X) = b*G{1+2/ g) - [E(X)]?

Standardipoikkeama:

D(X) =/Var(X)
Perustelu:

Johdamme tassa Weibull-jakauman odotusarvon.

Suoraan jatkuva jakauman odotusarvon maaritelman mukaan
+¥ +y oy
E(X) = C\)Xf (X)dx = c\)% xx9 e X" Pax :% (‘)xge' 1D o
0 0

0

Tarkastellaan integraalia
+¥
Ox%e *""dx
0

Tehdéan tassa integraalissa muuttujan vaihto

X/ b=t
jolloin
X:bllgtllg
ja
1/g tl/g
dx:b *x—dt
g t
Siten
+¥ +¥ 1/ U 1/ g+l +¥
.~ g <,. b7 t79 b7 .
O Pdx= Qbtet —x—dt = Ot % dt
0 0 g t g 0

Koskaintegroitava

tl/ge— t

on gammarjakauman Gamma(1+1/g,1) tiheysfunktion ydin (funktion ydin on funktion
padosa eli se osafunktiosta, joka jaa jdljelle, kun integroimisen kannalta vakiot jatetéaén

funktiosta pois), niin

+¥

Ot'% 'dt = G(1+1/ )
0

Siten
1/ g+l

E(X) =%"b76(1+1/g) = b"7G(1+1/g)
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Weibull-jakauman tiheysfunktio

Kuva oikealla esittéd Weibull-jakauman

oull(o b . Weibull(gb)
Wei : )
abull(g. b) - Weibull(08,)
tiheysfunktiota 0.8 -
g Weibull(2,1
(9= xe 0 | o el
g>0,b>0,0£ x<¥ 04 | - Weibull(2,4)
valilla [0, 4] seuraavissatapauksissa:
0.2 -
0] g=08,b=1
(i) g=2 ,b=1 ° |
0 1 2 3 4
(iii) g=2 ,b=4

Weibull-jakauman odotusarvo:
E(X) = bY9G(1+1/ g)

Weibull-jakauman tiheysfunktion ominaisuudet

(i) Waeibull-jakauman tiheysfunktio on positiivinen kaikille positiivisille argumentin x arvoille:
f(x) >0,x>0

(i) Jos g£ 1, niin tiheysfunktio on monotonisesti laskeva ja silla on maksimi pisteessd x = 0.

(iii) Jos g> 1, niin tiheysfunktio on yksihuippuinen ja sill& on maksimi pisteessa x = [b(1 — 1/9)]"“.

(iv) Tiheysfunktio on vino oikealle.

Weibull-jakauman kertymafunktio
Welbull-jakauma kuuluu niiden jakaumien joukkoon, joiden kertyméfunktiolle ei voida antaa
ekspligittista lauseketta, koska Weibull-jakauman tiheysfunktio kuuluu sellaisten funktioiden
joukkoon, joiden integraalifunktiota el voida esittda suljetussa muodossa (so. akeisfunktioiden
avulla).
Weibull-jakauma ja eksponenttijakauma
Olkoon

X  Exp(b)
Voidaan osoittaa, etté talsdin satunnaismuuttuja

Y = X"
noudattaa Weibullin jakaumaa parametrein gja b:

Y Waeibull(g, b)

Lisétietoja eksponenttijakaumasta: ks. kappaletta Eksponenttijakauma.
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Kaantaen: Jos
Y Waebull(l, b)
niin
Y Exp(b)
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18. Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia

Tassa luvussa mééritellaén seuraavat normaalijakaumasta johdetut todennékai syysjakaumat:
(i) c*-jakauma.

(i) F-jakauma.

(iii) t-jakauma.

Naéilla jakaumilla on jakaumilla on normaalijakauman itsensa rinnalla keskeinen rooli tilasto-
tieteessd; ks. tastd esimerkked seuraavissa monisteen Tilastolliset menetelmét luvuissa:

Otosja otog akaumat

Valiestimointi

Tegtit suhdeasteikollisille muuttujille

Y hteensopivuuden, homogeenisuuden ja riippumattomuuden testaaminen
Y hden selittdj &n lineaarinen regressomalli

Yleinen lineaarinen malli

Avainsanat:

cz-jakauma, F-jakauma, Kertymafunktio. Normaalijakauma, Normaalijakaumasta johdetutut
jakaumat, Odotusarvo, Standardipoikkeama, t-jakauma, Taulukot, Tiheysfunktio, Vapausasteet,
Varianssi
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18.1. c*jakauma

Olkoot
Xi,i=1,2,...,n

riippumattomia ja standardoitua normaalijakaumaa N(0,1) noudattavia satunnai smuuttujia:
X, Xo K, X A
X. ~N(0,1),i=1,2,K,n

Tal6in satunnaismuuttuja
X= é Xi2
i=1

noudattaa ¢-jakaumaa vapausasteella (eli parametrilla) n:
X ¢?(n)

¢?-jakauman tiheysfunktio on muotoa

1 n. 1 .X

f(X) :ﬁxz e? ,O0EX<¥
220

&25
jossa (3 ns. gamma-funktio; lisétietoja gamma-funktiosta: ks. luvun Jatkuvia jakaumia kappaletta
Gamma-jakauma. ¢*jakauman tiheysfunktio on johdettu luvussa Satunnais-muuttujien
muunnosten jakaumat.

¢*-jakauman tunnusluvut

Olkoon

X c¢?(n)
Odotusarvo:

E(X)=n
Varianssi:

Var(X)=D?*(X)=2n
Standardipoikkeama:
D(X)=+2n
Perustelu:
Johdamme téssi ¢*-jakauman odotusarvon. Nojaamme johdossa jakauman méaritelmaan.
Olkoon
X, Xo K, X A
X. ~N(0,1),i=1,2,K,n
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Taloin

X2 c?(n)

Qo5

X =

i=1
Oletuksista seuraa, etta
E(X,)=0,i=12,K,n

Var(X) = E(X?)- [E(X)]* =E(X?) =1,i=12K,n

Siten
E(X)ZE% Xizgzé E(Xiz):évar(xi):]ﬂf =n
8i:1 g i i=1 n kpl
koska odotusarvo on operaattorina lineaarinen.
|
¢*-jakauman tiheysfunktio c2(n)
Kuva oikealla esittdd c*jakauman 0.6
) < (1)
tiheysfunktiota vailla[0, 10], kun vapausasteiden 04 -
lukumé&ralla n on seuraavat arvot:
_ c(2)
n=1 v
n=2 0.2 1 c?(5)
n=>5 J’
Jakauman odotusarvo: 0 ‘ :
E(X)=n 0 2 4 6 8 10

¢*-jakauman tiheysfunktion ominaisuudet

(i)  c*jakauman tiheysfunktio f(x) on positiivinen kaikille positiivisille argumentin x arvoille:
f(x)>0,x>0

(i)  Jos vapausasteiden lukumaara
n=12

niin tiheysfunktio on monotonisesti laskeva kaikille x 3 0.

(iii)  Jos vapausasteiden lukumaara

ns 3

niin tiheysfunktiolla on maksimi jossakin pisteessa x > 0.

Todennakoisyyksien maaraaminen c¢*-jakaumasta

Todennékoisyydet ¢*-jakaumasta voidaan miaéréta jakauman kertyméafunktion avulla. Olkoon
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X ¢?(n)
jaolkoon satunnaismuuttujan X kertyméafunktio
Fo (X;n) =Pr(X £x)
Kaikkien c?-jakaumaan liittyvien tapahtumien todennakoisyydet saadaan todennakodisyyksista
Pr(X £ x) = F, (x;n)
todennakoi syyslaskennan laskusaantdjen avulla. Siten esimerkiks
Pr@f£ X £b)=F,, (b)- F, (a)
Koska ¢*jakauman tiheysfunktion integraalifunktiota e pystyta esittdmaan suljetussa
muodossa (so. akeisfunktioiden avulla), todennakdisyyksien méaraémisessi ¢*-jakaumasta on
kéytettava jotakin numeerista menetelmaa. Tama voi tapahtua tietokoneohjelmien tai taulukoiden
avulla
Todennakoisyyksien maaraaminen c¢*-jakaumasta ja c¢*-jakauman taulukot
Olkoon
X ¢?(n)

Tahan kirjaan liittyvassa taulukkokokoelmassa on taulukoituna usealle eri vapausasteiden df = n
arvolle pisteet x, jotka toteuttavat endon

p, =Pr(X 3 x)
kun
px = 0.999, 0.99, 0.95, 0.9, 0.1, 0.05, 0.01, 0.001
Siten piste x erottaa ¢*-jakauman oikealle hannélle todennakdisyysmassan, jonka koko on
p, =Pr(X 3 x)
Huomaa, etté piste x erottaa c’-jakauman vasemmalle hannalle todennékdisyysmassan, jonka koko
on
1- p, =Pr(X £x)

Koska erés taulukoiden tarkeimmista kaytto-

; : : : c*(10)
aueistaon tilastollinen testaus (ks. monistetta 0.12
Tilastolliset menetelmét), todennakdisyytta py
kutsutaan merkitsevyystasoks ja pistetta x 0.1 1

merkitsevyystasoa py vastaavaks

kriittiseks arvoksi tai rajaks.

Esimerkki 1. Todennakoisyyksien maar aaminen 0.06 1
¢?-jakauman taulukoista.

0.08 A

0.04 -
Kuva oikealla esittéé c*-jakauman -
c4(10) '
0

tiheysfunktiota valilla [0, 35]. 6 5 10 15 20 25 30 a5

A A
| |
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¢?-jakauman taulukoiden mukaan:
Alueen A pinta-ala
=Pr(3.940£ X £18.307)
= F,,,(18.307;10) - F.,(3.940;10)
=0.95- 0.05=0.9

Todenn&koisyyksien maaraaminen ¢’-jakaumasta ja tietokoneohjelmat
Olkoon
X ¢?(n)
Monet tietokoneohjelmat mahdollistavat seuraavien tehtévien ratkaisemisen ilman ¢?-jakauman
taulukoiden asettamia rgjoituksia:
() Maaréatodenndkdisyys
Pr(X £ X) = Fcpi(x; n)
kun x on annettu.
(i) Maaréa x, kun todenndkoisyys
Pr(X £ X) = Fcni(x ; n)
on annettu.

18.2. F-jakauma

Olkoot Yi,i=1,2,..., mjaX;,i =1, 2, ..., nriippumattomia, standardoitua normaalijakaumaa
N(0,1) noudattavia satunnaismuuttujia:

Y ~N(0,2),i =1,2,K,m; X, ~N(0,),i =1,2,K,n
Y, Y, KLY, X, X, K XA
Tall6in satunnaismuuttujat
Y=aY i x=ax
i=1 i=1
ovat riippumattomia ja noudattavat ¢*-jakaumia vapausastein mjan:
Y ¢*(m);: X c?(n)

YN X
Mé&éritell&8n satunnaismuuttuja
1
=Y
F :T_:ﬂxi
Iy m X
n

Satunnaismuuttujat F noudattaa F-jakaumaa vapausastein (eli parametrein) mjan:
F F(mn)
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F-jakauman tiheysfunktio on muotoa

wn-i_no m m+n
f(x):ﬂ&’noz E-lﬁ_+mxg 2 ,0£X<¥

&0 aeno%ng n' g

8221 8221

jossa (¥ ns. gamma-funktio; lisdtietoja gamma-funktiosta: ks. luvun Jatkuvia jakaumia kappaletta
Gamma-jakauma. F-jakauman tiheysfunktio on johdettu luvussa Satunnaismuuttujien
muunnosten jakaumat.

Suoraan F-jakauman méaritelmésta néhdaén, etta F-jakaumalla on seuraava ominaisuus: Jos
satunnaismuuttuja F noudattaa F-jakaumaa vapausastein mjan:

F F(mn)
niin satunnaismuuttuja 1/F noudattaa F-jakaumaa vapausastein n jam:
1
— F(n,m
= (n,m)

F-jakauman tunnusluvut
Olkoon
F F(mn)

Odotusarvo:

E(X —n>2
(X)= >

F-jakaumalla el ole odotusarvoa, kun n = 1, 2. Huomaa myds, etta F-jakauman odotusarvo el riipu
parametrista m (= yhteenlaskettavien lukumééra F-jakauman méaritelman osoittajassa olevassa
c’-satunnaismuuttujassa Y = 8 Y?).
Varianss:

2n*(m+n- 2)
m(n- 2)*(n- 4)

F-jakaumalla el ole varianssia, kunn=1, 2, 3, 4.

D?(F) =Var(F) =

Standardipoikkeama:

D(F) = 2n*(m+n- 2)
m(n- 2)*(n- 4) '

F-jakaumalla ei ole standardipoikkeamaa, kunn=1, 2, 3, 4.

F-jakauman tiheysfunktio
Kuva alla esittéda F-jakauman
F(m, n)
tiheysfunktiota valilla [0, 5], kun vapausasteiden lukumaérilla m ja n on seuraavat arvot:
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m=10, n=40 F(m, n)
m=40,n=10 14
m=40, n= 40 121 <—F(40, 40)
Jakauman odotusarvo: 17
n 0.8 -
E(X)=——,n>2
n-2 06 1 F(10, 40)
F-jakauman tiheysfunktion ominaisuudet 04 F(40, 10)
(i)  F-jakauman tiheysfunktio f(x) on positiivinen 027
kaikille positiivisiiie argumentin x arvoille: 0 ‘ ‘ '
f(x)>0,x>0 0 1 2 3 4
(i)  Jos osoittajan vapausasteiden lukumaara
m=1,2

niin tiheysfunktio on monotonisesti laskeva kaikille x 3 0.
(iii)  Jos osoittajan vapausasteiden lukumaara
m3 3

niin tiheysfunktiolla on maksimi jossakin pisteessa x > 0.

Todennakoisyyksien maaraaminen F-jakaumasta
Todenndkoisyydet F-jakaumasta voidaan méaréta jakauman kertymafunktion avulla. Olkoon
F F(mn)
jaolkoon satunnaismuuttujan F kertymafunktio
F- (x;m,n) =Pr(F £ x)
Kaikkien F-jakaumaan liittyvien tapahtumien todenndkdisyydet saadaan todenngkdisyyksista
Pr(F £ x) = F-(x; m,n)
todennakadi syyd askennan laskusdantdjen avulla. Siten esimerkiks
Pr@EF £b)=F_(b)- F-(a)
Koska F-jakauman tiheysfunktion integraalifunktiota el pystyta esittdmaan suljetussa
muodossa (so. alkeisfunktioiden avulla), todenndkoisyyksien médraamisessa F-jakaumasta on
kaytettava jotakin numeerista menetelmaa. Tama voi tapahtua tietokoneohjelmien tai taulukoiden
avulla
Todennakoisyyksien maaraaminen F-jakaumasta ja F-jakauman taulukot
Olkoon
F F(mn)

Tahan kirjaan liittyvassa taulukkokokoelmassa on taulukoituna usealle eri vapausasteiden df; = mja
df; = n arvoille pisteet x, jotka toteuttavat endon

TKK @ llkka Mellin (2006) 422



Todennékoisyyslaskenta 18. Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia

p, =Pr(F 2 x)
kun
px = 0.05, 0.025, 0.01, 0.005
Siten piste x erottaa F-jakauman oikealle hannélle todennékdisyysmassan, jonka koko on
p, =Pr(F 3 Xx)
Koska erés taulukoiden tarkeimmista kayttoalueista on tilastollinen testaus (ks. monistetta

Tilastolliset menetelmét), kutsutaan todennakdisyytta py taulukoissa merkitsevyystasoks ja pistetta
x merkitsevyystasoa px vastaavaks kriittiseks arvoks tai rajaks.

F-jakauman vasemman hannan todennakoisyydet saadaan kayttamalla hyvéks sitg, ettd satunnais-
muuttuja 1/F noudattaa F-jakaumaa vapausastein n jam, jos satunnaismuuttuja F noudattaa F-
jakaumaa vapausastein m jan. Jos sis

F F(mn)
niin
1
= E F(n,m)
Oletetaan nyt, ettd haluamme maaréta pisteen x siten, etta
Pr(FEX) =p
jossa
F F(mn)
Tall6in voimme toimia seuraavasti: Maarétaan F-jakauman taulukoista piste y Siten, etta
Pr(G3y)=p
jossa
G F(n,m)

Y 14 esitetyn mukaan

Pr(G3 y) = Pr?é?éEE?: PrgeF g1o

Yo Yo
jossa
F F(mn)
Siten piste
x=1y
toteuttaa ehdon
Pr(FEX) =p
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Kuva oikealla esittéa F-jakauman F(10, 60)
F(10, 60) L
tiheysfunktiota valilla [0, 4]. 0.g ]0.05
F-jakauman taulukoiden mukaan:
Alueen A pinta-ala .
= Pr(0.3815£ F £1.993) 04 -
= F-(1.993,10, 60) A=0.9
- F-(0.3815;10, 60) 0.2 1 i
=0.95- 0.05=0.9 .
Piste 0 1 2 3 4
A A
b=1.993 I |
joka erottaa F-jakauman F(10,60) oikealle 0.3815 1.993

hanndlle todenndk6isyysmassan 0.05, saadaan
suoraan F-jakauman taulukoista. Piste

a=0.3815

joka erottaa F-jakauman F(10,60) vasemmalle
hannélle todenndkdisyysmassan 0.05, saadaan taulukoista seuraavalla tavalla: Olkoon

G F(60,10)
F-jakauman taulukoiden mukaan

Pr(G3 2.621) =0.05
Siten piste

» 0.3815

a= 1
2.621
toteuttaa endon
Pr(F £0.3815) =0.05
jossa
F F(0,60)
Todennakoisyyksien maaraaminen F-jakaumasta ja tietokoneohjelmat
Olkoon
F F(mn)

Monet tietokoneohjelmat mahdollistavat seuraavien tehtévien ratkaisemisen ilman F-jakauman
taulukoiden asettamiargjoituksia:

() Maaréa todenndkoisyys
Pr(F £X) = Fe(x; m, n)
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kun x on annettu.
(i) Maaréa x, kun todenndkoisyys
Pr(F £X) = Fe(x; m, n)
on annettu.

18.3. t-jakauma

Olkoot YjaX;,i=1, 2, ..., nriippumattomia, standardoitua normaalijakaumaa N(0,1)
noudattavia satunnai smuuttujia:

Y ~N(0,3); X, ~N(0,1),i =1,2,K,n
Y, X, X, K, X A

Tal6in satunnaismuuttuja
X=a X’
i=1

noudattaa ¢*-jakaumaa vapausastein n:
X ¢?(n)
Lisdks satunnaismuuttujat Y ja X ovat riippumattomia:
YN X
Mé&éritell&8n satunnaismuuttuja
Y

t=——

Ix
n

Satunnaismuuttuja t noudattaa (Studentin) t-jakaumaa vapausastein (eli parametrilla) n:
t t(n)
t-jakauman tiheysfunktio on muotoa
an+19

Gg—= ol
F(X) =2 x & 2 0%, 1007 yox<uy
Jo  a@s & n’ b
&2g

n+l

jossa (¥ ns. gamma-funktio; lisdtietoja gamma-funktiosta: ks. luvun Jatkuvia jakaumia kappaletta
Gamma-jakauma. t-jakauman tiheysfunktio on johdettu luvussa Satunnaismuuttujien
muunnosten jakaumat.
t-jakauman tunnusluvut
Olkoon

t t(n)
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Odotusarvo:
E(X)=0,n>1
t-jakaumalla ei ole odotusarvoa, kunn = 1.

Varianss:

Var(t) = D2(t) :LZ n>2

t-jakaumalla ei ole varianssia, kunn = 1tai 2.
Standardipoikkeama:

D(t) = /n_—nz,n>2

t-jakaumalla e ole standardipoikkeamaa, kunn=1tai 2.

t-jakauman tiheysfunktio

Kuva oikealla esittéa t-jakauman t(n) ja N(0,1)
t(n) 0.5
tiheysfunktiota valilla[—4,+4], kun vapausasteiden 04 |
lukum&aralla n on seuraavat arvot: t(100)
t(3)
N(0,1)
n=1 0.3 1
n=3
02
n=100 t(1)
Jakauman odotusarvo: 0.11
E(X)=0,n>1 0
Kuvaan on piirretty myds standardoidun normaali- 4 3 2 1 0 1 2 3 4

jakauman N(0,1) tiheysfunktion kuvagja. Huomaa,
etta standardoidun normaalijakauman N(0,1) tiheys-
funktion kuvagja ei erotu t-jakauman kuvaajasta, kun vapausteiden lukumaéré n = 100; ks. kohtaa t-
jakauma ja nor maalijakauma.
t-jakauman tiheysfunktion ominaisuudet
(i) t-jakauman tiheysfunktio f(x) on positiivinen kaikille argumentin x arvoille:

f(X) >0, ¥ <x<+¥
(i)  Tiheysfunktio on yksihuippuinen ja silla on maksimi pisteessa x = 0.
(iii)  Tiheysfunktio on symmetrinen pisteen O suhteen:

f(—=X) =f(+X) , ¥ <X < +¥
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Todennakoisyyksien maaraaminen t-jakaumasta
Todenndkoisyydet t-jakaumasta voidaan maarétéa jakauman kertyméafunktion avulla. Olkoon
t t(n)
jaolkoon satunnaismuuttujan t kertymafunktio
F.(x;n)=Pr(t £x)
Kaikkien t-jakaumaan liittyvien tapahtumien todennékoisyydet saadaan todenndkoisyyksista
Pr(t £ x) = F.(x;n)
todennakai syyd askennan laskusdantdjen avulla. Siten esimerkiks
Pr@E£t£b)=F (b)- F(a)
Koskat-jakauman tiheysfunktion integraalifunktiota el pystyta esittdmaan suljetussa
muodossa (so. alkeisfunktioiden avulla), todenndk6isyyksien méaraémisessa t-jakaumasta on
kéytettava jotakin numeerista menetelmaa. Tama voi tapahtua tietokoneohjelmien tai taulukoiden
avulla
Todennakoisyyksien maaraaminen t-jakaumasta ja t-jakauman taulukot
Olkoon
t t(n)

Tahan kirjaan liittyvassa taulukkokokoelmassa on taulukoituna usealle eri vapausasteiden df = n
arvoille pisteet x, jotka toteuttavat ehdon

P, =Pr(t® x)
kun
px = 0.4, 0.4, 0.2, 0.1, 0.05, 0.025, 0.01, 0.005, 0.001, 0.0005
Siten piste x erottaa t-jakauman oikealle hannalle todennakdisyysmassan, jonka koko on
P, =Pr(t® x)
Koska erés taulukoiden tarkeimmista kayttoalueista on tilastollinen testaus (ks. monistetta

Tilastolliset menetelmét), kutsutaan todennakdisyytta py taulukoissa merkitsevyystasoks ja pistetta
x merkitsevyystasoa px vastaavaks kriittiseks arvoks tai rajaks.

Pisteet X, jotka erottavat todennakdisyysmassat
0.4, 0.3,0.2, 0.1, 0.05, 0.025, 0.01, 0.005, 0.001, 0.0005

t-jakauman vasemmalle hannélle saadaan kayttamalla hyvaks sitd, etté t-jakauma on symmetrinen
origon suhteen.

Siten
p,=Pr(t3 x) =Pr(t £ - x)
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. . t(10
t-jakauman taulukoista. 05 (10)

Kuva oikealla esittéa t-jakauman
t(10)

tiheysfunktiota valilla[o, 4].

t-jakauman taulukoista saadaan:

Alueen A pinta-ada
=Pr(- 1.812£t £ +1.812)
=F(+1.812,10) - F,(- 1.812,10) = 1 |~
=0.95- 0.05 4 -3 22 1 0 1 2 3 4

=09 T T
-1.812 +1.812

Todennakoisyyksien maaraaminen t-jakaumasta ja tietokoneohjelmat
Olkoon
t t(n)

Monet tietokoneohjelmat mahdollistavat seuraavien tehtévien ratkaisemisen ilman t-jakauman
taulukoiden asettamia rgjoituksia:

(i) Maaraatodennakdisyys
Pr(t £ X) = F(x; n)
kun x on annettu.
(i) Maaréa x, kun todenndkoisyys
Pr(t £ X) = F(x; n)

on annettu.

t-jakauma ja F-jakauma

Suoraan t-jakauman ja F-jakauman méaritelmista néhdaén seuraavaa:

Jos

t t(n)
niin

t* F(n)
Ké&éantéen, jos

F F@n)
niin

JF t(n)
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t-jakauma ja Cauchy-jakauma

Olkoon
t t(n)

jossa
n=1

Tal6in t noudattaa Cauchy-jakaumaa parametrilla O:
t Cauchy(0)

Lisétietoja Cauchy-jakaumasta: ks. luvun Jatkuvia jakaumia kappaletta Cauchy-jakauma.

t-jakauma ja normaalijakauma

t-jakauma lahestyy standardoitua normaalijakaumaa, kun vapausasteiden lukuméaré n kasvaa.
Olkoon

t~t(n)
Taloin
Jgﬂé Prt£2)=F (2

missd F on standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertymafunktio.

K oska t-jakauma lahestyy vapausasteiden lukumééran n kasvaessa standardoitua normaalijakaumaa
N(O,1), voidaan t-jakaumaan liittyvét todenndkdisyydet méérata suurilla vapausasteiden luvuilla n
standardoidun normaalijakauman avulla. Normaalijakauma-approksimaatio t-jakaumalle on
kohtuullisen hyva jo, kun n = 30, jariittéa useimpiin tarkoituksiin, kun n > 100.

Esmerkki 2. Normaalijakauma-approksimaation hyvyys.

Kohdan t-jakauman tiheysfunktio kuvassa jakaumien t(100) ja N(0,1) tiheysfunktioiden
kuvagjia el pysty erottamaan toisistaan.
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19.  Moniulotteisia jakaumia

Téassa luvussa mééritellaén seuraavat moniul ottei set todennakai syysakaumat:
) Multinomijakauma.
(i) K aksiulotteinen normaalijakauma.

Multinomijakauma on binomijakauman yleistys useamman kuin kahden toisensa poissulkevan
tapahtuman tilanteeseen.

Normaalijakauman yleistystéa useampiulotteiseen avaruuteen kutsutaan multinor maali-
jakaumaksi tai moniulotteiseksi normaalijakaumaksi. Multinormaalijakaumalla on keskeinen
rooli useamman muuttujan tilastollisten aineistojen analyysissa kytettavien tilastollisten
menetelmien kuten regressioanalyysin tai monimuuttujamenetelmien teoriassa.

Rajoitumme t&ss esityksessi tarkastelemaan multinormaalijakauman kaksiulotteista erikoistapausta
kaksiulotteista normaalijakaumaa, mutta esitetty teoria on (suhteellisen) helppo yleistéa useampi-
ulotteisen normaalijakauman tapaukseen.

Avainsanat:

Binomijakauma, Diskreetti jakauma, Ehdollinen jakauma, Ehdollinen odotusarvo, Ehdollinen
varianssi, Jatkuva jakauma, Kaksiulotteinen normaalijakauma, Korrelaatio, Korreloimattomuus,
Korreloituneisuus, Kovarianssi, Kulmakerroin, Multinomijakauma, Odotusarvo, Painopiste,
Pistetodennakoisyysfunktio, Regressiofunktio, Regressiosuora, Reunajakauma, Riippumattomuus,
Riippuvuus, Suora, Tiheysfunktio, Todennékéisyysmassa, Varianssi, Yhteisjakauma,
Yhteiskorrelaatiokerroin
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19.1. Multinomijakauma

Multinomijakauma on binomijakauman yleistys useamman kuin kahden toisensa poissulkevan
tapahtuman tilanteeseen; lisdtietoja binomijakaumasta: ks. lukua Diskreettej & jakaumia.

Olkoon
Ay, Ay, ... A
otosavaruuden Sositus. Taloin
S=AEAE »EA
AGA =/, it
Oletetaan, ettatapahtumien Ay, A, ... , A« todennakoisyydet
Pr(A)=pi,i=12, ..,k
toteuttavat ehdon
pr+p2+3x+p=1
Olkoon satunnaismuuttuja
Xi = Tapahtuman A; esiintymisten lukumééra n-kertaisessa toistokokeessa
i=1,2, ...,k
Talloin binomijakauman maéritelmasté seuraa, etta
X, ~Bin(n, p),i =12,K,k
jossa
p=Pr(A),i=12, ..,k
Lisaks satunnaismuuttujat Xi, Xo, ... , X« toteuttavat ehdon
X+ Xo+ %+ Xc=n
Satunnaismuuttujien
X, Xoy ooy Xk
yhtelgakaumaa kutsutaan multinomijakaumaksi.
Huomautus:
Satunnaismuuttuja X; eivat ole riippumattomia, koska niita Sitoo toisiinsa ehto
X+ Xo+ %+ Xc=n
jossatoistokokeiden lukumaara n on kiinted, ei-satunnainen luku.
Voidaan osoittaa, etta satunnaismuuttujat X;, Xz, ... , Xk houdattavat (k- 1)-ulotteista multinomi-
jakaumaa, jos niiden yhtei5jakauman pistetodenndkai syysfunktio on muotoa
PI(X, =1, jaX, =1, jaK jaX, =n,) :mn?—Lm o e L
jossa
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p+p,+L+p =1
n+n,+L+n =n
Merkinta:

(Xq, X2y ..., Xi) ~ Multinom(py, p2, ..., Px; N)

Multinomijakauman ominaisuudet
(i) Jos k=2, niin multinomijakauma yhtyy binomijakaumaan:
PrMuItinom(xl =n jaxz =n- n1) = PrBin(xl = n1)

(i)  Kaikki multinomijakauman yks ulottei set reunajakaumat ovat binomijakaumia.

(P + P2 + 2+ y)
potenssiin n:
(p,+p, +L+ )”—°—n! it | pk
p1 pz pk _anl!nz!Lnk!pl pz pk
jossa summa lasketaan yli kaikkien lukujen ng, ny, ... , ny, jotka toteuttavat ehdon

Ng+nN;+X2kX+nNe=n
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19.2. Kaksiulotteinen normaalijakauma

Kaks ul otteinen normaalijakauma on normaalijakauman (ks. lukua Jatkuvia jakaumia)
kaksiulotteinen yleistys. Normaalijakauman yleistysté p-ul ottei seen avaruuteen (p > 1) kutsutaan
joko p-ulotteiseksi normaalijakaumaksi tai multinormaalijakaumaksi. Rajoitumme tassa
esityksessa pelkéastaan kaksiulotteisen normaalijakauman kasittelyyn.

On syyta huomata, ettd multinormaalijakaumalla on keskeinen asema lineaaristen mallien ja
monimuuttujamenetelmien teoriassa

Satunnaismuuttujien X ja'Y muodostama pari (X, Y) noudattaa 2-ulotteista normaalijakaumaa
parametrein m,,m,s%,sZ jar,, , jos sentiheysfunktio on

1 i
«y fr (X Y) = expi - Q( y)
XY 205, SyAl1- ra, 1 2(1- %
jossa
.2
a&x-m 0 &x- m G 0 o
Qxy) =2 - or, Y MO, Y
e Sx @ &Sy g Sy g é& Sy o
ja
-¥<m <+¥ s, >0
-¥<m<+¥ s, >0
-l£r, E£+1
Muuttujat x jay voivat saada kaavassa (1) kaikki reaalilukuarvot:
-¥ <X<+¥
-¥ <y<+¥

Merkitaan:

(X,Y) N (1, M, 85,5 ¢, )

Kaksiulotteisen normaalijakauman johto

Naytamme, ettd kaksiulotteinen normaalijakauma saadaan lineaarimuunnoksella kahdesta
rilppumattomasta standar doitua nor maalijakaumaa noudattavasta satunnaismuuttujasta.

Olkoot Z; ja Z, kaksi riippumatonta satunnaismuuttujaa, jotka noudattavat standardoitua
normaalijakaumaa N(0,1):

Z"NZ,
Z, N(0,2 Z, N(0,1)
Muodostetaan uudet satunnaismuuttujat X ja 'Y seuraavilla kaavoilla:
X=m+s,Z,
Y=m +s, 8 wZ+1- ry)? 2,4
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Oletetaan, etta ei-satunnaiset vakiot m ,m,s,,S, jar,, toteuttavat seuraavat ehdot:

-¥<m <+¥ s,>0
-¥<m<+¥ s, >0
-l£r, E£+1
Satunnaismuuttujilla X ja'Y on seuraavat odotusarvot, varianssit, kovarianssi jakorrelaatio:
E(X)=m, E(Y)=m
Va(X)=s; Var(Y)=s?

Cov(X,Y)=r,,SSy
Cor(X,Y)=r

Lisdks satunnaismuuttujat X ja’Y ovat normaalijakautuneita ja satunnaismuuttujien X ja'Y
yhteisiakauma on kaksiulotteinen nor maalijakauma parametrein m,, m,s%,s2jar,:

(X,Y) N (1, M, 85,50, )

Perustelu:
Olkoot
Z"NZ,
Z, N(0,2 Z, N(0,1)
Talodin

E(Z)=E(Z,)=0

Va(z)=E(Z?) =E(Z})=Va(Z,) =1
Mééritelld8n satunnaismuuttujat X ja Y kaavoilla

X=m+s,Z

Y=m +s[ryZ+ 1 rg,)"?7Z,)

jossa
-¥<m <+¥ s, >0
-¥<m<+¥ s, >0
-l£r, E£+1

(i)  Johdetaan ensin satunnaismuuttujien X ja Y tunnusluvut.
Satunnaismuuttujien X ja'Y odotusarvot ovat

E(X):E{n&“LSle}:”ZﬁSx E(Z)=m +s, 0=m,

ja
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E(Y)=E{m +s,[rz,+@- r%)"z,]}
=m +s,[r E(Z)+(@1- r,)"? E(Z,)]
=m+s,[r 0+@-rg,)"? 0l=m
Satunnaismuuttujien X ja Y varianssit ovat
Var(X) = E{(X - E(X))’} =E{s}z}} =s E(Z}) =s} 2=5
ja
Var(Y) = E{(Y - E(V))?}
= E{sYZ[er+(1- rz)”ZZZ]Z}
=sPE{r’z2+@- r?)z; +2r (- r*)"?2,2)}
=s2{r?E@Z?)+@- r) ez +2r@- r}"*ez.z,)
=sY2{r2’ 1+ (- r?) 1+2r (- r?)¥% O}
=52
Satunnaismuuttujien X ja'Y kovarianss on
Cov(X,Y) =E{(X - E(X))(Y - E(Y))}
= E{sXZl' s [rz,+(@- rz)l’zzz]}
=s,s,E{rzz+@- r?)"?z,2)}
=55, {r EZ)+@- r’)"?Ez,2,)}
=s,s,{r 1+@- r3"* o
=SSyl
Satunnaismuuttujien X ja'Y korrelaatio on

Cov(X,Y) _Ss,Syr _ ,
SXSX SXSX

Cor(X,Y) =

(i) Madratéan seuraavaks satunnaismuuttujien X ja 'Y jakaumat.

Satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa, koska se on standardoitua normaali-
jakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan Z; lineaarimuunnos. Satunnaismuuttuja 'Y
noudattaa normaalijakaumaa, koska se on riippumattomien standardoitua normaali-
jakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien Z; ja Z, lineaarikombinaatio.

Siten kohdassa (i) saatujen tulosten perusteella:
X N(m.,s%)
Y N(m.sy)
(i)  Johdetaan lopuks satunnaismuuttujien X ja 'Y yhteigakauman tiheysfunktio.

Koska satunnaismuuttujat Z; ja Z, ovat riippumattomia, satunnaismuuttujien Z; ja Z,
yhteigakauman tiheysfunktio on satunnaismuuttujien Z; ja Z, tiheysfunktioiden tulo:
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lezz(zp z,)= le(z1) fzz(zz)
:iexpi_ 1 Zi;]' i
2 2% Ve

exp

e Yo N/
N
N
o<
1]
©
—_———
N
~
N,
+
N
o<c

Olkoon

I1X=m +5,2,

Y= Mo+ gzt 1)
Transformaatio

(2, 2) ® (x,Y)
on bijektio:

1/2

2]

X- 1y
Sx

Zl:

— ——— —

R e B Y
t - riv)ﬂzésv XY Sx

Muunnoksen
(2, 2) ® (x,Y)
Jacobin deter minantti on
Txy) _Ix Ty T Ty

(z,z) T2 Tz, Tz 9z
=5,  S,(- rz,)"?*- 0" s,ry,

=5,5,(1- 15"
Jos
ro =%1
niin Jacobin determinantti
Ay g
1(z.2)

Tal6in muunnoksen (Z;, Z;) ® (X, Y) tuloksena saadaan ns. singulaarinen kaksi-
ulotteinen normaalijakauma, jonka jatdmme t&ssa vain maininnan varaan.

Sen sijaan jos
-1<r,, <+1

niin

D) = 5,s,0- 1221 0
(z2)

jasatunnaismuuttujien X ja 'Y tiheysfunktio saadaan kaavasta
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xy) |
1(z,z)

fr (X Y) = T, (2, 22)‘
Edella on todettu, etta

L1 .
f2(2.2,) :—expi- S(@+ zé)g

2p
Tarkastellaan lauseketta
Z +17,
Sijoitetaan tahan lausekkeeseen z; ja z, lausuttuina muuttujien x ja'y funktioina eli
. _X-m
! s,
| N
ip-_ 1 &y-m_ , X md
1 (1_r>z<Yuzng XY Sx H
Siten
.2
e Sx o
2 ) 3y 2
- i i . u
L— %a—:y mE-ZrXYiW MO M Oy 2 X M 0
I-reag Sv o e Sy 2 Sx 8 & Sx g}
_ 1 %(-@02 &y - m bex- m O aw-rndzg
- & +-2rXY‘: " TG +u
1'rxvgsxﬂ e Sy g Sx @ e Sy 24
Lisdks
-1
(%, y) 2 yu2 |t 1
——==| =|5,5,- ry) =
"H(ZPZZ) ‘ o XY ‘ S Sy1-rd,

Y hdistaméalla saadut tulokset saamme satunnaismuuttujien X ja 'Y yhtei§akauman
tiheysfunktion lausekkeeksi kaksiulotteisen normaalijakauman N,(m,m,S%,57,7 )
tiheysfunktion lausekkeen:

_ 1oy | 1
fo (X Y) =T, (2, -
)= oz, (5 22)‘ 1(z.2)|  2ps,s,4/1- rg,

expi

i 1 i
JECTEO Y
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Kaksiulotteisen normaalijakauman tunnusluvut

Olkoon
(X.Y)  N,(m.m,55.5¢.7x)
Odotusarvot:
E(X)=m,
E(Y)=m
Varianssit:
Var(X) =D*(X)=s} =E[(X- m)’]
Va(Y)=D*(Y)=s? =E[(Y- m)’]
Korrelaatio:
Cor(X,Y)=r
Kovarianssi:

COV(X’Y) =Sy :E[(X - ITZ<)(Y- m)] =I'xwSxSy

2-ulotteisen normaalijakauman tiheysfunktio ja sen ominaisuudet
Kaksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktio f,. (X, y) muodostaa pinnan
z="f,,(XY)

kolmiulotteisessa avaruudessa  °. Pinnalla z= f,, (x,y) on maksimi satunnaismuuttujien X jaY
odotusarvojen m, ja m maardamassa pisteessa

(m.,m)
Piste (m,, m) maaréa kaksiulotteisen normaalijakauman todennakaisyysmassan painopisteen.

2-ulotteisen normaalijakauman tiheysfunktion méérittelevassa yhtalossa (1) lauseke

.2 v v 2
X - 0 X - Oeey - o] -mo
Qx,y)=¢ I7;(+'2rxy({ ’71<+i€5/ m++iq/ m+
e Sx o e Sx ge Sy ge Sy g
maarda pinnan z = f,, (X, y) muodon madréamalla sen tasa-arvokayrat. Tasa-arvokayrét ovat
ellipsg &, joiden yht&l6t voidaan esittda muodossa

Q(x,y) =¢c?

missd ¢ on vakio. Kaksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktion muodostaman pinnan muodon
maaraévilla tasa-arvoellipseill& on seuraavat ominaisuudet:

(i)  Ellipsien keskipisteena on jakauman todennakoisyysmassan painopiste
(m.,m)

(i)  Ellipsien eksentrisyys on seké korrelaatiokertoimen rxy etté standardipoikkeamien sx ja Sy
funktio.
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(iii)  Ellips on sité eksentrisempi mita voimakkaammin satunnaismuuttujat X ja Y ovat
korreloituneita eli mité suurempi on

|7y |
(iv) Jos
re =0
ellipsien pddakselit ovat koordinaattiakseleiden suuntaiset.
(v) Jos
re =0
jaliséks
SX :sY
niin ellipsit ovat ympyrGita.

(vi) Jos
ro =%1

niin ellipsit surkastuvat janoiksi.
2-ulotteisen normaalijakauman odotusarvovektori ja kovarianssimatriisi
Olkoon
(X,Y)  No(m,m,S3.S¢, 7 )

Mééritell&8n 2-ulotteista normaalijakaumaa noudattavan satunnaismuuttujien X ja’Y muodostaman
parin (X)Y) odotusarvovektori p jakovarianssmatriis X kaavoilla

_emau
HTEm g
E:gsi SXZYS=§ sk rws§5Y3
Sxy Sy U & xySxSvy Sy u
Huomaa, ettd kovarianssimatriis £ on symmetrinen:
X=X

Odotusarvovektori p =(m,, m) maaraa 2-ulotteisen normaalijakauman tiheysfunktion
muodostaman pinnan muodon maarédvien tasa-arvoel lipsien

2 v ' 2
&x- m 0 o6X - -mo -mo
Qxy)=¢ m‘+-2r({ @9?/ m++?’ m+=cz
e Sx o e Sx g Sy ge Sy g
keski pisteen.

2-ulotteisen normaalijakauman tiheysfunktion muodostaman pinnan muodon méardavien tasa-
arvoellipsien padaksel eiden pituudet (oikeammin: pituuksien suhteet) ja suunnat saadaan
maaraamalla kovarianssmatriisin
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2
S
— X XY
r= 2
XY S Y
ominaisarvot ja ominaisvektorit.

Olkoon

2 2-yksikkomatriisi.
Kovarianssimatriisin S ominaisarvot saadaan madraamalla deter minanttiyhtal on

(1)

si-1 sy

— — 2.2 2
z-/1]= ! ‘—/2-(sf<+s$)/ +s52s2-5%,=0
Sy Sy-1

ratkaisut muuttujan / suhteen. Ominaisarvot ovat reaalisia, koska kovarianssmeatriis S on
symmetrinen. 2. asteen yhtalon (1) juuret saadaan kaavasta

[ SkHSTE(sE+S0) - Alsisi- sk
2

Olkoot juuret

J=t62us2s (5T 452y - 4sisi-st,)U
(2) 2¢€ u

14 .
lo=5 &5 +si-(sk+si) - Asisi- skl
Naemme my0ds kaavoista (2), ettd ominaisarvot /; ja/ ; ovat reaalisa. Taméa johtuu siitd, etta yhtalon
(1) diskriminantti
D=(s%+5¢)"- 4SySy - Sky)

on aina ei-negatiivinen:

D=(s5+5¢)"- 4SSy - Sx) =(Sy - 5y) +45,,3 0
Lisaks yhtalon (1) juurien kaavoista (2) nahddan, etta
1131,

Ominaisarvot / ; ja/, ovat aina ei-negatiivisia. On helppo néhda, ettd ominaisarvo / ; on itse asiassa

aina positiivinen. Ominaisarvon / , ei-negatiivisuus ndhdaén seuraavalla tavalla:
Koska

2
s
ri, =—X-£1

2 .2
SXSY
niin
D=(sk-S¢)’+4s £(sk-Sy) +4sisy=(sk +57)°
jolloin
TKK
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/ =£.é52 +52- \/(sz - s2)>+4s2 Us l.ész +s2- J(s2 +s2)?U=0
2 2e X Y X Y XYu 23 X Y X Y a
Liséks
/,=0
tasmédlleen silloin, kun
2
2 S xv
Ne =— 5 =1
SXSY

Matriisin S ominaisarvoja / ; ja/ ; vastaavat ominaisvektorit

0, = (G Oy)

0, = (G2 Gre)
saadaan yhtéldista

EQi :/iqi ’i ::LZ
ottamalla huomioon ehdot

¥, =qf +a3 =1,i =12
Siten ominaisvektori q, ,i =1,2 saadaan ratkaistuks yhtaloryhmésta

\:(5>2< - /i)qli +sxvq2i =0
_I'_vaoai +(5$' 1)ag,; =0
10+ =1

Muodostetaan matriisin S ominaisarvoista / ; ja / ; diagonaalimatriis

L = éll Ol;I
g0 /.4
jamatriisin S ominaisvektoreiden q, =(q,;,0d,) jad, =(0,,,d,,) komponenteista matriisi
= éqll qlzl;I
Q 21 qZZH

Symmetristen matriisen ominaisarvojen ja -vektoreiden yleisten ominaisuuksien perusteella
tiedetdan, ettd matriis Q on ortogonaalinen, joten

QR =QQ=I
Matriisit S, L ja Q toteuttavat matriisiyht&l 6t
¥ =QLQ¢
ja
L =Q&Q

Yhtédda X = QL Q¢ kutsutaan tavallisesti matriisin S padak selihaj otelmaksi.
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Tasa-arvoellipsien
Q(xy) =c

padakseleiden pituudet suhtautuvat toisiinsa kuten ominaisarvojen / 1 ja/ ; nelidjuuret ja péé-
akseleiden suunnat yhtyvét vastaavien ominaisvektoreiden suuntiin.

2-ulotteisen normaalijakauman reunajakaumat
Olkoon
(X.)Y) Ny(m,m,Ss3.5¢.7 )
Satunnaismuuttujien X ja 'Y reunajakaumat ovat 1-ulotteisia normaalijakaumia:

X N(m,s})
Y N(m,sy)

2-ulotteinen normaalijakauma, korreloimattomuus ja riippumattomuus
Olkoon

(X,Y) N (1, M, 85,5 ¢, )

Jos
w =0
niin satunnaismuuttujat X ja'Y ovat riippumattomia.
Perustelu:
Kaksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktio on
Fer (% y) = : expi - Q( y)
205,Sy\1- 12, 1 2(1- %
jossa
Qx,y) = (; @f-zw‘?‘ MO M0, m ¢
Sx @ Sx g6 Sy g & Sy o
Oletetaan, etta

re =0

Tal6in satunnaismuuttujien X ja'Y yhteigakauman tiheysfunktio hajoaa satunnaismuuttujien
reunajakaumien tiheysfunktioiden tuloksi:

frr (X Y) = expj -

L igeem? &y mol
2ps s, i 2g8 Sy a3 (ésY égb

2 .-

1 exp} 18- n;(oP 1 pi lagy- m o fl
- | =
\/st T 2({ Sx 2ps, T 28 Sy ﬂ%;
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= (T ()

jossa f, (x) on satunnaismuuttujan X reunajakauman tiheysfunktio ja f, (y) on satunnais-
muuttujan Y reungjakauman tiheysfunktio.

Koska satunnaismuuttujien X ja 'Y yhteigakauman tiheysfunktio f,, (X, y) on voitu esttéa

satunnaismuuttujien X ja'Y reungjakaumien tiheysfunktioiden tulona, satunnaismuuttujat X ja
Y ovat riippumattomia.

On syytd huomata, ettd vaikka 2-ulotteisen normaalijakauman tapauksessa satunnais-
muuttujien X ja'Y korreloimattomuudesta seuraa niiden riippumattomuus, tdma ei ole
yleisesti totta. Sen Sijaan aina pétee, etta satunnaismuuttujien riippumattomuudesta seuraa
niiden korreloimattomuus.

2-ulotteisen normaalijakauman ehdolliset jakaumat
Olkoon

(X,Y) N (1, M, 85,50, )

2-ulotteisen normaalijakauman ehdolliset jakaumat ovat 1-ulotteisia normaalijakaumia:

S
(X1Y) N(m + by, (y- m) 15>2<(1' r>2<Y)) by =1 =
Y

(YIX) N+ by (X M), S20- 12)), By = 7y

x

Perustelu:

Esitetdan perustelu kaksi ul otteisen normaalijakauman ehdollisten jakaumien
normaalisuudelle tarkastelemalla satunnaismuuttujan X ehdollista jakaumaa satunnais-
muuttujan Y suhteen (ehdolla Y =y).

Olkoon
foo (X y) = Satunnaismuuttujien X ja'Y yhteisiakauman tiheysfunktio
fyy (X]y) = Satunnaismuuttujan X ehdollisen jakauman tiheysfunktio
satunnaismuuttujan Y suhteen
f, (y) = Satunnaismuuttujan Y reunajakauman tiheysfunktio
Ehdollisen jakauman tiheysfunktion mééritelméan mukaan
frr (%, Y)
(x| y) ==
a f, (¥)
Kaksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktio on muotoa
1 1 1 u
fer (X Y) = expi- ———5—Q(X )y
o ops s L-r2, 1 20-r3) )
jossa
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.2 v v 2

&-m 0 &x- m Gaey- m O .
Qxy)=¢ m(+'2fxyg, ’71<+i€3/ m++? Lidy
e Sx o e Sx ge Sy ge Sy g

Satunnaismuuttujan Y reungjakauman tiheysfunktio on muotoa

R 5
1 i 1eey-mot
f(Y) === —expi- S =y
" aps, Ty 28 s, o,
Melko helposti ndhdéaan, etta

Fr (X Y) _ 1

f =
arX1Y) f.(y)  2ps2(1- r2)

i 1 i
expi- ———5—<-Q(x|y)y
i 2s2@- r2) b
jossa
2

é u
QUXIY) =X~ m, - I 2X(y- m)g
2} S a

Y

Siten satunnaismuuttujan X ehdollinen jakauma satunnaismuuttujan Y suhteen (ehdolla’Y =y)
on normaalinen:

(X[Y=y)~ N(n?<|w$>2<|y)
jossa

S
mqY:E(le:)/):m(‘Frxvs_x(y' m)

Y

Sy =Var(X|Y=y)= (- rg)s

2-ulotteisen normaalijakauman ehdolliset odotusarvot
Olkoon

(X.Y) N,(m.m.S 5,59, 7 )
Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujan Y suhteen on muotoa
E(X1Y)=m + by, (y- m)

Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujan Y suhteen muodostaa satunnais-
muuttujan Y arvojen y funktiona satunnaismuuttujan X regressiofunktion satunnaismuuttujan Y
arvojen suhteen. 2-ulotteisen normaalijakauman tapauksessa satunnaismuuttujan X regressio-
funktio satunnaismuuttujan Y suhteen méaraa suoran

X=my +bXY(y_ ’n)
Kutsumme téta suoraa muuttujan x regressiosuor aks muuttujan y suhteen. Suoran kulmakerroin on
S X

bxv =l —
Sy
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jase kulkee satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvojen madréaman pisteen (m,, m) kautta

Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujan Y suhteen on
E(X1Y)=m + by, (y- m)

Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujan X suhteen muodostaa satunnais-
muuttujan X arvojen x funktiona satunnaismuuttujan Y regressofunktion satunnaismuuttujan X
arvojen suhteen. 2-ulotteisen normaalijakauman tapauksessa satunnaismuuttujan Y regressio-
funktio satunnaismuuttujan X suhteen méaréd suoran

y=m + by (X- m)
Kutsumme téta suoraa muuttujan y regressiosuor aks muuttujan x suhteen. Suoran kulmakerroin on

S
be :rXY_Y
Sy

jase kulkee satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvojen madréaman pisteen (m,, m) kautta
Huomaa, etta regressiosuorien kulmekertoimet b,, ja by, toteuttavat yhtalon

be bXY = r>2<Y
Lisdks molemmat regressiosuorat kulkevat 2-ulotteisen normaalijakauman todennékdisyysmassan

painopisteen (m,, m) kautta

Regressiosuorien ominaisuudet
Kirjoitetaan molempien regressiosuorien yhtalot muuttujan x funktioina.
Muuttujan X regressiosuora muuttujan y suhteen:

1 1
y=m o+ (x m) =+ = (x- m)

XY XY X

Muuttujan y regressiosuora muuttujan x suhteen:
S
Y= M+ b (X- M) =M+ Mo (X- M)
X

Regressiosuorilla on seuraavat ominaisuudet:

(i) Molemmat regressiosuorat kulkevat 2-ulotteisen normaalijakauman todennakdisyysmassan
painopisteen (m,, m) kautta

(i)  Molempien regressiosuorien kulmakertoimilla b, ja by, seka satunnaismuuttujien X ja’Y
korrelaatiokertoimella r,,, on aina sama merkki:
Suorat ovat nousevia, jos
re>0
Suorat ovat laskevia, jos

re<0
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(i)  Muuttujan y regressiosuora muuttujan x suhteen on aina loivempi kuin muuttujan x
regressiosuora muuttujan y suhteen, koska

rz, £1

(iv) Muuttujan x regressiosuora muuttujan y suhteen on sita loivempi mité voimakkaammin
satunnaismuuttujat X ja Y ovat korreloituneita eli mitéa suurempi on

|7 |
(v) Muuttujany regressiosuora muuttujan x suhteen on sita jyrkempi mita voimakkaammin
satunnaismuuttujat X ja Y ovat korreloituneita eli mita suurempi on
|7 |
(vi) Molemmat regressiosuorat ovat sita jyrkempid mita pienempi on satunnai smuuttujan X
varianss
Sx
(vil) Molemmat regressiosuorat ovat sité jyrkempia mita suurempi on satunnaismuuttujan Y
varianss
2

Sy

(vil) Regressiosuorat yhtyvat tasmélleen silloin, kun

ro =%1
(ix) Jos
re =0
niin regressiosuorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan ja muuttujan x regressiosuora
muuttujan y suhteen on
X=m
jamuuttujan y regressiosuora muuttujan x suhteen on
y=m

Tal6in satunnaismuuttujan X saamat arvot eivat riipu satunnaismuuttujan Y saamista arvoista
jasatunnaismuuttujan Y saamat arvot eivat riipu satunnaismuuttujan X saamista arvoista.
Regressiosuorien yhtélot ja standardointi
Regressiosuorien yhtal6t voidaan kirjoittaa standardoitujen muuttujien

x¢= 2"k
SX

y¢: y- m
SY

funktioina seuraaviin muotoihin: Muuttujan x regressiosuora muuttujan y suhteen on
standardoiduissa muuttujissa X’ jay” muotoa
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y¢= L x¢
rXY
jamuuttujan y regressiosuora muuttujan x suhteen on standardoiduissa muuttujissax” jay” muotoa
ye=r, x¢
Huomaa, ettd standardoitujen muuttujien valisten regressiosuorien kulmakertoimet ovat toistensa
kaantei d ukuja.
Yhteiskorrelaatiokerroin
2-ulotteisen normaalijakauman tapauksessa satunnaismuuttujien X jaY yhteiskorrelaatiokerroin on

Sxy S vx
= =r -7 =
RX\Y 545, XY SyS, R(\x

2-ulotteisen normaalijakauman ehdolliset varianssit

Satunnaismuuttujan X ehdollinen varianss satunnaismuuttujan Y suhteen on
Siy =Sx(@- I

Satunnaismuuttujan X ehdollinen varianss satunnaismuuttujan Y suhteen on
Ss\x :S\?(l' r)Z(Y)

Huomaa, ettd kumpikaan ehdollinen varianssi ei riipu ehtomuuttujansa arvosta.

Koska

| e [£1

niin ehdollisten varianssien kaavoista nahdaan, etta
sf(‘Y £s?

ja
Syx ESy

Esimerkki 2-ulotteisesta normaalijakaumasta
Olkoon
(X, Y) ~Nx(4,3,2,1,0.7)
Siten jakauman parametrit ovat
E(X)=m =4 Var(X)=s; =2
E(Y)=m =3 Va(Y)=sZ=1
Cor(X,Y)=r,, =07
joten

Cov(X,Y)=r,S,S, =0.7" /2" J1»0.9899
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Kuva oikealla esittda esimerkin 2-ulotteisen
normaalijakauman tiheysfunktiota

frr (X Y)

Jakauman todenndk6isyysmassan paino-
pisteend on piste

(m,m)=(43)

Odotusarvovektori ja kovarianssimatriis

/
’/l
il

—

y
Jakauman odotusarvovektori on ,‘,"""' ' m |
L N
_ému_édu '%m%%%m
” = e u = ggu LN
emq u

Jakauman kovarianssimatriis on

és? s, U
=g 70
Sxy Sy
_é s)z( rXYSXSYl;I
=a Y4
el xyS xSy Sy G
& 2 0.7 V2" J1u
=e u
0.7 2" \1 1 g
_é 2 09899y
¢pogeg 1 M

Tasa-arvodlipsit
Tiheysfunktion f,. (X, y) méérdavan pinnan muodon maaraavét tasa-arvoel lipsit
2 y y 2
&x- 40 , - 40eey- 36 ay- 30 2
QX Y)=¢—==-2"07 : <+ +=C
&2 EV2 & V1p &Vl
Ellipsien keskipisteena on jakauman todennékoisyysmassan painopiste
(m.,m)=(43)

Olkoon
¥ =QLQ¢

kovarianssimatriisin S paaakselihajotelma, jossa L on matriisn S ominaisarvojen muodostama
diagonaalimatriis ja Q on vastaavien ominaisvektoreiden muodostama ortogonaalinen matriisi,
jossa ominaisvektorit ovat sarakkeina.

Olkoot
1,31,

matriisin S ominaisarvot ja
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d; = (Chy Oz1)
0, = (0, Gp,)
vastaavat ominaisvektorit. Taloin
-85 14
u
SR
Matriisit S, L ja Q toteuttavat matriisiyht&l6t
¥ =QLQ¢
ja
L =Q&Q
Olkoon / kovarianssmatriisin S ominaisarvo. Tall6in / toteuttaa 2. asteen yhtalon

7 2-
det(x- /1,) =detS* "/
e

S u_,, 2 2 2.2 2 _
g2 /L]_/ -(SytSy) +55Sy- 55 =0
XY vy~ u

Tamén 2. asteen yhtalon ratkaisut saadaan kaavasta

s +s$i\/(sf< - 82?2 +4s2,
2

| =

Ratkaisuiks saadaan

=&k rsish- s ras), b
% +1+4/(2- 12 +4° (0.7 f)zu
_1, )
-583+ 2.920» 2.6001

= &% +s- sk sh)+as,

_1 20
_Egz 1- J(2- )2 +4" (0.7 V2)? :

1, .
=5 83- \/4.923» 0.3909
Olkoon g =(q,,q,) kovarianssimatriisin S ominaisarvoa / vastaava ominaisvektori. Taloin g
toteuttaa matriisyhtalon

Xq=/q
Koska vaadimme, etta
q& =q +0q; =1
niin vektori g =(q,,q,) Saadaan ratkaistuks yhtaloryhméasta
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\:(S>2< - /)q1+sxvq2:O

_I'_sxvoa+(5$' /)QZ:O

T+l =1
Ominaisarvoa

/, =2.6091

vastaavaks ominaisvektoriks saadaan
9, = (G, G,) = (0.8517,0.5240)

Ominaisarvoa
/, =0.3909

vastaavaks ominaisvektoriksi saadaan
d, = (G, G,,) = (- 0.5240,0.8517)
Siten kovarianssimatriisin
u_€ 2 07J20_¢ 2 09899y
5 @7z 1 g 0% 1 f
padakselihajotelman
X =QLQ¢
matriiseiks L ja Q saadaan
é/, Ou_é6091 0 u
“T& 1,878 0 03009
_ €0y CpU_€0.8517 -0.5240u
Q=g .8 ©sa0 o517
jossaL on matriisin S ominaisarvojen muodostama diagonaalimatriis ja Q on vastaavien ominais-

vektoreiden muodostama ortogonaalinen matriisi, jossa matriisin S vastaavat ominaisvektorit ovat
sarakkeina.

Y 14 esitetyn mukaan jakauman tiheysfunktion mééraédman pinnan muodon méérédvien tasa-
arvoellipsien padakselit leikkaavat jakauman todenndkdisyysmassan painopisteessé

(m,m)=(43)

Tasa-arvoellipsien padaksel elden pituudet suhtautuvat toisiinsa kuten kovarianssimatriisn S
ominaisarvojen

/, =2.6091

/, =0.3909

nelidjuuret ja vastaavat ominaisvektorit g, jaq, maaraavét pasdakseleiden suunnat.
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Tasa-arvoellipsien padaksel el den suuntaisten suorien yhtél 6t ovat

y=a +bx
y=a,+hX
jossa

a=m-bm =3-b" 4=0.5390

ovat suurempaa ominaisarvoa / ; = 2.6091 vastaavan, pitempéaén padakseliin liittyvan suoran
kertoimet ja

a=m-bm =3-b" 4=9.5015
ovat pienempéd ominaisarvoa / ; = 0.3909 vastaavan, lyhyempéaan padakseliin liittyvan suoran

kertoimet.
N,(4, 3,2,1,0.7)

Kuva oikealla esittda esimerkin 2-ulotteisen normaali- 10
jakauman tiheysfunktion tasa-arvoellipsg 4, jotka

vastaavat (likimaérin) todennakoisyyksia 68 %, 8 1
95 % ja 99.7 %. ]
Esimerkiksi uloimman ellipsin sisdan jdan. 99.7 %

jakauman todennak6isyysmassasta. 4

Kuvaan on lisaks piirretty tasa-arvoellipsien
paaakselien suuntaiset suorat

y =0.5390+0.6152" x o
y =9.5015- 1.6254" x -2

-2 0 2 4 6 8 10

Reunajakaumat

Esimerkin 2-ulotteisen normaalijakauman reunajakaumat ovat seuraavat:
X N(4,2 Y N(32
Kuvat alla esittavét reungjakaumien tiheysfunktioita.

N(4, 2) N(3, 1)

05 05
0.4 - 04 1
03 1 03 |
0.2 1 0.2 -
0.1 - 0.1 1

0 0

2 0 2 4 6 8 10 2 0 2 4 & 8 10

TKK @ llkka Mellin (2006) 451



Todennékoisyyslaskenta 19. Moniulotteisia jakaumia

Regressosuorat
Esimerkin tapauksessa muuttujan x regressiosuora muuttujan y suhteen on
l1.s
= + - Y X -
ysm+— 2 (x- m)

XY X

IR PN IPWN

0.7 J2

=-1.0406+1.0101x
jamuuttujan y regressiosuora muuttujan x suhteen on

Y= M+ S (x- )
SX

:3+o.7i2(x- 4)

J2
=1.0201+ 0.4950x
Kuva oikealla esittéd esimerkin 2-ulotteisen normaali- N4, 3,2, 1,0.7)
jakauman tiheysfunktion tasa-arvoel lipsg &, jotka 10 rrm
vastaavat (likimaarin) todennakdisyyksia 68 %,
95 % ja 99.7 %. 8 1
Esimerkiksi uloimman ellipsin sisdan jdan. 99.7 % 6 |
jakauman todennak6isyysmassasta.
Kuvaan on lisiksi piirretty seka muuttujan x regressio- 47
suora muuttujan y suhteen ettd muuttujan y regressio-
suora muuttujan x suhteen. 2]
Suoristajyrkempi i 0 -
y =-1.0406+1.0101" x 5
on x:n regressiosuora y:n suhteen ja suorista | oivempi 2 0 2 4 6 8 10

eli
y =1.0201+0.4950" x
on y:n regressiosuora x:n suhteen.
Ehdolliset varianssit
Esimerkin tapauksessa satunnaismuuttujan X ehdollinen varianssi satunnaismuuttujan Y suhteen on
Of£s?, =(-ri,)si=@Q-07") 2=102£2=5}

XY
jasatunnaismuuttujan Y ehdollinen varianss satunnaismuuttujan X suhteen on
0f£s’, =(- ri,)si=@1-07°)"1=051£1=5s]

Y| X
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