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Esipuhe

Tämä moniste antaa perustiedot tilastollisista menetelmistä ja niiden soveltamisesta.

Moniste perustuu Teknillisessä korkeakoulussa pitämiini sovelletun todennäköisyyslaskennan
ja tilastollisen analyysin perusteiden kurssien luentoihin sekä osittain myös ennustamisen ja
aikasarja­analyysin ja koesuunnittelun ja tilastollisten mallien kurssien luentoihin, mikä
tietysti lyö leimansa monisteessa käsiteltävään materiaaliin.

Moniste jakautuu viiteen osaan: Osa 1 muodostaa johdannon monisteen pääosalle, jossa
käsitellään otoksia, otosjakaumia, estimointia, testausta sekä regressio­ ja varianssianalyysia.
Osassa 1 esitellään lyhyesti kirjoittajan näkemykset siitä, mitä tilastotiede on tieteenalana
sekä käsitellään tilastollisen aineiston keräämistä ja mittaamista sekä tilastollisten aineistojen
kuvaamista. Osassa 2 tarkastellaan satunnaisotoksia sekä otosjakaumia ja tilastollisten
mallien parametrien estimointia. Osa 3 on omistettu tilastollisille testeille. Monisteen kaksi
viimeistä osaa, osat 4 ja 5, käsittelevät kaksiulotteisten tilastollisten aineistojen kuvaamista,
korrelaatiota sekä regressio­ ja varianssianalyysia.

Se, että käsillä oleva teos on perusopetuksen moniste näkyy siinä, että teoksessa ei käytetä
mittateoreettista lähestymistapaa. Lisäksi kaikkein vaativimmat matemaattiset tulokset on
jätetty perustelematta. Monisteessa perustellaan kuitenkin useimpien tilastotieteen kurssien
tarpeiden kannalta varmasti aivan riittävä osa sellaista tuloksista, joissa ei tarvita riippuvien
havaintojen tai multinormaalijakauman ja sen neliömuotojen jakaumien teoriaa.
Tavoitteenani on ollut ja on tuottaa verkkojakeluun sellaista todennäköisyyslaskennan ja
tilastotieteen oppimateriaalia, mikä mahdollistaa itseopiskelun. Lukijasta saattaa tuntua, että
monisteessa on tähän tavoitteeseen nähden kovin vähän esimerkkejä – monisteessa ei ole esi­
merkkejä kuin aivan keskeisimpien teorian kohtien havainnollistamiseksi. Perusteluna tälle
ratkaisulle on se, että monisteen materiaalia täydentävät ja rikastavat verkossa julkaistut
harjoitustehtäväkokoelmat ratkaisuosineen. Tilastotieteen opettajien kannattaa huomata
myös se, että käsillä olevaan materiaaliin liittyvät luentokalvot ovat saatavilla verkossa.

Käsillä olevaan monisteeseen liittyy kiinteästi opetusmoniste Todennäköisyyslaskenta sekä
kaava­ ja taulukkokokoelmat Todennäköisyyslaskenta: Kaavat, Tilastolliset menetelmät:
Kaavat sekä Tilastolliset taulukot, jotka kaikki ovat myös saatavilla verkossa.

Kesällä 2006
Ilkka Mellin
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ESTIMOIDUN MALLIN SOVITTEET JA RESIDUAALIT SEKÄ NIIDEN OMINAISUUDET 387
JÄÄNNÖSVARIANSSIN ESTIMOINTI 389
YLEISEN LINEAARISEN MALLIN RAKENNEOSAN SPESIFIOINTI 389
YLEISEN LINEAARISEN MALLIN JÄÄNNÖSOSAN SPESIFIOINTI 390
SPESIFIOINTIVIRHEIDEN VAIKUTUKSET 390
DIAGNOSTISET TARKISTUKSET 391

18.3.  REGRESSIOGRAFIIKKA 391
PISTEDIAGRAMMIT 391
RESIDUAALIDIAGRAMMIT 392
AIKASARJADIAGRAMMIT 392

18.4.  POIKKEAVAT HAVAINNOT 393
RESIDUAALIT 394
STANDARDOIDUT RESIDUAALIT 395
POISTORESIDUAALIT 395
STANDARDOIDUT POISTORESIDUAALIT 396
VIPULUVUT 397
COOKIN ETÄISYYDET 397
TILASTOGRAFIIKKA JA POIKKEAVIEN HAVAINTOJEN TUNNISTAMINEN 398

18.5.  REGRESSIOKERTOIMIEN VAKIOISUUS 398
TESTI REGRESSIOKERTOIMIEN VAKIOISUUDELLE 399
TESTIN TOINEN MUOTOILU 400

18.6.  MULTIKOLLINEAARISUUS 401
MULTIKOLLINEAARISUUS 401
VARIANSSIN INFLAATIOTEKIJÄ 402
MOMENTTIMATRIISI, OTOSKOVARIANSSIMATRIISI JA
OTOSKORRELAATIOMATRIISI 403
MULTIKOLLINEAARISUUDEN TUTKIMINEN 404

18.7.  HOMOSKEDASTISUUS JA HETEROSKEDASTISUUS 404
HETEROSKEDASTISUUDEN VAIKUTUKSET 405
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HETEROSKEDASTISUUDEN HAVAITSEMINEN 405
HETEROSKEDASTISUUDEN TESTAAMINEN 405
VARIANSSIN STABILOIVAT MUUNNOKSET 406

18.8.  AUTOKORRELAATIO 406
KORRELOITUNEISUUDEN VAIKUTUKSET 407
AIKASARJOJEN REGRESSIOMALLIT JA AUTOKORRELAATIO 407
DURBININ JA WATSONIN TESTI 1. KERTALUVUN AUTOKORRELAATIOLLE 408

18.9.  NORMAALISUUS 409
EPÄNORMAALISUUDEN VAIKUTUKSET 409
BOWMANIN JA SHENTONIN TESTI 409

18.10. MALLIN ENNUSTUSKYKY 410

19.  ERITYISKYSYMYKSIÄ YLEISEN LINEAARISEN MALLIN SOVELTAMISESSA 413

19.1.  ERITYISKYSYMYKSIÄ YLEISEN LINEAARISEN MALLIN SOVELTAMISESSA:
JOHDANTO 414
YLEINEN LINEAARINEN MALLI 414
REGRESSIOKERTOIMIEN PNS­ESTIMAATTORIT JA NIIDEN OMINAISUUDET 415
GAUSSIN JA MARKOVIN LAUSE 416
GAUSSIN JA MARKOVIN LAUSEEN TULKINTA 416
KUN PNS­ESTIMAATTORI EI OLE PARAS 417
KUN PNS­ESTIMAATTORIA EI SAA KÄYTTÄÄ 417

19.2.  YLEISTETTY PIENIMMÄN NELIÖSUMMAN MENETELMÄ 417
YLEISTETYN PNS­ESTIMAATTORIN ODOTUSARVO JA KOVARIANSSIMATRIISI 419
MODIFIOITU GAUSSIN JA MARKOVIN LAUSE YLEISTETYLLE
PNS­ESTIMAATTORILLE 420
YLEISTETYN PNS­ESTIMAATTORIN STOKASTISET OMINAISUUDET 422
LASKETTAVA YLEISTETTY PNS­ESTIMAATTORI 422
PAINOTETTU PNS­ESTIMAATTORI 423

19.3.  RAJOITETTU PIENIMMÄN NELIÖSUMMAN MENETELMÄ 423
RAJOITETUN PNS­ESTIMAATTORIN ODOTUSARVO JA KOVARIANSSIMATRIISI 425
MODIFIOITU GAUSSIN JA MARKOVIN LAUSE RAJOITETULLE
PNS­ESTIMAATTORILLE 426
RAJOITETUN PNS­ESTIMAATTORIN STOKASTISET OMINAISUUDET 427
RAJOITUSTEN TESTAUS 427
RAJOITUSTEN SPESIFIOINTI 429

19.4.  INSTRUMENTTIMUUTTUJAMENETELMÄ 429
REGRESSIOKERTOIMIEN VEKTORIN PNS­ESTIMAATTORIN HARHATTOMUUS 429
INSTRUMENTTIMUUTTUJAMENETELMÄ 431
INSTRUMENTTIEN SPESIFIOINTI 432

Varianssianalyysi 433

20.  YKSISUUNTAINEN VARIANSSIANALYYSI 437

20.1.  VARIANSSIANALYYSI: JOHDANTO 438
KAHDEN RIIPPUMATTOMAN OTOKSEN T­TESTI 438
VARIANSSIANALYYSIN PERUSASETELMA 438
VARIANSSIANALYYSIN NIMI 438

20.2.  YKSISUUNTAISEN VARIANSSIANALYYSIN PERUSASETELMA 438
YKSISUUNTAINEN VARIANSSIANALYYSI JA KOESUUNNITTELU 439

20.3.  YKSISUUNTAISEN VARIANSSIANALYYSIN SUORITTAMINEN 439
HAVAINNOT JA NIIDEN KESKIARVOT 439
VARIANSSIANALYYSIHAJOTELMA 440
TESTI ODOTUSARVOJEN SAMUUDELLE 443
KOKONAISNELIÖSUMMAN SST JAKAUMA JA VAPAUSASTEET 443
RYHMIEN VÄLISEN VAIHTELUN NELIÖSUMMAN SSG JAKAUMA JA
VAPAUSASTEET 445
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RYHMIEN SISÄISEN VAIHTELUN NELIÖSUMMA SSE JA VAPAUSASTEET 446
COCHRANIN LAUSE 447
YKSISUUNTAISEN VARIANSSIANALYYSIN F­TESTISUUREEN JAKAUMA 448
YKSISUUNTAISEN VARIANSSIANALYYSIN F­TESTISUUREEN JAKAUMA 449
VARIANSSIESTIMAATTORIN MSE HARHATTOMUUS 450
VARIANSSIESTIMAATTORIN MSG HARHATTOMUUS 452
VARIANSSIANALYYSITAULUKKO 455

20.4.  YKSISUUNTAISEN VARIANSSIANALYYSIN MALLI JA SEN PARAMETROINTI 455
PARAMETROINTI 1 455
PARAMETROINTI 2 456
PARAMETROINTIEN 1 JA 2 EKVIVALENSSI 456
YKSISUUNTAISEN VARIANSSIANALYYSIN MALLI JA YLEINEN LINEAARINEN MALLI 458

20.5.  YKSISUUNTAISEN VARIANSSIANALYYSIN MALLIN PARAMETRIEN ESTIMOINTI 459
YKSISUUNTAISEN VARIANSSIANALYYSIN MALLI 459
PIENIMMÄN NELIÖSUMMAN ESTIMOINTI 459
PIENIMMÄN NELIÖSUMMAN ESTIMOINTI YHTÄ SUURTEN ODOTUSARVOJEN
TAPAUKSESSA 460
TESTI ODOTUSARVOJEN SAMUUDELLE 461
SOVITTEET JA RESIDUAALIT 462

20.6.  YKSISUUNTAISEN VARIANSSIANALYYSIN MALLIN MATRIISIESITYS 463
MATRIIISIESITYS 463
PIENIMMÄN NELIÖSUMMAN ESTIMOINTI 464

20.7.  LASKUTOIMITUSTEN SUORITTAMINEN 466
20.8.  BARTLETTIN TESTI 468

TESTAUSASETELMA 468
TESTISUURE JA SEN JAKAUMA 469

20.9.  ODOTUSARVOPARIEN VERTAILU 469
LUOTTAMUSVÄLIT JA ODOTUSARVOJEN PARIVERTAILU 470
TESTIT JA ODOTUSARVOJEN PARIVERTAILU 471
LUOTTAMUSVÄLIEN JA TESTIEN EKVIVALENSSI 472
SIMULTAANISET LUOTTAMUSVÄLIT JA TESTIT 472
BONFERRONIN EPÄYHTÄLÖ 472
BONFERRONIN EPÄYHTÄLÖ JA SIMULTAANISET TESTIT 473

20.10. KONTRASTIT 474
KONTRASTI 474
KONTRASTIEN ESTIMOINTI 475
KONTRASTEJA KOSKEVAT TESTIT 475
KONTRASTIEN LUOTTAMUSVÄLIT 478
ORTOGONAALISTEN KONTRASTIEN TESTAAMINEN 478

21.  KAKSISUUNTAINEN VARIANSSIANALYYSI 481

21.1.  VARIANSSIANALYYSI: JOHDANTO 482
KAHDEN RIIPPUMATTOMAN OTOKSEN T­TESTI 482
VARIANSSIANALYYSIN PERUSONGELMA 482

21.2.  KAKSISUUNTAISEN VARIANSSIANALYYSIN PERUSASETELMA 482
INTERAKTIO: HAVAINNOLLISTUS 484
KAKSISUUNTAINEN VARIANSSIANALYYSI JA KOESUUNNITTELU 485

21.3.  KAKSISUUNTAISEN VARIANSSIANALYYSIN SUORITTAMINEN 485
HAVAINTOJEN KESKIARVOT 485
VARIANSSIANALYYSIHAJOTELMA 486
KAKSISUUNTAISEN VARIANSSIANALYYSIN TESTIT 488
NELIÖSUMMIEN JAKAUMAT 490
VARIANSSIESTIMAATTOREIDEN HARHATTOMUUS 491
VARIANSSIANALYYSITAULUKKO 493

21.4.  KAKSISUUNTAISEN VARIANSSIANALYYSIN MALLI JA SEN PARAMETROINTI 494
PARAMETROINTI 1 494
PARAMETROINTI 2 495
PARAMETROINTIEN 1 JA 2 EKVIVALENSSI 495
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21.5.  KAKSISUUNTAISEN VARIANSSIANALYYSIN MALLIN PARAMETRIEN ESTIMOINTI 497
KAKSISUUNTAISEN VARIANSSIANALYYSIN MALLI 497
PIENIMMÄN NELIÖSUMMAN ESTIMOINTI 498
SOVITTEET JA RESIDUAALIT 499

21.6.  LASKUTOIMITUSTEN SUORITTAMINEN 500

22.  KOLMI­ JA USEAMPISUUNTAINEN VARIANSSIANALYYSI 503

22.1.  VARIANSSIANALYYSI: JOHDANTO 504
KAHDEN RIIPPUMATTOMAN OTOKSEN T­TESTI 504
VARIANSSIANALYYSIN PERUSONGELMA 504

22.2.  KOLMISUUNTAINEN VARIANSSIANALYYSI JA SEN MALLI 504
KOLMISUUNTAISEN VARIANSSIANALYYSIN PERUSASETELMA 504
KOLMISUUNTAISEN VARIANSSIANALYYSIN TILASTOLLINEN MALLI 506
KOLMISUUNTAINEN VARIANSSIANALYYSI JA KOESUUNNITTELU 507

22.3.  KOLMISUUNTAISEN VARIANSSIANALYYSIN SUORITTAMINEN 507
HAVAINTOJEN KESKIARVOT 507
VARIANSSIANALYYSIHAJOTELMA 508
TESTISUUREET JA NIIDEN JAKAUMAT 510
VARIANSSIANALYYSITAULUKKO 512

22.4.  LASKUTOIMITUSTEN SUORITTAMINEN 512


