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4. Otokset ja otosjakaumat

4.1. Satunnaisotos

4.2. Otostunnusluvut ja otosjakaumat

4.3. Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
4.4. Suhteellisen frekvenssin otosjakauma

Tilastollinen aineisto koostuu tutkimuksen kohteita ja niiden olosuhteita kuvaavien muuttujien
havaituista arvoista. Koska tilastollisissa tutkimusasetel missa havaintoarvoihin liittyy aina epa-
varmuuttatai satunnaisuutta, havaintoarvojen gjatellaan olevan jonkin satunnaismuuttujan
generoimia. Tilastollisen aineiston tilastollinen malli tarkoittaa tdméan satunnaismuuttujan
todennédkdisyys akaumaa.

Voimme gjatella, etté havaintoarvoihin liittyva satunnaisuus on seurausta sitg, etté havainto-
arvot on saatu arpomalla kayttamalla arvontatodennakkoi syyks nd todenndkdisyyksia siité toden-
ndkoisyygakaumasta, joka toimii havaintoarvojen vaihtelua kuvaavana tilastollisena mallina. Koska
siten havaintoarvot vaihtelevat satunnaisesti arvonnasta toiseen, myos kaikki havaintoarvoista
johdetut suureet — kuten otostunnusluvut — vaihtelevat satunnaisesti arvonnasta toi seen.

Kasittelemme tassd luvussa tilastollisia aineistoja kuvaavien tunnuslukujen eli otossuureiden
todenndkdisyygakaumia eli otog akaumia. Tarkastelun kohteena ovat erityisesti aritmeettisen
keskiarvon ja otosvarianssin seké suhteellisen frekvenssin otosakaumat.

Avainsanat:

Aritmeettinen keskiarvo, Havainto, Havaintoarvo, Keskeinen raja-arvolause, cz-jakauma,
Normaalijakauma, Otos, Otosjakauma, Otostunnusluku, Otosvarianssi, Riippumattomuus,
Satunnaisotos, Suhteellinen frekvenssi, t-jakauma, Tilastollinen aineisto, Tilastollinen malli,
Todennakoisyysjakauma
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4.1. Satunnaisotos

Tilastolliset aineistot

Tilastollinen aineisto koostuu tutkimuksen kohteita kuvaavien muuttujien havaituista arvoista.
Siita, ettatilastollisissa tutkimusasetelmissa havaintoarvoihin liittyy aina epavarmuutta tai
satunnaisuutta, seuraa seuraavat kaks seikkaa:

(i) Tilastollisissa tutkimusasetelmissa gjatellaan, etta havaintoarvot on generoinut ilmio, joka on
luonteeltaan satunnainen.

(i)  Tilastollisen tutkimuksen kohteita kuvaavat muuttujat tulkitaan satunnaismuuttujiks ja
havaintoarvot tulkitaan ndiden satunnaismuuttujien realisoituneiks arvoiksi.
Tilastolliset mallit

Tilastollisen aineiston tilastollisella mallilla tarkoitetaan niiden satunnaismuuttujien
todennakdi syysakaumaa, jonka ajatellaan generoineen havainnot. Havaintoarvojen gjatellaan
syntyneen arpomalla k&yttaen arvontatodennakdisyyksina aineiston mallina kaytetysta
todennakdisyysakaumasta saatavin todennakdisyyksin.

Huomautus:

Todenndkoisyygakaumat riippuvat tavallisesti parametreista eli vakioista, joiden arvoja
e yleensatunneta.

Kun tilastollisia malleja sovelletaan reaalimaailman ilmidita kuvaavien havaintoaineistojen
analysointiin, kohdataan tavallisesti seuraavat mallin parametreja koskevat ongelmat:

(i) Parametrien arvoja el tunneta ja ne on estimoitava €li arvioitava havaintoaineistosta;
lisitietoja: ks. lukua Estimointi.

(i) Parametrien arvoistaon esitetty oletuksia tai vaitteita, joita halutaan testata eli asettaa
koetteelle havaintoaineistosta saatua informaatiota vastaan; lisétietoja: ks. lukua Tilastollinen
testaus.

Tilastollisten mallien parametrien estimointi ja testaus muodostavat keskeisen osan tilastollista
paattelya.
Satunnaisotanta

Satunnaisotos poimitaan arpomalla havaintoyksikot perusjoukosta otokseen. Arpomisessa
kéaytettdvad menetelméé kutsutaan satunnaisotannaksi. Satunnaisotannassa sattuma maéraa mitka
perusioukon alkioista tulevat otokseen.

Jos havaintoyksikot poimitaan perusjoukosta satunnaisotannalla, pétee seuraava:

() Havaintoyksikoita kuvaavien muuttujien havaitut arvot ovat satunnaisia siind mielessa,
ettd nevaihtelevat satunnaisesti otok sesta toiseen.

(i) Kaikki havaintoykskoita kuvaavien muuttujien havaituista arvoista lasketut tunnusluvut
ovat satunnaisia Siind mielessi, etta ne vaihtelevat satunnaisesti otok sesta toiseen.

Olkoot
xll x21 ,xn
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tiheysfunktio on f(x):
Xy X5, K, X A
X f(x),i=L2,K,n

Sanomme talldin, ettd satunnaismuuttujat
xll x21 ey Xn

muodostavat satunnaisotok sen jakaumasta, jonka pistetodenndkoisyys- tai tiheysfunktio on f(x) ja
kutsumme satunnaismuuttujia Xy, Xo, ... , X, havainnoikg. Otoksen poimimisen jélkeen satunnais-
muuttujat Xi, Xz, ... , X, Saavat havaituiks arvoikseen havaintoarvot

X1y X2p «on s X
Merkitsemme téta seuraavasti:

Xl:Xll x2:X21 ,Xn:Xn
Havaintoarvot ovat kiinteita lukuja, mutta ne vaihtelevat satunnaisesti otoksesta toiseen. Siten
satunnaisuus liittyy satunnaisotannassa siihen, etta havaintoarvot vaihtelevat toisistaan riippumattaja
satunnaisesti otoksesta toiseen. Satunnaisuus ei siisliity otannan tuloksena saatuihin
havaintoarvoihin, vaan otoksen poimintaan.
Satunnaisotoksen tilastollinen malli
Oletetaan, etta

X1, X2, .oy Xn

havainnot muodostavat satunnai sotoksen jakaumasta, jonka pistetodennakoisyys- tai tiheysfunktio
on f(x). Satunnaismuuttujien Xy, X,, ... , X, yhteigakauma muodostaa tilastollisen mallin
havaintoarvojen satunnaiselle vaihtelulle otoksesta toiseen.

Koska satunnaismuuttujat X;, X, ... , X, on oletettu riippumattomiksi, niin niiden yhteig akauma on
muotoa

)%, K%)= F(%)" f(x) L™ f(x,)
jossa

X, f(x),i=12K,n

4.2. Otostunnusluvut ja otosjakaumat

Otostunnusluvut
Oletetaan, ettéd havainnot
xll x21 ,xn

muodostavat satunnaisotoksen jakaumasta, jonka pistetodennakoisyys- tai tiheysfunktio on f(x) ja
olkoon

T=09(Xq, Xz -.. , Xn)
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jokin satunnaismuuttujien Xy, X, ... , X, (mitallinen) funktio. Satunnaismuuttujaa T kutsutaan
(otos-) tunnusluvuksi.

Oletetaan, etta otoksen poimimisen jalkeen satunnaismuuttujat X, Xo, ... , X, saavat havaituiksi
arvoikseen havaintoarvot X, X, ... , Xu:

Xe=X1, X=Xy vvn , Xn = Xn

Talldin tunnusluku
T=9(Xy, Xz, ..., Xp)

saa havaituks arvokseen t funktion g arvon pisteessa (Xi, Xz, ... , Xn):
t=9g(Xs, X2, ... , Xn)

Otosjakauma

Oletetaan, etté havainnot
X, Xoy ooy X

muodostavat satunnaisotoksen, jonka pistetodennakoisyys- tai tiheysfunktio on f(x) ja olkoon
T=9(Xs, Xz, ..., Xp)

jokin otostunnud uku. Koska tunnusluku T on satunnaismuuttuja, sill& on todenndkai syys akauma,
jota kutsutaan tunnusluvun T otogjakaumaksi. Tunnusluvun T otogakauma muodostaa tilastollisen
mallin eli todenndkaisyysmallin tunnusluvun T arvojen satunnaisvai htelulle otoksesta toiseen.

Huomautus:
Otogakauma on tavallisesti epaoperationaalinen siind mielessa, etta se riippuu
tuntemattomista parametreista. Otostunnuslukujen otogakaumien johtaminen on
kuitenkin teoreettisesti tarkedd, koska niilla on térkea rooli todenndkoisyysjakaumien
parametreja koskevassa estimointi- ja testiteoriassa.

Otosjakaumat: Esimerkkeja

Tutkimme alla seuraavia otogakaumia:
Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otos akaumat

Suhteellisen frekvenssin otos akauma

4.3. Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat

Aritmeettinen keskiarvo ja otosvarianssi
Oletetaan, etté havainnot
xll XZI ,xn

muodostavat satunnaisotoksen jakaumasta, jonka odotusarvo on mja varianssi on s°. Taldin
havainnot X;, Xy, ... , X, ovat riippumattomia satunnaismuuttujia, joilla kaikilla on sama odotus-
arvo javarianss:

xll x21 ,xn/\
EXi)=m,i=1,2,...,n
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Va(X)=D*X)=s%,i=12, ...,n
Otoksen Xy, Xz, ... , X, ominaisuuksia voidaan kuvata havaintoarvojen aritmeettisella keskiarvolla ja
variansslla: M&aritellaéan havaintojen Xy, X, ... , X, aritmeettinen keskiarvo kaavalla

X

Q-

.ﬂ

X =

Sk

jaméaéritelld8n havaintojen Xy, X,, ... , X, otosvarianss kaavalla
1
2

s’ = X - X)?
1t (X - X)

Qo5

1

Seké aritmeettinen keskiarvo X etté otosvarianss §° ovat satunnaismuuttujia, joiden saamat arvot
vaihtelevat satunnaisesti otoksesta toiseen.

Aritmeettisen keskiarvon odotusarvo ja varianssi
Oletetaan, etta havainnot
xll x21 ,xn

muodostavat satunnaisotoksen jakaumasta, jonka odotusarvo on mja varianssi on s°. T&l6in
havaintojen Xy, X,, ... , X, aritmeettisella keskiarvolla

>‘<1x.
n;

|| QJO:

on seuraava odotusarvo javarianssi:
E(X)=m

Var(X) = D(X) :S—n2

Aritmeettisen keskiarvon X standardipoikkeamaa

D(X) ==

Jn

kutsutaan tavallisesti keskiarvon keskivirheeks ja se kuvaa aritmeettisen keskiarvon otosvaihtelua
oman odotusarvonsa mympérilla

Perustelu:
Olkoot Xy, Xz, ... , X, riippumattomia satunnaismuuttujia, joille
E(X,))=m,i=1,2K,n
Va(X)=s?,i=12K,n

Odotusarvon yleisten ominaisuuksien perusteella pétee (myos ilman riippumattomuus-
oletusta):

3||—\

é E(X)) :lé mzlnm: m
n

i=1 nix

E(X):E8 é g
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Varianssin yleisten ominaisuuksien perusteella patee (koska satunnaismuuttujat Xy, X, ... , Xy
on oletettu riippumattomiks):

5" 1 ¢ 14 1 s?
—zéVar(X)——zéSZI—anZIT

Va(X)=Var -
()= 8a g n°G %" n

Aritmeettisen keskiarvon otosjakauma: Kayttytyminen otoskoon kasvaessa
Koska aritmeettisen keskiarvon X odotusarvo on
E(X)=m
javarianss on
2

Var()_():Dz()?):S?

niin aritmeettisen keskiarvon otogjakauma keskittyy yha voimakkaammin havaintojen yhteisen
odotusarvon mympaérille, kun otoskoko n kasvaa.
Aritmeettisen keskiarvon otosjakauma: Normaalijakautunut otos
Oletetaan, etté havainnot
xll x21 ey Xn

muodostavat satunnaisotoksen normaalijakaumasta N(ms?). Tal6in havaintojen X, Xz, ... , Xa
aritmeettinen keskiarvo X noudattaa normaalijakaumaa parametrein mja s?/n

X Naems_g
8 ng
Perustelu:
Olkoon Xy, Xz, ... , X, otos normaalijakaumasta
N(ms?)

Koska oletuksen mukaan havainnot X, Xs, ... , X, ovat riippumattomia, niin

a X, N(nmns?)
i=1
ja
x=18x N& 5—9
n i=1 g n ﬂ

Y ksityiskohdat: Ks. todistusta normaalijakautuneen otoksen aritmeettisen keski-
arvon ja otosvarianssin §° riippumattomuudelle tésséi samassa kappaleessaseka monisteen

ja todennakoisyyg akaumat sekaSatunnalsmuuttUJ ien muunnokset ja niiden jakaumat.
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Aritmeettisen keskiarvon otosjakauma: Asymptoottinen jakauma
Oletetaan, etté havainnot
xll x21 ,xn

muodostavat satunnaisotoksen jakaumasta, jonka odotusarvo on mja varianssi on s°. T&8l6in
keskei sesté raja-arvol auseesta seuraa, ettd havaintojen aritmeettinen keskiarvo X noudattaa suurissa
otoksissa approksmatiivisesti (asymptoottisesti) normaalijakaumaa parametrein
. 2
mjas‘n:

= ® s%0
X, Nem>=2
8 n g

Standardoidun aritmeettisen keskiarvon otosjakauma: Odotusarvo ja varianssi
Koska

E(X)=m

SZ

Var(X) = D(X) ==

niin standardoidun satunnaismuuttujan

odotusarvo javarianss ovat
E(2=0
Var(2) =1

Standardoidun aritmeettisen keskiarvon otosjakauma: Normaalijakautunut otos
Oletetaan, ettéd havainnot
xll x21 ,xn

muodostavat satunnaisotoksen normaalijakaumasta N(ms?). Tal6in standardoitu satunnais-
muuttuja

D(X) s/vhn
noudattaa eksaktisti (eli myds &rellisissa otoksissa) standardoitua normaalijakaumaa N(0,1):
Z~N(0,1)

Standardoidun aritmeettisen keskiarvon otosjakauma: Asymptoottinen jakauma
Oletetaan, etté havainnot
xll x21 ,xn

muodostavat satunnaisotoksen jakaumasta, jonka odotusarvo on mja varianss on s2. Taléin
keskei sestd raja-arvolauseesta seuraa, ettd standardoitu satunnaismuuttuja
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noudattaa suurissa otoksi ssa approksimatiivisesti (asymptootttisesti) standardoitua normaali-
jakaumaa N(0,1):

Z~N(0,1)

Aritmeettisen keskiarvon otosjakauma: Kommentteja

Oletukset havaintojen riippumattomuudesta, samasta jakaumasta ja normaalisuudesta ovat
valttaméttomid aritmeettisen keskiarvon eksaktia eli tarkkaa otogakaumaa koskevalle darellisen
otoskoon tulokselle.

Aritmeettisen keskiarvon otogakaumaa koskeva asymptoottinen tulos seuraa keskeisesta raja-
arvolauseesta; ks. monisteen Todennak 6isyyslaskenta lukua Jatkuvia jakaumia tai lukua
Konvergenssikasitteet jaraja-arvolauseet.

Aritmeettisen keskiarvon otogakaumaa koskeva asymptoottinen tulos pétee tietyin liséehdoin myos
monissa sellaisissa tilanteissa, joissa havaintojen riippumattomuutta ja samaa jakaumaa koskevat
oletukset eivét pade.
Otosvarianssin odotusarvo ja varianssi
Oletetaan, etta havainnot

xll x21 ey Xn
muodostavat satunnaisotoksen jakaumasta, jonka odotusarvo on mja varianssi on s°. T&8l6in
havaintojen Xy, X,, ... , X, otosvarianssilla

1 4 -
2 2
s T=——— X - X
L1 (X X)

on seuraava odotusarvo:

E(s) = 52

Jos lisaksi voidaan olettaa, etté havainnot Xy, Xa, ... , X, noudattavat normaalijakaumaa N(ms?).,
niin otosvarianssin & varianssi on

234

Var(s’) =D*(s%) =

Siten otosvarianssin * keskivirhe on normaalisen otoksen tapauksessa

2y og2 |2
D(s°)=s 1

Otosvarianssin otosjakauma: Normaalijakautunut otos
Oletetaan, etté havainnot
xll x21 ,xn
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Tilastolliset menetelméat
ooy Xn

muodostavat satunnaisotoksen normaalijakaumasta N(ms?) ja olkoon §* havaintojen Xy, Xo,

otosvarianss. M &aritelléén satunnaismuuttujat

oa@(.-mo
Y = M
Ac s 5
ja
X - X8 _(n- 1
- 2

n
V=5 -
Ae s 5 s
Talldon satunnaismuuttuja Y noudattaa ¢*-jakaumaa vapausastein n

Y c?(n)
ja satunnaismuuttuja V = (n — 1)s%/s? noudattaa ¢’-jakaumaa vapausastein (n — 1)

\Y :w c?(n-1)
s

Huomautus:
Satunnaismuuttuja V on saatu satunnaismuuttujasta Y korvaamalla tavallisesti tuntematon

parametri msité vastaavalla otossuureella X

Perustelu:
Olkoon Xy, Xz, ... , X, otos normaalijakaumasta
N(ms?)
Olkoon
s 18
X == X
nia:l '

havaintojen X, Xy, ... , X, aritmeettinen keskiarvo ja
—aX-X
: 1@ (X, - X)?

niiden otosvarianss.
Mééritell&8n satunnaismuuttuja Y kaavalla
an mo
i=1 8 S @
Xn ovat riippumattomia ja noudattavat normaalijakaumaa

Koska havainnot Xy, Xo, ...,
X, N(ms?),i=1L2,K,n

niin myo6s standardoidut satunnai smuuttujat
X -
M i=12K,n

Y =
S
ovat riippumattomia ja noudattavat standardoitua normaalijakaumaa N(0,1)
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Y N@©2,i=12K,n

Edell& esitetysta seuraa, ettd satunnaismuuttuja 'Y on riippumattomien, standardoitua

normaalijakaumaa N(0,1) noudattavien satunnaismuuttujien Y; , i =1, 2, ... , n nelidsumma:
S |2
Yy=ay
i=1
Suoraan ¢?-jakauman méaritel masta seuraa, etta satunnaismuuttuja Y noudattaa c*-jakaumaa
vapausastein n:
Y c¢?(n)

Ma&éritelléan nyt satunnaismuuttuja V kaavalla

V_éaexi-ioz
i:lg S g

Satunnaismuuttuja V saadaan satunnaismuuttujasta

korvaamalla odotusarvo msité vastaavalla otossuureella X .
Satunnaismuuttujan V mééritelmassi esiintyvan summan termit
_X-X
s

U

1=12,K,n

eivat ole riippumattomia. Voidaan kuitenkin osoittaa, etta V voidaan esittda riippumattomien,
standardoitua normaalijakaumaa N(0,1) noudattavien satunnaismuuttujien Vi , i =1, 2, ...,
n — 1 nelidsummana; (ks. todistusta normaalijakautuneen otoksen aritmeettisen keskiarvon

X jaotosvarianssin §° riippumattomuudelle téssd samassa kappaleessa):
n-1
v=av’
i=1
Suoraan ¢?-jakauman méaritel mista seuraa, etta satunnaismuuttuja v noudattaa ¢*-jakaumaa
vapausastein (n —1):
V. c?*(n-1)
|

Huomautuksia:

Satunnaismuuttuja Y noudattaa c?-jakaumaa, jossa vapausasteiden |ukumaaré on sama
kuin havaintojen lukumaara n.

Kun satunnaismuuttujasta Y siirrytéén satunnaismuuttujaan V menetetdan yks
vapausaste.
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Y hden vapausasteen menetys on seurausta siita, etta parametrin mkorvaaminen
vastaavalla otossuureella X riippumattomissa satunnaismuuttujissa

y =25 10K n
S
luo yhden (lineaarisen) side-ehdon satunnai smuuttujien
U, = Ao X i=12K,n
S
vdille.

Otosvarianssin otosjakauma: Komentteja

Oletukset havaintojen riippumattomuudesta, samasta jakaumasta ja normaalisuudesta ovat
valttaméttomi& otosvarianssin eksaktia eli tarkkaa otogakaumaa koskevalle &arellisen otoskoon
tulokselle.

Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin riiippumattomuus ja otosjakaumat:
Normaalijakautunut otos
Oletetaan, ettéd havainnot

xll x21 ,xn

muodostavat satunnaisotoksen normaalijakaumasta N(ms?). Tal6in havaintojen aritmeettinen
keskiarvo

s 18
X==g X
nia:l '
jaotosvarianss
1 ¢ -
=——q (X - X)?
A - %
ovat satunnaismuuttujina riippumattomia:
XA g
Liséks
- ..® s%0
X Nem>—:
e Ng
(n- D
— Cz(n- 1)
S
Perustelu:
Oletetaan, etta havainnot Xi, X,, ... , X, muodostavat satunnaisotoksen normaalijakaumasta
N(ms®) jaolkoon
s 18
X==3 X
n-a '

.ﬂ

havaintojen aritmeettinen keskiarvo ja
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Tilastolliset menetelméat

4. Otokset ja otosjakaumat

2=t

niiden otosvarianss.

Otoksen yhtel 5 akauman tiheysfunktio voidaan kirjoittaa havaintojen riippumattomuuden ja
normaalisuuden takia seuraavaan muotoon:

-in _-n 1
f(x,%,K,x))=(2p) *'s exp%-

(=]

Méaéritellaan lineaarinen muunnos

i 1

Y = X+ +—=X,

i f f LT

T

A =—X -—X

AN

T, 1 1 2
Y,=—=X,+—=X,- —=X

: 3 \/6 1 \/6 2 \/6 3

iy

.I 1

'y = +——X

1 «/n(n 1 Jn(n-1)

|

Muunnos voidaan esittda matriisein muodossa

Y =BX

jossa
Y =(Y,.Y,,K,Y)
X = (X, X, K, X))

jan” n-matriis

1
+—n7(n- D X, +L -

n-1

e 1 1 T
€W Jh
e 1 1
¢ = - = 0 L
gﬁ V2
g.6 L1 2
SR CHNCENC
e | I I
€
¢ 1 1 1
e -

g/n(n- 1) /n(n-1) /n(n-2)

on ortogonaalinen:
B'B=BB =1).

Jn(n-1p

o.oooooooooooac

n-1 X
Jn(n-1

Matriis B néhdéan ortogonaaliseks seuraavallatavalla: M&éritellédn n” n-matriisi

TKK
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é1 1 1 1L 1 1 U
é1 -100L O o u
211-20|_ 0 03
C=gl1 1 1-3L O 0 4
el NN N [
€1 11 1L-n-2 o0 U
€1 11 1L 1 -(n-1Y

On helppo néhda, ettd matriisin C rivit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Matriisi B
saadaan matriisista C normeeraamalla sen rivit niin, etta niiden pituudeks tulee 1.

Koska muunnos

Y =BX
on ortogonaalinen, niin muunnosta vastaavan Jacobin determinantin itseisarvo = 1.
Koska

n:%(XﬁXﬁuxn):ﬁ%
ja

YZ+Y7+L+Y =Yl = XBBX = XX = X+ X7 +L+ X?

:é (xi - >z)2'“’9?2
i=1

niin

VI +L+Y =3 (X - X)?=(n-)s’

i=1

Koska

a - m?=a (X - X)*+gq (X- m’

i=1 i=1 i=1

=8 (X, - X7 +n(X- ny?

i=1

=Y] +L Y2+ (Y, - V)’

niin satunnaismuuttujien Yy, Yo, ... , Y, yhtelgakauman tiheysfunktioks saadaan

1 1 1 4 N
f(yl,yz,K,yn)z(—lnexp%l- 557 Y, \/ﬁn)z+Y22+L+YnZH§

2p)?'s"
1 i1 20l
S S S N
\/55 p% 25‘2(1 ,r)t\l/’
1 11 L0, 1 11 .0
expf- — Y2y L expf- ——Y;
2ps PL™ %57 29 2ps Pl™ %57 b

Edell& esitetysta seuraa, etta satunnaismuuttujat Yy, Yz, ..., Y, ovat riippumattomia ja
normaalijakautuneita:
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Y, Y, K.Y, A
Y,=JnX N@H/nms?)
Y N(0,s?),i=2K,n

Lisaks
2 A .2 ..Zl‘J
&=L (2eL+yy=S_ &0, @0y
n-1 n- 1§S g 88 24
jossa

X N©O1),i=2K.n
S

Siten olemme todistanest, etta

XN &

_ ®e 52?0

X Nem>2
e Ng

n- s’

DS ooy

Huomautus:

Todistuksessa on sovellettu monisteen Todennak 6isyyslaskenta luvun
Satunnaismuuttujien muunnokset ja niiden jakaumat teoriaa seka luvussa
Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia esitettyé c*-jakauman maaritelmaé.

Oletetaan, etté havainnot
xll x21 ey Xn

muodostavat satunnaisotoksen normaalijakaumasta N(/s?) jaja olkoon
)_( = X

Sk

.ﬂ

havaintojen aritmeettinen keskiarvo ja
1 ¢ —
g=——q (X - X)?
L1 (X X)
niiden otosvarianss. Taloin

_X-m

s/</n

t t(n-1

Perustelu:

Oletetaan, etté havainnot X, Xa, ... , X, muodostavat yksinkertaisen satunnai sotoksen
normaalijakaumasta N(ms?) ja olkoon
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)_(: X

Sk
Qo5

.ﬂ

havaintojen aritmeettinen keskiarvo ja
=4 (X - X)°
- i=1

niiden otosvarianss. Eddlla on todettu, etta

2 .
n
e

Q-0

w c*(n-1)
jalisiks
XA g
Aritmeettista keskiarvoa X koskevasta jakaumatuloksesta seuraa, etté
X-m
s/</n
Siten suoraan t-jakauman maéritelmasta seuraa, etta
X-m ~
s/Jn _X-m
1 an-1)s°6 s/vn

\/n-lg s? g

N(0,2)

t= t(in-12)

4.4. Suhteellisen frekvenssin otosjakauma

Frekvenssi ja suhteellinen frekvenssi
Olkoon P jokin otosvaruuden S alkioiden ominaisuu. Jos akiolla x on ominaisuus P merkitéan
P(x)
Olkoon
A={x1 s|P(x)}
niiden otosavaruuden S alkioiden joukko, joilla on ominaisuus P. Oletetaan, etta tapahtuman A
todenndkdisyys on
Pr(A) =p
jolloin tapahtuman A komplementtitapahtuman A° todennakdisyys on
Pr(A =1-Pr(A)=1-p=q
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Poimitaan otosavaruudesta S satunnai sotos, jonka koko on n. Olkoon A-tyyppisten alkioiden

frekvenss eli lukuméara otoksessaf ja olkoon
. f
P=—
n

vastaava suhteellinen frekvenssi eli osuus. Seka frekvenss f ettéd suhteellinen frekvenssi p=f /n
ovat satunnaismuuttujia, joiden saamat arvot vaihtelevat satunnaisesti otoksesta toiseen.

Frekvenssin odotusarvo, varianssi ja otosjakauma
Frekvenssilla f on seuraava odotusarvo ja varianssi:
E(f)=np
Var(f)=D*(f)=npq

jossaq=1-p. Lisaks frekvenss f noudattaa otoksessa binomijakaumaa parametrein njap =
Pr(A):

f Bin(n, p)

Suhteellisen frekvenssin odotusarvo ja varianssi

Suhtedllisdllafrekvenssilla p = f / n on seuraava odotusarvo ja varianssi:
E(P)=p
Var(p)=0*(p) =1

jossaq=1-p. Ks monisteen Todennakisyyslaskenta luvun Diskreetteja jakaumia kohtaa
Bernoulli-jakauma ja kohtaa Binomijakauma.

Suhteellisen frekvenssin p = f / n standardipoikkeamaa

o=

kutsutaan tavallisesti suhtedllisen frekvenssin keskivirheeks ja se kuvaa suhteellisen frekvenssin
otosvaihtelua oman odotusarvonsa p ympérilla

Suhteellisen frekvenssin otosjakauma: Kayttaytyminen otoskoon kasvaessa
Koska suhtedllisen frekvenssin p= f /n odotusarvo on

E(p)=p
javarianss on
Var(p)=D*(p) =1

niin suhteellisen frekvenssin otogakauma keskittyy yha voi makkaammin tapahtuman A
todennékadisyyden Pr(A) = p ymparille, kun otoskoko n kasvaa.
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Suhteellisen frekvenssin otosjakauma: Asymptoottinen jakauma

K eskei sesta raja-arvolauseen seuraa etta suhtedllinen frekvenssi p = f /n noudattaa em. oletusten
pétiessa suurissa otoksissa approksi matiivisesti (asymptoottisesti) normaalijakaumaa parametrein p
japa/n:
A o) o]
p a N 8p1m+
ng
Siten standardoitu satunnaismuuttuja

7= P-P
Jpa/n

noudattaa suurissa otoksi ssa approksimatiivisesti (asymptoottisesti) standardoitua normaali-
jakaumaa N(0,1):

Z . N(0,1)

arvolausest.
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5. Estimointi

5.1. Todennakoisyysjakauman parametrit ja niilden estimointi

5.2. Hyvan estimaattorin ominaisuudet

Tilastollinen aineisto koostuu tutkimuksen kohteita kuvaavien muuttujien havaituista ar voista.
Tilastollisella mallilla tarkoitetaan sitéa todennékoi syygakaumaa, jonka ajatellaan generoineen
tutkimuksen kohteena ol evan aineiston.

K oska tdmén todennakdisyysgakauman parametrit ovat tavallisesti tuntemattomia, tilastollosen
analyysin eréand on osatehtéavana on pyrkié estimoimaan €li arvioimaan parametrit tutkimuksen
kohteena olevaa ilmi6téa kuvavasta tilastollisesta aineistosta.

Kuvaamme tassa luvussa parametrien estimoinnin ongelmia yleisesti seka esitelemme hyvyys-
kriteereita estimoinnin onnistumiselle.

Avainsanat:

Estimaatti, Estimaattori, Estimointi, Estimointimenetelm@a, Harha, Harhattomuus, Havainto,
Havaintoarvo, Hyvyyskriteeri, Keskinelidvirhe, Luottamusvali, Minimivarianssisuus, Momentti-
menetelm&, Odotusarvo, Otos, Otosjakauma, Parametri, Piste-estimointi, Satunnaisotos, Suurimman
uskottavuuden menetelma, Tarkentuvuus, Tehokkuus, Tilastollinen aineisto, Tilastollinen malli,
Todennakoisyysjakauma, Tyhjentavyys, Taystehokkuus, Varianssi
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5.1. Todennakoisyysjakauman parametrit ja niilden estimointi

Tilastolliset aineistot

Tilastollinen aineisto koostuu tutkimuksen kohteita kuvaavien muuttujien havaituista arvoista.
Siita, ettatilastollisissa tutkimusasetelmissa havaintoarvoihin liittyy aina epavarmuutta tai
satunnaisuutta, seuraa seuraavat kaks seikkaa:

(i) Tilastollisissa tutkimusasetelmissa gjatellaan, etta havaintoarvot on generoinut ilmio, joka on
luonteeltaan satunnainen.

(i)  Tilastollisen tutkimuksen kohteita kuvaavat muuttujat tulkitaan satunnaismuuttujiks ja
havaintoarvot tulkitaan ndiden satunnaismuuttujien realisoituneiks arvoiksi.

Tilastolliset mallit

Tilastollisen aineiston tilastollisella mallilla tarkoitetaan niiden satunnaismuuttujien
todennakdi syysakaumaa, jonka ajatellaan generoineen havainnot. Havaintoarvojen gjatellaan
syntyneen arpomalla k&yttaen arvontatodennakdisyyksina aineiston mallina kaytetysta
todennakdisyysakaumasta saatavin todennakdisyyksin.

Tarkastellaan jotakin tutkimuksen kaikkien mahdollisten kohteilden muodostaman perusjoukon S
alkioiden ominaisuutta kuvaavaa satunnai smuuttujaa X. Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X
noudattaa todennékadi syys akaumaa, jonka pistetodennakoisyys- tai tiheysfunktio

f(x; Q)
riippuu parametrista q.
Merkint&:

X ~f(x;q)

Satunnaismuuttujan X pistetodenndkdisyys- tai tiheysfunktio f(x ; g) kuvaa satunnaismuuttujaan X
liittyvien todennakai syyksien jakautumista ja parametri g kuvaa jotakin jakauman karakteristista
ominaisuutta.

Kun tilastollisia malleja sovelletaan reaalimaailman ilmidita kuvaavien havaintoaineistojen
analysointiin, kohdataan tavallisesti seuraavat mallin parametr e a koskevat ongelmat:

(i) Parametrien arvoja el tunneta ja ne on estimoitava €li arvioitava havainnoista;
kasittelemme tata ongelmaa tassa luvussa.

(i) Parametrien arvoistaon esitetty oletuksia tai vaitteitd, joita halutaan testata eli asettaa
koetteelle havaintoaineistosta saatua informaatiota vastaan; lisétietoja: ks. lukua Tilastollinen
testaus.

Tilastollisten mallien parametrien estimointi ja testaus muodostavat keskeisen osan tilastollista
paattelya.
Satunnaisotanta

Satunnaisotos poimitaan arpomalla havaintoyksikot perusjoukosta otokseen. Arpomisessa
kéaytettdvad menetelmaé kutsutaan satunnaisotannaksi. Satunnaisotannassa sattuma maéraa mitka
perusioukon alkioista tulevat otokseen.
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Jos havaintoyksikot poimitaan perusjoukosta satunnaisotannalla, pétee seuraava:

() Havaintoyksikoita kuvaavien muuttujien havaitut arvot ovat satunnaisia siind mielessa,
ettd nevaihtelevat satunnaisesti otok sesta toiseen.

(i) Kaikki havaintoykskoita kuvaavien muuttujien havaituista arvoista lasketut tunnusluvut
ovat satunnaisia siind mielessa, etta ne vaihtelevat satunnaisesti otok sesta toiseen.
Satunnaisotos
Olkoon
Xi,i=1,2, ...,n
satunnaisotos jakaumasta, jonka pistetodenndkdisyys- tai tiheysfunktio f(X;g) riippuu parametrista

g. Taldin havainnot X , i =1, 2, ... , novat riippumattomia, identtisesti jakautuneita satunnais-
muuttujia, joilla on sama pistetodennakoisyys- tai tiheysfunktio f(x;q):
Xy, X, K, X A

X f(xq),1=1L,2K,n

Sanomme talldin, ettd satunnaismuuttujat
xll x21 ey Xn

muodostavat satunnaisotok sen jakaumasta, jonka pistetodennakoisyys- tai tiheysfunktio on f(x;q) ja
kutsumme satunnaismuuttujia X, Xs, ... , X, havainnoiks. Otoksen poimimisen jélkeen
satunnaismuuttujat Xi, X, ... , X, Saavat havaituiks arvoikseen havaintoarvot

X1y X2y ooy X
Merkitsemme té&t& seuraavasti:

Xl:Xll x2:X21 ,Xn:Xn
Havaintoarvot ovat kiinteitéd lukuja, mutta ne vaihtelevat satunnaisesti otoksesta toiseen. Siten
satunnaisuus liittyy satunnaisotannassa siihen, ettd havaintoarvot vaihtelevat toisistaan riippumatta ja
satunnaisesti otoksesta toiseen. Satunnaisuus ei siisliity otannan tuloksena saatuihin
havaintoarvoihin, vaan otoksen poimintaan.
Estimaattorit ja estimaatit
Oletetaan, etté havainnot

Xi,i=1,2,...,n

muodostavat satunnai sotoksen jakaumasta f(x;q). Oletetaan, etté todennakdisyysakauman f(x;q)
parametri g on tuntematon ja sen estimoimiseen kéytetéan havaintojen X , i =1, 2, ..., n (mitallista)
funktiota eli (otos-) tunnuslukua

T=9( Xy, Xz ..., Xn)

Talloin funktiota T = g( Xi, Xz, ... , Xn) kutsutaan parametrin g estimaattoriksi jafunktion g
havaintoarvoista

X1y X2y +ev s X

laskettua arvoa
t=9g( Xy, X2, ... , %)
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kutsutaan parametrin g estimaatiksi.
Huomaa, etté estimaattorin T = g( Xy, Xy, ... , X,) havaintoarvoistaxi, X, ... , X, lasketut arvot €li
estimaatit t = g(Xy, X2, ... , Xy) Vaihtelevat satunnaisesti otoksesta toiseen.
Estimaattorin otosjakauma
Oletetaan, ettd havainnot

Xi,i=1,2 ...,n
muodostavat satunnaisotoksen jakaumasta f(x;g) ja olkoon

T=9(Xs, Xz, ..., Xp)
jokin parametrin g estimaattori.
Koska estimaattori T on satunnaismuuttuja, silla on todennakéisyygakauma, jota kutsutaan
estimaattorin T otog akaumaksi. Estimaattorin T otogakauma muodostaa tilastollisen mallin i
todennakoisyysmallin estimaattorin T arvojen satunnaiselle vaihtel ulle otoksesta toiseen.
Estimaattoreiden johtaminen

Hyvien estimaattoreiden johtaminen todenndkdisyygakaumien tuntemattomille parametreille on
teoreettisen tilastotieteen keskeisid ongelmia.

Tarkeimmét estimaattoreiden johtamiseen kytettavéat menetelmét:
Suurimman uskottavuuden menetelméa
Momenttimenetelma

Ks. lukua Estimointimenetelmat.

Piste-estimointi ja valiestimointi

Todenndkoisyysgakauman parametrin arvon estimointia kutsutaan usein piste-estimoinniksi. Tata
ongelmaa késitelldan luvussa Estimointimenetelmat.

Parametrin estimaattiin on syyta aina liittéé luottamusvaliks kutsuttu véli, joka siséltda estimoidun
parametrin todellisen, mutta tuntemattoman arvon tietyll&, soveltajan valittavissa olevalla
todenn&kadisyydell&. Luottamusvalin médraamista on tapana kutsua valiestimoinniksi.

Ks. lukua Valiestimointi.

5.2. Hyvan estimaattorin omininaisuuksia

Todenndk6isyygakauman parametreille on tavallisesti tarjolla useita vai htoehtoisa estimaattoreita.
Estimaattorin valintaa ohjaavat hyvyyskriteerit, joilla pyritéén takamaan se, etta valittu estimaattori
tuottaa jarkevid arvoja estimoitavalle parametrille.

Oletetaan, ettd havainnot
Xi,i=1,2,...,n

muodostavat satunnai sotoksen jakaumasta f(x;q) ja olkoon
T=g(Xy, Xz, ..., %)

jokin parametrin g estimaattori.
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Tyhjentavyys

Egtimaattori T on tyhjentava parametrille g, jos se kayttda parametrin g arvon estimoimiseen kaiken
otoksessa olevan informaation.

Tassd annettu tyhjentavyyden méaritelmé el ole matemaattisesti kelvollinen, koska sen perusteella

e pystyta kytannossa toteamaan onko estimaattori tyhjentava vai ei. Maéritelma antaa kuitenkin
tyhjent&vyyden kéasitteen takana olevasta idesta riittévan kasityksen taman esityksen tarpeisiin. Emme
méarittele tyhjentavyyden kasitetta tasmallisesti téssa esityksessa.

Harhattomuus

Estimaattori T on harhaton parametrille g, jos sen odostusarvo yhtyy estimoitavan parametrin g
arvoon:

E(M=q

Estimaattorin har hattomuus merkitsee sitg, etté estimaattori tuottaa keskimaarin oikean kokoisia
arvoja (estimaattea) estimoitavalle parametrille. Estimaattorin tuottama arvo parametrille saattaa
yksittéisessa tilanteessa (tietylle otokselle) poiketa paljonkin parametrin todellisesta arvosta, mutta
odotusarvon frekvenssitulkinnan mukaan estimaattorin tuottamat otoskohtaiset arvot parametrille
kasautuvat kuitenkin otantaa toistettaessa parametrin todellisen arvon ympérille.

On ilmeistd, ettd hyvan estimaattorin tuottamat arvot vaihtelevat otoksesta toiseen vain vahan
parametrin todelllisen arvon ympérilla eli hyvan estimaattorin varianssi on pieni. Téta estimaattorin
ominaisuutta kuvataan kasitteella tehokkuus; ks. tehokkuuden méaritelméa alla.

Estimaattorin harha

Parametrin g estimaattorin c} harha on

Bias(q) = - E(@)

Jos c} on parametrin g harhaton estimaattori eli
E@@)=q

niin
Bias(g) = 0

Estimaattorin keskinelidvirhe
Parametrin g estimaattorin c} keskinelidvirhe on
MSE(g) = E[(g - )°] = Var(q) +[Bias(@)]*
Jos g on parametrin g harhaton estimaattori eli E(q) =g, niin
Bias(g) =g - E(q) =0
jasiten
MSE(g) = Var(q)

Estimaattoria sanotaan tarkaksi, jos se on harhaton ja lisdks sen varianss on pieni.
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Tehokkuus

Olkoot T, ja T, kaks parametrin g estimaattoria. Estimaattori T,; on tehokkaampi kuin estimaattori
T,, jos estimaattorin T, varianss on pienempi kuin estimaattorin T, varianssi:

Var(Ty) <Var(T,)

Esmerkki 1: Normaalijakautuneen otoksen aritmeettisen keskiarvon ja mediaanin
tehokkuus.

Olkoon
xll x21 ,xn

satunnai sotos normaalijakaumasta N(m s°). Estimoidaan jakauman odotusarvoparametri m
havaintojen Xi, Xy, ... , X, aritmeettisella keskiarvolla

X = X

Sk
Qoo

.ﬂ

Olemme todenneet luvussa Otokset ja otosjakaumat, ettd estimaattori X on harhaton odotus-
arvoparametrille m

E(X)=m
ja estimaattorin X varianssi on
2
Var(X)=2—
n
Voidaan osoittaa, etta myos havaintojen Xy, Xz, ... , X, mediaani Me on harhaton odotusarvo-
parametrille m
E(Me) =m
Sen sijaan estimaattorin Me varianss on
2
Va(Me) =22
2 n
Koskasiis
Var(X) < Var(Me)
havaintojen aritmeettinen keskiarvo X on normaalijakauman odotusarvoparemetrin
estimaattorina tehokkaampi kuin havaintojen mediaani Me.
Taystehokkuus eli minimivarianssisuus
Esgtimaattori T on taystehokas eli minimivarianssinen parametrille g, jos sen varianssi
Var(T)
on pienempi kuin mink& tahansa muun estimaattorin.

Minimivarianssisuus on ominaisuus, jota on harvoin mahdollista saavuttaa parametrin kaikkien
mahdollisten estimaattoreiden joukossa. Sen sijaan sopivasti rgjoitetussa estimaattoreiden luokassa
tama saattaa hyvin olla mahdollista.
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Esmerkki 2: Normaalijakautuneen otoksen aritmeettisen keskiarvon minimivarianssisuus.

Olkoon

xll x21 ey Xn
satunnai sotos normaalijakaumasta N(m s°). V oidaan osoittaa, ettd havaintojen Xy, Xo, ... , Xa
aritmeettisen keskiarvon

X = X

Q-

.ﬂ

Sk

varianssi on pienin kaikkien odostusparametrin mharhattomien estimaattor eiden joukossa.
Siten estimaattori X on minimivarianssinen hahattomien estimaattoreiden luokassa.

Tarkentuvuus

Egtimaattori T on (vahvasti) tarkentuva parametrille g, jos se konvergoi melkein varmasti kohti
parametrin g oikeata arvoa, kun otoskoon n annetaan kasvaa rgjatta:

!1I®I‘Q Pr(T,® g) =1

Konvergenssikasitteet jaraja-arvolauseet.
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6. Estimointimenetelméat

6.1. Todennakoisyysjakauman parametrit ja niilden estimointi

6.2. Suurimman uskottavuuden menetelma

6.3. Normaalijakauman parametrien suurimman uskottavuuden estimointi
6.4. Eksponenttijakauman parametrin suurimman uskottavuuden estimointi
6.5. Bernoulli-jakauman parametrin suurimman uskottavuuden estimointi
6.6. Momenttimenetelma

6.7. Normaalijakauman parametrien momenttiestimointi

6.8. Eksponenttijakauman parametrin momenttiestimointi

6.9. Bernoulli-jakauman parametrin momenttiestimointi

Tilastollinen aineisto koostuu tutkimuksen kohteita kuvaavien muuttujien havaituista ar voista.

Tilastollisen aineiston tilagtollisella mallilla tarkoitetaan niiden satunnaismuuttujien toden-

nakaoi syygakaumaa, jonka ajatellaan generoineen havainnot. Koska tdman jakauman parametrit
ovat tavallisesti tuntemattomia ne pyritéén on estimoimaan €eli arvioimaan kerattyjen havaintojen
perusteella.

Kutsumme parametrin tuntemattoman arvon estimoimiseen kytettavaa havaintojen funktiota ko.
parametrin estimaattoriksi ja sen havaintoarvoista laskettua arvoa ko. parametrin estimaatiks.

Hyvien estimaattoreiden johtaminen tilastollisten mallien parametreille on teoreettisen tilastotieteen
keskeisia ongelmia. Kutsumme estimaattoreiden johtamiseen kéytettyja menetelmid estimointi-
menetelmiksi.

Tassd luvussa kasitelléan kahta keskeista estimointimenetelméda: suurimman uskottavuuden
menetelma jamomenttimenetelma. Lisaks johdamme kummallakin menetelmalla nor maali-
jakauman, eksponenttijakauman ja Bernoulli-jakauman parametrien estimaattorit.

Avainsanat:

Artimeettinen keskiarvo, Bernoulli-jakauma, Eksponenttijakauma, Estimaatti, Estimaattori,
Estimointi, Estimointimenetelma, Frekvenssi, Harha, Harhattomuus, Havainto, Havaintoarvo,
Hyvyyskriteeri, Keskineliévirhe, Logaritminen uskottavuusfunktio, Luottamusvéli, Maksimi,
Maksimointi,
Momentti, Momenttimenetelma, Normaalijakauma, Odotusarvo, Otos, Otosjakauma, Otosmomentti,
Otosvarianssi, Parametri, Piste-estimointi, Satunnaisotos, Suhteellinen frekvenssi, Suurimman
uskottavuuden menetelma, Tarkentuvuus, Tehokkuus, Tilastollinen aineisto, Tilastollinen malli,
Todennakoisyys, Todennékoéisyysjakauma, Tyhjentavyys, Uskottavuusfunktio, Varianssi
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6.1. Estimointi

Satunnaisotos
Olkoon
Xi,i=1,2,...,n
satunnaisotos jakaumasta, jonka pistetodenndkdisyys- tai tiheysfunktio f(x;g) riippuu parametrista

g. Taldin havainnot X , i =1, 2, ... , novat riippumattomia, identtisesti jakautuneita satunnais-
muuttujia, joilla on sama pistetodennakoisyys- tai tiheysfunktio f(x;q):
X, X, K, X A

X f(xq),i=1L,2K,n

Estimaattori ja estimaatti
Oletetaan, ettd havainnot
Xi,i=1,2,...,n

muodostavat satunnai sotoksen jakaumasta f(x;q). Oletetaan, etté todennakdisyysakauman f(x;q)
parametri g on tuntematon ja sen estimoimiseen k&ytetéan havaintojen X , i =1, 2, ..., n (mitallista)
funktiota eli (otos-) tunnuslukua

T=9( Xy, Xz, ..., Xn)

Talloin funktiota T = g( Xi, Xz, ... , Xn) kutsutaan parametrin g estimaattoriksi jafunktion g
havaintoarvoista

X1, X2y ev s Xn
laskettua arvoa

t=9g( Xy, X2, ... , Xn)
kutsutaan parametrin g estimaatiksi.

Estimaattoreiden johtaminen

Hyvien estimaattoreiden johtaminen todenndkdisyygakaumien tuntemattomille parametreille on
teoreettisen tilastotieteen keskeisid ongelmia.

Tarkeimmét estimaattoreiden johtamiseen kytettavat menetelmét:
Suurimman uskottavuuden menetelmé

M omenttimenetelméa

6.2. Suurimman uskottavuuden menetelma

Uskottavuusfunktio

Olkoon X ,i =1, 2, ..., n satunnaisotos jakaumasta f(x;g), jonka parametrinaon g. Tall6in
X, X, K, X A

X, f(xq),i=L2K,n
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Koska olemme olettaneet, ettéd havainnot X , 1 =1, 2, ... , novat riippumattomia ja noudattavat
samaa jakaumaa f(x;q), otoksen yhteigakauman tiheysfunktio on

f (%, K %09) = (%:9)" T(x;9)" L™ f(x,;9)
jossa

f(x;q),1=L2,K,n
on yksittéiseen havaintoon X; liittyva pistetodenndkoisyys- tai tiheysfunktio.
Otoksen X; ,i =1, 2, ..., nuskottavuusfunktio

L(@: %, %, K, X)) = (X, %, K, X59)

on havaintojen X; , i =1, 2, ..., n yhtelgakauman pistetodennakéisyys- tai tiheysfunktion f arvo
pisteessa
X1, X2, Y4, Xq
tulkittuna parametrin g arvojen funktioksi.
Huomautus:
Voimme olettaa, ettd uskottavuusfunktio L sisdltéa kaiken stokastisen informaation
otoksesta.

Suurimman uskottavuuden estimaattori

Olkoon
t=90x%,%,K,x,)

parametrin g arvo, joka maksimoi otoksen X; , i =1, 2, ... , n uskottavuusfunktion
Lg%, %, K, %)

parametrin g suhteen.
Huomautus:

Uskottavuusfunktion L maksimin antava parametrin g arvo t on muuttujien (=
havaintoarvojen) xi, Xz, ¥4 , X, funktio.

Sijoittamalla uskottavuusfunktion L maksimin parametrin g suhteen antavassa lausekkeessa
t=1(x, %, K, x,)

muuttujien
X1, X2, Y4 | Xn

paikalle havainnot (= satunnaismuuttujat)
X1, Xo, Ya , Xq

saadaan parametrin g suurimman uskottavuuden estimaattori eli SU-estimaattori

q=9(X, X,,K,X.)
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Parametrin g suurimman uskottavuuden estimaattori c} tuottaa parametrille g arvon, joka maksimoi
juuri sen otoksen uskottavuuden, joka saatiin €li juuri niiden havaintoarvojen uskottavuuen, jotka
saatiin. Tamailmaistaan usein seuraavalla (epatasmalliselld) tavalla: Parametrin g suurimman

uskottavuuden estimaattorin c} otoskohtainen arvo maksimoi todennakai syyden saada juuri
Se otos, joka saatiin.

Suurimman uskottavuuden estimaattorin maaraaminen
Parametrin g suurimman uskottavuuden estimaattori médratdan maks moimalla uskottavuusfunktio
L(g; %, %, K, Xx,)

parametrin g suhteen. Kaikissa sd8nnollisissa tapauksissa maksimi [0ydetaén merkitsemalla
uskottavuusfunktion L(g) derivaatta

L"(q)
nollaks jaratkaisemalla g saadusta normaaliyhtal 6sta
L'(g) =0

Maérddmme alla seuraavien jakaumien parametrien suurimman uskottavuuden estimaattorit:
Normaalijakauma
Eksponenttijakauma

Bernoulli-jakauma

Logaritminen uskottavuusfunktio

Uskottavuusfunktion maksimi kannattaa tavallisesti etsia maksimoimalla uskottavuusfunktion sijasta
uskottavuusfunktion logaritmi eli logaritminen uskottavuusfunktio

1@ %, %, K, X)) = log L(g; X, %, K, X,)
Taméa johtuu seuraavista seikoista:

(i) Koskalogaritmi on aidosti monotoninen funktio, logaritminen uskottavuusfunktio ja
uskottavuusfunktio saavuttavat &ériarvonsa samassa pisteessa.

(i)  Logaritminen uskottavuusfunktio on monien todennakoisyysjakaumien tapauksessa
muodoltaan yksinkertaisempi kuin uskottavuusfunktio.

Koska olemme olettanest, ettd havainnot X , i =1, 2, ... , n ovat riippumattomia ja houdattavat
samaa jakaumaa f(x;g), logaritminen uskottavuusfunktio voidaan kirjoittaa seuraavaan muotoon:
I(g) =logL(q)

=log(f(x:9)" T(%:9) L f(x,:9))
=log f(x,;q)+log f(x,;q)+L+log f (X, q)
=g x)+1(g; %) +L+1(q; %,)
jossa
I(g;x)=logf(x;q),i=12..,n

on havaintoarvoon x; liittyva logaritminen uskottavuusfunktio. Logaritmisen uskottavuusfunktion
summaesityksen

TKK @ llkka Mellin (2006) 84



Tilastolliset menetelméat 6. Estimointimenetelmat

1(@) =1(q; %) +1(g:x) +L+1(g;X,)

maksimointi on tavallisesti paljon helpompaa kuin uskottavuusfunktion itsensa maksimointi.

Suurimman uskottavuuden estimaattorin asymptoottiset ominaisuudet

Parametrin g SU-estimaattori c} el vattamétta tayta hyvan estimaattorin kriteereita aarellisilia
havaintojen lukumaarilla. Onneks SU-estimaattori g kayttda parametrin g estimaattorina voidaan
kuitenkin perustella SU-estimaattorin yleis||& asymptoottisilla ominaisuuksilla:

Hyvin yleisin ehdoin pétee:
(i) SU-estimaattori c} on tarkentuva i
limPr(g® g)=1

Siten SU-estimaattorin arvo lahestyy stokastisesti parametrin oikeata arvoa, kun otoskoon
annetaan kasvaa ragjatta. Tama merkistee sitg, etta SU-estimaattori toteuttaa suurten lukujen
lain.

(i) SU-estimaattori c} on asymptoottisesti nor maalinen.

Siten SU-estimaattorin jakaumaa voidaan suurissa otoksissa approksimoida normaali-
jakaumalla. Tama merkitsee sit, ettd SU-estimaattori toteuttaa keskeisen raja-arvolauseen.

Lisétietoja stokastiikan konvergenssikasitteista: ks. monisteen Todenné&k6isyydaskenta lukua
Stokastiikan konvergenssikasitteet.

Huomautus:

SU-estimaattorin asymptoottinen normaalisuus on térkea lisdperuste normaalijakauman
keskeiselle asemall e tilastotieteessa.

6.3. Normaalijakauman parametrien suurimman uskottavuuden estimointi

Satunnaismuuttuja X noudattaa nor maalijakaumaa N(m s?), jos sen tiheysfunktio on muotoa

3 L2 4
f(X;mSZ)=$expi- %?S—mgg ¥<m<+¥,s>0
Normaalijakauman parametreina ovat jakauman odotusarvo
E(X)=m
javarianss
Var(X)=s?

Lisdtietoja normaalijakaumasta: Ks. monisteen Todennak 6isyyslaskenta lukua Jatkuvia jakaumia.

SU-estimaattoreiden johto
Olkoon
xll x21 ,xn
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satunnai sotos normaalijakaumasta N(/m s%). T&lsin havainnot Xy, Xo, ... , X, ovat riippumattomia,

samaa normaalijakaumaa N(m s%) noudattavia satunnaismuuttujia.
Siten otoksen Xy, Xy, ... , X, uskottavuusfunktio on

L(ms?; %, %, K, %))
=f(x;ms?)’ f(xz'msz)’ L f(xn:msz)

—o-n -%n ‘I,
=s""(2p) exp% %

jasen logaritminen uskottavuusfunktio on

I(ms?; %, %, K, x,)
:|OgL(mSZ, Xll XzaK!Xn)

n 1 1 4
=- logs™- Snlog2p)- - & (x -

Normaalijakauman N(ms?) odotusarvon mjavarianssin s*> SU-estimaattorit ovat havaintojen
X1, Xz, ... , Xn @ritmeettinen keskiarvo

Perustelu:
Derivoidaan logaritminen uskottavuusfunktio

2 2 1
I(ms?)=-Zlogs - ~nlog(2p)- a(x ny?

28 2
ensin parametrin msuhteen ja merkitdan derivaatta nollaks:

M(ms?) _

=580 m=o

Derivaatan ainoa nollakohta

m=

N S
Lax

|| QJO:

antaa logaritimisen uskottavuusfunktion maksimin parametrin msuhteen.
Sjoitetaan ratkaisu /m=X logaritmiseen uskottavuusfunktioon:

I(X,5%)=- glogsz- %nlog(z,o)- Z;LZ a (x- X)?
i=1

Derivoidaan funktio |(X,s 2) parametrin s% suhteen ja merkit&an derivaatta nollaksi:
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nxs’)__ n 1
Is? 2s% 25

Derivaatan ainoa nollakohta

4é(xi_i):0
i=1

o 18
st=-a(x-x)

i=1
antaa log-uskottavuusfunktion maksimin parametrin s suhteen.
|
Huomaa, etté parametrien mja s* suurimman uskottavuuden estimaattorit yhtyvét niiden momentti-
estimaattorethin; lisétietoja momenttimenetelmasta: ks. kappaletta M omenttimenetelma.
SU-estimaattoreiden ominaisuudet

Normaalijakauman N(ms?) odotusarvon mSU-estimaattorilla X on seuraavat ominaisuudet:

() X onharhaton.
(i) X ja $? ovat yhdessa tyhjentévia parametreille mja s® .
(i) X ontehokas eli minimivarianssinen estimazattori.

(iv) X ontarkentuva.
(v) X noudattaa normaalijakaumaa:
X Naems—zg
8 ng
Normaalijakauman N(ms? ) varianssin s* SU-estimaattorilla $2 on seuraavat ominaisuudet:
(i)  $? onharhainen, mutta estimaattori

1 ¢ o n .
=—a (X - X))=—-8§*
n-liazl( %) n-1

&
on harhaton.

(i) X ja $? ovat yhdessa tyhjentavia parametreille mja s>

(iii) $? ei ole tehokas eli minimivarianssinen estimaattori.

(iv) $? ontarkentuva.

(v) (n—1) s /s® noudattaa ¢* -jakaumaa:

w c’(n-1)

6.4. Eksponenttijakauman parametrien suurimman uskottavuuden estimointi
Satunnaismuuttuja X noudattaa eksponenttijakaumaa Exp(/ ), jos sen tiheysfunktio on
f(x)=/e'*,x30,/ >0
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Eksponenttijakauman ainoana parametrina on

L
E(X)

Lisétietoja eksponenttijakaumasta: Ks. monisteen Todennak6isyyslaskenta lukua Jatkuvia
jakaumia.
Su-estimaattorin johto
Olkoon
xll x21 ,xn

satunnai sotos eksponenttijakaumasta Exp(/). Tall6in havainnot X,, Xz, ... , X, ovat riippumattomia,
samaa eksponenttijakaumaa Exp(/ ) noudattavia satunnaismuuttujia.

Otoksen X, X, ... , X, uskottavuusfunktio on
L(/ 5%, %, K, X))
= (% /) f(%: 1) L f(x;1)

=/" expg /axa

jasen logaritminen uskottavuusfunktio on

(/5 %0 %, K, %)
=logL(/ ;x, %, K, X,)
= nlog(/)- / & X
i=1

Eksponenttijakauman Exp(/) parametrin / SU-estimaattori on

/A =

><|| =

jossa

X.

Qoo

.ﬂ

X =

Sk

on havaintojen Xy, X;, ... , X, aritmeettinen keskiarvo.
Perustelu:
Derivoidaan logaritminen uskottavuusfunktio
I(/)=nlog(/)- 1 & %
i=1
parametrin / suhteen ja merkitéan derivaatta nollaksi:
ne) ) J
TR L
Derivaatan ainoa nollakohta
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>
[ —
1

X |~

~
I

X

Sk
- Qo-

i=1

antaa logaritmisen uskottavuusfunktion maksimin parametrin / suhteen.

Huomaa, ettd parametrin / suurimman uksottavuuden estimaattori yhtyy sen momentti-
estimaattoriin; lisitietoja momenttimenetelméasta: ks. kappaletta M omenttimenetelma.

Sivuutamme tassa parametrin / suurimman uskottavuuden estimaattorin stokastiset ominaisuudet.

6.5. Bernoulli-jakauman parametrien suurimman uskottavuuden estimointi
Olkoon A tapahtuma, jonka todenngkdisyys on p:
Pr(A) =p
M &éritelléan satunnaismuuttuja X seuraavasti:
X :‘:,l j_osAtgpahtuu
10, jos A el tapahdu
Tall6in satunnaismuuttuja X noudattaa Ber noulli-jakaumaa parametrilla p:
X Ber(p)
jossa
Pr(A) = p = E(X)
Satunnaismuuttujan X pistetodennakoisyysfunktio on
f(x)=p*@- p)*,x=01

jakaumia.

SU-estimaattorin johto
Olkoon
xll x21 ,xn

satunnai sotos Bernoulli-jakaumasta Ber(p). Tal6in havainnot Xy, X,, ... , X, ovat riippumattomia,

samaa Bernoulli-jakaumaa Ber(p) noudattavia satunnaismuuttujia.
Otoksen Xy, Xy, ... , X, uskottavuusfunktio on
L(p; %, %, K, X))
=f(x:p)” fO; P L™ f(X;p
=p (- p)">"
jasen logaritminen uskottavuusfunktio on
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I(p; X, %, K, X,)
=logL(p; %, %, K, X,)
=& x log(p) +(n- § x)log(l- p)
i=1 i=1

Bernoulli-jakauman Ber(p) odotusarvoparametrin p SU-estimaattori on havaintojen Xy, X, ... , X,
aritmeettinen keskiarvo
X = X

Sk

.ﬂ

Perustelu:
Derivoidaan logaritminen uskottavuusfunktio
I(p)=a % log(p) +(n- & x)log(l- p)
i=1 i=1

parametrin p suhteen ja merkitéan derivaatta nollaksi:

Tp p 1-p
Derivaatan ainoa nollakohta

Qo5

f): X =X

Sk

i=1

antaa logaritmisen uskottavuusfunktion maksmin.

Parametrin p SU-estimaattori

X

:1 X
n

| QJO:

i=1

on kiinnostuksen kohteena olevan tapahtuman A suhteellinen frekvenssi otoksessa, koska

X, =f

Qoo

i=1

on tapahtuman A frekvenssi otoksessa, sillasumma a X, koostuu ykkosisté ja nollista ja ykkosten
lukuméara summassa on sama kuin tapahtuman A esiintymisten lukuméara.

Huomaa, ettd parametrin p suurimman uskottavuuden estimaattori yhtyy sen momentti-
estimaattoriin; lisitietoja momenttimenetelméasta: ks. kappaletta M omenttimenetelma.
SU-estimaattorin ominaisuudet

Bernoulli-jakauman Ber(p) odotusarvoparametrin p SU-estimaattorilla p on seuraavat
ominaisuudet:

(i) P onharhaton.

(i)  p ontyhjentava.
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(iii) P on (asymptoottisesti) tehokas eli minimivarianssinen estimaattori.
(iv) p ontarkentuva.

(v) P noudattaa asymptoottisesti normaalijakaumaa:

~ o) 0
P . ng,m+
ng

6.6. Momenttimenetelméa

Satunnaisotos
Olkoon
Xi,i=1,2,...,n

satunnaisotos jakaumasta, jonka pistetodennakdisyys- tai tiheysfunktio f(x;q), jonka parametrina on
p-vektori

q=(q & -, @)
Talloin havainnot X; ,i =1, 2, ..., novat riippumattomia, identtisesti jakautuneita satunnais-

X X5, K, X A
X f(xq),1=1L,2K,n

Momentit
Oletetaan, etté jakaumalla f(x;q) on kaikki (origo-) momentit kertalukuun p saakka:
E(X)=a, . k=1,2K,p,i=12K,n
Oletetaan, ettd momenttien
a, az, ..., ap
japarametrien
G, @, ..., @
vdlilla on jatkuva bijektio eli kééntéen yksikasitteinen kuvaus:
ia,=0,(4.9,.K.q,)
ia = 0,(0. 0. K. q,)
i
la =9,(9.9,.K.q,)

(1)

Talloin parametrit
. &, ..., G
voidaan esittéa momenttien

al, az, faa oy ap
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funktioina:

ig =h(a,a,K,a,)
-%qz =h,(a,,a,,K,a,)
i

lg =h(a,a,K.a,)

)

Momenttiestimaattoreiden maaraaminen

Estimoidaan momentit a,, a,, ... , a, vastaavilla otosmomenteilla:
1 n
a =-4 X, k=12K,p
Nizy

Sijoittamalla estimaattorit a, a, , ... , 8 momenttien a,, a., ... , ap pakale yo. yhtéléihin (2),
Saadaan parametrien qi, @, ... , o momenttiestimaattorit eli MM -estimaattorit

13, =h,(a,2,K,a,)
M&arédmme alla seuraavien jakaumien parametrien momenttiestimaattorit:
Normaalijakauma
Eksponenttijakauma

Bernoulli-jakauma

Momenttimenetelmé& vs suurimman uskottavuuden menetelma

Momenttimenetelma ja suurimman uskottavuuden menetelma tuottavat monissa tapauksissa samat
estimaattorit todennakoisyygakauman parametreille. Tama el ole kuitenkaan yleisesti totta.

Momenttimenetelma on néista kahdesta estimointimenetelméasta vanhempi. Suurimman
uskottavuuden menetel mélla katsotaan hyvin yleisesti olevan paremmat teor eettiset perustel ut
kuin momenttimenetelmall& ja sks suurimman uskottavuuden menetelmé onkin hyvin pitkalti
syrjayttanyt momenttimenetel méan todennakdisyysakaumien parametrien estimaattoreita
johdettaessa.

6.7. Normaalijakauman parametrien momenttiestimointi

Satunnaismuuttuja X noudattaa nor maalijakaumaa N(m s?), jos sen tiheysfunktio on muotoa

1§ lax- mofl
f(x;,ms?)=—F—=expi- —¢c——=v,- ¥<m<+¥,5s>0
s\2p } 2& s z%;

Normaalijakauman parametreina ovat jakauman odotusarvo
E(X)=m
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javarianss
Var(X)=D*(X)=s?
Lisédtietoja normaalijakaumasta: Ks. monisteen Todennak 6isyyslaskenta lukua Jatkuvia jakaumia.

MM-estimaattoreiden johto
M&éritelléan satunnaismuuttujan X 1. ja 2. momentti kaavoilla
a, =E(X*), k=12
Normaalijakauman parametrien mja s sek& momenttien a; ja a, véilla on seuraava bijektio:
(i)  Parametrit lausuttuina momenttien funktioina:
i m=E(X)=a,
ss?=Var(X) =E[(X - M} =E(X?)- nf=a,- a’
(i)  Momentit lausuttuina parametrien funktioina:
ia, =E(X)=m
= E(X?) =52+
Olkoon
X1, X2y oony X
satunnai sotos normaalijakaumasta N(m s%). T&lsin havainnot Xy, Xo, ... , X, ovat riippumattomia,
samaa normaalijakaumaa N(m s%) noudattavia satunnaismuuttujia.
Ma&éritelléan havaintojen Xy, Xz, ... , X, 1. ja 2. otosmomentti kaavoilla
a, :%él X k=12

Siten normaalijakauman N(m s°) parametrien mja s> M M -estimaattorit eli momentti-
estimaattorit ovat

Siten odotusarvoparametrin mM M -estimaattori

e =14 % =%

i=1
on havaintojen Xy, X, ... , X, aritmeettinen keskiarvo ja varianssiparametrin s> MM-estimaattori
~2 2 1 On 2 7 2 1 On v \ 2
S F- g =;a X - XT=—a (X;- X)"=m,
i=1 i=1

on havaintojen Xy, X,, ... , X, otosvarianss laskettuna kaavalla, jossa jakgjana on havaintojen
lukumé&&ra n. Huomaa, ettd $* on sama kuin havaintojen 2. keskusmomentti m, .
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Normaalijakauman parametrien mja s* momenttiestimaattorit yhtyvéat niiden suurimman
uskottavuuden estimaattorei hin; lisdtietoja suurimman uskottavuuden menetelmasta: ks. kappaletta
Suurimman uskottavuuden menetelma.

6.8. Eksponenttijakauman parametrien momenttiestimointi
Satunnaismuuttuja X noudattaa eksponenttijakaumaa Exp(/ ), jos sen tiheysfunktio on
f(x)=/e'*,x30,/ >0
Eksponenttijakauman ainoana parametrina on
Lisétietoja eksponenttijakaumasta: Ks. monisteen Todennak6isyyslaskenta lukua Jatkuvia
jakaumia.
MM-estimaattorin johto
M &éritelléan satunnaismuuttujan X 1. momentti kaavalla
a, = E(X)
Eksponenttijakauman parametrin / ja 1. momentin a; valilla on seuraava bijektio:

(i) Parametri / lausuttuna momentin a; funktiona

1.1
E(X) a,
(i)  Momentti a, lausuttuna parametrin / funktiona:
a, = E(X) = 1
/
Olkoon
X1, X2, .oy Xn

satunnai sotos eksponenttijakaumasta Exp(/). TallGin havainnot Xy, Xz, ... , X, ovat riippumattomia,
samaa eksponenttijakaumaa Exp(/ ) noudattavia satunnaismuuttujia.

Ma&éritelléan havaintojen Xy, Xz, ..., X, 1. otosmomentti kaavalla

1d
== X.
& nal i
Siten eksponenttijakauman Exp(/) parametrin / MM -estimaattori eli momenttiestimaattori on
=1
X
jossa
- 14
X==a X
n-a '

.ﬂ
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on havaintojen Xy, X,, ... , X, aritmeettinen keskiarvo.

Eksponenttijakauman parametrin / momenttiestimaattori yhtyy sen suurimman uskottavuuden
estimaattoriin; lisdtietoja suurimman uskottavuuden menetelmésté& ks. kappaletta Suurimman
uskottavuuden menetelma.

6.9. Bernoulli-jakauman parametrien momenttiestimointi
Olkoon A tapahtuma, jonka todenngkdisyys on p:
Pr(A)=p
M &éritell&8n satunnaismuuttuja X seuraavasti:
X :‘:,l j_osAtgpahtuu
10, jos A el tapahdu
Tall6in satunnaismuuttuja X noudattaa Ber noulli-jakaumaa parametrilla p:
X Ber(p)
jossa
Pr(A) = p = E(X)
Satunnaismuuttujan X pistetodennakoi syysfunktio on
f(x)=p*@- p)*,x=0.1

jakaumia.

MM-estimaattorin johto
M &éritelléan satunnaismuuttujan X 1. momentti kaavalla
a, = E(X)
Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p ja 1. momentin a; valilla on seuraava bijektio:

(i) Parametri p lausuttuna momentin &; funktiona:

p=EXX) =a

(i)  Momentti a, lausuttuna parametrin p funktiona:
ar=E(X)=p

Olkoon
X1, X2y oon s X

satunnai sotos Bernoulli-jakaumasta Ber(p). Tal6in havainnot Xy, X,, ... , X, ovat riippumattomia,
samaa Bernoulli-jakaumaa Ber(p) noudattavia satunnaismuuttujia.

Ma&éritelléan havaintojen Xy, Xz, ... , X, 1. otosmomentti kaavalla

1¢d
a=—a X

i=1
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Siten Bernoulli-jakauman Ber(p) parametrin p M M -estimaattori eli momenttiestimaattori on
f) —a = X
jossa

X

Qo5

X =

Sk

.ﬂ

on havaintojen X, Xy, ... , X, aritmeettinen keskiarvo. Parametrin p SU-estimaattori

X
Il

X

Sk

.ﬂ

on kiinnostuksen kohteena olevan tapahtuman A suhteellinen frekvenssi otoksessa, koska

X, =f

Qoo

i=1

on tapahtuman A frekvenssi otoksessa, sillasumma a X, koostuu ykkosisté ja nollista ja ykkosten
lukuméara summassa on sama kuin tapahtuman A esiintymisten lukumaéara.
Bernoulli-jakauman parametrin p momenttiestimaattori yhtyy sen suurimman uskottavuuden

estimaattoriin; lisdtietoja suurimman uskottavuuden menetelmésté& ks. kappaletta Suurimman
uskottavuuden menetelma.
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7. Valiestimointi

7.1. Todennakdisyysjakauman parametrit ja niiden estimointi
7.2. Luottamusvalit

7.3. Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali, kun jakauman varianssi on

tunnettu

7.4. Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali, kun jakauman varianssi on
tuntematon

7.5. Normaalijakauman varianssin luottamusvali

7.6. Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Tilastollinen aineisto koostuu tutkimuksen kohteita kuvaavien muuttujien havaituista ar voista.

Tilastollisen aineiston tilagtollisella mallilla tarkoitetaan niiden satunnaismuuttujien toden-

nakaoi syygakaumaa, jonka ajatellaan generoineen havainnot. Koska tdman jakauman parametrit
ovat tavallisesti tuntemattomia ne pyritéén on estimoimaan €eli arvioimaan kerattyjen havaintojen
perusteella.

Kutsumme parametrin tuntemattoman arvon estimoimiseen kaytettavaa havaintojen funktiota ko.
parametrin estimaattoriksi ja sen havaintoarvoista laskettua arvoa ko. parametrin estimaatiks.

Koska estimaattori on otostunnusluku ja siten sen saamat arvot vaihtelevat satunnaisesti otoksesta
toiseen, on jarkevaa pyrkia antamaan kasitys siitd, mika on parametrin todellinen, mutta tuntematon
arvo. Kutsumme luottamusvaliks valia, joka siséltéd parametrin todellisen, mutta tuntemattoman
arvon etukéteen valitulla todennékdisyydelld, jota kutsumme luottamustasoks.

Téassd luvussa tarkastelemme luottamusval g & ja niiden tulkintaa seka konstruoimme luottamus-
vélit normaalijakauman odotusarvo- javarianss parametreille seka Bernoulli-jakauman
odotusarvoparametrille.

Avainsanat:

Aritmeettinen keskiarvo, Bernoulli-jakauma, Estimaatti, Estimaattori, Estimointi, Frekvenssi,
Frekvenssitulkinta, Harha, Harhattomuus, Havainto, Havaintoarvo, cz-jakauma, Keskeinen raja-
arvolause, Keskineliévirhe, Luottamustaso, Luottamusvali, Normaalijakauma, Odotusarvo, Otos,
Otosjakauma, Otoskoko, Otosvarianssi, Parametri, Piste-estimointi, Satunnaisotos, Suhteellinen
frekvenssi, t-jakauma, Tarkentuvuus, Tilastollinen aineisto, Tilastollinen malli, Todennakdisyys,
Todennakoisyysjakauma, Varianssi, Véliestimointi
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7.1. Todennakodisyysjakauman parametrit ja niiden estimointi

Satunnaisotos
Olkoon
Xi,i=1,2,...,n
satunnaisotos jakaumasta, jonka pistetodenndkdisyys- tai tiheysfunktio f(x;g) riippuu parametrista

g. Taldin havainnot X , i =1, 2, ... , novat riippumattomia, identtisesti jakautuneita satunnais-
muuttujia, joilla on sama pistetodennakoisyys- tai tiheysfunktio f(x;q):
X, X, K, X A

X f(xq),i=1L,2K,n

Estimaattori ja estimaatti
Oletetaan, ettd havainnot
Xi,i=1,2,...,n

muodostavat satunnai sotoksen jakaumasta f(x;q). Oletetaan, etté todennakdisyysakauman f(x;q)
parametri g on tuntematon ja sen estimoimiseen k&ytetéan havaintojen X , i =1, 2, ..., n (mitallista)
funktiota eli (otos-) tunnuslukua

T=9( Xy, Xz, ..., Xn)

Talloin funktiota T = g( Xi, Xz, ... , Xn) kutsutaan parametrin g estimaattoriksi jafunktion g
havaintoarvoista

X1, X2y ev s Xn
laskettua arvoa

t=9g( Xy, X2, ... , Xn)
kutsutaan parametrin g estimaatiksi.

Estimaattoreiden johtaminen

Hyvien estimaattoreiden johtaminen todenndkdisyygakaumien tuntemattomille parametreille on
teoreettisen tilastotieteen keskeisid ongelmia.

Tarkeimmét estimaattoreiden johtamiseen kytettavat menetelmét:
Suurimman uskottavuuden menetelmé
Momenttimenetelma

Ks. lukua Estimointimenetelmat.

Piste-estimointi ja valiestimointi

Todenndkoisyysakauman parametrin arvon estimointia kutsutaan usein piste-estimoinniksi. Tata
ongelmaa kéasitelldan luvussa Estimointimenetelmat.
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Parametrin estimaattiin on syyta aina liittéé luottamusvaliks kutsuttu véli, joka siséltda estimoidun
parametrin todellisen, mutta tuntemattoman arvon tietyll&, soveltajan valittavissa olevalla
todennékadisyydell&. Luottamusvalin méaraamista on tapana kutsua valiestimoinniksi.

7.2. Luottamusvalit

Valiestimoinnissa todenndk6isyysakauman f(x;g) tuntemattomalle parametrille g pyritéan
maardamaan havainnoista riippuva vali, joka tietyll&, tutkijan valittavissa olevalla toden
nakoisyydella, peittad parametrin todellisen arvon. Konstruoitua vaia kutsutaan
luottamusvaliks ja valittua todennakdisyytta kutsutaan luottamustasoksi.

Huomautus:
L uottamustasolle voidaan antaa frekvenssitulkinta samassa hengessa kuin toden-
nakoisyydelle.
Luottamusvalin maaradaminen
Tehddan seuraavat oletukset:
(i) Olkoon
f(x;q)
satunnaismuuttujan X todennakoisyysakauma, jonka mééraa tuntematon parametri g.
(i)  Olkoon
X, Xoy ooy Xi
satunnai sotos jakaumasta f(X; ).
(iii) Olkoon
g=q(X,X,,K,X,)
parametrin g estimaattori.
Valitaan luottamustaso
1-a
jamaératdan sen jalkeen satunnai smuuttujat
L =L(X, X,,K,X,)
U=U(X,X,K,X,)

dgten, etta
Pr(g- LEqg)=al2
Prg+U 3 g)=al2
Huomautus:
Satunnaismuuttujat L ja U riippuvat normaalisti seké havainnoista Xy , Xz, ... , X, €tta
valitusta luottamustasosta (1 - a).
Tal6in vali
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G- L,g+U)

on parametrin gluottamusvali luottamustasolla (1 - &a). Vdin konstruktiosta seuraa, etta vali
peittda tuntemattoman parametrin g todellisen arvon todennakdisyydella (1 - a):

Pr(g- LEGgEg+U)=1-a

Jos estimaattorin c} jakauma on symmetrinen, parametrin g luottamusvali luottamustasolla (1 - a)
on muotoa

gtA
jossa satunnaismuuttuja
A= AX, X,,K, X))
valitaan siten, etta
Pr(g- AEgEQ+A) =1-a
Huomautus:
Satunnaismuuttuja A riippuu normaalisti seka havainnoista X; , Xz, ... , X, etta valitusta
luottamustasosta (1 - a).
Luottamustason ja -valin frekvenssitulkinta

Oletetaan, etté luottamustasoks on valittu (1 - &). Luottamustasolle ja siihen liittyvélle
luottamusvdlille voidaan antaa seuraava frekvenssitulkinta:

()  Josotantaa jakaumasta f(x;q) toistetaan, niin keskimaarin
100" (1- a) %
otoksista konstruoiduista luottamusvéleista peittaa parametrin g todellisen arvon.
(i)  Jos otantaa jakaumasta f(x;q) toistetaan, niin keskimaarin
100" a %

otoksista konstruoiduista luottamusvéaleista ei peita parametrin g todellista arvoa.

Johtopdaatdkset luottamusvalista

Oletetaan, etté olemme tehneet johtopdatoksen, ettd konstruoitu luottamusvai peittéa parametrin g
tuntemattoman todellisen arvon:

()  Luottamusvdlin konstruktiosta seuraa, etta tehty johtopddtos on oikea keskimaarin
100" (1 - a) %:ssa

tapauksia
(i)  Luottamusvalin konstruktiosta seuraa, etta tehty johtopd&dtds on vaara keskimaarin
100" a %:ssa
tapauksia.
Huomautus:
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Virheellisen johtopaatoksen mahdollisuutta ei saada haviamaan, ellel luottamusvalia
tehda aarettoman leveaks, jolloin véli e sisalla informaatiota parametrin g oikeasta
arvosta.

Luottamusvalit: Esimerkkeja

Maéréamme alla seuraavat luottausvélit:
Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali
Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin luottamusvali

7.3. Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali, kun jakauman varianssi on
tunnettu
Otos normaalijakaumasta
Olkoon
Xi,i=1,2,...,n

satunnai sotos normaalijakaumasta N(m s°), jossa jakauman varianss s2 on tunnettu. Satunnais-
muuttujat X; , i =1, 2, ..., novat riippumattomia ja noudattavat samaa normaalijakaumaa

N(m s%):
Xy, XL, X A
X, N(ms?),i=12K,n

Normaalijakauman parametrien estimointi
K oska olemme olettaneet, ettd normaalijakauman N(m s%) varianss s on tunnettu, estimoimme vain
jakauman odotusarvoparametrin E(X) = msen harhattomalla estimaattorilla

X

Qo5

X =

Sk

.ﬂ

X on havaintojen X , i =1, 2, ... , n aritmeettinen keskiarvo.

Odotusarvon luottamusvalin konstruointi N(0,1)-jakauman tiheysfunktio

Valitaan luottamustasoksi 0.5
1-a 04 |
L uottamustaso kiinnittda todenndk6isyyden, jolla
konstruoitava luottamusvdli peittda normaali- 03 |
jakauman odotusarvon mtodellisen arvon.
M &érét&8n luottamuskertoi met —z.; ja +za 021
siten, etta al2 1-a al2
0.1 -
_a
Pr(ZE£-2,,)=—
2 0.
|
T4al2 0 +Za/2
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ja

PHZ? +2,) =5

jossa satunnaismuuttuja Z noudattaa standardoitua normaalijakaumaa N(0O,1):

Z N0,

Luottamuskertoimet —z,; ja +z,, toteuttavat ehdon

Pr(-z,,EZ£+z,,)=1-a

Normaalijakauman odotusarvoparametrin mluottamusvali luottamustasolla (1 - &) on tunnetun
varianssin s? tapauksessa muotoa

R, S R4g, 50
8 /2 \/ﬁ ) al2 \/HB
jossa
X = havaintojen aritmeettinen keskiarvo
s? = jakauman varianss
n = havaintojen lukumaara
—Zap Ja+zy, = luottamustasoon (1 - &) liittyvét luottamuskertoimet
standardoisusta normaalijakaumasta N(0,1)
X
| . |
I I
— A _/
~ "
Zs ] Zs
2 - 2 -
Jn Jn
Perustelu:
Olkoon
xll x21 ey Xn

satunnai sotos normaalijakaumasta N(m s°), jossa jakauman varianss s2 on tunnettu ja
olkoon

X==3 X

Sk

.ﬂ

havaintojen Xi, Xy, ... , Xn aritmeettinen keskiarvo.
Mé&éritell&8n satunnaismuuttuja

Z:X-m

s/</n

Satunnaismuuttujan Z jakauma johdettiin luvun Otokset ja otog akaumat kappaleessa
Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otog akaumat. Tall6in todettiin, etta
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aritmeettinen keskiarvo X noudattaa normaalijakautuneen otoksen tapauksessa normaali-
jakaumaa parametrein mja s%/n:
X N&%s 9
8 ng
Siten standardoitu satunnaismuuttuja
X-m
z=""=
s/</n
noudattaa standardoitua normaalijakaumaa N(0,1):
Z N(0,)

Mé&éréatdan standardoidusta normaalijakaumasta piste + z,, Siten, etta

Pr(Z3 +7,,)=2
2

jolloin standardoidun normaalijakauman symmetrian perusteella
Pr(Z£-2,,)=

jaedelleen
PI’( al2 £EZE +Za/z) 1-a

Tarkastellaan epayhtdloketjua

£ZE+z ,

a/2

Sijoittamalla t&han epayhtélc'jketjuun satunnaismuuttujan Z lauseke, saadaan epayhtéloketju

£+z

'alz /\/—

Tasta epayhtél Oketjusta saadaan sen kanssa yhtapitava epayhtadketju

X - za,2f£m£x+za,2J_

Y hdistamalla saatu epayhtald siihen, etta
PI’( al2 £EZE +Za/z) 1-a

saadaan vihdoin

PraX - £mEX +2,
8 Zuz/Z\/— /2\/_g

K oska normaalijakauman odotusarvon luottamusvali

- S
?-Z"”Z\/ﬁ

X+z

a/z\/_g

@ llkka Mellin (2006)
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on symmetrinen keskipisteensa X suhteen, luottamusvali esitetdén usein muodossa

Luottamusvalin pituus on

2 7. 5
al2 \/ﬁ
Luottamusvélin konstruktiosta seuraa, etté
S - s 0
PraX-z, —EmEX+z,,—2=1-a
8 Z2 \/ﬁ 12 \/ﬁ o
Siten luottamusvéli peittda parametrin mtodellisen arvon todenndkoisyydella (1 - a) jase el peita
parametrin mtodellista arvoa todenndkoisyydelld a.
Luottamusvélin ominaisuudet
(i)  Normaalijakauman odotusarvon miuottamusvalin keskipiste X vaihtelee otoksesta toiseen.
(i) Luottamusvdlin pituus ei vaihtele otoksesta toiseen.

(i)  Luottamusvdlin pituus riippuu valitusta luottamustasosta (1 - &), havaintojen lukumaarasta n
jajakauman varianssista s°.

(iv) Luottamusvdli lyhenee (pitenee), jos luottamustasoa (1 - &) pienennetdan (kasvatetaan).
(v) Luottamusvéli lyhenee (pitenee), jos havaintojen lukumadar&a n kasvatetaan (pienennetaan).

(vi) Luottamusvali lyhenee (pitenee), jos jakauman varianssi s? pienenee (kasvaa).

Luottamusvalin frekvenssitulkinta
Normaalijakauman odotusarvon mluottamusvdlillé on seuraava frekvenssitul kinta:
(i)  JosotantaajakaumastaN(m s°) toistetaan, niin keskimaérin
100" (1- a) %
otoksista konstruoiduista luottamusvéeista peittaa parametrin mtodellisen arvon.
(i)  JosotantaajakaumastaN(m s°) toistetaan, niin keskimaérin
100" a %

otoksista konstruoiduista luottamusvéleista ei peita parametrin mtodellista arvoa.

Johtopdaatdkset luottamusvalista

Oletetaan, etta olemme tehneet johtopaattksen, ettd konstruoitu luottamusvéli peittda odotusarvo-
parametrin mtodellisen arvon:

()  Luottamusvdlin konstruktiosta seuraa, etta tehty johtopddtos on oikea keskimaarin
100" (1 - a) %:ssa
tapauksia.
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(i)  Luottamusvdlin konstruktiosta seuraa, etta tehty johtopddtts on vaara keskimaarin
100" a %:ssa
tapauksia.
Virheellisen johtopaatoksen mahdollisuutta ei saada havidamaan, ellel luottamusvalia tehda
aarettoman levedkd, jolloin vali el enda sisilla informaatiota odotusarvoparametrin mtodellisesta
arvosta.
Vaatimukset luottamusvalille

Olis toivottavaa pystya konstruoimaan parametrille mmahdollisimman Iyhyt luottamusvdli, johon
liittyva luottamustaso olis samanaikaisesti mahdollisimman korkea.

Molempien vaatimusten samanaikainen tayttaminen el ole kuitenkaan mahdollista, jos otoskoko

pidetaan kiintedna:

(i)  Luottamustason kasvattaminen pidentaé luottamusvali, jolloin tieto parametrin m todellisen
arvon sijainnista tulee epatarkemmaksi.

(i)  Luottamusvalin lyhentdminen pienentaé |uottamustasoa, jolloin tieto parametrin mtodellisen
arvon sijainnista tulee epavar memmaksi.

Otoskoon maaraaminen

Oletetaan, etta normaalijakauman odotusarvoparametrille mhalutaan konstruoida luottamusvali,
jonkatoivottu pituus on 2A. Approksimatiivinen otoskoko saadaan kaavasta

(@)

.2
zﬂalzs -
n 8 A

Q-

7.4. Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali, kun jakauman varianssi on
tuntematon
Otos normaalijakaumasta
Olkoon
Xi,i=1,2,...,n

satunnai sotos normaalijakaumasta N(m s°), jossa molemmat parametrit mja s ovat tuntemattomia.

Satunnaismuuttujat X , i =1, 2, ..., novat riippumattomia ja noudattavat samaa normaali-
jakaumaa N(m s):
X, X,, L, X, A

X, N(ms?),i=12K,n

Normaalijakauman parametrien estimointi
Estimoidaan normaalijakauman N(m s?) parametrit mja s* niiden harhattomilla estimaattoreilla:

Odotusarvoparametrin E(X) = mharhaton estimaattori on havaintojen aritmeettinen keskiarvo
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X =

Sk

g

a X

i=1

javarianssiparametrin Var(X) = s? harhaton estimaattori on havaintojen otosvarianss

oo L

s’ = X - X)?
o1 (X; - X)

Qo5

1

Odotusarvon luottamusvalin konstruointi
Valitaan luottamustasoks

1-a

L uottamustaso kiinnittd4 todennékoisyyden, jolla
konstruoitava luottamusvéli peittd4 normaali-
jakauman odotusarvon mtodellisen arvon.

t-jakauman tiheysfunktio

Méérétéan luottamuskertoimet a2 ja +ta,

gten, etta
a
Prt£-t )=—
( alz) 2
a
Pr(t3 +t,,,) = al2 1-a al2
jossa satunnaismuuttuja t noudattaa t-jakaumaa
vapausastein (n —1): |
t t(n-1) a2 0 a2

Siten luottamuskertoimet —t., ja +t,- toteuttavat ehdon
Pr(-t,, EtE£+t,,)=1-a

Normaalijakauman odotusarvoparametrin mluottamusvali luottamustasolla (1 - a) on
tuntemattoman varianssin s tapauksessa muotoa

Bt x4, O
8 alz\/ﬁ’ alz\/ﬁb

jossa
X = havaintojen aritmeettinen keskiarvo
s = otosvarianss
n = havaintojen lukuméara
—~tapja+ty, = luottamustasoon (1 - a) liittyvat luottamuskertoimet
t-jakaumasta t(n — 1)
X
| . |
| |
— I _/
~— —~—
1 S 1 S

tal2 tal2
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Perustelu:
Olkoon
xll x21 ,xn
satunnai sotos normaalijakaumasta N(/m s?) jaolkoon
s 18
X == X
n-a '

havaintojen Xi, Xy, ... , X, aritmeettinen keskiarvo ja

havaintojen Xy, X,, ... , X, (harhaton) otosvarianss.
Mé&éritelld8n satunnaismuuttuja

(= Xom
s/\/n
Satunnaismuuttujat voidaan kirjoittaa muotoon
X-m
t:X' m:X-mys _ m
s'Vn s/\n 2 [(n-1st/s?
n-1

Satunnaismuuttujan t jakauma johdettiin luvun Otokset ja otog akaumat kappaleessa
Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otog akaumat. Tall6in todettiin ettd satunnais-
muuttujan t osoittaja méarittelee satunnaismuuttujan

Z:X-m

s/</n
joka noudattaa standardoitua normaalijakaumaa N(0,1):
Z N(0,)

Edelleen totesmme, ettd satunnaismuuttujat nimittdja méérittelee satunnaismuuttujan

2
V=(n-1)>
S
joka noudattaa c*-jakaumaa vapausastein (n — 1):
V. c?*(n-1)

Lisdks todettiin, ettd satunnaismuuttujat Z ja 'V ovat riippumattomia. Siten satunnais-
muuttuja
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X-m_ Z

s/vn _\/n\/:L

t=

noudattaa t-jakaumaa vapausastein (n — 1) suoraan t-jakauman maaritelman mukaan:

t tin-2
M &érétasn t-jakaumasta vapausastein (n — 1) piste + t,, Siten, etta

a
Pr(t3 +t,,)==
( alz) 2

jolloin t-jakauman symmetrian perusteella
a
Prt£-t,,,)=—
( alz) 2
jaedelleen
Pr(-t,, EtE£+t,,)=1-a
Tarkastellaan epayhtdloketjua

EtE£+t,,

a/2

Sijoittamalla téhan epayhtélc'jketjuun satunnaismuuttujan t lauseke, saadaan epayhtéloketju

a/2 S/\/_

Tasta epayhtél Oketjusta saadaan sen kanssa yhtapitava epayhtaoketju

X-t £ mE X +t

S
a/2 \/_ alzﬁ
Y hdistamalla saatu epayhtal6 siihen, etta

Pr(- t,, £t £+ta,2) =1- a
saadaan vihdoin

Prf;Z- £ mE X +t 9-1-a

S
alz\/_ alzﬁa_

Koska luottamusvali

. _ s 6
?_ alz\/_ X+ a/zﬁjﬂ

on symmetrinen keskipisteensa X suhteen, luottamusvali esitetdsn usein muodossa

S

Luottamusvalin pituus on
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, s
2 ta/zﬁ

Luottamusvalin konstruktiosta seuraa, etta

Pra& -t i£m£)?+t
8 al2

S 0-1.4
Jn " Jng
Siten luottamusvéli peittda parametrin mtodellisen arvon todenndkoisyydella (1 - a) jase el peita
parametrin mtodellista arvoa todenndkoisyydelld a.
Luottamusvélin ominaisuudet
(i)  Normaalijakauman odotusarvon miuottamusvalin keskipiste X vaihtelee otoksesta toiseen.
(i)  Luottamusvdlin pituus vaihtelee otoksesta toiseen.

(i)  Luottamusvdlin pituus riippuu valitusta luottamustasosta (1 - &), havaintojen lukumaarasta n
jaotosvarianssista .

(iv) Luottamusvdli lyhenee (pitenee), jos luottamustasoa (1 - &) pienennetdan (kasvatetaan).
(v) Luottamusvéli lyhenee (pitenee), jos havaintojen lukumaar&a n kasvatetaan (pienennetaan).
(vi) Luottamusvali lyhenee (pitenee), jos otosvarianss §* pienenee (kasvaa).

Luottamusvalin frekvenssitulkinta
Normaalijakauman odotusarvon mluottamusvdlillé on seuraava frekvenssitul kinta:
(i) JosotantaajakaumastaN(m s°) toistetaan, niin keskimaérin
100" (1- a) %
otoksista konstruoiduista luottamusvéeista peittaa parametrin mtodellisen arvon.
(i)  JosotantaajakaumastaN(m s°) toistetaan, niin keskimaérin
100" a %

otoksista konstruoiduista luottamusvéaleista ei peita parametrin mtodellista arvoa.

Johtopdaatdkset luottamusvalista

Oletetaan, etta olemme tehneet johtopaattksen, ettd konstruoitu luottamusvéli peittda odotusarvo-
parametrin mtodellisen arvon:

()  Luottamusvdlin konstruktiosta seuraa, etta tehty johtopddtos on oikea keskimaarin
100" (1 - a) %:ssa
tapauksia.
(i)  Luottamusvdlin konstruktiosta seuraa, etta tehty johtopddtts on vaara keskimaarin
100" a %:ssa
tapauksia.
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Virheellisen johtopaatoksen mahdollisuutta ei saada havidamaan, ellel luottamusvalia tehda
aarettoman levedkd, jolloin vali el enda sisilla informaatiota odotusarvoparametrin mtodellisesta
arvosta.

Vaatimukset luottamusvalille

Olis toivottavaa pystya konstruoimaan odotusarvoparametrille mmahdollisimman Iyhyt luottamus-
vdl, johon liittyva luottamustaso olisi samanaikaisesti mahdollisimman korkea.

Molempien vaatimusten samanaikainen tayttaminen el ole kuitenkaan mahdollista, jos otoskoko

pidetaan kiintedna:

(i)  Luottamustason kasvattaminen pidentaé |uottamusvalia, jolloin tieto parametrin mtodellisen
arvon sijainnista tulee epatarkemmaksi.

(i)  Luottamusvalin lyhentdminen pienentaé |uottamustasoa, jolloin tieto parametrin mtodellisen
arvon sijainnista tulee epavar memmaksi.

Otoskoon maaraaminen

Oletetaan, etta normaalijakauman odotusarvoparametrille mhalutaan konstruoida luottamusvali,
jonkatoivottu pituus on 2A. Approksimatiivinen otoskoko saadaan kaavasta

2
nzﬂalzsg
& A g

jossa

Za2 = luottamustasoon (1 - &) liittyvé luottamuskerroin normaalijakaumasta
Tama merkitsee sitg, etta otoskoon madraamiseks kéytettévissa on oltava edes karkea arvio
normaalijkauman varianssin s suuruudesta.

Normaalijakauman odotusarvon luottamusvalin maaraaminen: EsimerkKi

Kane tekee ruuveta, joiden pituudet vahtelevat Luokkavaélit| Luokkafrekvenssit
satunnaisesti noudattaen normaalijakaumaa; ks. (9.85.9.90] 1
esimerkki&luvussa Tilastollisten aineistojen ——
Kuvaaminen. (9.90,9.95] 2
Ruuvien joukosta poimitaan satunnaisotos, jonka (9.95,10.00] 6
koKo on ’ (10.00,10.05] 3
_a0 (10.05,10.10] 5
n= (10.10,10.15] 4
jaotokseen poimittujen ruuvien pituudet mitataan. (10.15,10.20] 5
Taulukko oikealla esittéa pituuksien luokitel tua (10.20,10.25] 3
frekvenssijakaumaa. (10.25,10.30] 1

Otosta kuvaavat seuraavat tunnusl uvut:

Pituuksien aritmeettinen keskiarvo on
X =10.09 cm

japituuksien otoskeskihajonta on
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$=0.1038 cm

Kuva alla esittdd otokseen poimittujen ruuvien pituuksien luokiteltua frekvenssijakaumaa vastaavaa
histogrammia. Luokkavélit mééréavéat kuvion suorakaiteiden kannat ja suorakaiteiden korkeudet on
valittu niin, ettd suorakaiteiden pinta-alat suhtautuvat toisiinsa kuten vastaavat luokkafrekvenssit.

Ruuvien pituuksien luokiteltu
frekvenssijakauma

Frekvenssi

9.8 9.9 10.0 10.1 10.2 10.3 10.4

Pituus (cm)

Huomautus:

Jos otantaa toistetaan, kaikki otosta koskevat tiedot (seké havaintoarvot etta niista
maaréatyt otossuureet kuten aritmeettiset keskiarvot ja otoskeskihgonnat seka havainto-
arvojen jakaumaa kuvaavat graafiset esitykset kuten hisrogrammit) vaihtelevat
satunnaisesti otoksesta toiseen.

Ongelma: Mité koneen tekemien ruuvien todellisesta keskipituudesta voidaan tietd8 yhdesta
otoksesta saatujen tietojen perusteella?

Ratkaisu: Konstruoidaan ruuvien todelliselle keskipituudelle luottamusvéli. Vai ssdltéa
todellisen keskipituuden valitulla todenngkdisyydella

Olkoot siis otokseen poimittujen ruuvien pituudet
X1, Xz, .ov s Xao

Oletetaan, etta havainnot Xy, X,, ... , Xzo Ovat riippumattomia ja noudattavat samaa normaali-
jakaumaa N(m s?) ja olkoon

> 12
X =—a X, =10.09
30 o
havaintojen Xi, Xy, ... , Xso aritmeettinen keskiarvo ja
s? —ig (X, - X)*=0.1038
30-17% '

havaintojen Xy, X, ... , X3 Otosvarianss.
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Valitaan luottamustasoksi
1-a=0.95

jolloin
al2 = 0.025

Luottamuskertoimet —tp 25 ja + too25 ON Sis valittava Sten, etta
Pr(t £ -t,o,) = Pr(t 3 +t,;) =0.025

jossa satunnaismuuttuja t noudattaa t-jakaumaa vapausastein n — 1 = 29,

Luottamuskertoimet —t; gos5 ja + 1g.025 tOteuttavat
ehdon 0.5

Pr(-t, s £t £ +t,,5) =0.95

t(29)-jakauman tiheysfunktio

0.4 -
t-jakauman taulukoista néhdadan, etta

Pr(t3 +2.045) = 0.025 0.3 1
t-jakauman symmetrian takia

0.2 1
Pr(t £-2.045) = 0.025 0.025 0.95 0.025
Siten luottamustasoa 0.95 vastaavat luottamus- 0.1 1
kertoimet ovat:
0 1

— t0_025 =-2.045
+ t0_025 = +2.045
Kuvio oikealla havainnollistaa luottamuskertoimien valintaa.

-2.045 0 +2.045

Siten ruuvien todellisen keskipituuden mluottamusvaliksi saadaan:

X+t S =1009+2045 2198 _ 1009+ 0.04 = (10.0510.13)
al2 \/ﬁ \/@

Siten tieddmme, etté ruuvien todellinen keskipituus on todenndk6isyydelld 0.95 valilla
(10.05, 10.13)
Tarkastellaan viela luottamustason 0.95 ja sité vastaavan luottamusvélin frekvenssitulkintaa:

Oletetaan, etta poimimme koneen tekemien ruuvien joukosta toistuvasti satunnaisotoksia, joiden
koko on 30 ja konstruoimme jokaisesta otoksesta 95 %:n luottamusvélin edelld esitetylla tavalla
Tal6in patee seuraava:

()  Konstruoidusta valeista keskiméérin 95 % peittad ruuvien todellisen, mutta tuntemattoman
keskipituuden.

(i) Konstruoidusta véleista keskiméarin 5 % el peita ruuvien todellista, mutta tuntematonta
keskipituutta.
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7.5. Normaalijakauman varianssin luottamusvali

Otos normaalijakaumasta
Olkoon
Xi,i=1,2,...,n

satunnai sotos normaalijakaumasta N(m s°), jossa molemmat parametrit mja s ovat tuntemattomia.

Satunnaismuuttujat X , i =1, 2, ..., novat riippumattomia ja noudattavat samaa normaali-
jakaumaa N(m s):
X, X,, L, X, A

X, N(ms?),i=12K,n

Normaalijakauman parametrien estimointi
Estimoidaan normaalijakauman N(m s?) parametrit mja s niiden harhattomilla estimaattoreilla:

Odotusarvoparametrin E(X) = mharhaton estimaattori on havaintojen aritmeettinen keskiarvo

X

Qo

X =

Sk

.ﬂ

javarianssiparametrin Var(X) = s? harhaton estimaattori on havaintojen otosvarianss
1 ¢ -
2 2
ss=—a (X, - X
- 1%( - X)
Varianssin luottamusvalin konstruointi
Valitaan luottamustasoks
1l-a

Luottamustaso kiinnittda todennak6isyyden, jolla konstruoitava luottamusvali peittda normaali-
jakauman varianssin s* todellisen arvon.

M&arat&an luottamuskertoimet ¢, ja ¢2,,
sten, etta

¢’ -jakauman tiheysfunktio

Pr(c’£c?,,) ==
2
Pr(c?® €2, = 5

jossa satunnaismuuttuja ¢? noudattaa ¢*-jakaumaa
vapausastein (n — 1): al2 l1-a al2

c> c*(n-1)

Siten luottamuskertoimet ¢/, ja ¢Z,, toteuttavat .
ehdon Cian Carz

Pr(c..£c*£¢;,)=1-a
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Normaalijakauman varianssiparametrin s luottamusvéli luottamustasolla (1 - a@) on muotoa

Hn-1)s’ (n-1)s*0
c :

e C;/Z , 012-3/2 ﬂ
jossa
s? = otosvarianss
n = havaintojen lukumaara
¢!, jac’, = luottamustasoon (1 - a) liittyvét luottamuskertoi met
¢*-jakaumasta vapausastein (n — 1)
Perustelu:
Olkoon
X1, X2y oony X
satunnai sotos normaalijakaumasta N(/m s?) jaolkoon
s _1¢d
X :Eg X,

havaintojen Xy, Xy, ... , X, aritmeettinen keskiarvo ja

havaintojen Xy, X,, ... , X, (harhaton) otosvarianss.
Mé&éritelld8n satunnaismuuttuja

, _(n-1s?
=

Satunnaismuuttujan ¢ jakauma johdettiin luvun Otokset ja otosjakaumat kappaleessa

Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otog akaumat. Tall6in todettiin, etta satunnais-

muuttuja ¢® noudattaa c*-jakaumaa vapausastein (n — 1):
c> c*(n-1)
M&arataén ¢’-jakaumasta vapausastein (n — 1) piste c? ., Sten, etta
Pr(c? £ ¢2, ) =2
2
japiste c?,, sten, etta
Pr(c?® ¢2,) ="

jolloin
Pr(c..£c*£¢;,)=1-a

Tarkastellaan epayhtdloketjua
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ClapEC°EC,
Sijoittamalla tahan epayhtaldketjuun satunnaismuuttujan ¢? lauseke, saadaan epéayhtaloketju

_ 2

2
C £ al2

1-al2

Tasta epayhtél Oketjusta saadaan sen kanssa yhtapitava epayhtadketju
_ 2 _ 2

(n 21)5 cs?g (n 21)s

Ca /12 Cl— al2

Y hdistamalla saatu epayhtalo siihen, etté

Pr(c..£c*£¢;,)=1-a

saadaan vihdoin
2 2 A
- - o]
PrgE(n 21)s £SZ£(n 21)s %1 a
e Car Cian 4]

L uottamusvalin pituus on

e 1 160

(n-1)s° - :
G 2 2

€Crarn Cinng

Luottamusvalin konstruktiosta seuraa, etta

) 2
- - 0
PrgE(n 21)s £sz£(n21)s %1 a

e Carn Ciarn 9

Siten luottamusvali peittéa parametrin s* todellisen arvon todennékdisyydella (1 - a) jase ei peita
parametrin s® todellista arvoa todennakoisyydell4 a.

Luottamusvéalin ominaisuudet

(i)  Normaalijakauman varianssin s* luottamusvalin pituus vaihtelee otoksesta toiseen.

(i)  Luottamusvdlin pituus riippuu valitusta luottamustasosta (1 - &), havaintojen lukumaarasta n
jaotosvarianssista s’ .

(i)  Luottamusvdli lyhenee (pitenee), jos luottamustasoa (1 - &) pienennetdan (kasvatetaan).
(iv) Luottamusvéli lyhenee (pitenee), jos havaintojen lukumdaréa n pienennetéadn (kasvatetaan).
(v) Luottamusvali lyhenee (pitenee), jos otosvarianss §* pienenee (kasvaa).

Luottamusvalin frekvenssitulkinta
Normaalijakauman odotusarvon s? luottamusvalill& on seuraava frekvenssitulkinta:
(i)  Josotantaajakaumasta N(ms?) toistetaan, niin keskimaarin

100" (1- a) %

otoksista konstruoiduista luottamusvéleista peittad parametrin s todellisen arvon.
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(i) Jos otantaajakaumasta N(/ms?) toistetaan, niin keskimaarin
100" a %

otoksista konstruoiduista luottamusvaleista ei peitd parametrin s todellista arvoa

Johtopdaatdkset luottamusvalista

Oletetaan, etta olemme tehneet johtopaattksen, ettd konstruoitu luottamusvali peittda varianssi-
parametrin s* todellisen arvon:

()  Luottamusvdlin konstruktiosta seuraa, etta tehty johtopddtos on oikea keskimaarin
100" (1 - a) %:ssa
tapauksia.
(i)  Luottamusvdlin konstruktiosta seuraa, etta tehty johtopddtts on vaara keskimaarin
100" a %:ssa
tapauksia.

Vaatimukset luottamusvalille

Olisi toivottavaa pystya konstruoimaan varianssiparametrille s* mahdollisimman lyhyt luottamus-véli,
johon liittyva luottamustaso olisi samanaikaisesti mahdollismman korkea.

V aatimusten samanaikainen tayttaminen ei ole kuitenkaan mahdollista:

()  Luottamustason kasvattaminen pidentéa luottamusvalia, jolloin tieto parametrin s* todellisen
arvon sijainnista tulee epatarkemmaksi.

(i)  Luottamusvalin lyhentaminen pienent&é luottamustasoa, jolloin tieto parametrin s? todellisen
arvon sijainnista tulee epavarmemmaksi.

7.6. Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali

Bernoulli-jakauma
Olkoon A on jokin tapahtuma ja olkoon
Pr(A)=p
Pr(A%)=1- p=q
Mé&éritell&8n satunnaismuuttuja
X :‘:,J, jos A tapahtuu
10, jos A el tapahdu
Talloin satunnaismuuttuja X noudattaa Ber noulli-jakaumaa parametrinaan
p = Pr(A) = E(X)
Merkitaan:
X Ber(p)

Bernoulli-jakauman pistetodennakai syysfunktio on
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f(x p)=p*@- p)"*,x=01;0<p<1

Otos Bernoulli-jakaumasta

Olkoon

Xi,i=1,2,...,n
satunnai sotos Bernoulli-jakaumasta Ber(p). Tal6in satunnaismuuttujat X , 1 =1, 2, ..., novat
riippumattomia ja noudattavat samaa Bernoulli-jakaumaa Ber(p):

Xy X, L, X A
X, Ber(p),i=L2,K,n

Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin estimointi

Estimoidaan Bernoulli-jakauman Ber(p) odotusarvoparametri p sen harhattomalla estimaattorilla:

. 18
=—3 X
p nci’i:l i
Koska
i1, jos A tapahtuu
>(|::,:LJ ap ’ I:lleln
10, jos A el tapahdu
niin
. 18 f
=—9 X =—
P nia:l ''n

jossaf on tapahtuman A frekvenss otoksessa. Siten Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p
estimaattori p on tapahtuman A suhteellinen frekvenssi otoksessa.

Huomaa, etta
f Bin(n, p)

Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin luottamusvali
Valitaan luottamustasoks
1-a

L uottamustaso kiinnittda todennakdisyyden, jolla konstruoitava luottamusvai peittéa Bernoulli-
jakauman odotusarvoparametrin p todellisen arvon.

M&érétan |uottamuskertoi met —Zur, ja +Zar N(0,1)-jakauman tiheysfunktio
siten, etté 0.5
a
Pr(z£-za,2)=5 0.4 -
a
Pr(z3 +Za/2) == 0.3
2
0.2 1
al? 1- a al2
0.1 -
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jossa satunnaismuuttuja Z noudattaa standardoitua
normaalijakaumaa:

Z N0,

Siten luottamuskertoimet —z.; ja +z,, toteuttavat
ehdon

Pr(-z,,EZ£+z,,)=1-a

Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p approksimatiivinen luottamusvali luottamustasolla
(1- a) on muotoa

&, D(1- D) . p(1- p) O
2D g [
%]

jossa
p = odotusarvoparametrin p harhaton estimaattori
n = havaintojen lukumaara
—Zaz Ja+zy, = luottamustasoon (1 - &) liittyvét luottamuskertoimet
standardoidusta normaalijakaumasta N(0,1)
Perustelu:
Olkoon
X1, X2y oony X
satunnai sotos Bernoulli-jakaumasta Ber(p) ja olkoon
R
p= n Ia:l X

harhaton estimaattori parametrille p. Huomaa, ettd p on havaintojen Xy, Xo, ... , X,
aritmeettinen keskiarvo.

Mé&éritell&8n satunnaismuuttuja
z=— PP
JP@A- p)/n

Voidaan osoittaa, etta satunnaismuuttuja Z noudattaa suurissa otoksi ssa approksi matiivisesti
(asymptoottisesti) standardoitua normaalijakaumaa N(0,1) :

Z . N(0,1)

Huomag, etta tarkastelimme satunnaismuuttujan p otosjakaumaa luvun Otokset ja
otog akaumat kappaleessa Suhteellisen frekvenssin otog akauma; ks. myds monisteen

Satunnaismuuttujan p otosjakaumaa ei voida suoraan soveltaa tassa (miksi?), mutta tulos
voidaan modifioida t&ssa tarvittavaan muotoon.

Mé&éréatdan standardoidusta normaalijakaumasta piste + z,, siten, etta
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a
Pr(Z3 +z,,,)=—
( alz) 2
jolloin standardoidun normaalijakauman symmetrian perusteella
Pr(Z£-2,,)=
jaedelleen
Pr(-z,,EZ£+z,,)=1-a
Tarkastellaan epayhtdloketjua

£ZE+z ,

“Zy

Sijoittamalla tdhén epayhtéoketjuun satunnaismuuttujan Z lauseke, saadaan epayhta oketju

pP-p
£———f+7
Jea-pin "

Tasta epayhtél Oketjusta saadaan sen kanssa yhtapitava epayhtaldketju

p{- )£p£p+z ‘/ b)

Y hdistamalla saatu epayhtalo siihen, etta
PI’( al2 £EZE +Za/2) 1-a
saadaan vihdoin

Koska luottamusvali

gp 2o [P0 /p(l )
%]

A

on symmetrinen keskipisteensa p suhteen, luottamusvéli esitetéén usein muodossa

Luottamusvalin konstruktiosta seuraa, etta

(1 p)

EpEp+z,,

'O)
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Siten luottamusvdli peittda parametrin p todellisen arvon approksimatiivisesti todennakdisyydella
(1- a) jasee peitd parametrin p todellista arvoa approksimatiivisesti todennakdisyydella a.
Luottamusvélin ominaisuudet

(i)  Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p luottamusvalin keskipiste p vaihtelee otoksesta
toiseen.

(i)  Luottamusvdlin pituus vaihtel ee otoksesta toiseen.

(i)  Luottamusvdlin pituus riippuu valitusta luottamustasosta (1 - &), havaintojen lukumaarasta n
ja estimaattorista p .

(iv) Luottamusvdli lyhenee (pitenee), jos luottamustasoa (1 - &) pienennetdan (kasvatetaan).
(v) Luottamusvéli lyhenee (pitenee), jos havaintojen lukumaar&a n kasvatetaan (pienennetaan).
(vi) Luottamusvéli on lyhimmillaan, kun

p»0tal

(vil) Luottamusvali on pisimmillaan, kun

E):

N

Luottamusvalin frekvenssitulkinta

Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p approksimatiivisella luottamusvalilla on seuraava
frekvenssitulkinta:

()  Josotantaajakaumasta Ber(p) toistetaan, niin keskimaarin
100" (1- a) %
otoksista konstruoiduista luottamusvéaleista peittda parametrin p todellisen arvon.
(i)  Jos otantaa jakaumasta Ber(p) toistetaan, niin keskimaarin
100" a %
otoksista konstruoiduista luottamusvéleista ei peita parametrin p todellista arvoa.

Johtopdaatdkset luottamusvalista

Oletetaan, etté olemme tehneet johtopaatoksen, etta luottamusvali peittééd odotusarvoparametrin p
todellisen arvon:

()  Luottamusvdlin konstruktiosta seuraa, etta tehty johtopddtos on oikea keskimaarin
100" (1 - a) %:ssa
tapauksia.
(i)  Luottamusvdlin konstruktiosta seuraa, etta tehty johtopddtts on vaara keskimaarin
100" a %:ssa
tapauksia.
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Virheellisen johtopaatoksen mahdollisuutta ei saada havidamaan, ellel luottamusvalia tehda
aarettoman levedkd, jolloin vali el enda sisilla informaatiota odotusarvoparametrin p todellisesta
arvosta.

Vaatimukset luottamusvalille

Olis toivottavaa pystya konstruoimaan parametrille p mahdollisimman Iyhyt luottamusvali, johon
liittyva luottamustaso olis samanaikaisesti mahdollismman korkea.

Molempien vaatimusten samanaikainen tayttaminen el ole kuitenkaan mahdollista, jos otoskoko

pidetadn kiintedna:

(i)  Luottamustason kasvattaminen pidentaé |uottamusvalia, jolloin tieto parametrin p todellisen
arvon sijainnista tulee epatarkemmaksi.

(i)  Luottamusvalin lyhentdminen pienentaé luottamustasoa, jolloin tieto parametrin p todellisen
arvon sijainnista tulee epavarmemmaksi.

Otoskoon maaraaminen

Oletetaan, etta Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrille p halutaan konstruoida luottamusvéli,
jonka toivottu pituus on

2A
Tarvittava otoskoko saadaan kaavasta

2
n= ?a/z p(l' p) g
A [/
Tarvittava otoskoko saavuttaa maksiminsa

.2
- ﬂa/z O

"Cgonj

kun
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