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Lineaarinen regressiomalli ja suurimman uskottavuuden

menetelma 2/2

o Tutkitaan havaintoja (x1,y1), ..., (Xn, yn). Oletetaan, ettd
yi = Po+ Bixi + €, i=1,...,n,

missa [y, §1 ovat regeressiomallin kertoimet ja €;:t ovat
riippumattomia, &; ~ N(0, o2).

e Talloin kullakin x:n arvolla havainto y on satunnaismuuttujan
2
Y ~ N(fo + Bix,07)

Saama arvo.
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Lineaarinen regressiomalli ja suurimman uskottavuuden

menetelma 1/2

@ Voidaan maarittaa otoksen likelihood-funktio

L(Bo, B1) = fy(y1; Bo, B1) - ... - fy(¥n; Po, B1),

missd fy on normaalijakauman tiheysfunktio:

1

frly) = e -

(y —Bo +51X)2>‘

202

@ Saadaan

L ) = 3my ©P  — 5 2o01 o= s,
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Likelihood-funktio ja PNS-menetelma

o Koska eksponenttifunktio on kaikkialla kasvava, likelihood-funktio
L(Bo, /1) saavuttaa maksiminsa parametrien (g, 1 suhteen, kun

neliosumma
n

F(Bo, B1) =Y _(vi — Bo — B1xi)?

i=1
saavuttaa miniminsa.

@ Seuraus: Pienimman neliGsumman estimaatti parametreille Gy, 51 on
suurimma uskottavuuden estimaatti ko. parametreille.
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Minimin Idytdminen lineaarisessa tapauksessa 1/2

o Tarkastellaan funktiota

F(Bo: 51) = > _(vi — Bo — Bixi)>.

o Etsitaan piste (0o, 01) siten, ettd
VF(Bo,B1) =0

@ Lasketaan osittaisderivaatta

ﬁ’:(ﬂoyﬁl 281> xi+nBo—Y_ i)

@ Ratkaistaan nollakohta
1 _
SN AONIE
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Minimin Idytdminen lineaarisessa tapauksessa 2/2

@ Lasketaan seuraavaksi osittaisderivaatta

8,8 (BO’ﬁl ﬂOZXI‘i'ﬁlzx —ZX,_)/, .

o Sijoittamalla Fy:n lauseke saadaan

nxy — nbix* + B z:x,2 = iny; = 0.
o Ratkaistaa nollakohta

nxy — Z Xi¥i Z(Xi - )?)2
nx2 =Y x2 i —X)yi—y)

BL =
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Esimerkki: 2. asteen sovitus 1/3

o Tutkitaan lisdaineen maaran x vaikutusta kuivumisaikaan y. Eri
lisdaineen maarilld x; (grammaa) saatiin kuivumisajat y; (tuntia),
i=1,...,9

x; 0.0 1.0 20 3.0 40 50 6.0 7.0 8.0
yi | 11.0 94 91 70 62 71 66 75 82

@ Huomataan, ettd kuivumisajan riippuvuus lisdaineen maarasta on
epalineaarista. Minimikohdan estimoimiseksi sovitetaan havaintoihin
paraabeli y = (g + f1x + Box?.

@ Pienimmaén neliosumman yhtaléryhma mallille on

0
%Z(YI—ﬁo—ﬁlxi—ﬁ2X;2)2 =0, k=0,1,2.
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Esimerkki: 2. asteen sovitus 2/3

o Naista saadaan yhtaloryhma

nBo+ B X+ x? = Yy,
BoXxi+ B2+ B x = S xy
BoX X2+ +Bdxt = Y Xy

o Laskemalla yhtdloryhman kertoimet havainnoista saadaan

96y + 3601 + 2045, = 72.1
3600 + 20401 + 129608, = 266.6
20439 + 1296037 + 87723, = 1515.4

@ Ratkaisuna ovat estimaatit ﬂAo = 11.15, 51 = —1.806 ja ﬂAg = 0.1803.
Pienimman neliGsumman mielessa parhaiten havaintoihin liittyva
paraabeli on siis

y = 11.15 — 1.806x + 0.1803x°.
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Esimerkki: 2. asteen sovitus 3/3

@ Havainnoista voidaan edelleen laskea kokonaisneliosumma
SST = (vi — y)* = 19.469,
jaannosneliosumma
SSE = > (i — 11.15 + 1.806x; — 0.1803x?)? = 1.525,
ja mallinelidgsumma
SSM = SST — SSE = 17.944.

o Selitysasteeksi saadaan

_ SSM_ 17.944

RP=—— =
SST ~ 19.469

= 0.922.
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Linearisoituvat mallit

@ Toisinaan funktio, joka ei ole lineaarinen parametrien suhteen, voidaan
saattaa sopivalla muunnoksella lineaariseksi.

o Esimerkki tallaisesta tapauksesta on funktio

X
y = Boe™,
joka linearisoituu lograritmin avulla:

In(y) = In(Bo) + B1x.

@ Nyt voidaan sovittaa suora aineistoon, jossa arvot on logaritmoitu.
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Esimerkki (Laininen) 1/2

o Vesialtaan happipitoisuus DO (mg/I) riippuu altaan lampétilasta (°C)
yhtalon
DO = ae b7
mukaisesti, missa a, b > 0.

@ Parametrien estimoimiseksi mitattiin erilaisilla T:n arvoilla t;
vastaavat DO:n arvot d;:
t; 231 244 250 265 27.1 28.0
d 47 32 32 28 28 25

@ Ottamalla logaritmi saadaan

In(DO) = In(a) — bT.
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Esimerkki (Laininen) 2/2

o Merkitdan t; = x; ja In(d;) = y;. Saadaan

A —1.853

r=—b=reme = —0110.

ja
Bo = In(a) = 1.141 — (—0.110) - 25.683 = 3.966.

@ Saadaan siis
In(DO) = 3.966 — 0.110- T,

eli
DO =52.77 - ¢ OHOT,
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Usean muuttujan lineaarinen regressiomalli 1/4

@ Oletetaan suure y riippuu useasta muuttujasta x;, i = 1,2,...,m ja
riippuvuus on lineaarista.

@ Voidaan kirjoittaa

y = Bo + Bix1 + Boxo + ... + BmXm-

o Oletetaan edelleen, ettd kadytettdvissa on tilastoaineisto, jossa
suureesta y ja jokaisesta selittdvasta muuttujasta x; on n havaintoa.

o Kaytannon syistd on oletettavas myds, ettd n > m+ 1 (ja mieluiten
tietysti n on vieldkin suurempi).

@ Merkitdaan havaintoja yx, xik, i=1,...,m, k=1,...,n,
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Usean muuttujan lineaarinen regressiomalli 2/4

o Kuten yhden muuttujan tapauksessa, malli saadaan minimoimalla
funktio

n

f(Bo,...,0m) = Z (vk — (Bo + Brxak + ...+ ﬂmxmk))2-

k=1

@ Minimi saadaan etsimélla piste, jossa VF (0o, ..., Sm) = 0.
Nollakohdat ratkaisemalla paadytaan yhtaloryhmaan, jotka kutsutaan
normaaliryhmaksi. Kertoimet saadaan ratkaisemalla normaaliryhma.
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Usean muuttujan lineaarinen regressiomalli 3/4

o Kirjoitetaan nyt regressiomalli muotoon

y = XB,

missa X on kerrointen xj, muodostama n X m-matriisi:

yi 1 x11 xa Xm1
y2 1 X0 x2 Xm2 .
y= , X = jag=
Yn 1 Xxin Xxon Xmn
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Usean muuttujan lineaarinen regressiomalli 4/4

o Valitettavasti yleensd n #= m + 1, joten X ei ole nelidmatriisi.
Kertomalla matriisiyht&l (1) puolittain X:n transpoosilla X T,
saadaan normaaliyhtdl6 muotoon

XTy =XTXp,

missd XX on (m+ 1) x (m + 1)-nelidmatriisi.

@ Yhtalon ratkaisu on
ﬂ — (XTX)71XTy7

olettaen tietenkin, ettd kianteismatriisi (X7 X)~! on olemassa.
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@ Etsitdadn aineistoon
X |22 0 35 42

Yk | -88 02 39 52
o Erityisesti yhden muuttujan lineaarinen regressiomalli on erikoistapaus:

y = Bo + Bix.

@ Ratkaistaan

—2.616
_ T —1yT 6 _
f=XIX)X y‘< 1.994 )
missa
~8.8 1 —22
02 | . 1 0
y=1| 390 | 2X=|1 35
5.2 1 42
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Polynomimalli

@ Polynomimallissa sovitetaan tilastoaineistoon astetta n oleva polynomi

y:CO+C1X+C2X2+...+cnx"

o Malli palautuu usean muuttujan lineaariseksi malliksi sijoittamalla
X1 =X, X0 = X2, jne.
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