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x>-yhteensopivuustesti 1/5

o Tissa esitettivi x2-yhteensopivuustesti on sikili historiallinen, ett
se on ensimmainen todennakaisyyksiin perustuva tilastollinen
paattelytesti.

Testin esitti vuonna 1900 Karl Pearson (1857-1936). Testi merkitsi
alkua modernille tilastotieteelle.

Yhteensopivuustestissa tarkastellaan, onko satunnaismuuttujasta X
tehdyt havainnot sopusoinnussa X:n jakaumasta tehtyjen
ennakko-oletusten kanssa.

@ Menetelma eroaa aikaisemmin talld kurssilla esitetyista testeista siina,
ettd nollahypoteesi ei koske jakauman parametreja.
Yhteensopivuustesti kuuluu epaparametrisiin testeihin.

Yleisemmin y2-testilld voidaan tutkia, onko havaintoaineisto syntynyt
hypoteesin edellyttamalla tavalla, esim. onko havaintoaineisto perdisin
tietystd jakaumasta, ovatko havaintoaineistot perdisin samasta
jakaumasta, ovatko kaksi mitattua suuretta riippumattomia, jne.
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x>-yhteensopivuustesti 3/5

o Oletetaan, ettd nollahypoteesti Hy maaraa satunnaismuuttujan X
Jjakauman tyypin, mutta jakauman parametrit ovat tuntemattomia.
Oletetaan, ettd Py on todennikaisyys sille, ettd X saa arvon luokasta
k, kun nollahypoteesi Hyp patee.

o Luokkaan k kuuluvien havaintojen odotettu frekvenssi Ej on
Ek=nPk, k=1,27...,,.

@ Jakaumassa esiintyvdt tuntemattomat parametrit taytyy estimoida
havainnoista.

o Odotetut solufrekvenssit Ej toteuttavat yht&lon

m
ZEk:n.

k=1
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Y2-yhteensopivuustesti 5/5

o Approksimaatio on tavallisesti riittavan hyva, jos odotetut frekvenssit
Ej toteuttavat ehdot

Ex > 5, k=1,2,...,m.

@ Testisuuren x2 normaaliarvo, eli odotusarvo nollahypoteesin patiessa
on
E(x?) = f, f=m-1-p.

Normaaliarvoa merkitsevasti suuremmat testisuureen arvot viittaavat
siihen, ettd Hp ei pade.

Normaaliarvoa merkitsevasti pienemmaét testisuureen arvot viittaavat
siihen, ettd havaintojen ja nollahypoteesin maaraaman jakauman
yhteensopivuus on lilan hyvaa: havainnot on mahdollisesti vaarennetty.
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o Epaparametrisia testeja
o x2-yhteensopivuustesti
@ Homogeenisuuden testaaminen
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o Oletetaan, ettd havainnot Xi, ..., X, muodostavat satunnaisotoksen
perusjoukosta S.
o Nollahypoteesi Hyp: Havainnot Xi, ..., X, noudattavat

todennikdisyysjakaumaa f(x; 0), jonka parametrit eivat valttdmattd
ole tunnettuja.

o Vaihtoehtoinen hypoteesti Hi: Havainnot Xi, ..., X, eivdt noudata
nollahypoteesin maaraamaa todennakaisyysjakaumaa.
o Luokitellaan havainnot Xi, ..., X, toisensa poissulkeviin luokkiin,

joiden lukumaara on m. Olkoot
Ok, k=1,2,....m

luokkia k vastaavat havaintojen frekvenssit.
@ Huomaa, etta

K
Z Ok = n.
i=1
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o Mairitelldan y3-testisuure
m 2
2 _ N (O = E)
X = ‘; o

missd Ok on havaittu frekvenssi, Ex odotettu frekvenssi ja m luokkien
lukumaara.
o Testisuure voidaan kirjoittaa my6s muotoon

2~ (P — Po)?
X 7;7& :

missa px on suhteellinen frekvenssi luokassa k, Py tn. sille, ettd
havainto kuuluu luokkaan k (jos nollahypoteesin pitee) ja m luokkien
lukumaara.

@ Jos Hy patee, testisuure noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti y2-jakaumaa vapausastein f = m — 1 — p, missi
p frekvenssien Ex maarddmiseksi estimoitujen parametrien lukumaara.
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Esimerkki (Laininen) 1/2

o Tutkittaessa nopan virheettdmyytté suoritettiin n = 120 heittoa.
Saadut silmalukujen maarat olivat
i1 2 3 4 5 6
n |23 17 14 24 16 26
o Virheettomalld nopalla Pr(X = i) = 1/6, mitdan parametreja ei
tarvitse estimoida.

@ Kunkin silméluvun odotetaan siis esiintyvan 120 heitossa 120/6 = 20
kertaa, eli E; =20, kuni=1,...,6.

o x>-testisuure saa arvon

(26 — 20)?
= + o

20 20 0o

, (23-20)2 (17 —20)?
X
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Esimerkki (Laininen) 2/2 Homogeenisuuden testaaminen 1/4

o Oletetaan, ettd perusjoukko S on jaettu r:dan ryhmaan, joista on
poimittu toisistaan riippumattomat satunnaisotokset.

o Luokkia on m = 6 kappaletta, eiki parametreja tarvinnut estimoida, o Nollahypoteesi Hyp: Havainnot noudattavat jokaisessa ryhmassa
joten p = 0. Testisuure on siis asymptoottisesti x2-jakautunut i=1,...,r samaa jakaumaa.
vapausasteilla v =m—p—1=5. o Vaihtoehtoinen hypoteesi H;: Havainnot eivat ryhmissa i =1,...,r

o Testin p-arvoksi saadaan (tietokoneella) eivat noudata samaa jakaumaa.

@ Poimitaan ryhmista toisistaan riippumattomat satunnaisotokset,
Pr(x? > 6.10) = 0.2966. joiden koot ovat

o Taulukosta voidaan katsoa, ettd x2 s = 11.1 vapausasteilla 5. Koska

AR ave 6.0 6 (5 e, Pr(X2 > 6.10) > 0.05. o Luokitellaan havainnot jokaisesta otoksesta samaa luokitusta kayttden

toisensa poissulkeviin luokkiin, joiden lukumaara on c. Maarataan

@ Noppa hyvaksytaan virheettomaksi. otoksen i luokkaan j kuuluvien havaintojen havaittu frekvenssi

0jj, i=12,...,r, j=1,2,...,c.
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Homogeenisuuden testaaminen 2/4 Homogeenisuuden testaaminen 3/4
N3m3 voidaan esittd3 taulukkona: o Erityisesti patee, ettd
(i) Xje1 B = i,
T [2]...]c]zx (i) i 05 =G ja

1 |01 |On|... | Oic| m (iif) .. . .

28 e o e D ICED T S

i=1 j=1 i=1 j=1

r O1 | O |... | Oc | nf

G G| ... | C n o Maarataan nollahypoteesin patiessd odotetut solufrekvenssit Ej;

yht&lailla
Téssa r on ryhmien lukumaara, c on luokkien lukumaara Oj havaittu
frekvenssi ryhmin i luokassa j, n; otoskoko ryhmissd i, C; havaittu 5. niG . L
. . > A < ) ere Ej = nP; = s i=1,...,r,j=1,...,c.

frekvenssi yhdistetyn havaintoaineiston luokassa j ja n havaintojen n

kokonaislukumaara.

o Kuten edell3, ndista voidaan muodostaa taulukko.
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Homogeenisuuden testaaminen 4 /4 Esimerkki (Laininen) 1/2

o Maaritellaan y2-testisuure . . .
X o Tehtaassa valmistetaan tuotetta kolmella tuotantolijalla. Valmistetut

r E (0 — E;)? tuotteet luokitellaan luokkiin O (virheetén), 1 (yksi virhe) ja 2
2_ (0 — Ey) R . N
X = zz — & (vahintaan kaksi virhettd). Tutkitaan, onko virheiden lukumé&arien
i=1 j=1 7 jakaumissa eroja eri tuotantolinjojen valilla.
o Jos nollahypoteesi pitee, testisuure noudattaa suurissa otoksissa ° O.tetaap jokaiselte tuotantolin.jalta 200 yksikkoa tuotetta ja lasketaan
approksimatiivisesti x?-jakaumaa vapausastein f = (r — 1)(c — 1), V|r|'1.ee|'||syys|uokk|en frekvenssit:
miss3 r on ryhmien ja c luokkien m3ara. V'|k.0Ja 0 1 2| %
@ Approksimaatio on tavallisesti riittdvan hyva, jos E;; > 1 ja L{nJ.a L 18 13 | 200
keskimaaraiset frekvenssit Cj/r > 5 Ling 2 25 &5 | A
) o e Linja 3 9 11200
@ Testisuureen normaaliarvo eli odotusarvo nollahypoteesin patiessa on 5 50 57 | 600

E(x?) =f.
o Normaaliarvoa merkitsevasti suuremmat y2-testisuureen arvot
viittaavat siihen, ettd nollahypoteesi ei pade.

o Silmamaaraisesti nayttaisi siltd, ettd Linja 2 tuottaa muita ennemman
virheitd. Onko havainto tilastollisesti luotettava?
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Esimerkki (Laininen) 2/2

o Jos linjojen vélilld ei ole eroja, on jokaisella linjalla virheettémien
tuotteiden lukumairin estimaatti 200 - 493/600 = 164.33, yhden
virheen sisiltivien estimaatti 200 - 50/600 = 16.67 ja vahintdan kaksi
virhett3 sisiltavien 200 - 57/600 = 19.00.

o Testisuureen arvo on talldin

» (169 —164.33)2 (18 —16.67)> (11— 19.00)

= 25.76.
164.33 16.67 19.00 576

@ Vapausasteparametri v = (3 —1)(3—1) = 4.
@ Testin p-arvoksi saadaan

Pr(x? > 25.76) = 0.0000,

joten linjojen vélilld on tilastollisesti merkitsevia eroja.
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