Sovellettu todenndkoisyyslaskenta B

Antti Rasila

16. marraskuuta 2007

Antti Rasila () TodB 16. marraskuuta 2007 1/15



© Epiparametrisia testeja
o y%-yhteensopivuustesti
@ Homogeenisuuden testaaminen

Antti Rasila () TodB 16. marraskuuta 2007 2/15



x?-yhteensopivuustesti 1/5

o Tissi esitettdva y2-yhteensopivuustesti on sikili historiallinen, etta
se on ensimmainen todennakaisyyksiin perustuva tilastollinen
paattelytesti.

@ Testin esitti vuonna 1900 Karl Pearson (1857-1936). Testi merkitsi
alkua modernille tilastotieteelle.

@ Yhteensopivuustestissa tarkastellaan, onko satunnaismuuttujasta X
tehdyt havainnot sopusoinnussa X:n jakaumasta tehtyjen
ennakko-oletusten kanssa.

@ Menetelma eroaa aikaisemmin talla kurssilla esitetyista testeista siina,
ettd nollahypoteesi ei koske jakauman parametreja.
Yhteensopivuustesti kuuluu epdparametrisiin testeihin.

@ Yleisemmin y-testilld voidaan tutkia, onko havaintoaineisto syntynyt
hypoteesin edellyttamalla tavalla, esim. onko havaintoaineisto perdisin
tietystd jakaumasta, ovatko havaintoaineistot perdisin samasta
jakaumasta, ovatko kaksi mitattua suuretta riippumattomia, jne.
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x?-yhteensopivuustesti 2/5

o Oletetaan, etta havainnot X, ..., X, muodostavat satunnaisotoksen
perusjoukosta S.

@ Nollahypoteesi Hyp: Havainnot Xi, ..., X, noudattavat
todenn&kdisyysjakaumaa f(x; 6), jonka parametrit eivat valttamatta
ole tunnettuja.

@ Vaihtoehtoinen hypoteesti H;: Havainnot Xi, ..., X, eivdat noudata
nollahypoteesin maaraamaa todennakoisyysjakaumaa.
@ Luokitellaan havainnot X, ..., X, toisensa poissulkeviin luokkiin,

joiden lukumaara on m. Olkoot
Ok, k=1,2,...,m

luokkia k vastaavat havaintojen frekvenssit.
@ Huomaa, ettd
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x?-yhteensopivuustesti 3/5

o Oletetaan, ettd nollahypoteesti Hy maaraa satunnaismuuttujan X
jakauman tyypin, mutta jakauman parametrit ovat tuntemattomia.
Oletetaan, ettd P, on todenndkaisyys sille, etta X saa arvon luokasta
k, kun nollahypoteesi Hyp patee.

@ Luokkaan k kuuluvien havaintojen odotettu frekvenssi E, on

Ek:nPk, k:1,2,..

gy .

@ Jakaumassa esiintyvat tuntemattomat parametrit taytyy estimoida
havainnoista.

o Odotetut solufrekvenssit E; toteuttavat yhtalon

i Ek = n.
k=1
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x?-yhteensopivuustesti 4/5

o Mairitelldan y2-testisuure

2= Zm: (O — Ei)?
k=1 Ee
missa Ok on havaittu frekvenssi, E; odotettu frekvenssi ja m luokkien
lukumaara.
@ Testisuure voidaan kirjoittaa myds muotoon
2~ (P — P)?
X = Z TP
k=1
missa Px on suhteellinen frekvenssi luokassa k, Py tn. sille, etta
havainto kuuluu luokkaan k (jos nollahypoteesin patee) ja m luokkien
lukumaara.
@ Jos Hy patee, testisuure noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti y?-jakaumaa vapausastein f = m — 1 — p, missi
p frekvenssien E; madrdamiseksi estimoitujen parametrien lukumaara.
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teensopivuustesti 5/5

Approksimaatio on tavallisesti riittdvan hyva, jos odotetut frekvenssit
E, toteuttavat ehdot

Ex.>5  k=1,2,...,m.

Testisuuren x? normaaliarvo, eli odotusarvo nollahypoteesin pitiessa
on

E(x?) = f, f=m-—1-—p.
Normaaliarvoa merkitsevasti suuremmat testisuureen arvot viittaavat
siihen, ettd Hy ei pade.
Normaaliarvoa merkitsevasti pienemmat testisuureen arvot viittaavat

siihen, ettd havaintojen ja nollahypoteesin maardaman jakauman
yhteensopivuus on liian hyvaa: havainnot on mahdollisesti vaarennetty.
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Esimerkki (Laininen) 1/2

o Tutkittaessa nopan virheettomyytta suoritettiin n = 120 heittoa.
Saadut silmalukujen maarat olivat
i |1 2 3 4 5 6
n |23 17 14 24 16 26

o Virheettomalld nopalla Pr(X = i) =1/6, mitdan parametreja ei
tarvitse estimoida.

@ Kunkin silmaluvun odotetaan siis esiintyvan 120 heitossa 120/6 = 20
kertaa, eli E; =20, kuni=1,...,6.

o x-testisuure saa arvon
, (23-20)2 (17 —20)? (26 — 20)?
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Esimerkki (Laininen) 2/2

@ Luokkia on m = 6 kappaletta, eikd parametreja tarvinnut estimoida,
joten p = 0. Testisuure on siis asymptoottisesti y>-jakautunut
vapausasteillav=m—p—1=05.

@ Testin p-arvoksi saadaan (tietokoneella)
Pr(x? > 6.10) = 0.2966.

o Taulukosta voidaan katsoa, ettd x3 o5 = 11.1 vapausasteilla 5. Koska
testisuudeen arvo 6.10 on tit3 pienempi, Pr(x? > 6.10) > 0.05.

@ Noppa hyvaksytdaan virheettomaksi.
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Homogeenisuuden testaaminen 1/4

@ Oletetaan, ettd perusjoukko S on jaettu r:3an ryhmaan, joista on
poimittu toisistaan riippumattomat satunnaisotokset.

@ Nollahypoteesi Hyp: Havainnot noudattavat jokaisessa ryhmassa
i=1,...,r samaa jakaumaa.

@ Vaihtoehtoinen hypoteesi Hj: Havainnot eivat ryhmissa i =1,...,r
eivat noudata samaa jakaumaa.

@ Poimitaan ryhmista toisistaan riippumattomat satunnaisotokset,
joiden koot ovat

n;, i=1,2,...,r.

@ Luokitellaan havainnot jokaisesta otoksesta samaa luokitusta kayttaen
toisensa poissulkeviin luokkiin, joiden lukumaara on c¢. Maarataan
otoksen i luokkaan j kuuluvien havaintojen havaittu frekvenssi

Oj, i=12...rj=12..c
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Homogeenisuuden testaaminen 2/4

Nama3a voidaan esittda taulukkona:

1 2 ... c >

1 O11 | O1 | ... Oic | m
021 022 C e O2c ny

r Orl Or2 000 Orc n,
pN Cl C2 Ca Cc n

Tassd r on ryhmien lukumaard, ¢ on luokkien lukumaard O;; havaittu
frekvenssi ryhman J luokassa j, n; otoskoko ryhmissd i, C; havaittu
frekvenssi yhdistetyn havaintoaineiston luokassa j ja n havaintojen
kokonaislukumaara.

Antti Rasila () TodB 16. marraskuuta 2007 11 /15



Homogeenisuuden testaaminen 3/4

o Erityisesti patee, ettd

(i) Xoj1 Ei= i,

(i) 3oiey 05 = G, ja

(iii) c
ZZOU_ZnI ZC:,:H
i=1 j=1 j=1

e Maarataan nollahypoteesin patiessa odotetut solufrekvenssit Ej;
yhtaloilla

n; C; . .
Ej=nP; = o i=1...,r,j=1,... c.

@ Kuten edell3d, naistd voidaan muodostaa taulukko.
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Homogeenisuuden testaaminen

o Mairitelldan y2-testisuure

Xzzzz JEUJ ‘

i=1 j=1

@ Jos nollahypoteesi patee, testisuure noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti y?-jakaumaa vapausastein f = (r — 1)(c — 1),
missa r on ryhmien ja ¢ luokkien maara.

@ Approksimaatio on tavallisesti riittdvan hyva, jos Ej; > 1 ja
keskimaaraiset frekvenssit C;/r > 5.

@ Testisuureen normaaliarvo eli odotusarvo nollahypoteesin patiessa on
E(x?) = f.

o Normaaliarvoa merkitsevasti suuremmat y>-testisuureen arvot
viittaavat siihen, ettd nollahypoteesi ei pade.
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Esimerkki (Laininen) 1/2

@ Tehtaassa valmistetaan tuotetta kolmella tuotantolijalla. Valmistetut
tuotteet luokitellaan luokkiin O (virheetdn), 1 (yksi virhe) ja 2
(vahintdan kaksi virhettd). Tutkitaan, onko virheiden lukumaarien
jakaumissa eroja eri tuotantolinjojen valilla.

o Otetaan jokaiselta tuotantolinjalta 200 yksikkoa tuotetta ja lasketaan
virheellisyysluokkien frekvenssit:

Vikoja 0 1 2 >
Linjal | 169 18 13 | 200
Linja 2 | 144 23 33 | 200
Linja3 | 180 9 11 | 200

> 493 50 57 | 600

@ Silmamaaradisesti ndyttaisi siltd, ettd Linja 2 tuottaa muita ennemman
virheitd. Onko havainto tilastollisesti luotettava?
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Esimerkki (Laininen) 2/2

@ Jos linjojen valilla ei ole eroja, on jokaisella linjalla virheettomien
tuotteiden lukumaaran estimaatti 200 - 493/600 = 164.33, yhden
virheen sisiltdvien estimaatti 200 - 50/600 = 16.67 ja vahintdan kaksi
virhettd sisiltavien 200 - 57/600 = 19.00.

@ Testisuureen arvo on talldin

» (169 —164.33)2 (18 —16.67) (11 —19.00)2
X'=""1ga33 ' 1667 | 1900 _>7°

o Vapausasteparametri v = (3 —1)(3 - 1) = 4.

@ Testin p-arvoksi saadaan
Pr(x? > 25.76) = 0.0000,

joten linjojen valilla on tilastollisesti merkitsevia eroja.
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