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Frekvenssi ja suhteellinen frekvenssi Frekvenssien odotusarvo ja varianssi

o Frekvenssi f noudattaa eksaktisti binomijakaumaa parametrein n ja

Pr(A) = p:
o Olkoon A jokin otosavaruuden S alkioiden ominaisuus (eli S:n A=r f ~ Bin(n, p)
osajoukko). ’
@ Poimitaan otosavaruudesta yksinkertainen satunnaisotos, jonka koko @ Frekvenssin fcdotusarvoljaivarianssilovat siis:
on n. E(f) = np
o Ominaisuuden A omaavien alkioden lukumadaraa otoksessa merkitaan Var(f) = npq
f:I13 kutsutaan ominaisuuden A frekvenssiksi. ’
o Ominaisuuden A suhteellinen frekvenssi p maaritellaan: missa g =1—p.
f @ Vastaavasti suhteellisen frekvenssin p odotusarvo ja varianssi ovat:
p=1
E(p)=p
Var(p) = &4
n
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Suhteellisen frekvenssin normaaliapproksimaatio Estimaatti ja estimaattori (1/2)

o Suhteellinen frekvenssi p noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti normaalijakaumaa:

~ Pq o Tilastollisen tutkimuksen tarkeimpia osatehtavia on estimoida eli
pr~aN|p — .. X e

n arvioida tutkimuksen kohteena olevaa ilmiota.
o lImi6ta koskevat havainnot generoineen prosessin mallina kadytettavan

@ Vastaavasti, standardoitu satunnaismuuttuja e A
todennidkdisyysjakauman tuntemattomat parametrit paatellaan

p—p ilmiota koskevien havaintojen perusteella.
\/pq/n7 @ Havaintojen funktiota, joka tuottaa estimaatteja parametrin

. . . » todelliselle arvolle, kutsutaan parametrin estimaattoriksi.
noudattaa suurissa otoksissa standardoitua normaalijakumaa:

Z ~, N(0,1)
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Estimaatti ja estimaattori (1/2) Hyvé estimaattori

o Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa
todennikaisyysjakaumaa, jonka pistetodennidkdisyys- tai tiheysfunktio

f(x; @) rii ametrista 6. P . s .
e )l gpus gt o Todennikdisyysjakauman parametreille on tavallisesti tarjolla useita

@ Parametrin 0 estimoimiseen kiytetaan havaintojen X1, Xo, ..., X, vaihtoehtoisia estimaattoreita.

funktiota, eli tunnuslukua @ Seuraavat kriteerit tdyttdva estimaattori tuottaa jarkevia arvoja

A estimoitavalle parametrille:
T =g(X1,Xa,...,Xn) =0

o Harhattomuus
. . . o Tyhjenta
o Funktiota T kutsutaan parametrin 6 estimaattoriksi. O WHEnEgE
o Tehokkuus
@ Havaintoarvoista xi, xo, . .., X, laskettua arvoa o Tarkentuvuus
t=g(x1, %2, Xn)

kutsutaan parametrin 0 estimaatiksi.
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Harhattomuus ja harha

@ Olkoon @ parametrin 6 estimaattori.

o Estimaattori 0 on harhaton parametrille 0, jos sen odotusarvo yhtyy
parametrin arvoon, eli
E(

>
~

=4.
o Estimaattorin  harha on erotus
Bias(f) = 6 — E().

o Toisin sanoen, jos esitimaattori § on harhaton parametrille 6, niin

Bias(f) = 0.
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Tehokkuus

o Oletetaan, etta él ja 92 ovat parametrin 0 estimaattoreja.
o Estimaattori 91 on tehokkaampi kuin estimaattori 92, jos

Dz(él) < D2(§2).

o Parametrin 0 estimaattori 6 on tdystehokas, jos sen varianssi on
pienempi kuin minka tahansa muun saman parametrin estimaattorin.
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Estimaattorin keskinelidvirhe ja tarkkuus

@ Olkoon @ parametrin 6 estimaattori. T3lldin f:n keskinelivirhe on
MSE(d) = E[(8 — 6)] = D(6) + [Bias(d)]”.
@ Jos 6 on parametrin 6 harhaton estimaattori, eli
Bias(f) = 6 — E(d) = 0,
niin
MSE(8) = D?(d) = 0.

o Estimaattoria sanotaan tarkaksi, jos se on harhaton ja sen varianssi on

pieni.
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Luottamusvalin maaritys 1/2

o Tehdidan seuraavat oletukset:

o Satunnaismuuttuja X noudattaa jakaumaa f(x;0).
o X1,Xz,..., X, on yksinkertainen satunnaisotos jakaumasta f(x; 6).
o 0 =0(X1,Xa,...,X,) on f:n estimaattori.

o Valitaan luottamustaso 1 — «v ja maaratdan satunnaismuuttujat

A= AX1, X2, .-+, Xn)
Y = V(X0 Xar s Xa)

siten ettd
Pril—A<6)=

Pr@+Y >0)=

N[ 2N R
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Tyhjentavyys

o Parametrin 6 estimaattori § on tyhjentdva, jos se kdyttad kaiken
otoksessa olevan informaation.

o Tama tarkoittaa sitd, etta jos @1 on mika tahansa parametrin 6
estimaattori, niin sen jakauma ei riipu 6:sta, jos § on tunnettu.
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Tarkentuvuus

o Estimaattori 0 on tarkentuva parametrille 6, jos se konvergoi melkein
varmasti kohti parametrin oikeaa arvoa, kun otoskoko kasvaa rajatta.

o Tama tarkoittaa sita, etta

Pr(T, —0) =1, kun n — oo.
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Piste-estimointi ja valiestimointi

Todennakdisyysjakauman parametrin arvon estimointia kutsutaan
piste-estimoinniksi.

Parametrin estimaattiin on aina syyta liittda /uottamusvaliksi kutsuttu
vali. Parametrin todellinen arvo sijoittuu luottamusvilille soveltajan
valittavissa olevalla todennakaisyydella.

o Tasmallisemmpin véli [a, b] on parametrin ¢ luottamusvali
luottamustasolla 1 — «, jos

Pr(a<f<b)>1-a.

Tavallisimmat luottamusvilit ovat 95%, 99% ja 99.9%. Niit3
vastaavat a:n arvot ovat 0.05,0.01 ja 0.001.

Luottamusvalin maaraamista kutsutaan valiestimoinniksi.
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Luottamusvalin maaritys 2/2

o Nyt todennakdisyys
Prl—A<0<f+Y)=1-a
ja vali
(0—A0+Y)

on 6:n luottamusvali luottamustasolla (1 — ).

o Jos f:n jakauma on symmetrinen, pitee A =Y luottamusvali on

muotoa N N
(O—A, 6+ A).
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Normaalijakautuneen estimaattorin maardama Normaalijakautuneen satunnaismuuttujan odotusarvon

|luottamusvali, kun varianssi tunnetaan |luottamusvali, kun varianssi tunnetaan

o Oletetaan, etti satunnaismuuttuja O ~ N(y, 02) on parametrin 6

estimaattori. @ Olkoon Xi, ..., X, yksinkertainen satunnaisotos normaalijakaumasta
o Tallsin standardoitu satunnaismuuttuja N(u, 02). Oletetaan, ettd o tunnetaan, mutta 4 on tuntematon.
i o Tillgin havaintojen aritmeettinen keskiarvo X noudattaa eksaktisti
z=""H_ N,1). normaalijakaumaa:
o _ o2
X~ N (#, —)
o Tallgin . n
Pr(—zy < O—p <zyp)=1-a. o Kaavasta (1) odotusarvon p (1 — a)-luottamusvaliksi saadaan
E—"5

o Parametrille 6 saadaan siis (1 — a)-luottamusvaliksi X — a/2% <p<X+ za/Q\%. (2)

éfza/20§9§§+za/go. (1)
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Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali Normaalijakauman varianssin luottamusvali
o Olkoon havainnot X, ..., X, yksinkertainen satunnaisotos @ Olkoon havainnot Xi, ..., X; yksinkertainen satunnaisotos
normaalijakaumasta N(, 72) ja olkoon normaaluakaumzasta N(p, 0?) ja olkoon
X = havaintojen aritmeettinen keskiarvo s° = havaintojen harhaton otosvarianssi
s2 = havaintojen harhaton otosvarianssi 5 5 n = hzvalntOJen lukumaara
n = havaintojen lukumairs Xi—a/2 3 Xq2 = X“-jakauman arvot merkitsevyystasoilla
taj2 = t-jakauman arvo merkitsevyystasolla 1—a/2jaa/2
a/2 ja vapausasteilla (n — 1). ja vapausasteilla (n — 1).
o Normaalijakauman odotusarvoparametrin i luottamusvali o Normaalijakauman varianssiparametrin o2 luottamusvali
luottamustasolla (1 — cr) on muotoa luottamustasolla (1 — ) on muotoa
. s s )2 12
X — /277> X+ ta/zf (3) (n 1)5 ) (n 1)5
NG v . A
Xa/2 Xl—(!/2
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Esimerkki (Niemi) 1/3 Esimerkki (Niemi) 2/3

o Tapaus (a): Normaalijakauman kriittiset arvot ovat zg g5 = 1.96 ja
o Paperilaadun neliGpainon maarittdmiseksi punnitaan 16 arkkia paperia Z0.005 = 2.58.

ja muunnetaan saadut painot nelidpainoiksi (g/m?):
78.90 80.39 78.55 81.81 78.05 79.84 81.85 80.83

o Luottamustasolla 0.95 luottamusviliksi saadaan kaavasta (2)

79.43 8131 78.44 79.52 80.14 8137 82.80 79.54 1.3 1.3
80.11 —1.96 - —,80.11 + 1.96 - — | = [79.47,80.75].
@ Oletetaan nelidpaino normaalijakautuneeksi. Muodostetaan [ V16’ 0 \/16] [ g ]

odotusarvolle u luottamusvilit luottamustasoilla 0.95 ja 0.99, kun

(a) tiedetian, etti keskihajonta o = 1.3g/m?, ja o Vastaavasti, luottamustasolla 0.99 luottamusvaliksi saadaan

(b) keskihajonta on tuntematon. 1.3 13
A {so.n - 258,801+ 258 \/ﬁ] = [79.27,80.95].
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Esimerkki (Niemi) 3/3

o Tapaus (b): Koska keskihajonta on tuntematon, estimoidaan se myds
otoksesta: s = 1.33 g/m?. Otoksen koko on 16, joten luottamusvilin
laskemisessa kdytetdan t-jakaumaa vapausasteilla 15.

o Taulukosta tai tietokoneella t-jakauman kriittisiksi arvoiksi saadaan
to.025 = 2.131 ja tg.oo5 = 2.947.

o Luottamustasolla 0.95 luottamusvaliksi saadaan kaavasta (3)

1.33 1.33
80.11 — 2.131- —,80.11 + 2.131 - —— | = [79.40, 80.82],
[ V16 \/16] [ ]
ja luottamustasolla 0.99
1.33 1.33
80.11 — 2.947 - ——,80.11 + 2.947 - —— | = [79.13,81.01].
[ V16 \/16] [ !

@ Huomaa, ettd t-jakauman kriittiset arvot ovat kauempana origosta
kuin standardinormaalijakauman vastaavat arvot. Tama on
luonnollista, koska epdvarmuustekijoitd on enemman.
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