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Satunnaismuuttujien riippumattomuus Esimerkki

o Oletetaan, ettd X ja Y ovat satunnaismuuttujia

todennakdisyysavaruudessa (S, F, Pr). o Tapahtuman A indikaattori on satunnaismuuttuja
o Tallsin X ja Y ovat riippumattomia, merkitaan 1, josscA
lA(S) = . c
XY 0, josse A°.

@ Indikaattorien riippumattomuus yhtyy vastaavien tapahtumien

jos tapahtumat {s| X(s) € B1} ja {s| Y(s) € Bz} ovat riippumattomuuteen, el

riippumattomia kaikilla nk. Borel-joukoilla By, Bs.
o Talld kurssilla ei tarkemmin syvennyta Borel-joukkoihin, vaan riittaa 14 1l 1g, jos ja vain jos A 1L B.

tietad, ettd kaikki yhden pisteen joukot, numeroituvat joukot, vilit

(suljetut, avoimet, puoliavoimet) seki suljetut tai avoimet joukot ovat

Borel-joukkoja.
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Riippumattomuuden kriteereita Diskreetin satunnaismuuttujan odotusarvo

@ Satunnaismuuttujan X odotusarvo on jakauman painopiste. Samalla
se on piste, jonka ymparilld satunnaismuuttujan arvot vaihtelevat

o Jos X ja Y ovat diskreettejd satunnaismuuttujia arvojoukkoina Sx ja . .
koetoistosta toiseen.

Sy, niin X ja Y ovat riippumattomia, jos ja vain jos
o Diskreetille jakaumalle odotusarvo mairitelldan seuraavasti:

Pr({X =x}N{Y = yi}) = Pr(X = x;)Pr(Y = yi)
E(X) = ux = ZX,'p,' = ZX,'f(X,‘).

kaikilla Xj € SX ja Yk € 5y.
o Yleisesti: Satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia, jos ja vain o Tlldin edellytetian, ettd ko. sarja suppenee itseisesti eli
jos
Pr({XSX}ﬁ{YSy}):Pr(XSX)Pr(YSy) Z|Xi|‘Pi<OO-
kaikilla x,y € R. i

o Mikéli sarja ei suppene itseisesti, sanotaan, ettd X:Ild ei ole
odotusarvoa.
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Esimerkki Esimerkki (Pietarin paradoksi)

o Nicolas Bernoulli asetti kysymyksen: Kuinka paljon kannattaa maksaa
seuraavasta pelista?

o Oletetaan, ettd satunnaismuuttujan X arvojoukko on {xi,xa, ... Xn}, o Lanttia heitetdan, kunnes saadaan ensimmdinen kruuna. Jos
ja sen jakauma on tasainen eli tarvittavien heittojen mairi on k, voittosumma on 2X dukaattia,
missa k =1,2,3,....
Pr(X = xi) =1/n, (i=1,2,....n). o Jos kriteerini kiytetdan pelistd saatavan voiton X odotusarvoa, niin
I vastaus on "mielivaltaisen paljon”, koska
o Tallgin
n 1 1 n 1
— Dz ) _ _oky_
B(X) =3 % =23 % pi=Pr(X =24 = =,
f=il i=1
ja siis

oo}
B(X) =Y pi-2F = oo.
k=1
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o Vastaavasti, jos X:Ild on jatkuva jakauma tiheysfunktiona f, niin

odotusarvo maaritelldan: @ Olkoon )
1/x*, kun x >1,
—+o0 f(X) = .
0 muulloin.
E(X)=px = xf(x) dx
—o0 o Vilittomasti nahdaan, ettd f on tiheysfunktio.
@ Tallgin edellytetdan, ettd integraali on itseisesti suppeneva eli @ Jos jakauman tiheysfunktio on f, niin
g /oo o 1
|x|f(x)dx=/ —dx =00
/_oo [x]f(x) dx < . o 1 X
o Mikali integraali ei suppene itseisesti, sanotaan, ettd X:llI3 ei ole o Talla jakaumalla siis ei ole odotusarvoa.
odotusarvoa.
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Odotusarvon ominaisuuksia 1/2 Odotusarvon ominaisuuksia 2/2

@ Vakion odotusarvo on vakio itse, koska se ei vaihtele koetoistosta

toiseen:
E(a)=a o Odotusarvo diskreetin satunnaismuuttujan X funktiolle g(X) saadaan
o Lineaarimuunnokselle Y = a + bX pitee: seuraavasti:
E(Y) = a+ bE(X) E(g(X)) =>_g(xi)pi =Y &(x)f(x)

o Kahden satunnaismuuttujan summalle ja erotukselle patee: e T e A

E(X +Y) = E(X) + E(Y) ja BE(X — Y) = B(X) — E(Y) -
B(g(X)) = / £()F(x)dx

@ Yleisesti satunnaismuuttujien Xj,i = 1,2,..., n painotetulle summalle =

patee:
n n
E ( Z a,-X,-> = Z a,-E(X,-)
i=1 i=1
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Varianssi ja standardipoikkeama eli keskihajonta Esimerkki 1/2
o Satunnaismuuttujan X varianssi on satunnaismuuttujan odotusarvosta o Laatikossa on nelja mustaa ja kuusi valkoista palloa. Nostetaan kolme
lasketun poikkeaman nelion odotusarvo. Ts. varianssi kuvaa vaihtelun palloa. Maaritetdan satunnaismuuttujan X ="Mustien pallojen
nelidta. lukum3ara” jakauma ja lasketaan Pr(1 < X < 2).
o Diskreetin satunnaismuuttujan varianssi: @ X:n arvojoukko on {0, 1,2, 3}. Alkeistapauksia on
D?(X) = Var(X) = 0% = Y _(x — px)’pi = _(xi — i1x)*F(xi) (10) 120
i i 3)° o

@ Jatkuvan satunnaismuuttujan varianssi: o Lasketaan pistetodenniksisyydet

+oo
D?(X) = Var(X) = 0% = /700 (x — px )?F(x)dx po — Pr(X — 0) = <2

@ Standardipoikkeama eli keskihajonta saadaan varianssin nelijuurena:

D(X) = /D2(X) = V/Var(X) p1=Pr(X=1)= G) (g) /120 = 1/2,

e pr» =3/10, p3 = 1/30.

) /120 = 1/6,
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o Vakion varianssi on nolla, koska vakio ei vaihtele:

o Lasketaan satunnaismuuttujan X odotusarvo. Dz(a) —0
_ _1 1 3 1, 6 o Lineaarimuunnokselle Y = a -+ bX pitee:
o Varianssi on D*(Y) = £°D*(X)
1 6y2 1 672 3 672 1 62 o Kahden riippumattoman satunnaismuuttujan summalle ja erotukselle
2_ 2 _ 10 1 _0 S3(,_ 0 1 0 ©
=00 = 6(0 5) +2(1 5) +10( 5) +30(3 5) patee:
= 0.56.

D3(X + Y) = D3(X) + D*(Y) D?*(X — Y)=D?(X)+ DY)

sieskiliajontalelijstandardipoikkeamalonlsis o Yleisesti riippumattomien satunnaismuuttujien X;,i =1,2,...,n

o =D(X) = V0,56 ~ 0.75 painotetulle summalle patee:

n n
D? ( 3 a,-X;) =3 2D%(X)
i=1 i=1
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o Satunnaismuuttujan X k. momentti eli k. momentti origon suhteen on X X . . s
U E Viite: Olkoon X diskreetti satunnaismuutuja. T&lldin

B(X%) = ax
D?(X) = E(X?) — (E(X)),
erityisesti ag = 1 ja ag = E(X) = ux L

E(X2) = ¥, pix?.
@ Satunnaismuuttujan X k. keskusmomentti eli k. momentti missd B(X®) =3 pix

painopisteen suhteen on Todistus.
E((X — 1x)¥) = 1 D*(X) = ZP:‘(X:' —-E(X))* = ZP/'(X;Z — 2xE(X) + (E(X))?)
1 1
erityisesti 111 = 0 ja pp = D?(X) = Var(X)
— X2 _ S 2 .
@ Usein varianssi on napparempaa laskea origomomenttien avulla kuin - Z pixi — 2E(X) Z pixi + (B(X)) Z pi
1 1 1

keskusmomenttina:
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Suurten lukujen laki

o Olkoot satunnaismuuttujat X;,i = 1,2,..., n riippumattomia ja
samoin jakautuneita. T3llin:

E(X) = pja D*(X) =0%i=12,....n

o Olkoon satunnaismuuttujien X;, i = 1,2, ..., n aritmeettinen
keskiarvo:
_ 1<
Xn = ;x,-,
1=

jae>0.

o Taillin patee (heikko) suurten lukujen laki:

Jim  Pr([Xn —p| > ) =0
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