Sovellettu todennakoisyyslaskenta B

Antti Rasila

20. syyskuuta 2007

Antti Rasila () TodB 20. syyskuuta 2007 1/17



© Kolmogorovin aksioomat
@ o-algebra
@ Tapahtuman todenndkdisyys

© Satunnaismuuttujat
@ Todennakoisyysjakauma
@ Satunnaismuuttujien tyyppeja
@ Diskreetteja satunnaismuuttujia
@ Jatkuvia satunnaismuuttujia
@ Tiheysfunktio
@ Pistetodenndkaisyysfunktio
@ Kertymafunktio

Antti Rasila () TodB 20. syyskuuta 2007 2/17



Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987)
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Kokoelma F perusjoukon osajoukkoja S on o-algebra, seuraavat
ehdot patevat:

(cA1) SeF.
(0Az) Jos A€ F, niin A € F.
(0A3) Jos Aj € F, kun i =1,2,3,..., niin U2, Ai € F.
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Kolmogorovin aksioomat

Tapahtuman A todennikdisyys Pr(A) on reaaliluku, jonka on oltava
yksikasitteisesti maaritelty, kun tapahtuma A € F on annettu.

Maaritelma. Funktio Pr: F — R on todennakaisyys, jos:
(TN1) Pr(A) > 0 kaikilla A € F.
(TN>) Pr(S)=1.
(TN3) Taysadditiivisuus: Jos A; € F (i =1,2,...), ja

A A; =0, kun i # jniin Pr(| A7) =) Pr(A).
i=1 i=1

e Kolmikko (S, F, Pr) on todennakdisyysavaruus, jos S on epatyhja
joukko, F on o-algebra ja Pr: F — R on todennakaisyys.
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Satunnaismuuttujat

Jos satunnaisilmiota halutaan mallintaa matemaattisesti, on ilmion
tulosvaihtoehdot kuvattava numeerisessa muodossa.

Tama tapahtuu liittdmalla satunnaisilmion tulosvaihtoehtoihin
reaaliarvoinen funktio, jota kutsutaan satunnaismuuttujaksi

Satunnaismuuttujan arvoihin liitetdan todennakdisyydet
maarittelemalld satunnaismuuttujan todennakoisyysjakauma.

Satunnaismuuttujien tarkastelu jaetaan kahteen luokkaan:
Diskreetit satunnaismuuttujat.

Jatkuvat satunnaismuuttujat.
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Satunnaismuuttujan maaritelma

@ Olkoon & funktio otosavaruudesta S reaalilukujen joukkoon R:
& S—-R
o Talloin & on satunnaismuuttaja.

@ Satunnaismuuttuja on funktiona tdysin maaratty, mutta sattuma
maarda, mika alkeistapahtumista realisoituu ja sitd kautta myos
minka arvon satunnaismuuttuja saa.
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Todennakoisyysjakauma

@ Olkoon kolmikko (S, F, Pr) otosavaruudessa S maaritelty
todennakoisyyskenttd, jossa on seuraavat elementit:

S on otosavaruus

(i)
(ii) F on otosavaruuden S osajoukkojen joukossa madritelty o-algebra
(iii)

@ Satunnaismuuttujan £ todenndkdisyysjakaumalla tarkoitetaan

kuvauksen £: S — R reaalilukukujen joukkoon indusoimaa
todennakdisyysmittaa.

Pr on o-algebran F alkioille maaritelty todennakdisyysmitta.

o Selitys: Todennikéisyysjakauma kuvaa otosavaruuden
todennakoisyysmassan (= 1) jakautumista otosavaruudessa
maaritellyn satunnaismuuttujan arvoalueelle.

@ Tilastollinen malli on satunnaismuuttujan ja sen jakauman yhdistelma.
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Satunnaismuuttujien tyyppeja

(a) Diskreetit satunnaismuuttujat

@ Satunnaismuuttuja on diskreetti, jos sen arvoalue on diskreetti joukko
eli muodostuu erillisista reaaliakselin pisteista.

@ Diskreetin muuttujan jakauma maarittelee alkeistapahtumien
todennakaisyydet.

(b) Jatkuvat satunnaismuuttujat

@ Satunnaismuuttuja on jatkuva, jos sen arvoalue on jokin reaaliakselin
osavali.

@ Jatkuvan muuttujan jakauma maarittelee muuttujan arvoalueeseen
kuuluvien reaaliakselin valien todennakoisyydet.
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Diskreetteja satunnaismuuttujia

o Kone tekee tuotetta n kpl paivassa. Satunnaisesti valittu tuote on
viallinen todennakoisyydelld p. Viallisten tuotteiden lukumaara paivan
aikana tehtyjen tuotteiden joukossa on satunnaismuuttuja, joka
noudattaa binomijakaumaa.

@ Pyydystetdan jarvestd joukko kaloja, merkitdan ne ja paastetaan
takaisin jarveen. Pyydystetdan myohemmin uusi joukko kaloja.
Merkittyjen kalojen maara uudessa saaliissa on satunnaismuuttuja,
joka noudattaa hypergeometrista jakaumaa.

@ Palvelujonoon tulee keskimaarin k asiakasta aikayksikkoad kohden.
Jonakin aikavalind saapuvien asiakkaiden lukumaara on
satunnaismuuttuja joka noudattaa Poisson-jakaumaa.

@ Nama jakaumat esitelldaan tarkemmin ensi viikon luennoilla.
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Jatkuvia satunnaismuuttujia

@ Vapaasti pyorivan onnenpyora osoittimen kulman muutos osoitinta
pyordytettdessd on tasajakautunut eli tasaisesti jakautunut jatkuva
satunnaismuuttuja.

o Palvelujonoon tulee keskimaarin k asiakasta aikayksikkoa kohden.
Seuraavan jonoon tulevan asiakkaan odotusaika on jatkuva
satunnaismuuuttuja, joka noudattaa eksponenttijakaumaa.

o Viisivuotiaden tyttojen pituus on jatkuva satunnaismuuttuja, jonka
voidaan sanoa noudattavan approksimatiivisesti normaalijakaumaa.
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Tiheysfunktio

o Reaaliarvoinen funktio f madrittelee (todennakdisyys-) tiheysfunktion
jatkuvalle satunnaismuuttujalle &, jos

@ f(x) on x:n jatkuva funktio,
Q f(x)>0VxeR,
o

o b
Pr(a <€ < b) = / F(x)dx.

@ Tiheysfunktion vakioita sanotaan jakauman parametreiksi, ja ne
maardavat tiheysfunktion muodon ts. jakauman muodon.
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Pistetodennakaisyysfunktio

o Diskreettid satunnaismuuttujaa £ vastaavan
pistetodennakdisyysfunktion f arvo pisteessd x; on todennikdisyys:

f(xi) = Pr(§ = x;).

Nain ollen
0<f(x)<1.

o Huomautus. Jatkuvaa satunnaismuuttujaa £ vastaavan
tiheysfunktion f arvo pisteessa x ei ole todennikéisyys, joten on
mahdollista, etta

f(x) > 1.

Antti Rasila () TodB 20. syyskuuta 2007 13 /17



Pistetodennakaisyysfunktion ominaisuuksia

o Pistetodennikaisyysfunktiolla f(x) = Pr({ = x) on aina seuraavat
ominaisuudet:
(i) f(x) >0, kun x € R.
(i) Jos f(x) > 0, niin x kuuluu numeroituvaan arvojoukkoon {xi, x2, ... }.

(iii) S22, f(xi) =1.
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@ Olkoon & kruunien maara kolmen lantin heitossa.

o Tiallgin & on diskreetti satunnaismuuttuja, jonka arvojoukko on
{0,1,2,3} ja vastaavat pistetodennikdisyydet

po=Pr(¢ =0} =1/8, py = 3/8, pp = 3/8 ja ps = 1/8.
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Kertymafunktio

@ Satunnaismuuttujan £ kertymafunktio
F(x) = Pr(¢ < x).

kuvaa todennakoisyysmassan kertymista argumentin x kasvaessa.
o Kertymafunktio m3ardad ko. satunnaisilmion kaikkien tapahtumien
todennakoisyydet.
@ Funktio F: R — [0, 1] on kertymafunktio, jos ja vain jos
Q limy__o F(x) =0,
e |imX_)+OO F(X) = 1,
© F on ei-vadheneva: F(x1) < F(x2) jos x1 < X,
@ F on jatkuva oikealta: lim,_o F(x + h) = F(x).
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Lisaa kertymafunktiosta

o Edellisten lisaksi patee:
o Pr(¢>x)=1-F(x),
o Pr(a< &< b)= F(b)— F(a).

@ Diskreetissd tapauksessa kertymafunktio saadaan kaavalla

F(x)=Pr(£ <x)= Z pi-

{ilxi<x}

o Jatkuvassa tapauksessa kertymafunktio saadaan kaavalla
X

F(x) = Pr(¢ <x) = / f(x)dx.

—00
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