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Otosavaruuden ositus

Otosavaruuden S osajoukot Bi, By, ..., B, muodostavat
otosavaruuden S osituksen, jos

(i) Bi#0,i=1,2,....,n

(i) B,'ﬂBjZ@,i;éj

(i) S=B1UBU---UB,

@ Huomautus. Jos tapahtumat B; muodostavat S:n osituksen, niista
tasmalleen yksi tapahtuu joka kerta, kun ko. satunnaisilmié toistuu.
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Esimerkki 1/2

o Kuvan mukaisessa tietoverkossa |lahetetaan testisignaali alkupisteesta
1 loppupisteeseen 2.

@ Reititin ohjaa signaalin kuormituksesta riippuen reiteille Ry, R», Rs tai
R4 vastaavasti todennikaisyydelld 12.5%, 50%, 25% ja 12.5%.

o Eri reiteilld koodausvirheiden todennikdisyydet ovat 2%, 5%, 3% ja
1%.
o Milld todenndkaisyydelld tapahtuu koodausvirhe?
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Esimerkki 2/2

Merkitaan A:lla tapahtumaa "signaalissa tapahtuu koodausvirhe” ja
B;:11a "signaali kulkee reittied R;".

(]

Nyt A voidaan jakaa toisensa poissulkeviin osiin
A= (ANB1)U...U(AN Bs), joten
Pr(A) = Pr(ANB1) + ...+ Pr(AN By).

Koska Pr(AN B;) = Pr(B;)Pr(A|B;), saadaan

Pr(A) = Pr(B1)Pr(A|B1) + - - - + Pr(Ba)Pr(A|Ba).

@ Todennikoisyydet yhtalon oikealla puolella ovat tunnettuja.
Laskemalla saadaan: Pr(A) = 0.03625.
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Kokonaistodennakoisyyden kaava

@ Olkoon A C S. Yhteenlaskusdannon perusteella:
=> Pr(AnB) (1)
i=1

o Toisaalta yleisen tulosdannon perusteella:
Pr(AN B;) = Pr(B;)Pr(A|B;) (2)

o Yhdistamalla kaavat (1) ja (2) saadaan kokonaistodennakdisyyden
kaava:

Z Pr(B;)Pr(A|B;) (3)
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Kokonaistodennakoisyyden kaava, huomautuksia

Kokonaistodennakoisyyden kaavaan

n
Pr(A) =>_ Pr(B)Pr(A|B;) (4)
i=1
liittyvia tulkintoja ja huomatuksia:
@ Pr(A) on todennikdisyys sille, ettd paadytdan lopputilaan A.

o Kaava (4) sanoo siis, ettd todennidkdisyys Pr(A) saadaan laskemalla
yhteen alkutilasta lopputilaan A vilitilojen B; kautta kulkevien reittien
todennakdisyydet

Pr(AN B;) = Pr(B;)Pr(A|B).

o Kaavasta ei ole apua, jos todennikaisyyksid Pr(B;) ja Pr(A|B;) ei
tunneta.

@ Jos tapahtuma A on riippumaton jokaisesta tapahtumasta B5;
kaavasta myoskaan ei ole hyotya.
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@ Ehdollisen todennakoisyyden maaritelman mukaan:

Pr(ANB;)  Pr(B;)Pr(A|B;)
Pr(A) Pr(A)

@ Soveltamalla nimittdjdén kaavaa (4) saadaan Bayesin kaava:
Pr(B;)Pr(A|B))

> i1 Pr(B))Pr(A|B;)

Pr(Bi|A) =

Pr(Bi|A) =

B,
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@ Pr(B;) on nimeltddn a priori -todenn&kaisyys eli ennakkokasitys ennen
tietoa A:n tapahtumisesta.

e Pr(B;|A) on a posteriori -todennakaisyys.
@ Samat kayttoehdot kuin kokonaistodennakoisyyden kaavalla.

@ Jos riippuvuusehto ei pade, ei kasitys muutu uuden tiedon myota.
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o Tarkastellaan uudestaan aikaisempaa esimerkkid (ks. kuva).

@ Esimerkin signaalissa todettiin koodausvirhe. Milla todennakoisyydella
signaali on kayttanyt reittia R»?
o Ratkaistaan kayttamalla Bayesin kaavaa:

B Pr(B2)Pr(A|Bz)
PriEal ) — Pr(B;)Pr(A|By) j ot Pf(B4)Pr(A|B4)

~ 69.0%.
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Esimerkki (Mellin) 1/4

o Pariskunta haluaa saada tyton, mutta ei halua hankkia kuin enintdan
nelja lasta.

@ Tehdadan seuraavat yksinkertaistavat oletukset:

(i) Lapset syntyvat aina yksi kerrallaan.

(ii) Syntyvan lapsen sukupuoli ei riipu aikaisemmin syntyneiden lasten
sukupuolesta.

(iii) Pr(Poika) = Pr(Tyttd) = 1/2.

o Pariskunta paattda kayttda lasten hankkimisessa seuraavaa strategiaa:
(i) Lapsia hankitaan kunnes saadaan tyttd. (ii) Lapsia hankitaan
enintdan nelja.

@ Jos siis syntyy nelja poikaa, strategia on epdonnistunut.

@ Mika on onnistumisen todennikdisyys?
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Esimerkki 2/4

@ Vaihtoehtoja vastaava

puudiagrammi on esitetty l\

oikealla. ,
; - T P 1.lapsi
@ Vasemmanpuoleiset sarmat

johtavat strategian

onnistumiseen. 2lapsi T P
@ Vastaavasti oikeanpuoleiset l\‘

sarmat johtavat strategian 3lapsi T P

epdonnistumiseen. i\

Kai . A&
@ Jokaisen sarman todennakoisyys Alapsi T P
on 1/2.
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Esimerkki 3/4

o Merkitdaan A = "strategia onnistuu”, Ti = "i. lapsi on tytto”, Pi = "i.

lapsi on poika”

@ Tapahtumat T1, T2, T3, T4 muodostavat joukon A osituksen:
A=T1UT2UT3UT4, TinTj=0, kuni#j

@ Riippumattomien tapahtumien tulosdanndn perusteella:
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Pr(T)=1/2= Pr(P1)

Pr(T N P) = Pr(T)Pr(P) = 1/4 = Pr(P2)
Pr(T N P2) = Pr(T)Pr(P2) = 1/8 = Pr(P3)
Pr(T N P3) = Pr(T)Pr(P3) =1/16 = Pr(P4)
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Esimerkki 4/4

o Todennakoisyydet 1/2, 1/4, 1/8, 1/16 saadaan maaraamalla loppu-
pisteisiin T vievien reittien todennakdisyydet.

@ Reittien todennidkdisyydet saadaan reitin muodostavien sirmien
todennakaisyyksien tulona.

@ Onnistumisen todennikdisyys 15/16 saadaan laskemalla
loppupisteisiin vievien reittien todennakdisyydet yhteen.

Antti Rasila () TodB 14. syyskuuta 2007 14 /21



@ Verkko koostuu pisteista, sarmista ja insidenssikuvauksesta, joka
kertoo, mitka pisteet ovat sarmien yhdistamia.

o Ajatellaan, ettad jokaisella sarmalld on alkupisti ja loppupiste, joten
tassa tarkasteltavat verkot ovat suunnattuja verkkoja.

o Pisteeestd v on reitti pisteeseen w, jos on olemassa suunnattujen
sarmien jono, joka vie pisteestd v pisteeseen w niin, ettd jokaisen
sarman alkupiste on edellisen loppupiste.

@ Reitti muodostaa silmukan, jos v = w.

@ Verkko on yhtendinen, jos sen pisteiden joukkoa ei voida osittaa
kahdeksi epatyhjaksi joukoksi siten, ettd verkon jokaisen sirman
alkupiste ja loppupiste kuuluvat samaan osajoukkoon.
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@ Verkko on puu, jonka juuri on piste vi, jos seuraavat ehdot patevat:
(i) Verkko on yhtenéinen.
(ii
(iii

)
) Verkossa ei ole silmukoita.
)

Jos w # vi on mielivaltainen verkon piste, pisteestd v; pisteeseen w
padsee tasmalleen yhta reittia pitkin.
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Puudiagrammien kaytto todennakoisyyslaskennassa

Puudiagrammi on puun graafinen esitys.

Periaatteessa jokainen alkeistodennakoisyyslaskennan laskutehtava
voidaan ratkaista kayttamalld hyvaksi puudiagrammeja.

Kaytannossa vaaditaan seuraavaa:

[Imiclla on yksi alkutila sekd yksi tai useampia lopputiloja.
[Imi6 koostuu vaihtoehtoisista tapahtumajonoista.
Tapahtumajonossa eteminen on vaiheittaista.

Jokaisessa vaiheessa kohdataan yksi tai useampia toisensa poissulkevia
tapahtumavaihtoehtoja.
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Puudiagrammin konstruointi

(i) Asetetaan puun juuri vastaamaan ilmion alkutilaa.

(i) Asetetaan puun loppupisteet ("oksien karjet”) vastaamaan ilmion
lopputiloja.

(iii) Asetetaan puun pisteet ("oksien haarautumiskohdat") vastaamaan
ilmion tapahtumia.

(iv) Vieddan puun jokaisesta pisteestd sirma ("oksa”) kaikkiin sellaisiin
pisteisiin, joita vastaavat tapahtumat ovat kyseisessa vaiheessa
mahdollisia.

(v) Liitetaan jokaiseen pisteestd ldhtevaan sarmain mahdollisia
tapahtumavaihtoehtoja vastaavat todenndkoisyydet.
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Puutodennakoisyydet

@ Puutodennakdisyydelld tarkoitetaan todennakdisyyttd padsta puun
alkupisteesta yhden tai usscamman muun puun pisteen maaradmaan
tapahtumaan.

@ Mielivaltaisen puun pisteen todennikaisyys saadaa maarittamalla
alkupisteesta kyseiseen pisteeseen vievan reitin todennakaoisyys.

@ Tulosdanto: Reitin todenndkoisyys on reittiin kuuluvien sarmien tulo.

@ Yhteenlaskusdanto: Jos useita lopputiloja yhdistetaan yhdeksi
tapahtumaksi, niin yhdistetyn tapahtuman todennakéisyys on ko.
tapahtumiin vievien reittien todenndkdisyyksien summa.
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Systeemin toimintatodenndkaisyys

o Kysymys: Maarita sellaisen systeemin toimintatodennakaisyys, joka
koostuu komponenteista, jotka on kytketty joko sarjaan tai rinnan.

@ Tehddian komponenteista seuraavat oletukset:
(i) Jokaisen komponentin toimintatodennakdisyys tunnetaan.

(ii) Jokaisen komponentin toiminta (tai toimimattomuus) on
riippumatonta muiden komponenttien toiminnasta.
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Toimintaverkot

o Toimintaverkot koostuvat sarjaan ja rinnankytkenndista.
o Merkitain: Pr(”Kjy toimii”) = Pr(Ay) = p1 ja
Pr(”K2 tOimii”) = Pr(A2) = po.
@ Sarjaankytkennan toimintatodennikaisyys on Pr(A; N Az) = p1p2
@ Rinnankytkennan toimintatodennakdisyys on
Pr(A1U A2) = p1 + p2 — p1p2

Sarjaankytkenta: Rinnankytkents:

K,

]

[

K, K,
- | -
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K,
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