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Satunnaisuus ja deterministisyys

@ Deterministisessa ilmiossa alkutila maaraa lopputilan yksikasitteisesti.

@ Satunnaisilmio puolestaan arpoo — yhdesta alkutilasta voi paatya
useisiin lopputiloihin. Vaikka lopputilaa ei voidakaan etukateen
maarata, on kuitenkin mahdollista selvittaa eri lopputiloihin
paatymisen todennakaisyydet.

@ Usein ilmict ovat sekoitus determinismia ja satunnaisuutta.
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Todennakoisyys

ii)

Merkintatapoja:

Tapahtuman A todennikdisyys: Pr(A) = P(A) = pa
Tapahtuman A frekvenssi: n(A)

Todennikdisyyden (naiiveja) maaritelmia:

Empiirinen:

n(A) f
Pr(A)= Y _ T
r(4) n(toistot) N
Klassinen:
n(A)
Pr(A) = .
r(A) n(vaihtoehdot)

Klassinen maaritelma olettaa, ettd kaikki alkeistapahtumat ovat yhta
todennakdisia.

Mittateoreettinen: Tapahtuman todennakdisyys on tapahtuman
toteutumismahdollisuuden mitta.
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Keskeisimpia ajatuksia todennakoisyyslaskennassa on se, ettd tapahtumia
voidaan kasitelld joukkoina. Seuraavassa lyhyesti maaritelmia ja
merkintatapoja:

Joukko muodostuu siihen kuuluvista alkioista.

s on joukon A alkio: s € A.

s ei ole joukon A alkio: s ¢ A.

Jos Vs, s € B= s € A, sanomme ettd B on A:n osajoukko.

B on A:n osajoukko: B C A tai AD B.

Joukko on tyhji, jos se ei sisilld yhtidin alkiota. Tyhja joukko: ().

Tyhja joukko ) on jokaisen joukon osajoukko: VA, ) C A.
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Otosavaruus

Satunnaisilmion kaikkien mahdollisten tulosvaihtoehtojen joukkoa
kutsutaan otosavaruudeksi.

Otosavaruuden alkioita kutsutaan alkeistapahtumiksi.

Otosavaruutta (engl. sample space) merkitaan kurssilla yleens3
kirjaimella S ja sen alkiota vastaavasti kirjaimella s.

Alkeistapahtumaa ei voi jakaa alkeellisempiin tulosvaihtoehtoihin.

Tapahtumat ovat otosavaruuden alkeistapahtumien muodostamia
joukkoja.

o llmaisu "A tapahtuu” tarkoittaa, etta jokin tapahtumaan A kuuluva
alkeistapahtuma tapahtuu.
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Esimerkkeja otosavaruuksista (1)

@ Lapsen sukupuolen maaraytyminen: S = {Tytto, Poika}
@ Nopanheiton tulos: S = {1,2,3,4,5,6}

@ Kahden nopanheiton tulosten summa:
5=1{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}
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Esimerkkeja otosavaruuksista (2)

Taulukointiakin voi kayttaa. Kahden nopanheiton tulosten summa:

Antti Rasila ()

1.noppa
2.noppa |1(2(3| 4|5 |6
1 2134|516 |7
2 314|567 8
3 4/5/6|7|81]9
4 5|67 8|9 |10
5 6|7(8| 9 |10 |11
6 718191011 |12
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Todennakoisyyden perusominaisuudet

0 0<Pr(A)<1
e Pr(P)=0
@ Pr(S) =1, kun S on otosavaruutta tarkoittava merkinta.
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Tapahtumia joukko-opin avulla

Tapahtuma Vastaava joukko-opin operaa-
tio
"A ei tapahdu.” Komplementti:

Ac={scS:s¢ A}
"A tai B tapahtuu tai molemmat Yhdiste eli unioni:

tapahtuvat” AUB={seS:scAVsec B}

"A ja B tapahtuvat” Leikkaus:
ANB={seS:se ANse B}

"A tapahtuu, mutta B ei tapahdu” Erotus:
A\B={seS:scAAs ¢ B}
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Venn-diagrammit

Otosavaruutta S kuvaa suorakaide.

Suorakaiteen pinta-ala vastaa otosavaruuden todenndkdisyytta:
Pr(S)=1

Tapahtumaa A C S kuvaa varjostettu osa-alue.

Osa-alueen A pinta-ala vastaa tapahtuman A todennakaisyytta Pr(A).
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Tapahtuman A komplementti

@ Olkoon A C S otosavaruuden S tapahtuma ja Pr(A) sen
todennakaisyys.

@ Tapahtuman A komplementtitapahtuman A€ todennakoisyys on
Pr(A¢) =1— Pr(A).

A¢

Antti Rasila () SovTodB 07.09.2007 07.09.2007 12 /24



Tapahtumien A ja B leikkaus

@ Olkoon A C S ja B C S otosavaruuden S tapahtumia ja Pr(A) ja
Pr(B) niiden todennikdisyydet.

@ Muiden uusien tapahtumien laskemiseen on selvitettdva Pr(A N B).
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Toisensa poissulkevat tapahtumat

@ Tapahtumat A ja B ovat toisensa poissulkevia, jos niilld ei ole yhteisia
pisteitd otosavaruudessa eli AN B = ().

@ Siten saadaan toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusdanto
Pr(ANB) =0 ja Pr(AUB) = Pr(A) + Pr(B).
e Mitd on nyt Pr(A\ B)?

@ Entd miten ym. yhteenlaskusdantd yleistetdan?
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Riippumattomuus

@ Tapahtuma A on rilppumaton tapahtumasta B, jos B:n tapahtuminen
(tai tapahtumatta jd@minen) ei vaikuta A:n tapahtumisen
todennakaisyyteen.

@ Merkitaan riippumattomuutta: A 1L B.
@ Jos A 1L B, niin tallin myos B 1L A.

@ Riippumattomuutta voidaan testata tilastollisesti.
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Tulosaantoé riippumattomille tapahtumille

@ Tapahtumat A ja B ovat riippumattomia, jos ja vain jos
Pr(AN B) = Pr(A)Pr(B).

@ Miten tdma s3anto yleistetdan?
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Tapahtumien yhdiste ja yleinen yhteenlaskusaanto

o Tapahtumien A ja B yhdisteen AU B todennikaisyys on Pr(A U B)
= Pr(A)+ Pr(B) — Pr(AN B).
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Erotustapahtuman todennakaisyys

o Tapahtumien A ja B erotustapahtuman A\ B todennikéisyys on
Pr(A\ B) = Pr(An B°) = Pr(A) — Pr(An B).

A B
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Osatapahtuma B C A (eli A tapahtuu, jos B tapahtuu)

e Pr(A) > Pr(B)
e Pr(A\ B) = Pr(A) — Pr(B)
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Ehdollinen todennakaisyys

@ Olkoon Pr(B) >0

o Talloin tapahtuman A todennakaisyys ehdolla, ettd tapahtuma B on

tapahtunut on
_ Pr(AnB)
e Pr(B|B) =1.

@ Pelkkd Pr(A) ei kerro (juuri) mitdan Pr(A|B):sta.
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Ehdollinen todennakaisyys ja riippumattomuus

Tapahtumat A ja B ovat riippumattomia, jos ja vain jos Pr(A|B) = Pr(A).

Todistus. Oletetaan, ettd A ja B ovat riippumattomia.

Talloin:
Pr(AN B) = Pr(A)Pr(B). (1)
Ehdollisen todennakoisyyden maaritelman mukaan:
_ Pr(AnB)

Kun sijoitetaan (1) kaavaan (2), saadaan

Pr(A|B) = Pr(A).

L]
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Riippumattomuuden yhtapitavat ehdot

Tapahtumat A ja B ovat riippumattomia, jos ja vain jos:
i) Pr(AN B) = Pr(A)Pr(B),
i) Pr(A|B) = Pr(A),
i) Pr(B|A) = Pr(B).
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Riippumattomuuden seurauksia

Jos A ja B ovat riippumattomia, niin myos
i) Aja B¢,
i) A€ ja B seka

iii) A€ ja B€ ovat riippumattomia.
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Yleinen tulosaanto

@ Olkoon Pr(B) > 0.

e Tilléin Pr(AN B) = Pr(B)Pr(A|B).

@ Yleisesti k:lle tapahtumalle tapahtumien A;, Ay, ... Ak leikkauksen
todennakdisyys on

Pr(A1 NAN.. .Ak) = Pr(Al) X PF(A2|A1) X Pr(A3|A1 ﬂAz) X ...
Lo X Pr(Ak]Al NAN... ﬂAkfl).
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