Mat-1.2620 Sovellettu todennakdisyyslaskenta B 12. harjoitukset

Mat-1.2620 Sovellettu todenndkodisyyslaskenta B
11. harjoitukset / Ratkaisut

Aiheet: Yhteensopivuuden, homogeenisuuden ja riippumattomuuden testaaminen
Tilastollinen riippuvuus ja korrelaatio

Avainsanat:

Havaittu frekvenssi, Heterogeenisuus, Hylkdysalue, Hyvaksymisalue, Homogeenisuus,
Jakaumaoletus, Keskihajonta, y*-jakauma, 7’-homogeenisuustesti, 7*-riippumattomuustesti,
gz-yhteensopivuustesti, Kaksi-ulotteinen normaalijakauma, Korrelaatio, Korreloimattomuus,
Kovarianssi, Kriittinen arvo, Merkitsevyystaso, Momenttimenetelma, Nollahypoteesi, Normaali-
jakauma, Odotettu frekvenssi, Otos, Parametri, p-arvo, Riippumattomuus, Riippuvuus, Sovite,
Suurimman uskottavuuden menetelma, Testi, Vaihtoehtoinen hypoteesi, Vapausasteet,
Yhteensopivuus, z-muunnos

Yhteensopivuuden, homogeenisuuden ja riippumattomuuden testaaminen

;{"-yhteensopivu ustesti
Testausasetelma xz-yhteensopivuustestisséi

Tarkastellaan tutkimusasetelmaa, jossa perusjoukon S alkioita kuvataan faktorilla eli tekijdlld A,
joka saa olla laatuero-, jdrjestys-, vilimatka- tai suhdeasteikollinen muuttuja.

Oletetaan, ettd perusjoukosta S on poimittu yksinkertainen satunnaisotos. Haluamme testata
Jjakaumaoletusta, jonka mukaan tekijd 4 noudattaa perusjoukossa S jotakin mddrdttyd toden-
ndakoisyysjakaumaa.

Testattava oletus voidaan muotoilla seuraavilla tavoilla:

(1)  Voidaanko havaintojen jakaumaa kuvata oletuksen maarittelemalld todennikdisyys-
jakaumalla?

(11))  Voiko otos olla oletuksen méérittelemén todennikdisyysjakauman generoima eli tuottama?
Yhteensopivuustestissa tutkitaan ovatko otos ja tehty jakaumaoletus yhteensopivia.

;(z-yhteensopivuustestissc'i havaintojen ja havaintojen jakaumasta tehdyn oletuksen yhteensopivuutta
mitataan seuraavalla tavalla:

(1) Valitaan havainnoille sopiva luokitus.
(2) Mairatién havaintojen luokkafrekvenssit.
(3) Maiiratién tehdyn jakaumaoletuksen mukaiset odotetut luokkafrekvenssit.

(4) Verrataan havaittuja ja odotettuja luokkafrekvensseja toisiinsa ;f—testisuureella.
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Hypoteesit Zz-yhteensopivuustestissii

Yleinen hypoteesi H :
Havainnot Xj, X3, ..., X, on saatu poimimalla yksinkertainen satunnaisotos
perusjoukosta S.

Nollahypoteesi Hy :
Havainnot Xj, X3, ... , X,, noudattavat todenndkoisyysjakaumaa f(x;6), jonka parametrit

eivit vélttaimaitta ole tunnettuja.
Vaihtoehtoinen hypoteesi H :

Havainnot Xi, X», ..., X, eivdt noudata nollahypoteesin Hy maaritteleméaa
todenndkoisyysjakaumaa.

Havaitut luokkafrekvenssit
Luokitellaan havainnot X\, X», ... , X, toisensa poissulkeviin luokkiin, joiden lukumééra olkoon m.
Olkoon

Or,k=1,2,...,m

niiden havaintojen frekvenssi eli lukumdidrd jotka kuuluvat luokkaan k. Frekvenssi Oy on luokkaan &k
kuuluvien havaintojen havaittu frekvenssi.

Oletetaan, ettd havainnot X, Xa, ... , X, ovat diskreetin satunnaismuuttujan X havaittuja arvoja ja,
ettd satunnaismuuttujan X mahdolliset arvot ovat

y1>y2> ,ym
Luokitellaan havainto X; luokkaan £, jos
Xi=ye,i=1,2,...,n,k=1,2,...,m

Luokkaan k£ kuuluvien havaintojen X; havaittu frekvenssi Oy on niiden havaintojen lukumddrd, jotka
saavat arvon yy .

Oletetaan, ettd havainnot X, Xa, ... , X, ovat jatkuvan satunnaismuuttujan X havaittuja arvoja ja,
etta

Xe (a,b)
Jaetaan vili (a,b) pisteilld

a=a,<a,<a,< --- <a, <a,=b

-t
pistevieraisiin osavdleihin

(ar-ar] , k=1,2,...,m
Luokitellaan havainto X; luokkaan £, jos

Xie (ar,ar) ,i=1,2,...,n,k=1,2,...,m

Luokkaan k£ kuuluvien havaintojen X; havaittu frekvenssi Oy on niiden havaintojen lukumddrd, jotka
kuuluvat véliin £.
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Havaitut luokkafrekvenssit Oy voidaan esittdd frekvenssitaulukkona seuraavassa muodossa:

Luokka 1 2 ... m Summa

Havaittu frekvenssi O o)} O n

Frekvenssid Oy kutsutaan havaituksi solufrekvenssiksi frekvenssitaulukon solussa k.

Havaitut solufrekvenssit Oy toteuttavat yhtalon

ZOkzn

m
k=

Odotetut luokkafrekvenssit

Oletetaan, ettd havainnot Xj, Xa, ... , X, ovat satunnaismuuttujan X havaittuja arvoja ja, ettd
havainnot on luokiteltu toisensa poissulkeviin luokkiin, joiden lukumééré on m.

Oletetaan, ettd nollahypoteesi Hy tdysin mddrdd satunnaismuuttujan X jakauman.

Olkoon Py todenndkoisyys sille, ettd satunnaismuuttuja X saa arvon luokasta k, kun nollahypoteesi
Hy pdtee.

Talloin luokkaan & kuuluvien havaintojen odotettu frekvenssi £; on

E =nP ,k=12,....m
Oletetaan, ettd nollahypoteesi Hy mddrdd satunnaismuuttujan X jakauman tyypin, mutta jakauman
parametrit ovat tuntemattomia.

Jos jakauman parametreja ei tunneta, jakaumasta ei voida miérata todenndkdisyyksia, ellei
jakauman parametreja ensin estimoida havainnoista.

Olkoon Py talloin estimoitu todenndkoisyys sille, ettd satunnaismuuttuja X saa arvon luokasta k, kun
nollahypoteesi Hy pdtee.

Talloin luokkaan & kuuluvien havaintojen odotettu frekvenssi £; on
E =nP ,k=12,....m

Oletetaan, ettd X on diskreetti satunnaismuuttuja, jonka mahdolliset arvot ovat
Vi Y2y oo s Vm

Talloin
Pi=Pr(X=w),k=1,2,...,m

jossa todennékoisyys Pr(X = y;) miiritidn olettaen, ettd nollahypoteesi Hy pdtee.

Todenndkdisyydet Pr(X = y;) voidaan méérita satunnaismuuttujan X kertymdfunktion tai piste-
todenndkoisyysfunktion avulla.
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Oletetaan, ettd X on jatkuva satunnaismuuttuja, joka saa arvoja vélilta (a,b) ja, ettd vili (a,b) on
jaettu pisteilld

a=a,<a,<a,< --- <a, <a,=b

m—1
pistevieraisiin osavéleihin

(ar-ar] , k=1,2,...,m
Talloin

P =Pr(a,  <X<a),k=L2,....m
jossa todennékdisyys Pr(a, , < X <a,) méidritaan olettaen, ettd nollahypoteesi Hy piitee.
Todennékoisyydet Pr(a, , < X <a,) voidaan maarita satunnaismuuttujan X kertymdfunktion tai

tiheysfunktion avulla.

Odotetut frekvenssit Ej voidaan esittda frekvenssitaulukkona seuraavassa muodossa:

Luokka 1 2 ... m Summa

Odotettu frekvenssi E, E E, n

Frekvenssid E; kutsutaan odotetuksi solufrekvenssiksi frekvenssitaulukon solussa k.
Odotetut solufrekvenssit £ toteuttavat yhtdlon

z E =n

k=1
Testisuure f-yhteensopivuustestissﬁ

Testi nollahypoteesille Hy perustuu havaittujen frekvenssien Oy ja odotettujen frekvenssien Ej
vertaamiseen. Jos havaittujen frekvenssien Oy ja odotettujen frekvenssien Ej jakaumat muistuttavat
toisiaan, havainnot ovat sopusoinnussa nollahypoteesin Hy kanssa.

Miiritelldéin p’-testisuure
»_ (O -E)
£ ; Ek
jossa
Oy = havaittu frekvenssi luokassa k
Er = odotettu frekvenssi luokassa k
m = luokkien lukumiéra

Testisuure ;(2 mittaa havaittujen ja odotettujen frekvenssien jakaumien yhteensopivuutta tai
etdisyyttd ja siksi sitd kutsutaan usein )(Z-etc'iisyydeksi .
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;(Z-testisuure voidaan kirjoittaa myds muotoon
m h —P 2
ZZ _ nz (s — )
k=1 k
jossa

A

P, = Oi/n= havaittu suhteellinen frekvenssi luokassa k

Py = todenndkoisyys, ettd havainto kuuluu luokkaan £,
kun nollahypoteesi Hy pdtee
m = luokkien lukumiira

Jos nollahypoteesi Hy pditee, testisuure ;{2 noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti ;{2—
Jjakaumaa vapausastein f=(m — 1 — p):

=20
jossa
S =m-1-p
m = luokkien lukuméaara
p = odotettujen frekvenssien £y midrddmiseksi estimoitujen parametrien

lukumaéara

Approksimaatio on tavallisesti riittdvin hyvd, jos odotetut frekvenssit Ej toteuttavat ehdot

E, >5,k=12,....m
Ehdot saadaan toteutumaan valitsemalla havainnoille sopiva luokitus.
Testisuureen ;{2 normaaliarvo eli odotusarvo nollahypoteesin Hy pdtiessd on

E(x)=f
jossa

f=m—-1-p

Normaaliarvoaan merkitsevdsti suuremmat y’-testisuureen arvot viittaavat siihen, etti

nollahypoteesi Hy ei pdde. Normaaliarvoaan merkitsevdsti pienemmcdit ;f—testisuureen arvot
viittaavat siithen, ettd nollahypoteesi Hy pdtee liian hyvin: Havainnot saattavat olla vddrennettyjd.
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Homogeenisuuden testaaminen
Testausasetelma ,}fz-homogeenisuustestissﬁ

Tarkastellaan tutkimusasetelmaa, jossa perusjoukon S alkioita kuvataan yhdelld faktorilla eli
tekijdlld A, joka saa olla laatuero-, jdrjestys-, vilimatka- tai suhdeasteikollinen muuttuja.

Jaetaan perusjoukko S jakaa kahteen tai useampaan ryhmdidn, poimitaan ryhmisté toisistaan
riippumattomat yksinkertaiset satunnaisotokset ja tarkastellaan tekijan 4 vaihtelua otoksissa.

Tehdéén oletus, ettd tekijd A noudattaa kaikissa ryhmissd samaa, tarkemmin maérittelematonta
todenndkoisyysjakaumaa.

Haluamme testata tehtyd jakaumaoletusta:

(1)  Voidaanko eri otoksista (ryhmistd) saatuja havaintoarvojen jakaumia kuvata samalla
todenndkoisyysjakaumalla?

(11)  Voivatko otokset olla saman todenndkoisyysjakauman generoimia eli tuottamia?

Jos tehty jakaumaoletus pdtee ja tekiji A noudattaa siis kaikissa ryhmissd samaa jakaumaa,
perusjoukko on homogeeninen ja perusjoukkoa ei tarvitse jakaa tekijdd A koskevissa tarkasteluissa
erillisiksi ryhmiksi.

Jos tehty jakaumaoletus ei pdde ja tekijd A noudattaa siis eri ryhmissd eri jakaumia, perusjoukko on
heterogeeninen ja ryhmid on syytd tarkastella tekijid A koskevissa tarkasteluissa erillisind.

Tallaisten jakaumaoletuksen testaamiseen tarkoitettuja testejd kutsutaan homogeenisuustesteiksi.
Zz-homogeenisuustestin suorittaminen

;(Z-homogeenisuustestisséi havaintojen ja niiden jakaumasta eri ryhmissa tehdyn homogeenisuus-
oletuksen yhteensopivuutta mitataan seuraavalla tavalla:

(1) Valitaan havainnoille yhteinen luokitus.

(2) Mairatéén havaintojen luokkafrekvenssit jokaisesta otoksesta.

(3) Maiiratddn tehdyn homogeenisuusoletuksen mukaiset odotetut luokkafrekvenssit.
(4) Verrataan havaittuja ja odotettuja luokkafrekvensseja toisiinsa ;f—testisuureella.
Hypoteesit Zz-homogeenisuustestissﬁ

Yleinen hypoteesi H :

Perusjoukosta voidaan jakaa » ryhméén, joista on poimittu (toisistaan riippumattomat)
vksinkertaiset satunnaisotokset.

Nollahypoteesi Hy :
Otokseti=1, 2, ..., r on poimittu samasta todenndkoisyysjakaumasta.
Vaihtoehtoinen hypoteesi H :

Otokseti=1, 2, ..., r on poimittu eri todenndkéisyysjakaumista.
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Havaitut frekvenssit

Oletetaan, ettéd tutkimuksen kohteena oleva perusjoukko S on jaettu » ryhmddn.

Poimitaan ryhmistd toisistaan riippumattomat yksinkertaiset satunnaisotokset, joiden koot ovat
ni,i=1,2,.

Luokitellaan havainnot jokaisessa otoksessa samaa luokitusta kdyttden toisensa poissulkeviin
luokkiin, joiden lukumééré olkoon ¢ ja médrataan ryhmén i luokkaan j kuuluvien havaintojen
havaittu frekvenssi eli /ukumddrd

O;,i=1,2,...,r,j=1,2,...,c

Muodostetaan havaituista frekvensseistd O;; (r X c)-frekvenssitaulukko [Oy] :

Luokat
1 2 c Summa
?g 1 O 012 Oic ny
£
E‘ 2 0,4 (o) O n;
r Ol’1 0,2 T Orc nr
Summa| C, C, C. n
Taulukossa:
r = ryhmien lukuméara
¢ = luokkien lukumaéaara

O; = havaittu frekvenssi ryhmén i luokassaj,i=1,2,...,r,j=1,2,...,c

n; = otoskoko ryhméssa i
C; = havaittu frekvenssi yhdistetyn havaintoaineiston luokassa j
n = havaintojen kokonaislukumaira

Frekvenssid O;; kutsutaan tavallisesti havaituksi solufrekvenssiksi frekvenssitaulun solussa (i, j).
Havaittujen frekvenssien Oj; frekvenssitaulukossa pitee:

(1)  Rivisummat yhtyvat ryhmékohtaisiin otoskokoihin:

ZO =n, L2,...,r

(11)  Sarakesummat yhtyvit yhdistetyn havaintoaineiston luokkafrekvensseihin:

Zlo,jzcj,j:l,z,...,c
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(111) Havaintojen kokonaislukumdcdrad:
2.2.0,=2n=3C =n
i=l j=1 i=1 Jj=1
Nollahypoteesin tulkinta Zz-homogeenisuustestissﬁ

Jos nollahypoteesi Hy pdtee, havaintojen pitdd jakautua (satunnaisvaihtelua lukuun ottamatta)

Jjokaisessa ryhmdssd i= 1,2, ..., r samalla tavalla luokkiinj=1,2, ... , c.
Jos nollahypoteesi Hy pdtee, havaintojen jakautuminen luokkiin j =1, 2, ..., ¢ ei saa riippua siita,
mihin ryhméddni=1, 2, ...,  ne kuuluvat.

Jos nollahypoteesi Hy pdtee, todenndikoisyys, ettd havainto kuuluu luokkaanj= 1,2, ... , c ei saa
riippua siitd, mihin ryhmdidni=1, 2, ... , » se kuuluu.

Odotettujen frekvenssien miaraiminen
Olkoon x on tarkastelun kohteena olevan perusjoukon S alkio.
Maédritellddn seuraavat todenndkoisyydet:
p; = Pr(x kuuluu ryhméén i ja luokkaan ;)
p ;= Pr(x kuuluu luokkaan j | x kuuluu ryhméén )
p,. = Pr(x kuuluu ryhmaéin 7)
p.; = Pr(x kuuluu luokkaan ;)
i=12,...,r,j=12,...,c
Todenndkdisyyslaskennan yleisen tulosddnnon mukaan
Py =Pyl i=L2,..,r, j=12,...,c

Jos nollahypoteesi Hy pdtee, todenndkdisyys, ettd perusjoukon S alkio x kuuluu luokkaan j ei saa
riippua siitd, mihin ryhméén 7 alkio x kuuluu.

Siten nollahypoteesi Hy perusjoukon homogeenisuudesta voidaan ilmaista muodossa
Hy:p,=p, ,i=12,..,r,j=12,...,c

tai muodossa
H,:p,=p.p, ,i=12,...,r,j=12,....c

Todennékdisyydet p;, p,., p.; voidaan estimoida havaituista frekvensseistd O; kaavoilla

.0 ~ N - ¢
Py =" Pi.=— P, =—
n n n
Jos nollahypoteesi Hy pdtee, solutodenndkéisyydet p;; voidaan estimoida kaavoilla
n; Cj N
F; = X TP
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Maéadrétaan nollahypoteesin Hy pitiessd odotetut solufrekvenssit £; yhtiloilla

C. nC,. .
E,=nB, =—"xn=—+=,i=12,.,r,j=12,..,c
n n

Muodostetaan odotetuista frekvensseistdi E;; (v X c)-frekvenssitaulukko [E;] :

Luokat
1 2 c Summa
?g 1 Ej E;, E;. nq
£
E 2 Ey | Exp E;c n,
r En E,2 ' Erc nr
Summa| C; C, C. n
Taulukossa
r = ryhmien lukumééra
¢ = luokkien lukuméiari

E; = odotettu frekvenssi ryhméan i luokassaj,i=1,2,...,r,j=1,2,...,c

n; = otoskoko ryhmaéssi i
C; = havaittu frekvenssi yhdistetyn havaintoaineiston luokassa j
n = havaintojen kokonaislukumaira

Frekvenssid Ej; kutsutaan tavallisesti odotetuksi solufrekvenssiksi frekvenssitaulun solussa (i, j).
Odotettujen frekvenssien Ej; frekvenssitaulukossa pitee:

(1)  Rivisummat yhtyvit ryhmékohtaisiin otoskokoihin:
Y E =n,i=12,..r
Jj=1
(i)  Sarakesummat yhtyvit yhdistetyn havaintoaineiston luokkafrekvensseihin:
Y E,=C,,j=12,...c
i=1

(111)) Havaintojen kokonaislukumdcdrd:

ZZEU :lenl. :Z;Cj =n
i= j=

i=1 j=I

TKK @ likka Mellin (2006) 9/9



Mat-1.2620 Sovellettu todennakdisyyslaskenta B 12. harjoitukset

Testisuure xz-homogeenisuustestissii

Miéiritellddn y-testisuure

) r.c (OU_E"U)2
r=22 E,

i=l j=1 ij

jossa
O; = havaittu frekvenssi solussa (i, /)
E; = odotettu frekvenssi solussa (i, j)
r = ryhmien lukumaéra
¢ = lukkien lukumaira

Testisuure ;(2 mittaa havaittujen ja odotettujen frekvenssien jakaumien yhteensopivuutta tai
etdisyyttd ja siksi sitd kutsutaan usein )(Z-etc'iisyydeksi .

Homogeenisuustestin){z-testisuure voidaan kirjoittaa myds muotoon

2 O\ (p,—B)
x=n ) ——"=

i=l j=1 i

jossa
p=
" n
—ﬂ—ﬁx L =5 P
it T, =Dip.;
N
bi.=—
n
. G
P, =—
7 om

i=12,...,r,j=12,...,c

Jos nollahypoteesi Hy pditee, testisuure ;{2 noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti
;(z-jakaumaa vapausastein f= (r — 1)(c — 1):

=)

jossa
r = ryhmien lukumairi
¢ = luokkien lukumiira

Approksimaatio on tavallisesti riittdvdn hyvd, jos odotetut frekvenssit Ej; ja keskimddrdiset odotetut
frekvenssit Cj/r toteuttavat ehdot

E, >1,i=12,....,r,j=12,...,c
Cj/r>5,j=1,2,...,c
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Ehdot saadaan toteutumaan valitsemalla havainnoille sopiva luokitus.
Testisuureen ;{2 normaaliarvo eli odotusarvo nollahypoteesin Hy pdtiessd on
E(x)=f
jossa
f==1Dc-1

Normaaliarvoaan merkitsevdsti suuremmat y’-testisuureen arvot viittaavat siihen, etti
nollahypoteesi Hy ei pdde.
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Riippumattomuuden testaaminen
Testausasetelma ;{z-riippumattomuustestissﬁ

Tarkastellaan tutkimusasetelmaa, jossa perusjoukon S alkioita kuvataan kahdella faktorilla eli
tekijilld A ja B, jotka saavat olla laatuero-, jirjestys-, vilimatka- tai suhdeasteikollisia muuttujia.

Poimitaan perusjoukosta S yksinkertainen satunnaisotos ja tarkastellaan tekijoiden 4 ja B vaihtelua
otoksessa.

Tehdéén oletus, ettd tekijit A ja B ovat riippumattomia.
Haluamme testata tehtya riippumattomuusoletusta:
Ovatko havainnot sopusoinnussa tehdyn riippumattomuusoletuksen kanssa?

Jos tehty oletus pdtee ja tekijit A ja B ovat siis riippumattomia, tekijoiti A ja B voidaan tarkastella
erillisind. Jos tehty oletus ei pdde ja tekijit A ja B eivdit siis ole riippumattomia, tekijdit A ja B ovat
assosioituneita.

Riippumattomuusoletuksen testaamiseen tarkoitettuja testejd kutsutaan riippumattomuustesteiksi.
Zz-riippumattomuustestin suorittaminen

;(z-riippumattomuustestissc'i havaintojen ja tehdyn riippumattomuusoletuksen yhteensopivuutta
mitataan seuraavalla tavalla:

(1) Valitaan havainnoille sopivat /uokitukset tekijoiden A ja B suhteen.

(2) Luokitellaan havainnot tekijoiden A ja B suhteen ristiin ja méérataan havaitut luokka-
frekvenssit.

(3) Maiiratdén tehdyn riippumattomuusoletuksen mukaiset odotetut luokkafrekvenssit.
(4) Verrataan havaittuja ja odotettuja luokkafrekvensseja toisiinsa ;f—testisuureella.
Hypoteesit Zz-riippumattomuustestisséi

Yleinen hypoteesi H :

Perusjoukosta on poimittu yksinkertainen satunnaisotos ja havaintoyksikot on voitu
luokitella ristiin kahden tekijin A ja B suhteen.

Nollahypoteesi Hy :

Tekijit A ja B ovat riippumattomia.
Vaihtoehtoinen hypoteesi H; :

Tekijit A ja B eivit ole riippumattomia.
Havaitut frekvenssit

Poimitaan tutkimuksen kohteena olevasta perusjoukosta S yksinkertainen satunnaisotos, jonka koko
on n.

Luokitellaan havaintoyksikot tekijin A suhteen toisensa poissulkeviin luokkiin, joiden lukumédard on
r. Médratddn tekijan 4 luokkaan i kuuluvien havaintojen havaittu frekvenssi eli lukumiira R; , kun i
=1,2,...,r.
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Luokitellaan havaintoyksikot tekijdn B suhteen toisensa poissulkeviin luokkiin, joiden lukumédard on
c. Médrétaan tekijan B luokkaan j kuuluvien havaintojen havaittu frekvenssi eli lukumaaréa C; , kun j
=1,2,...,c.

Luokitellaan havaintoyksikot tekijoiden A ja B suhteen ristiin toisensa poissulkeviin luokkiin,
joiden lukumaééra on rxc. Médritadn tekijan 4 luokkaan i ja tekijan B luokkaan j kuuluvien
havaintojen havaittu frekvenssi eli lukumdcdrd O; , kuni=1,2, ... ,rjaj=1,2, ..., c.

Muodostetaan havaituista frekvensseistd O;; (r X c)-frekvenssitaulukko [Oy] :

B-luokat
1 2 c Summa
% 1 O | Oz | o. | O4 R,
= 2 0z | Oz (0% R;
<
r On 0,2 O,-c R,-
Summa| C; C, C. n
Taulukossa:
r = A-luokkien lukumaira
¢ = B-luokkien lukumaara

O;; = havaittu frekvenssi luokassa, jonka maaraa 4-luokka 7 ja B-luokka j,
i=1,2,...,r,j=1,2,...,c

R; = havaittu frekvenssi A-luokassa i
C; = havaittu frekvenssi B-luokassa j
n = havaintojen kokonaislukumaira
Frekvenssid O;; kutsutaan tavallisesti havaituksi solufrekvenssiksi frekvenssitaulun solussa
(@)
Havaittujen frekvenssien Oj; frekvenssitaulukossa pitee:

(1)  Rivisummat yhtyvat havaittuihin frekvensseihin 4-luokituksessa:
> 0,=R,i=12,...r
Jj=1
(11)  Sarakesummat yhtyvit havaittuihin frekvensseihin B-luokituksessa:

;%:QJ:uww
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(111)) Havaintojen kokonaislukumdcdrd:
2.2.0,=2R=>C =n
i=l j=1 i=l1 =1
Nollahypoteesin tulkinta Zz-riippumattomuustestisséi

Jos nollahypoteesi Hy pdtee, havaintojen jakautuminen A-luokkiin ei saa riippua siitd, mihin
B-luokkaan havainnot kuuluvat, toisin sanoen, jos nollahypoteesi Hy pdtee, todenndkoisyys, ettd
havainto kuuluu 4-luokkaan i =1, 2, ... , r ei saa riippua siitd, mihin B-luokkaanj =1, 2, ..., c se
kuuluu.

Jos nollahypoteesi Hy pdtee, havaintojen jakautuminen B-luokkiin ei saa riippua siitd, mihin
A-luokkaan havainnot kuuluvat, toisin sanoen, jos nollahypoteesi Hy pdtee, todenndikoisyys, etta
havainto kuuluu B-luokkaanj =1, 2, ... , ¢ ei saa riippua siitd, mihin 4-luokkaani=1,2, ..., rse
kuuluu.

Odotettujen frekvenssien miaraiminen
Olkoon x on tarkastelun kohteena olevan perusjoukon S alkio.
Maédritelld4n seuraavat todenndkoisyydet:
p;; = Pr(x kuuluu 4-luokkaan i ja B-luokkaan j)
p,. = Pr(x kuuluu 4-luokkaan 7)
p.; = Pr(x kuuluu B-luokkaan ;)
i=12,...,r,j=12,...,c
Jos nollahypoteesi Hy pdtee, tapahtumat
{x € §| x kuuluu 4-luokkaa i}
{x € §| x kuuluu B-luokkaa j}
ovat riippumattomia kaikillei=1,2, ... ,r,j=1,2, ..., c.
Siten nollahypoteesi Hy tekijoiden A ja B riippumattomuudesta voidaan ilmaista muodossa

Hy:p,=p.p.;,i=12,....r, j=12,..,c

Todennékdisyydet p,, p,., p.; voidaan estimoida havaituista frekvensseistd O; kaavoilla

O
) " n T m

Jos nollahypoteesi Hy pdtee, solutodenndkéisyydet p;; voidaan estimoida kaavoilla

Ri J T
F; = X TP

Mairitéan nollahypoteesin Hy pdtiessd odotetut solufrekvenssit E;; yhtéloilla

RC, )
Eijznfsz » ,i=1L2,...,r,j=12,...,c
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Muodostetaan odotetuista frekvensseistdi Ej; (r X c)-frekvenssitaulukko [Ej] :

B-luokat
1 2 c Summa
g 1 E11 E12 E1c R1
—? 2 E;, E;, E;; R,
<
r En E,2 Erc Rr
Summa| C; C, c n
Taulukossa
r = A-luokkien lukuméiira
¢ = B-luokkien lukumaéiéra
E;j = odotettu frekvenssi luokassa, jonka madrad 4-luokka i ja B-luokka j,
i=1,2,...,r,j=1,2,...,c
R; = havaittu frekvenssi A-luokassa i

C; = havaittu frekvenssi B-luokassa j

S
I

havaintojen kokonaislukumééra

Frekvenssid Ej; kutsutaan tavallisesti odotetuksi solufrekvenssiksi frekvenssitaulun solussa (i, j).

Odotettujen frekvenssien Ej; frekvenssitaulukossa pitee:

(1)  Rivisummat yhtyvit havaittuihin frekvensseihin 4-luokituksessa:

DY E =R ,i=12,...r
Jj=1

(11)  Sarakesummat yhtyvit havaittuihin frekvensseihin B-luokituksessa:
ZEJ =C,,j=12,..

(ii1)) Havaintojen kokonaislukumdcdra:

> > E, :ZR" :ch =n
i= j=

i=l j=1

,C
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Testisuure ;{z-riippumattomuustestissﬁ

Méiritellddn y-testisuure

2 N~ (OU_EU)Z
r=22 E,

i=l j=1 ij

jossa
O; = havaittu frekvenssi solussa (i, /)
E;j = odotettu frekvenssi solussa (i, j)
r = A-luokkien lukuméara
¢ = B-luokkien lukumaira

Testisuure ;(2 mittaa havaittujen ja odotettujen frekvenssien jakaumien yhteensopivuutta tai
etdisyyttd ja siksi sitd kutsutaan usein )(Z-etc'iisyydeksi.

/-testisuure voidaan kirjoittaa myds muotoon

A

2 NN (pij_Pij)z
Z_"zz P

jossa
0.
A~ _ i
b=
Eij Rl Cj AN
lj:_:_x_:pi-pj
n n n
. R
pi.:_
n
C.
A
=y

i=12,...,r,j=12,...,c

Jos nollahypoteesi Hy pditee, testisuure ;{2 noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti
;(z-jakaumaa vapausastein f= (r — 1)(c — 1):

=20

jossa
r = A-luokkien lukumiéra
¢ = B-luokkien lukuméara

Approksimaatio on tavallisesti riittdvdn hyvd, jos odotetut frekvenssit Ej; ja keskimddrdiset odotetut
frekvenssit Ri/c ja Cj/r toteuttavat ehdot

E,>1,i=12,...,r,j=12,...,c
R/c>5,i=1L2,...,r
Cj/r>5,j=1,2,...,c
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Ehdot saadaan toteutumaan valitsemalla havainnoille sopiva luokitus.
Testisuureen ;{2 normaaliarvo eli odotusarvo nollahypoteesin Hy pdtiessd on
E(x)=f
jossa
f==1D-1

Normaaliarvoaan merkitsevdsti suuremmat y’-testisuureen arvot viittaavat siihen, etté nolla-
hypoteesi Hy ei pdde.

f-homogeenisuustestin ja f-riippumattomuustestin vertailu

;(z-homogeenisuustesti ja ;f—riippumattomuustesti tehdaan teknisesti tdsmdlleen samalla tavalla ja
niinpé frekvenssitaulukosta ei voi sellaisenaan ndhdd kummasta testausasetelmasta on kyse:

— Odotetut frekvenssit maarataan samalla kaavalla.

— Testisuureet lasketaan samalla kaavalla.

— Testisuureet noudattavat nollahypoteesin pétiessd approksimatiivisesti samaa jakaumaa.
Testien testausasetelmat ovat kuitenkin tdysin erilaiset.

Homogeenisuustestin testausasetelma:

(1)  Perusjoukko koostuu r ryhmdistd ja testissé tarkastellaan perusjoukon alkioiden jakautumista
luokkiin eri ryhmissd, kun alkiot on luokittelu yhden tekijin A suhteen kdyttien kaikissa
ryhmissd samaa luokitusta.

(1) Havaintoaineisto muodostuu toisistaan riippumattomista ryhmdkohtaisista satunnais-
otoksista.

(i11)) Seka ryhmikohtaiset otoskoot #; ettd havaintojen kokonaislukumaiiré n ovat kiinteitd eli
ei-satunnaisia (eli valittuja) lukuja, kun taas sattuma mddrdd miten havainnot jakautuvat
luokkiin ryhmien sisélla.

Riippumattomuustestin testausasetelma:

(1)  Testissa tarkastellaan kahden tekijin A ja B assosiaatiota eli riippuvuutta, kun havainnot on
luokiteltu ristiin tekijoiden 4 ja B suhteen.

(i1) Havaintoaineisto muodostuu yhdestd satunnaisotoksesta.

(i11)) Vain havaintojen kokonaislukumaiiré n on kiinted eli ei-satunnainen (eli valittu) luku, kun
taas sattuma mddrdd miten havainnot jakautuvat luokkiin tekijoiden A ja B ristiluokituksen
suhteen.
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Tilastollinen riippuvuus ja korrelaatio

Otos kaksiulotteisesta normaalijakaumasta

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujien x ja y pari (x,y) noudattaa kaksiulotteista normaalijakaumaa eli

(x,y) - Nz(ﬂx’ﬂy’a)f’o-yz"pxy)

jossa
U, =E(x) U, =E()
o, = Var(x) = E[(x— 4,)’] o, =Var(y)=E[(y—4,)’]
o, =Cov(x,y)=E[(x—u )(y—u,)]
p,, =Cor(x,y) =—=
0,0,
Olkoot

YisVaseeesVy
muuttujan y havaitut arvot ja
X, Xysees X,
muuttujan x havaitut arvot ja oletetaan, ettd havaintoarvojen x; ja y; parit
(i), i=1,2,...,n
muodostavat yksinkertaisen satunnaisotoksen kaksiulotteista normaalijakaumasta
N, (u,,4,,07,0,,p,,)
Talloin
(X515 (%35 1550005 (%,,3,) L
(x,,3,) ~ Ny(U,, 4,,07,0,,p,),i=1,2,...n
Kaksiulotteisen normaalijakauman parametrien estimointi

Kaksiulotteisen normaalijakauman parametrien momentiestimaattorit tai suurimman uskottavuuden
estimaattorit ovat

1 n 1 n
X = Xi y =V =" Vi
n i=1 n i=1
A 1 < —\2 I’l—l A2 1 < —\2 I’l—l
o :—Z(xl—x) = K O =— (yl_y) = s
nis n n i n
. 1 n _ _ n—
O-‘cy = (xl _x)(yz _y) = Sxy
n g
A O-xy _ Sxy _
pxy_ A oA _rxv
6.6, s,
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jossa
»_ 1 I =2 »_ 1 X =2
S, = Z(‘xi x) Sy_ Z(yz y)
n—1%3 n—1ig

I — —
Sxy :_Z('xl _x)(yl_y)
n—143

Korreloimattomuuden testaaminen
Olkoon nollahypoteesina
Hy:p,=0

Madritellaan t-testisuure

Jos nollahypoteesi
Hy:p,=0

pitee, testisuure ¢ noudattaa Studentin t-jakaumaa vapausastein (n — 2):
t~t(n-2)

Testisuureen ¢ normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin pdtiessd
E(®=0

Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen ¢ arvot viittaavat siihen, ettd nollahypoteesi Hy ei pdde.

Testi korrelaatiokertoimelle
Olkoon nollahypoteesina

H,:p, =p
Madritellddn Fisherin z-muunnos kaavalla

2= f(u)= %log(H—uj

I-u
Sovelletaan Fisherin z-muunnosta z = f (u) otoskorrelaatiokertoimeen 7, :

1-r

Xy

1 l+7r,
2= /() =510g£—} j
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Voidaan osoittaa, ettd satunnaismuuttuja z noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti
normaalijakaumaa:

Z7, N(IUZ’O-ZZ)

jossa

1. [l+p,
M. =f(pxy)=—log[ : J
2 p

o=
° on-3

Approksimaatio on kiytdnndssa riittdvdin hyvd, jos n > 25.

Muodostetaan festisuure

jossa

1 I+,
2= /()= ElogL—'} ]

l-r,
1 1+
I =f<p0)=—log(—”°]
2 1-p,
o=t
° n-3

Jos nollahypoteesi Hy pditee,
v~ N(0,1)

Testisuureen v normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin pdtiessd
E(v)=0

Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen v arvot viittaavat siihen, ettd nollahypoteesi Hy ei pdde.
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Tehtava 11.1.

Kahdelle henkil6lle, A ja B, on kummallekin annettu noppa ja kumpaakin on pyydetty
heittdmaén sitd 120 kertaa. A ja B kertovat saaneensa heittojen tuloksena alla esitetyt
silmélukujen jakaumat.

(@) Tutki ;f—yhteensopivuustestin avulla voidaanko A:n ja B:n heittdmié noppia pitdd
virheettomina eli symmetrisind? Tdmé tapahtuu testaamalla ;(Z-yhteensopivuustestilléi
nollahypoteesia, ettd nopanheiton tulos noudattaa diskreettid tasaista jakaumaa. Talloin
suuret ;(Z-testisuureen arvot johtavat nollahypoteesin hylkddamiseen.

(b) Tutki ;f—yhteensopivuustestin avulla, kuinka todenndkdisti on se, ettd A ja B ovat
rehellisid kertoessaan heittdneensi noppaa? Tama tapahtuu testaamalla ;(z-yhteen-
sopivuustestilld nollahypoteesia, ettd nopanheiton tulos noudattaa diskreettid tasaista
jakaumaa. Téll6in pienet ;(Z-testisuureen arvot viittaavat siihen, ettd tulokset ovat “liian
hyvid” ollakseen todellisia.

Kayté (a)-kohdan testeisséd sekd 1 %:n ettd 5 %:n merkitsevyystasoja ja (b)-kohdan testeissé
1 %:n merkitsevyystasoa.

Silméluku 1 2 3 4 5 6

A:n tulokset 12116 | 20 | 17 | 22 | 33
B:n tulokset 19121 |19 ] 21 |19 | 21

Tehtava 11.1. — Mita opimme?
Tehtivissi sovelletaan ;(Z-yhteensopivuustestiii.
Tehtava 11.1. — Ratkaisu:

Kahdelle henkildlle A ja B on kummallekin annettu noppa ja kumpaakin on pyydetty
heittdiméén sitd 120 kertaa. A ja B kertovat saaneensa heittojen tuloksena alla esitetyt
silmélukujen jakaumat.

Silméluku 1 2 3 4 5 6

A:n tulokset 12116 |20 | 17 | 22 | 33
B:n tulokset 19 | 21 19 | 21 19 | 21

Tehtdvén nollahypoteesina on
Hpy : Pr(Saadaan silmiluku i) =p=1/6 ,i=1,2,3,4,5,6
Siten odotetuiksi frekvensseiksi saadaan:

Ei=np=20,i=1,2,3,4,5,6
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A:n kdyttamalle nopalle ;gz-testisuureen arvoksi saadaan

7 =131

Laskutoimitukset (Microsoft Excel —ohjelmistolla):

i 0, E; (0; - E))°IE;

1 12 20 3.2

2 16 20 0.8

3 20 20 0

4 17 20 0.45

5 22 20 0.2

6 33 20 8.45
Summa 120 120 13.1

B:n kdyttdmaélle nopalle ;gz-testisuureen arvoksi saadaan

7 =03

Laskutoimitukset (Microsoft Excel —ohjelmistolla):

i 0; E; (0; - E;)IEi

1 19 20 0.05

2 21 20 0.05

3 19 20 0.05

4 21 20 0.05

5 19 20 0.05

6 21 20 0.05
Summa 120 120 0.3

Koska k= 6 ja m = 0 (yhtddn parametria ei ole estimoitu), ;f—testisuureen vapausasteiden

lukumdidird on molemmissa tapauksissa

f=k-1-m=6-1-0=5

X -jakauman taulukoiden mukaan 1 %:n merkitsevyystasoa vastaavat kriittinen arvo yz,,
saadaan seuraavalla tavalla: Erotetaan todenndkoisyysmassa 0.01 jakauman oikealle hinnélle.

Koska

Pr(y* 215.09) =0.01

niin

Xoor =15.09

Etsitdin vield piste g, ,, , joka erottaa todennékdisyysmassan 0.01 jakauman vasemmalle

héannalle.
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Koska

Pr(y’ >0.554)=0.99
niin

Pr(y’ <0.554)=0.01
ja siten

oo =0.554

2 -jakauman taulukoiden mukaan 5 %:n merkitsevyystasoa vastaava kriittinen arvo y_ s
saadaan seuraavalla tavalla: Erotetaan todenndkoisyysmassa 0.05 jakauman oikealle hinnélle.

Koska
Pr(;(2 >11.07)=0.05

niin
Xows =11.07
Etsitddn vield piste g, 5, joka erottaa todenniikdisyysmassan 0.05 jakauman vasemmalle
hénnille.
Koska
Pr(y* >1.15)=0.95
niin
Pr(y* <1.15)=0.05
ja siten

15.95 =1.15

(@) Normaaliarvoonsa ndhden liian” suuret ;f—testisuureen arvot viittaavat siihen, ettad
havainnot eivit noudata nollahypoteesin kiinnittimdd jakaumaa.

A:n noppa ja 1 %:n merkitsevyystaso:
Koska y-testisuureen arvo
7 =131<1509=42,
niin nollahypoteesi jdd voimaan 1 %:n merkitsevyystasolla A:n nopan tapauksessa.
B:n noppa ja 1 %:n merkitsevyystaso:
Koska y-testisuureen arvo

7 =03<15.09=y42,

niin nollahypoteesi jdd voimaan 1 %:n merkitsevyystasolla B:n nopan tapauksessa.
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(b)

A:n noppa ja 5 %:n merkitsevyystaso:
Koska y-testisuureen arvo

2 =13.1>11.07=27,

niin nollahypoteesi hyldtddn 5 %:n merkitsevyystasolla A:n nopan tapauksessa.
B:n noppa ja 5 %:n merkitsevyystaso:
Koska y-testisuureen arvo

7 =03<11.07=y.,

niin nollahypoteesi jdd voimaan 5 %:n merkitsevyystasolla B:n nopan tapauksessa.

Normaaliarvoonsa nihden “liian” pienet y’-testisuureen arvot viittaavat siihen, ettd
havainnot noudattavat jossakin mielessd “liian hyvin” nollahypoteesin kiinnittimdd
Jjakaumaa.

A:n noppa ja 1 %:n merkitsevyystaso:
Koska y-testisuureen arvo

7 =131>0.554=y2,

niin voimme péételld, ettd A on todenndkdisesti todella heittinyt noppaa.
B:n noppa ja 1 %:n merkitsevyystaso:
Koska y-testisuureen arvo

7 =03<0.554=y2,,

niin, on syytd epdilld sitd, ettd B on heittdnyt noppaa. B on saattanut keksid heitto-
tulokset, mutta on aliarvioinut satunnaisvaihtelun merkityksen.
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Tehtava 11.2.

Geiger-mittari laskee radioaktiivisen aineen emissioiden lukumaiirid. Emissioiden lukumaara
on lyhyella aikavélilld satunnaismuuttuja, jonka voidaan olettaa noudattavan Poissonin
jakaumaa.

Erdsté ainetta tutkittaessa emissioiden lukumairat rekisterditiin 101:114 samanmittaisella
lyhyelld aikaviélilld. Alla olevassa taulukossa on annettu emissioiden lukuméiirien frekvenssit.

Tutki ;(z-yhteensopivuustestin avulla onko Poisson-jakaumaoletus sopusoinnussa havaintojen
kanssa. Kéyti testissd 5 %:n merkitsevyystasoa.

Emissioiden lkm 0 1 2 3 4 5
Frekvenssi 40 | 34 18 5 2 2

Tehtava 11.2. — Mita opimme?
Tehtivissi sovelletaan ;(Z-yhteensopivuustestic'i.
Tehtdva 11.2. — Ratkaisu:

Eridsté radioaktiivista ainetta tutkittaessa Geiger-mittarilla rekisterditiin emissioiden
lukumaarit 101:11a samanmittaisella lyhyelld aikavililla. Alla olevassa taulukossa on annettu
emissioiden lukumaéirien frekvenssit.

Emissioiden lkm 0 1 2 3 4 5
Frekvenssi 40 | 34 18 5 2 2

Tehtdvén nollahypoteesina on
Hy: Emissioiden lukumiira noudattaa Poisson-jakaumaa
Poisson-jakauman pistetodenndikoisyysfunktio on
et

S(x)=Pr(X =x)=
x!

,x=0,12,...

Intensiteettiparametrin A suurimman uskottavuuden estimaattori on havaintojen aritmeettinen
keskiarvo:

5
f:lZiO. %xl% =1.0198

jossa
n = havaintojen kokonaislukumaard = 101

O; = havaittu frekvenssi luokassa i
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Odotetuiksi frekvensseiksi saadaan:

Ey
E,
E>
E3
Ey4
Es
Koska
Ey
Es

= Pr(X = O)xn = 36.43
=Pr(X = 1)xn =37.15
= Pr(X =2)xn = 18.94
= Pr(X = 3)xn = 6.44
= Pr(X = 4)xn = 1.64
= Pr(X = 5)xn = 0.33

=1.64<5
=0.33<5

niin luokat 4 ja 5 yhdistetddn luokkaan 3.

1/ -testisuureen arvoksi saadaan

7=

0.705

Laskutoimitukset (Microsoft Excel —ohjelmistolla):

i o E; (0; - E,)°IE;
0 40 36.43 0.350
1 34 37.15 0.267
2 18 18.94 0.047
3 tai yli 9 8.41 0.041
Summa 101 100.93 0.705

Koska k=4 jam =1 (yksi parametri on estimoitu), ;f—testisuureen vapausasteiden lukumddrd

on

f=k-1-m=4-1-1=2

7 -jakauman taulukoiden mukaan 5 %:n merkitsevyystasoa vastaava kriittinen arvo y_ s

saadaan seuraavalla tavalla: Erotetaan todenndkoisyysmassa 0.05 jakauman oikealle hinnélle.

Koska

Pr(y* 25.99)=0.05

niin

Zéos =5.99

Koska y-testisuureen arvo
7 =0.705<5.99 =42,

niin nollahypoteesi jdd voimaan 5 %:n merkitsevyystasolla.
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Johtopaatos:

Havainnot saattavat noudattaa Poisson-jakaumaa.

TKK @ likka Mellin (2006) 27127



Mat-1.2620 Sovellettu todennakdisyyslaskenta B

12. harjoitukset

Tehtava 11.3.

Erddn tehtaan johto epdili, ettd tyontekijoiden keskuuteen oli levinnyt tapa venyttdi
viikonlopun viettoa perjantaihin ja maanantaihin ilmoittautumalla sairaiksi. Asiaa tutkittiin
neljan viikon ajan rekisterdimalla poissaolojen lukumaédrit jokaisena tyOpdivana.
Keskiarvotiedot ko. ajanjaksolta on annettu alla olevassa taulukossa.

(2)

(b)

Testaa ;gz-yhteensopivuustestin avulla nollahypoteesia, ettd poissaolojen lukumaara
jakautuu tasaisesti tyopdiville.

Yhdisté sekd perjantain ja maanantain etta tiistain, keskiviikon ja torstain havainnot.
Miten (a)-kohdan nollahypoteesia on télléin modifioitava? Testaa ;f—yhteensopivuus-
testin avulla modifioitua nollahypoteesia.

Kayta testeissd 5 %:n merkitsevyystasoa.

Viikonpiiva ma ti ke to pe Summa
Poissaolojen
lukumird (ka) 49 35 32 39 45 200
Tehtava 11.3. — Mita opimme?
Tehtivissi sovelletaan Zz-yhteensopivuustestic'i.
Tehtava 11.3. — Ratkaisu:
(a) Madritaan odotetut frekvenssit £; kiyttden nollahypoteesia
Hy: Poissaolot jakautuvat tasaisesti eri viitkonpdiville
Odotetut frekvenssit Ej :
Viikonpdiva ma t1 ke to pe Summa
Poissaolojen | 4 40 40 40 40 200
lukumaéara
4 -testisuureen arvoksi saadaan
7 =4.90
Laskutoimitukset (Microsoft Excel —ohjelmistolla):
Paiva ma ti ke to pe Summa
O; 49 35 32 39 45 200
E,; 40 40 40 40 40 200
Khi* 2.025 0.625 1.6 0.025 0.625 4.90
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(b)

Koska k=5 ja m = 0 (yhtddn parametria ei ole estimoitu), ;f—testisuureen vapaus-
asteiden lukumdcdrd on

f=k-1-m=5-1-0=4

;{2 -jakauman taulukoiden mukaan 5 %:n merkitsevyystasoa vastaava kriittinen arvo
Zeos Saadaan seuraavalla tavalla: Erotetaan todennékdisyysmassa 0.05 jakauman

oikealle hannille. Koska
Pr(y’ >9.488)=0.05
niin
ows =9.488
Koska ;f—testisuureen arvo
7 =4.90<9.488 =2 .
niin nollahypoteesi jdd voimaan 5 %:n merkitsevyystasolla.

Johtopaatos:

Poissaolot saattavat hyvinkin jakautua tasaisesti eri viikonpdiville.

Yhdistdmalld seké perjantain ja maanantain havainnot ettd tiistain, keskiviikon ja
torstain havainnot saadaan seuraava havaittujen frekvenssien taulukko:

Viikonpiiva pe-ma | ti-ke-to | Summa
Poissaolojen
lukumiird ka) | O+ | 100 | 200

Vastaava yhdistiminen (a)-kohdan odotettujen frekvenssien taulukossa tuottaa taulukon

Viikonpiiva pe-ma | ti-ke-to | Summa
Poissaolojen 80 120 200
lukumééara

4 -testisuureen arvoksi saadaan

7 =408
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Laskutoimitukset (Microsoft Excel —ohjelmistolla):

Paiva pe-ma ti-ke-to | Summa
O; 94 106 200
E; 80 120 200

Khi* 2.45 1.63 4.08

Koska k=2 ja m = 0 (yhtddn parametria ei ole estimoitu), ;(Z-testisuureen vapaus-
asteiden lukumdcdrd on

f=k-1-m=2-1-0=1

;{2 -jakauman taulukoiden mukaan 5 %:n merkitsevyystasoa vastaava kriittinen arvo
Zeos Saadaan seuraavalla tavalla: Erotetaan todennékdisyysmassa 0.05 jakauman
oikealle hinnille. Koska

Pr(y* >3.841)=0.05
niin siten
Kows =3.841
Koska y-testisuureen arvo
7 =4.08>3.841 =42,
niin nollahypoteesi hyldtddn 5 %:n merkitsevyystasolla.

Johtopaatos:

Poissaolot eivét jakaudu tasaisesti eri viikonpdiville.

Huomautus:

Tehtivéastd 11.3. ndhdaén, ettd kdytetty luokitus saattaa vaikuttaa ;(Z-yhteensopivuus—
testin tulokseen.
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Tehtava 11.4.

Henkiloille A ja B on kummallekin annettu noppa ja kumpaakin on pyydetty heittiméén sitd
120 kertaa. A ja B kertovat saaneensa heittojen tuloksena alla esitetyt silmélukujen jakaumat.

Tutki ;(Z-homogeenisuustestin avulla, onko mahdollista, ettd A ja B ovat kédyttineet samaa
noppaa (tai oikeammin: noppia, joiden silmélukujen todennékdisyydet ovat samat).

Kayté testissd 5 %:n merkitsevyystasoa.

Silméluku 1 2 3 4 5 6

Amtulokset | 16 | 18 | 19 | 22 | 19 | 26
B:n tulokset 12 16 | 20 | 17 | 22 | 33

Tehtava 11.4. — Mita opimme?
Tehtidvissi sovelletaan ;[Z-homogeenisuustestiii.

Vrt. tissi tarkasteltavaa ;(Z-homogeenisuustestiii tehtavissi 11.5. ja 11.6. sovellettavaan
;(Z-riippumattomuustestiin.

Tehtava 11.4. — Ratkaisu:

Sovelletaan testisuuretta

2
r<e (0. —E.
ZZ:ZZ( UE‘U)

i=l j=1 ij
jossa odotetut frekvenssit £; maéritadan kiyttden nollahypoteesia

Ho : A ja B ovat kdyttdneet samaa noppaa (tai oikeammin:
noppia, joiden silmilukujen todennidkdisyydet ovat samat)

Siten odotetut frekvenssit saadaan kaavalla

Ejj=n,Ci/n
jossa
n; = i. ryhméin otoskoko
C; = j.sarakesumma
n = kokonaissumma

Nollahypoteesin Hy pdtiessd testisuure }(2 noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti
-jakaumaa mukaan vapausastein (r — 1)(c — 1), jossa

r = frekvenssitaulun rivien lukuméaira
¢ = frekvenssitaulun sarakkeiden lukumaari

Olkoon vaihtoehtoisena hypoteesina H; se, ettd A ja B eivit ole kiyttineet samaa noppaa (tai
oikeammin: A ja B ovat kdyttdneet noppia, joiden silmédlukujen todennékdisyydet eroavat
tosistaan).
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7 =2.406

1 -testisuureen arvoksi saadaan

Laskutoimitukset (Microsoft Excel -ohjelmalla):

o) 1 2 3 4 5 6 Summa
A 16 18 19 22 19 26 120
B 12 16 20 17 22 33 120
Summa 28 34 39 39 41 59 240
E; 1 2 3 4 5 6 Summa
A 14 17 19.5 19.5 20.5 29.5 120
B 14 17 19.5 19.5 20.5 29.5 120
Summa 28 34 39 39 41 59 240
Khi* 1 2 3 4 5 6 Summa
A 0.285714 | 0.058824 | 0.012821 | 0.320513 | 0.109756 | 0.415254 § 1.202881
B 0.285714 | 0.058824 | 0.012821 | 0.320513 | 0.109756 | 0.415254 § 1.202881
Summa ] 0.571429 | 0.117647 | 0.025641 | 0.641026 | 0.219512 | 0.830508 | 2.405763

Vapausteiden lukumééréksi saadaan

f==De-D=2-16-1)=5

Siten 5 %:n merkitsevyystasoa vastaava kriittiseksi arvoksi yq,s saadaan y’-jakauman

taulukoista

Kows =11.07

Koska testisuureen arvo

7 =241<11.07= p,

niin testisuureen ;{2 arvo on jadnyt hyviaksymisalueelle ja nollahypoteesi Hy voidaan jdttdd
voimaan merkitsevyystasolla 0.05.

Johtopaatos:

A:n ja B:n tulokset voivat olla perdisin samasta nopasta (tai oikeammin: nopista, joiden
silmélukujen todenndkdisyydet ovat samat).
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Tehtava 11.5.

Eraan rokotuskokeen tulokset on annettu alla.

(a) Testaa nollahypoteesia, etti rokotettujen ja rokottamattomien sairastavuudessa ei ole
eroa suhteellisten osuuksien vertailutestid kayttden.

(b) Testaa nollahypoteesia, ettd sairastavuus ei riipu rokotuksesta ;f—riippumattomuustestiéi
kayttéen.

Kéaytd molemmissa testeissd 5 %:n merkitsevyystasoa.

Vertaa (a)- ja (b)-kohtien testien tuloksia toisiinsa. Voivatko testit johtaa eri tuloksiin?

Sairastuminen — Sairastunut: Ei sairastunut:
Rokotus S ei-S
Rokotettu: R 9 42
Ei rokotettu: ei-R 17 28

Tehtava 11.5. — Mita opimme?

Tehtavissa sovelletaan samaan aineistoon suhteellisten osuuksien vertailutestid
riippumattomille otoksille ja ;(Z-riippumattomuustestiii.

Lisitietoja suhteellisten osuuksien vertailutestisti: ks. 10. harjoitukset.

Vrt. tissa tarkasteltavaa ;(Z-riq;pumattomuustestiii tehtavissi 11.4. sovellettavaan
;(Z-homogeenisuustestiin.

Tehtava 11.5. — Ratkaisu:
(a) Olkoon
A ="Henkil0 sairastuu”
ja olkoon
Pr(A4) = p1 , jos henkild on rokotettu
Pr(A4) = p2 , jos henkilda ei ole rokotettu
Maiiritelladn riippumattomat satunnaismuuttujat

3 {1, jos i. henkild, jolle on tehty toimepide &, sairastuu
ik —

0, jos i. henkild, jolle on tehty toimepide £, ei sairastu
i=12,...,n, , k=12
jossa

k=1 < henkil6 rokotetaan

k =2 < henkil64 ei rokoteta
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Télloin

X, ~Ber(p,),i=12,...,n, , k=12
Asetetaan nollahypoteesi

Ho:p1=p>
Madritelldén testisuure (ks. 10. harjoitukset)

131 _152

\/ﬁ(l—ﬁ)(l+lj
n n,

Testisuureen lausekkeessa

z =

n; = Rokotettujen lukumiira
P, = Sairastuneiden suhteellinen osuus rokotettujen joukossa
n, = Ei-rokotettujen lukumaéra

D, = Sairastuneiden suhteellinen osuus ei-rokotettujen joukossa

ja
p = Sairastuneiden suhteellinen osuus, kun rokotettuja ja ei-rokotettuja késitelladn
yhtend ryhména
Huomaa, etta
p=film
p=film

jossa

| = Sairastuneiden lukumddrd rokotettujen joukossa

jen j
5 = Sairastuneiden /ukumddrd ei-rokotettujen joukossa
jen j
ja
h= St/ _ mp,+n,p,
n +n, n, +n,

Jos nollahypoteesi Hy pdtee, testisuure z noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa:

z~4 N(0,1)
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(b)

Tehtdvén tapauksessa:

n=9+42=>51

D :£:i=0.1765
n, 51

n,=17+28=45

Ds :£=£=0.3778
n, 45

ja edelleen

f?=fl+f2 27 13 62708
n+n, 51+45 48

S P, — D, _ 0.177-0.378 — 9915

p(1-p)| -+ o2 La L
\/p(l_p)[m+nzj \/0.271><(1 0.271)(51+45j

Valitaan vaihtoehtoiseksi hypoteesiksi se, etti sairastuvuus on rokotettujen joukossa
pienempdd kuin ei-rokotettujen joukossa eli olkoon vaihtoehtoisena hypoteesina
vksisuuntainen vaihtoehto

Hi:pi<p>
Télloin 5 %:n merkitsevyystasoa vastaavaksi kriittiseksi arvoksi —z,,s saadaan
normaalijakauman taulukosta

—Zyos =—1.65

Koska
z=-2.21<-1.65= -z,

niin testisuureen z arvo on jddnyt hylkdysalueelle ja nollahypoteesi Hy voidaan hyldtd
ja vaihtoehtoinen hypoteesi H, hyviksyd merkitsevyystasolla 0.05.
Johtopaatos:

Sairastuvuus rokotettujen joukossa on pienempdcd kuin rokottamattomien
joukossa.

Sovelletaan y*-testisuuretta

2
e Oi'_Ei'

ZZZZZ( JE J)
i=l j=1 ij

Jjossa odotetut frekvenssit £; maédritaan kiyttaen nollahypoteesia

Hy : Sairastumistodennikoisyys ei riipu rokotuksesta
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Siten odotetut frekvenssit E;; saadaan kaavalla
Eij = R,‘C}'/I’Z
jossa

R; i. rivisumma

C; = j.sarakesumma

n = kokonaissumma

Nollahypoteesin Hy pdtiessd testisuure ;{2 noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti ;gz-jakaumaa vapausastein (» — 1)(c — 1), jossa

7 frekvenssitaulun rivien lukumaara

c frekvenssitaulun sarakkeiden lukumaara

Olkoon vaihtoehtoisena hypoteesina H; se, ettd sairastumistodennikdisyys riippuu
rokotuksesta.

1 -testisuureen arvoksi saadaan
7 =4.906

Laskutoimitukset (Microsoft Excel —ohjelmalla):

(oF S ei-S Summa
R 9 42 51
ei-R 17 28 45
Summa 26 70 96
E; S ei-S Summa | Tarkistus
R 13.8125 | 37.1875 51 51
ei-R 12.1875 | 32.8125 45 45
Summa 26 70 96
Tarkistus 26 70
Khi* S ei-S Summa
R 1.676753 | 0.622794 | 2.299548
ei-R 1.900321 | 0.705833 | 2.606154
Summa [ 3.577074 | 1.328627 | 4.905701

Vapausasteiden lukumaiiriksi saadaan
f=r-Dc-H=2-DH2-1)=1

Siten 5 %:n merkitsevyystasoa vastaavaksi kriittiseksi arvoksi y_,, saadaan y’-

jakauman taulukoista

Hoos =3.84
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Koska testisuureen arvo
7 =491>384= 2.

niin testisuureen ;(2 arvo on joitunut hylkdysalueelle ja nollahypoteesi Hy voidaan hyldtd
ja vaihtoehtoinen hypoteesi H, hyviksyd merkitsevyystasolla 0.05.

Johtopaatos:

Sairastumistodennékoisyys riippuu siitd onko henkil6 rokotettu vai ei.

Huomautuksia:

(1)  (a)-kohdan z-testisuureen arvon nelid yhtyy (b)-kohdan ;f—testisuureen arvoon.
T4mi ei ole sattumaa, vaan perustuu y’-testisuureen ominaisuuksiin 2x2-
frekvenssitaulussa.

(i1) Huomaa kuitenkin, ettd z-testin ja ,}jz-testin ekvivalenssia 2x2-frekvenssitaulun
tapauksessa ei voida yleistdi rxc-tauluihin, joissa r > 2 ja/tai ¢ > 2.
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Tehtava 11.6.

Alla olevassa taulukossa on annettu tulokset kyselytutkimuksesta, jonka kohteena olivat

USA:n kansalaiset. Kyselyn kohteet poimittiin yksinkertaisella satunnaisotannalla ja otokseen

poimituilta kysyttiin puoluekantaa ja suhtautumista késiaseiden hallussapidon rajoituksiin.
Onko suhtautuminen aserajoituksiin riippumatonta puoluekannasta?

Kéytd asian tutkimisessa ;(z-riippumattomuustesti'a 0.5 %:n merkitsevyystasolla.

Suhtautuminen Puoltaa Eikantaa | Vastustaa
aserajoituksiin —

Puoluekanta |

Demokraatti 110 26 64
Republikaani 90 14 116
Riippumaton 55 10 35

Tehtava 11.6. — Mita opimme?
Tehtivissi sovelletaan ;(Z-riippumattomuustestid.

Vrt. tiassa tarkasteltavaa ;(Z-riippumattomuustestid tehtiviassi 11.4. sovellettavaan
;(Z-homogeenisuustestiin.

Tehtava 11.6. — Ratkaisu:

Sovelletaan testisuuretta

2
r < (0. —E.
ZZ:ZZ( UE‘U)

i=l j=1 ij
jossa odotetut frekvenssit £; madratadn kiyttden nollahypoteesia
Hy: Suhtautuminen aserajoituksiin ei riipu puoluekannasta

Siten odotetut frekvenssit saadaan kaavalla

Eij = R,‘C}'/I’Z
jossa
R; = i.rivisumma
C; = j. sarakesumma
n = kokonaissumma

Nollahypoteesin Hy pdtiessd ;f—testisuure noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti

;(z-jakauman mukaan vapausastein (r — 1)(c — 1), jossa
r = frekvenssitaulun rivien lukuméaéra

¢ = frekvenssitaulun sarakkeiden lukumaara
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Olkoon vaihtoehtoisena hypoteesina H; se, ettd suhtautuminen aserajoituksiin riippuu

puoluekannasta.
Havaitut frekvenssit Oy :
o Puoltaa Fi kantaa Vastustaa Yhteensd
Dem 110 26 64 200
Rep 90 14 116 220
Riip 55 10 35 100
Yhteensd 255 50 215 520
Odotetut frekvenssit Ej; :
Ej Puoltaa Fi kantaa Vastustaa Yhteensd
Dem 98.1 19.2 82.7 200
Rep 107.9 21.1 91.0 220
Riip 49.0 9.6 414 100
Yhteensd 255 50 215 520

1 -testisuureen arvoksi saadaan
7 =22.05

Laskutoimitukset (Microsoft Excel -ohjelmalla):

o) Puoltaa | Ei kantaa | Vastustaa] Yhteensa
Dem 110 26 64 200
Rep 90 14 116 220
Riip 55 10 35 100
Summa 255 50 215 520
E; Puoltaa | Ei kantaa | Vastustaa] Yhteensa
Dem 98.1 19.2 82.7 200
Rep 107.9 21.2 91.0 220
Riip 49.0 9.6 41.3 100
Summa 255 50 215 520
Khi? Puoltaa | Ei kantaa | Vastustaa] Yhteensa
Dem 1.45 2.38 4.23 8.06
Rep 2.96 2.42 6.89 12.28
Riip 0.72 0.02 0.97 1.71
Summa 5.14 4.82 12.09 22.05
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Vapausteiden lukumééréksi saadaan
f=r-Dc-DH=@3-1H3B-1)=4

Siten 0.5 %:n merkitsevyystasoa vastaava kriittiseksi arvoksi yg,.s saadaan y’-jakauman
taulukoista

2
Xooos =14.86
Koska testisuureen arvo

7 =22.05>14.86 = 2205

niin testisuureen ;{2 arvo on joutunut hylkdysalueelle ja nollahypoteesi Hy voidaan hyldtd ja
vaihtoehtoinen hypoteesi H, voidaan hyviksyd merkitsevyystasolla 0.005.

Johtopaatos:

Puoluekanta ja suhtautuminen aserajoituksiin riippuvat toisistaan.

TKK

@ llkka Mellin (2006) 40/40



Mat-1.2620 Sovellettu todennakdisyyslaskenta B 12. harjoitukset

Tehtava 11.7.

Erddssd 42:n kunnan otoksessa Suomen kuntien joukosta suhteellisen rikollisuuden (muuttuja
x; rikoksia per 1000 asukasta) ja asukastiheyden (muuttuja y; asukasta per km?) vilisen otos-
korrelaatiokertoimen arvoksi saatiin » = 0.157.

Oletetaan, ettd havaintojen parit
(xl'ayl') s = 1) 2) A

jossa indeksi i viittaa kuntaan i, noudattavat kaksiulotteista normaalijakaumaa
N, (U, 4,,07,0,,P,)

Testaa 5 %:n merkitsevyystasoa kiyttden nollahypoteesia, ettd muuttujat x ja y ovat
korreloimattomia, kun vaihtoehtoiseksi hypoteesiksi valitaan kaksisuuntainen vaihtoehto.

Tehtava 11.7. — Mita opimme?
Tehtivissi tarkastellaan korreloimattomuuden testaamista.
Lisitietoja kaksiulotteisesta normaalijakaumasta: ks. 12. harjoitukset.
Yleinen testi korrelaatiokertoimelle: ks. tehtivii 11.8.
Tehtava 11.7. — Ratkaisu:
t-testisuure nollahypoteesille
H,:p,=0

on muotoa

jossa r,, on muuttujien x ja y havaituista arvoista maératty Pearsonin otoskorrelaatiokerroin.
Jos nollahypoteesi Hy pdtee, testisuure ¢ on jakautunut Studentin t-jakauman mukaan vapaus-
astein (n — 2):

t~tn-2)

Tehtdvin tapauksessa testisuureen arvoksi saadaan

r., 0.157
f=n-2—2 =42 -2x——=" =1.005
1-72 \J1-0.157?

Xy
Vapausasteiden lukumiéraksi saadaan

df=n-2=40
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Koska vaihtoehtoiseksi hypoteesiksi on valittu kaksisuuntainen vaihtoehto
H:p,#0
niin 5 %:n merkitsevyystasoa vastaavaksi kriittisiksi rajoiksi —ty 025 ja +o.025s saadaan Studentin
t-jakauman taulukoista
—to.025 = —2.021
+t9.025 = 12.021
Koska
—to.025 =—2.021 <t =1.01 <+4+2.021 = +19.025

testisuureen ¢ arvo on jddnyt hyvdksymisalueelle ja nollahypoteesi Hy voidaan jdttdd voimaan
5 %:n merkitsevyystasolla.

Johtopaatos:

Otoksesta saatujen tietojen perusteella kunnan suhteellisen rikollisuuden ja asukasluvun
vililla ei ole korrelaatiota.
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Mat-1.2620 Sovellettu todennakdisyyslaskenta B 12. harjoitukset

Tehtava 11.8.

Menestyminen opinnoissa saattaa vaikuttaa vastavalmistuneen alkupalkkaan.

Asiaa tutkittiin erddssd USA:n yliopistossa poimimalla vastavalmistuneiden joukosta
yksinkertainen satunnaisotos, jonka koko oli 15. Otokseen poimituilta opiskelijoilta kysyttiin
heidén arvosanapisteidensa keskiarvoa (muuttuja x) ja alkupalkkaa (muuttuja y; 1000 $).

Otosta kuvaavat perustunnusluvut olivat:

¥=3.04 7=18.05
52=0.063 52 =581
r,=0.848

Oletetaan, ettd havaintojen parit
(eiyi),i=1,2,...,n

noudattavat kaksiulotteista normaalijakaumaa N,(u,,4,,0;,0,,p,,).

Testaa 5 %:n merkitsevyystasolla nollahypoteesia
Hy:p, =05
kun vaihtoehtoiseksi hypoteesiksi valitaan se, ettd arvosanapisteiden keskiarvon ja alkupalkan
vilisen korrelaatiokertoimen arvo on suurempi kuin 0.5.
Tehtava 11.8. — Mita opimme?
Tehtivissi tarkastellaan yleisti testiii Pearsonin tulomomenttikorrelaatiokertoimelle.
Lisitietoja kaksiulotteisesta normaalijakaumasta: ks. 12. harjoitukset.
Korreloimattomuuden testaaminen: ks. tehtavia 11.7.
Tehtdva 11.8. — Ratkaisu:
Testisuure nollahypoteesille

Hy:p, =p,=0.5

on muotoa

Jl
n-3

jossa r,, on muuttujien x ja y havaituista arvoista maératty Pearsonin otoskorrelaatiokerroin.

Jos nollahypoteesi Hy pditee,
v~ N(0,1)
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12. harjoitukset

Tehtdvin tapauksessa

I+r,
llog T :llog 1+0.848 =1.249
2 l-r, 2 1-0.848

L iog| A0 :llog(1+0'5j:o.549
2 Sl1=p, ) 2 clicos

joten

,_1:249-0.549
1
15-3

=242

Koska vaihtoehtoiseksi hypoteesiksi on valittu yksisuuntainen vaihtoehto

Ho: p>0.5

niin 5 %:n merkitsevyystasoa vastaavaksi kriittiseksi rajoiksi +zo o5 saadaan normaalijakauman

taulukoista
+zp o5 = +1.64
Koska

2005 =+1.64 <4+2.42 =z

testisuureen z arvo on joutunut hylkdysalueelle ja nollahypoteesi Hy voidaan hyldtd ja vaihto-

ehtoinen hypoteesi H, voidaan hyviksyd S5 %:n merkitsevyystasolla.

Johtopaatos:

Otoksesta saatujen tietojen perusteella arvosanapisteiden keskiarvon ja alkupalkan

vilisen otoskorrelaatiokertoimen arvo on suurempi kuin 0.5.
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