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Estimointi
Yksinkertainen satunnaisotos
Olkoon

Xi,i=1,2,....n

vksinkertainen satunnaisotos jakaumasta, jonka pistetodenndkéisyys- tai tiheysfunktio f(x;6) riippuu
parametrista 6. Télloin havainnot X; , i =1, 2, ..., n ovat riippumattomia, identtisesti jakautuneita
satunnaismuuttujia, joilla on sama pistetodenndikoisyys- tai tiheysfunktio f(x;6):

X,X,,.., X, 1
X, ~f(x:0),i=12,...,n
Estimaattori ja estimaatti

Oletetaan, ettd todennikdisyysjakauman f{x; 8) parametri 6 on tuntematon ja sen estimoimiseen
kdytetddn havaintojen X;, i =1, 2, ..., n funktiota eli (otos-) tunnuslukua

ng(XlaX29 aXVZ)

Talloin funktiota 7= g( X1, Xz, ..., X,) kutsutaan parametrin 6 estimaattoriksi ja funktion g
havaintoarvoista

X1y X2, oo 5 Xp
laskettua arvoa
t=g( X1, X2, ..., Xpn)

kutsutaan parametrin 6 estimaatiksi.
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Otosjakauma

Oletetaan, ettd havainnot
Xi,i=1,2,....n

muodostavat yksinkertaisen satunnaisotoksen jakaumasta f{x;6) ja olkoon
T=gX,Xa ..., X))

jokin parametrin 6 estimaattori.

Koska estimaattori 7" on satunnaismuuttuja, silla on todenndkéisyysjakauma, jota kutsutaan
estimaattorin T otosjakaumaksi. Estimaattorin 7 otosjakauma muodostaa tilastollisen mallin eli
todenndkoisyysmallin estimaattorin T arvojen satunnaisvaihtelulle otoksesta toiseen.

Harhattomuus

Estimaattoria 7 sanotaan parametrin @ harhattomaksi estimaattoriksi, jos

E(T)=86

Tehokkuus

Estimaattori 77 on tehokkaampi kuin estimaattori 75, jos
Var(T)) < Var(T>)

Taystehokkuus (minimivarianssisuus)

Estimaattori 7" sanotaan tiystehokkaaksi, jos sen varianssi

Var(T)

on pienempi kuin minkd tahansa muun estimaattorin.
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Estimointimenetelmat

Suurimman uskottavuuden menetelma
Yksinkertainen satunnaisotos
Olkoon

Xi,i=1,2,...,n

vksinkertainen satunnaisotos jakaumasta, jonka pistetodenndkéisyys- tai tiheysfunktio f(x;6) riippuu
parametrista 0.

Talloin havainnot X; , i = 1, 2, ... , n ovat rilppumattomia, identtisesti jakautuneita satunnais-
muuttujia, joilla on sama pistetodenndkoisyys- tai tiheysfunktio f(x;6):

X,X,,.., X, 1
X, ~f(x:0),i=12,....,n
Uskottavuusfunktio

Koska havainnot X;, i =1, 2, ... , n muodostavat yksinkertaisen satunnaisotoksen jakaumasta f{(x;6),
otoksen yhteisjakauman tiheysfunktio on

J(x,%,,..,x,;0)= f(x;;0)X f(x,;0)%--X f(x,;0)
jossa

f(x;0),i=12,...,n
on yksittdiseen havaintoon X; liittyvi pistetodennikoisyys- tai tiheysfunktio.
Otoksen X;,i=1, 2, ..., n uskottavuusfunktio

L(6;x,,x,,...,x,) = f(x,%X,,...,X,;0)

on havaintojen X; , i =1, 2, ... , n yhteisjakauman pistetodenndkoisyys- tai tiheysfunktion f arvo
pisteessd

X1s X2y oov 3 Xp

tulkittuna parametrin 0 arvojen funktioksi. Uskottavuusfunktio L sisiltdd kaiken informaation
otoksesta.

Suurimman uskottavuuden estimaattori
Olkoon
t=g(x,%,,...,%,)
parametrin @ arvo, joka maksimoi otoksen X;,i=1, 2, ... , n uskottavuusfunktion

L(6;x,,x,,...,x,)

parametrin € suhteen. Huomaa, ettd uskottavuusfunktion L maksimin antava parametrin 8 arvo ¢ on
muuttujien (havaintoarvojen) xy, xa, ... , X, funktio.
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Sijoittamalla uskottavuusfunktion L maksimin parametrin @ suhteen antavassa lausekkeessa
t=1(x,%,,...,X,)

muuttujien
X1y X2y oee s X

paikalle satunnaismuuttujat (havainnot)
X, X2, .o, Xa

saadaan parametrin € suurimman uskottavuuden estimaattori eli SU-estimaattori

0=g(X,X,,....X,)

Parametrin 6 suurimman uskottavuuden estimaattori 6 tuottaa parametrille 8 arvon, joka maksimoi
poimitun otoksen eli saatujen havaintoarvojen uskottavuuden (todenndikoisyyden). Siten parametrin

6 suurimman uskottavuuden estimaattorin 8 otoskohtainen arvo maksimoi todenndkéisyyden saada
Jjuuri se otos, joka on saatu.

Suurimman uskottavuuden estimaattorin miiriaiminen

Parametrin @ suurimman uskottavuuden estimaattori maaritaan maksimoimalla uskottavuusfunktio
L(G;x,,x,,...,x,)

parametrin @ suhteen.

Kaikissa sdédnnollisissd tapauksissa maksimi 16ydetidén merkitsemélld uskottavuusfunktion L(6)
derivaatta

L(6)
nollaksi ja ratkaisemalla @ saadusta normaaliyhtdlostd
L(6)=0

Logaritminen uskottavuusfunktio

Uskottavuusfunktion maksimi kannattaa tavallisesti etsid maksimoimalla uskottavuusfunktion
sijasta logaritmista uskottavuusfunktiota (uskottavuusfunktion logaritmia)

[(0;x,,x,,...,x,)=1og L(6;x,,X,,...,X,)
Koska havainnot X}, Xa, ... , X, on oletettu tissa rilppumattomiksi, logaritminen uskottavuusfunktio
voidaan kirjoittaa seuraavaan muotoon:
[(8)=1og L(6)
=log(f(x,;0)x f(x, ;0)%---x f(x, ; 0))
=log f(x;;0)+log f(x,;0)+---+log f(x, ; 0)
=1(0;x)+1(0;x,)+--+1(0;x,)
jossa
l(eaxl) :logf(xi; 9) s = 1) 25 s N

on havaintoarvoon x; liittyvd logaritminen uskottavuusfunktio.
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Jos parametrin @ SU-estimaattori 0 ei tdytd mitddn hyvan estimaattorin kriteerid ddrellisilld

havaintojen lukumddrilld, SU-estimaattorin 6 kéyttdd parametrin 6 estimaattorina voidaan
kuitenkin usein perustella SU-estimaattorin yleisilld asymptoottisilla ominaisuuksilla:

Hyvin yleisin ehdoin pétee:
(1)  SU-estimaattori 6 on tarkentuva eli
Pr(@ —> 6)=1,kun n — +oo

(1i1)) SU-estimaattori 6 on asymptoottisesti normaalinen.

Normaalijakauman parametrien suurimman uskottavuuden estimaattorit

Satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa, jos sen tiheysfunktio on muotoa

2
f(x;ﬂ,02)=ﬁe><p{—%(x;ﬂj },—oo<,u<+oo,a>0

Normaalijakauman parametreina ovat jakauman odotusarvo

E(X)=u

ja varianssi
Var(X)=D’(X)=0"

Normaalijakauman N(,u,oz) odotusarvon £ ja varianssin o> SU-estimaattorit ovat havaintojen
X1, X, ..., X, aritmeettinen keskiarvo

ja otosvarianssi

6’ :lZ(X,. -X)*
n iz

Normaalijakauman N(u,6%) odotusarvon 1 SU-estimaattorilla X on seuraavat ominaisuudet:
(i) X on harhaton.

(i) X ja 6 ovat yhdessi tyhjentdvic parametreille i ja o .

(iiiy X on tehokas eli minimivarianssinen estimaattori.

(iv) X on tarkentuva.

(v) X noudattaa normaalijakaumaa:

2
)_(~N[,u,o-—j
n
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Normaalijakauman N(u,6” ) varianssin o> SU-estimaattorilla 62 on seuraavat ominaisuudet:
(i)  6° on harhainen, mutta estimaattori

n

A
n—1

2 1 c v\2
sP=—Y (X, -X)’ =
n—1;( = X)

on harhaton.

(i) X ja 6° ovat yhdessi tyhjentdivii parametreille i ja o2

(iiiy 6~ ei ole tehokas eli minimivarianssinen estimaattori.
(iv) 67 on tarkentuva.

(v) (n—1)s* /0" noudattaa ){2 -jakaumaa:

(n-1)s’

0'2 NZz(n_l)

Eksponenttijakauman parametrin suurimman uskottavuuden estimaattori
Satunnaismuuttuja X noudattaa eksponenttijakaumaa Exp(A), jos sen tiheysfunktio on
f(x)=2e™ ,x20,1>0

Eksponenttijakauman ainoana parametrina on

1
~E(X)
Eksponenttijakauman Exp(A) parametrin A SU-estimaattori on
A=t
X
jossa
_ 1L
X==) X,
n i=1
on havaintojen X1, X, ... , X, aritmeettinen keskiarvo.

Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin suurimman uskottavuuden estimaattori
Olkoon A4 tapahtuma, jonka todennékoisyys on p:
Pr(4)=p

Maiiritelladn satunnaismuuttuja X seuraavasti:

¥ 1, jos A4 tapahtuu
0, jos A ei tapahdu
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Satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoulli-jakaumaa parametrilla p:
X ~ Ber(p)

jossa

Pr(4) =p = E(X)

Bernoulli-jakauman Ber(p) odotusarvoparametrin p SU-estimaattori on havaintojen
X1, X, ..., X, aritmeettinen keskiarvo

_ 1 n
X==>X,
=
Huomaa, etta
=1
n

jossa fon kiinnostuksen kohteena olevan tapahtuman A suhteellinen frekvenssi otoksessa.

Bernoulli-jakauman Ber(p) odotusarvoparametrin p SU-estimaattorilla p on seuraavat
ominaisuudet:

(i)  p on harhaton.

(i)  p on tyhjentivad.

(iii)  p on tehokas eli minimivarianssinen estimaattori.
(iv)  p on tarkentuva.

(v)  p noudattaa asymptoottisesti normaalijakaumaa:

ﬁ ~a N(p’ﬂj
n

Momenttimenetelma
Olkoon
X, i=1,2,...,n

vksinkertainen satunnaisotos jakaumasta, jonka pistetodenndkéisyys- tai tiheysfunktio f(x;6), jonka
parametrina on p-vektori

0=(6,6,...,06,)

Talloin havainnot X; , i = 1, 2, ... , n ovat riippumattomia, identtisesti jakautuneita satunnais-
muuttujia, joilla on sama pistetodenndkéisyys- tai tiheysfunktio f(x;0):

X, X,,..,X L
X, ~f(x:0),i=12,....n
Oletetaan, ettd jakaumalla f{(x;6) on kaikki (origo-) momentit kertalukuun p saakka:
EX)=«, ,k=1,2,....,p,i=1,2,....,n
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Oletetaan, ettd momenttien

al) 052 9 ap
ja parametrien
919 929 LR ep
vililld on jatkuva bijektio eli kddntden yksikisitteinen kuvaus:
a,=g(6,6,,...,6))
1) :0{2=g2(91,92,...,9p)

a,=g,00.0,...,0,)

P

Télloin parametrit

6,6,..,6,

voidaan esittdd momenttien

0,0, ..., 0

funktioina:
6, =h(a,a,,....a,)
) f92 =h(o,,....a,)

6,=h,(o,a,...,a,)

Estimoidaan momentit ¢4, & , ... , @, vastaavilla otosmomenteilla:
|
a,=—>» X k=12,....p
nic

Sijoittamalla estimaattorit a;, a» , ... , @, momenttien o, 0, ... , &, paikalle yhtéloihin (2), saadaan
parametrien 6y, 6, ... , 6, momenttiestimaattorit eli MM-estimaattorit

A

6, =h(a,a,,...,a,)

6, =h(a,a,,...,a,)

A

6,=h,a,a,,...,a,)
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Normaalijakauman parametrien momenttiestimaattorit

Normaalijakauman N(,u,oz) odotusarvon £ ja varianssin o MM-estimaattorit ovat havaintojen

X1, X, ..., X, aritmeettinen keskiarvo
_ 1 n
X==>X
nicg
ja otosvarianssi

6’ :lZ(Xi -X)*
n o

Eksponenttijakauman parametrin momenttiestimaattori

Eksponenttijakauman Exp(A) parametrin A MM-estimaattori on

~ 1
ﬂf ==
X
jossa
_ 1 n
X==) X,
nicg
on havaintojen X1, X, ... , X, aritmeettinen keskiarvo.

Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin momenttiestimaattori

Bernoulli-jakauman Ber(p) odotusarvoparametrin p MM-estimaattori on havaintojen
X1, X, ..., X, aritmeettinen keskiarvo

Huomaa, etta

v=7
n

jossa fon kiinnostuksen kohteena olevan tapahtuman A suhteellinen frekvenssi otoksessa.
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Valiestimointi

Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali, kun jakauman varianssi on tunnettu
Otos normaalijakaumasta
Olkoon

Xi,i=1,2,...,n

yksinkertainen satunnaisotos normaalijakaumasta N(u, o?). Tallsin satunnaismuuttujat X; , i = 1, 2,
..., n ovat riippumattomia ja noudattavat samaa normaalijakaumaa N(u, &°):

X, X, X, L
X, ~N(u,0%),i=12,...,n
Normaalijakauman parametrien estimointi

Oletetaan, ettii normaalijakauman N(u, 0°) varianssi 6> on tunnettu ja estimoidaan odotusarvo-
parametri E(X) = i sen harhattomalla estimaattorilla:

Havaintojen aritmeettinen keskiarvo
_ 1 n
X==>X
nig
on odotusarvoparametrin E(X) = u harhaton estimaattori.
Normaalijakauman odotusarvon luottamusvili, kun jakauman varianssi on tunnettu
Valitaan luottamustasoksi

l-«o

Luottamustaso kiinnittdd todenndkdisyyden, jolla konstruoitava luottamusvili peittdd normaali-
jakauman odotusarvon y todellisen arvon.

Mairétaan luottamuskertoimet —z o ja +zgn - - -
siten. etti N(0,1)-jakauman tiheysfunktio
’ 0.5
o
Pr(z£—-z ,)=—
( a/2) o) 04 |
a
Pr(22+za/2)=5 03 |
jossa satunnaismuuttuja z noudattaa standardoitua 02
normaalijakaumaa: ’
a’2 l-o a2
zZ~ N(O, 1) 01
Siten luottamuskertoimet —z, ja +z, toteuttavat
ehdon 0 - I
= 0 +
Pr(~z,,<z<+z,,)=l-« ta fan
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Normaalijakauman odotusarvoparametrin [ luottamusvili luottamustasolla (1 — &) on tunnetun
varianssin o” tapauksessa muotoa

(_— O X+z

(o}
X—2z,, ﬁ > al2 ﬁj

jossa
X = havaintojen aritmeettinen keskiarvo otoksessa
o’ = jakauman varianssi
n = havaintojen lukumddrd

—Zgn jatzgn = luottamustasoon (1 — @) liittyvit luottamuskertoimet
normaalijakaumasta N(0,1)

Luottamusvilin konstruktio perustuu siihen, ettéd

X-u
0'/\/;

Koska luottamusviéli on symmetrinen keskipisteensd X suhteen, luottamusvili esitetddn usein
muodossa

~N(0,1)

= (o}
Xiza/zﬁ

Luottamusvilin pituus on

(o}
2X2Z,,—=
Jn
Luottamusvilin konstruktiosta seuraa, ettad
= o = o
Pr[X—zM—S,u SX+ZM—]=1—0{
Jn Jn
Siten luottamusvili peittdd parametrin g todellisen arvon todennédkdisyydelld (1 — ) ja se ei peitd
parametrin u todellista arvoa todennédkdisyydelld o
Luottamusvilin ominaisuudet
(i) Normaalijakauman odotusarvon  luottamusvilin keskipiste X vaihtelee otoksesta toiseen.
(11) Luottamusvélin pituus ei vaihtele otoksesta toiseen.

(i1i1)) Luottamusvalin pituus riippuu valitusta luottamustasosta (1 — ), havaintojen lukuméérista n
ja jakauman varianssista .

(iv) Luottamusvali lyhenee (pitenee), jos luottamustasoa (1 — @) pienennetddn (kasvatetaan).
(v)  Luottamusvili lyhenee (pitenee), jos havaintojen lukumddrdd n kasvatetaan (pienennetddn).

(vi) Luottamusvili [yhenee (pitenee), jos jakauman varianssi o pienenee (kasvaa).
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Luottamusvilin frekvenssitulkinta
Normaalijakauman odotusarvon g luottamusvililld on seuraava frekvenssitulkinta:
(1) Jos otantaa jakaumasta N(z, 0°) toistetaan, keskimddrin
100x(1 — &) %
otoksista konstruoiduista luottamusvileisté peittdd parametrin 4 todellisen arvon.
(i1) Jos otantaa jakaumasta N(z, 0°) toistetaan, keskimdcdrin
100x o %
otoksista konstruoiduista luottamusvileistd ei peitd parametrin 4 todellista arvoa.
Johtopiitokset luottamusvilisti

Oletetaan, ettd olemme tehneet johtopdidtdksen, ettd konstruoitu luottamusvéli peittdd odotusarvo-
parametrin u todellisen arvon:

(1)  Luottamusvélin konstruktiosta seuraa, ettd tehty johtopaitds on oikea
100x(1 — @) %:ssa
tapauksia.
(1i1)) Luottamusvélin konstruktiosta seuraa, ettd tehty johtopadtds on vddrd
100X o %o:ssa
tapauksia.

Virheellisen johtopdédtoksen mahdollisuutta ei saada hdividmddn, ellei luottamusvélid tehda

ddrettomdn levedksi, jolloin vili ei endd sisdlld informaatiota odotusarvoparametrin g todellisesta
arvosta.

Vaatimukset luottamusvilille

Olisi toivottavaa pystyd konstruoimaan parametrille 4 mahdollisimman /yhyt luottamusvili, johon
liittyva luottamustaso olisi samanaikaisesti mahdollisimman korkea.

Molempien vaatimusten samanaikainen tdyttdminen ei ole kuitenkaan mahdollista, jos otoskoko

pidetddn kiintednd:

(1)  Luottamustason kasvattaminen pidentdd luottamusvilid, jolloin tieto parametrin & todellisen
arvon sijainnista tulee epdtarkemmaksi.

(1)  Luottamusvdlin lyhentiminen pienentdd luottamustasoa, jolloin tieto parametrin y todellisen
arvon sijainnista tulee epdvarmemmaksi.

Otoskoon mairiaiminen

Oletetaan, ettd normaalijakauman odotusarvoparametrille # halutaan konstruoida luottamusvili,
jonka toivottu pituus on 2A4.

Tarvittava ofoskoko saadaan kaavasta

Z .0 :
n= al2
=)
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Normaalijakauman odotusarvon ja varianssin luottamusvalit, kun jakauman
varianssi ei ole tunnettu

Otos normaalijakaumasta
Olkoon
X, i=1,2,...,n

vksinkertainen satunnaisotos normaalijakaumasta N(u, o %). T4lldin satunnaismuuttujat X; , i =1, 2,
... , n ovat riippumattomia ja noudattavat samaa normaalijakaumaa N(L, o)

X, X, X, L
X, ~N(u,0%),i=12,...,n
Normaalijakauman parametrien estimointi

Estimoidaan normaalijakauman N(z, 0°) parametrit Mja o niiden harhattomilla estimaattoreilla:

Havaintojen aritmeettinen keskiarvo
— 1
X==) X,
n iz

on odotusarvoparametrin E(X) = y harhaton estimaattori.

Havaintojen otosvarianssi
2 l X v\2
sP=——> (X, - X)
n—1%3

on varianssiparametrin Var(X) = o> harhaton estimaattori.
Normaalijakauman odotusarvon luottamusvili, kun jakauman varianssi ei ole tunnettu
Valitaan luottamustasoksi

|-«

Luottamustaso kiinnittdd todennékoisyyden, jolla konstruoitava luottamusvili peittdd normaali-
jakauman odotusarvon g todellisen arvon.

Mairétaan luottamuskertoimet —ty; ja +top

siten, ettd t-jakauman tiheysfunktio

Pr(t<—t,,)=

Pr(t=2+t,,)=

N|R NR

jossa satunnaismuuttuja ¢ noudattaa t-jakaumaa
vapausastein (n — 1):

t~t(n—-1)

—ton 0 o
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Siten luottamuskertoimet —,, ja +t,, toteuttavat ehdon
Pr(—t,,<t<+t,,)=1-a

Normaalijakauman odotusarvoparametrin U luottamusvdli luottamustasolla (1 — ) on
tuntemattoman varianssin o° tapauksessa muotoa

= N S
(X_ta/zﬁa)("'ta/z ﬁj

jossa
X = havaintojen aritmeettinen keskiarvo otoksessa
s> = otosvarianssi
n = havaintojen lukumdidrd

—ton jattyn = luottamustasoon (1 — @) liittyvit luottamuskertoimet
t-jakaumasta t(n — 1)

Luottamusvilin konstruktio perustuu siihen, ettéd

X-u
S/\/;

Koska luottamusviéli on symmetrinen keskipisteensd X suhteen, luottamusvili esitetddn usein
muodossa

~t(n-1)

= S
Xita/Zﬁ

Luottamusvilin pituus on

S
2Xta/2ﬁ

Luottamusvilin konstruktiosta seuraa, ettia

— S = S
Pr(X—t e SUSX+t,,— |=l-«a
o \/; o \/;

Siten luottamusvili peittdd parametrin y todellisen arvon todennédkdisyydelld (1 — @) ja se ei peitd
parametrin y todellista arvoa todennédkdisyydelld o
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Mat-1.2620 Sovellettu todennakdisyyslaskenta B 9. harjoitukset

Odotusarvon luottamusvilin ominaisuudet
(i) Normaalijakauman odotusarvon # luottamusvilin keskipiste X vaihtelee otoksesta toiseen.
(11) Luottamusvalin pituus vaihtelee otoksesta toiseen.

(i1i1)) Luottamusvilin pituus riippuu valitusta luottamustasosta (1 — ), havaintojen lukuméérista n
ja otosvarianssista s°.

(iv) Luottamusvili lyhenee (pitenee), jos luottamustasoa (1 — o) pienennetddn (kasvatetaan).
(v) Luottamusvili lyhenee (pitenee), jos havaintojen lukumddrdd n kasvatetaan (pienennetddn).
(vi) Luottamusvili lyhenee (pitenee), jos otosvarianssi s> pienenee (kasvaa).
Odotusarvon luottamusvilin frekvenssitulkinta
Normaalijakauman odotusarvon g luottamusvililld on seuraava frekvenssitulkinta:
(i)  Jos otantaa jakaumasta N(u, ¢°) toistetaan, keskimdicirin
100x(1 — @) %
otoksista konstruoiduista luottamusvileistd peittdd parametrin (4 todellisen arvon.
(i1) Jos otantaa jakaumasta N(z, 0°) toistetaan, keskimddrin
100x o %
otoksista konstruoiduista luottamusvileistd ei peitd parametrin 4 todellista arvoa.
Johtopaatokset odotusarvon luottamusvilista

Oletetaan, ettd olemme tehneet johtopddtdksen, ettd konstruoitu luottamusvili peittdd odotusarvo-
parametrin y todellisen arvon:

(1)  Luottamusvélin konstruktiosta seuraa, ettd tehty johtopaitds on oikea
100x(1 — @) %:ssa
tapauksia.
(i1)) Luottamusvilin konstruktiosta seuraa, ettd tehty johtopditds on vddrd
100X o %o:ssa
tapauksia.

Virheellisen johtopdédtoksen mahdollisuutta ei saada hdividmddn, ellei luottamusvélid tehda
ddrettomdn levedksi, jolloin vili ei endd sisdlld informaatiota odotusarvoparametrin g todellisesta
arvosta.
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Mat-1.2620 Sovellettu todennakdisyyslaskenta B 9. harjoitukset

Vaatimukset odotusarvon luottamusvalille

Olisi toivottavaa pystyd konstruoimaan odotusarvoparametrille £ mahdollisimman /yAyt luottamus-
vili, johon liittyva luottamustaso olisi samanaikaisesti mahdollisimman korkea.

Molempien vaatimusten samanaikainen tayttaminen ei ole kuitenkaan mahdollista, jos otoskoko

pidetddn kiintednd:

(1)  Luottamustason kasvattaminen pidentdd luottamusvilid, jolloin tieto parametrin 4 todellisen
arvon sijainnista tulee epdtarkemmaksi.

(i)  Luottamusvdlin lyhentiminen pienentdd luottamustasoa, jolloin tieto parametrin y todellisen
arvon sijainnista tulee epdvarmemmaksi.

Otoskoon mairiaiminen

Oletetaan, ettd normaalijakauman odotusarvoparametrille ¢ halutaan konstruoida luottamusvili,
jonka toivottu pituus on 2A4.

Tarvittava ofoskoko saadaan kaavasta
2
n=| Zar®
A

zgn = luottamustasoon (1 — @) liittyva luottamuskerroin normaalijakaumasta

jossa

Normaalijakauman varianssin luottamusvili
Valitaan luottamustasoksi
|-«

Luottamustaso kiinnittdd todenndkdisyyden, jolla konstruoitava luottamusvili peittdd normaali-
jakauman varianssin o todellisen arvon.

Midritian luottamuskertoimet y; ,,, ja x.,,

siten. etti x? -jakauman tiheysfunktio

(04
Pr(lz < le—a/z) = E

o
Pr(y’ 2 40))=—
2
jossa satunnaismuuttuja ;{2 noudattaa ;gz-jakaumaa

vapausastein (n — 1): al2 ) al2

1~ x(n-1

Siten luottamuskertoimet y; _, ja x_,, toteuttavat
2 2
ehdon Zl—a/z Za/z
2 2 2
Pr(¥ionSX S Xupn)=1-o
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Mat-1.2620 Sovellettu todennakdisyyslaskenta B 9. harjoitukset

Normaalijakauman varianssiparametrin 0 luottamusvili luottamustasolla (1 — ¢) on muotoa

[(n -1s* (n—1)s? j
Zazt/Z ’ le—a/Z

jossa

s = otosvarianssi

n = havaintojen lukumddrd
X, da X2, = luottamustasoon (1 — @) liittyvit luottamuskertoimet
}(2 -jakaumasta vapausastein (n — 1)

Luottamusvilin konstruktio perustuu siihen, ettéd

(n—1)s B

2’ (n-1)

Luottamusvilin pituus on

(115’ [%—%]
Zl—a/Z Za/z

Luottamusvilin konstruktiosta seuraa, ettia

_ 2 _ 2
(02 20
Za/z Zl—a/Z

Siten konstruoitu luottamusvili peittid parametrin o todellisen arvon todennikdisyydelli (1 — ¢) ja
se ei peitd parametrin o° todellista arvoa todennikdisyydelld o

Varianssin luottamusvilin ominaisuudet
(i)  Normaalijakauman varianssin o luottamusvilin pituus vaihtelee otoksesta toiseen.

(i) Luottamusvilin pituus riippuu valitusta luottamustasosta (1 — ), havaintojen lukuméérista n
ja otosvarianssista s~ .

(i1i1)) Luottamusvali lyhenee (pitenee), jos luottamustasoa (1 — o) pienennetddn (kasvatetaan).
(iv) Luottamusvili lyhenee (pitenee), jos havaintojen lukumddrdd n pienennetddn (kasvatetaan).
(v) Luottamusvili lyhenee (pitenee), jos otosvarianssi s> pienenee (kasvaa).
Varianssin luottamusvilin frekvenssitulkinta
Normaalijakauman odotusarvon o” luottamusvililld on seuraava frekvenssitulkinta:
(i)  Jos otantaa jakaumasta N(u, o) toistetaan, keskimddirin

100x(1 — @) %

otoksista konstruoiduista luottamusvileisti peittcid parametrin o todellisen arvon.

TKK @ llkka Mellin (2006) 17117
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(ii) Jos otantaa jakaumasta N(u,0°) toistetaan, keskimddirin
100x o %
otoksista konstruoiduista luottamusvileisti ei peitd parametrin o” todellista arvoa.
Johtopaatokset varianssin luottamusvilisti

Oletetaan, ettd olemme tehneet johtopdcdtoksen, etti konstruoitu luottamusvili peittdd varianssi-
parametrin o° todellisen arvon:

(i) Luottamusvilin konstruktiosta seuraa, ettd tehty johtopditds on oikea
100x(1 — @) %:ssa
tapauksia.
(i1)) Luottamusvilin konstruktiosta seuraa, ettd tehty johtopditds on vddrd
100X o %o:ssa
tapauksia.
Vaatimukset varianssin luottamusvilille

Olisi toivottavaa pystyi konstruoimaan varianssiparametrille ¢ mahdollisimman Iykyt luottamus-
véli, johon liittyvé luottamustaso olisi samanaikaisesti mahdollisimman korkea.

Vaatimusten samanaikainen tiyttiminen ei ole kuitenkaan mahdollista:

()  Luottamustason kasvattaminen pidentdd luottamusvilid, jolloin tieto parametrin o” todellisen
arvon sijainnista tulee epdtarkemmaksi.

(i)  Luottamusvilin lyhentiminen pienentdd luottamustasoa, jolloin tieto parametrin o todellisen
arvon sijainnista tulee epdvarmemmaksi.

Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali
Bernoulli-jakauma
Olkoon A4 on jokin tapahtuma ja olkoon

Pr(4)=p

Pr(4")=1-p=¢q
Madritellddn satunnaismuuttuja

¥ {1, jos A tapahtuu

0, jos A4 ei tapahdu

T&lloin satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoulli-jakaumaa parametrinaan
p = Pr(4) = E(X)
Merkitdén:

X ~ Ber(p)
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Mat-1.2620 Sovellettu todennakdisyyslaskenta B 9. harjoitukset

Bernoulli-jakauman pistetodenndkéisyysfunktio on

fGp)=p (1-p)~,x=01;0<p<lI
Otos Bernoulli-jakaumasta
Olkoon

Xi,i=1,2,....n

vksinkertainen satunnaisotos Bernoulli-jakaumasta Ber(p). Talloin satunnaismuuttujat X; , i =1, 2,
..., h ovat riippumattomia ja noudattavat samaa Bernoulli-jakaumaa Ber(p):

X, X, X, L
X, ~Ber(p),i=L2,...,n
Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin estimointi

Estimoidaan Bernoulli-jakauman Ber(p) odotusarvoparametri p sen harhattomalla estimaattorilla:

n o
Koska
1, jos 4 tapahtuu .
X, = ) i i=12,....n
0, jos A4 ei tapahdu
niin
no n

jossa f'on tapahtuman A frekvenssi otoksessa. Siten Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p
estimaattori p on tapahtuman A suhteellinen frekvenssi otoksessa.

Huomaa, etti

J ~Bin(n, p)
Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin luottamusvili
Valitaan luottamustasoksi

|-«

Luottamustaso kiinnittdd todenndkdisyyden, jolla konstruoitava luottamusviéli peittdd Bernoulli-
jakauman odotusarvoparametrin p todellisen arvon.
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Maarataé‘l'n luottamuskertoimet —z o ja +z g N(0,1)-jakauman tiheysfunktio
siten, etta 05
o
Pr(ZS—Za/z):E 04 -
o
Pr(22+za/2)25 0.3 -
jossa satunnaismuuttuja z noudattaa standardoitua 0.2 -
normaalijakaumaa:
a2 l-«a a2
z ~N(0,1) 0.1 1
Siten luottamuskertoimet —z, ja +z, toteuttavat |
ehdon 0 |
2o 0 a2

Pr(-z,,<z<+z,,)=l-«

Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p approksimatiivinen luottamusvili luottamustasolla
(1 — @) on muotoa

) (- p) . h(1— p
(p_zm /p(Tp),pHm /@j

p = odotusarvoparametrin p harhaton estimaattori

jossa

n = havaintojen lukumdidrd

—Zgn jatzgn = luottamustasoon (1 — @) liittyvit luottamuskertoimet
normaalijakaumasta N(0,1)

Luottamusvilin konstruktio perustuu siihen, ettd keskeisen raja-arvolauseen mukaan

p—p
Joa—pm

Koska luottamusvili on symmetrinen keskipisteensa p suhteen, luottamusvili esitetddn usein

muodossa
s, [PU=D)
piZa/Z n

Luottamusvilin pituus on

2x%n/pﬂ—p)
n

Luottamusvilin konstruktiosta seuraa, etta
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Siten luottamusvili peittdd parametrin p todellisen arvon approksimatiivisesti todenndkdisyydelld
(1 — @) ja se ei peitd parametrin p todellista arvoa approksimatiivisesti todennikdisyydelld o

Luottamusvilin ominaisuudet

(1) Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p luottamusvélin keskipiste p vaihtelee otoksesta
toiseen.

(i1) Luottamusvélin pituus vaihtelee otoksesta toiseen.

(i11)) Luottamusvélin pituus riippuu valitusta luottamustasosta (1 — @), havaintojen lukumaarista n
ja estimaattorista p .

(iv) Luottamusvili lyhenee (pitenee), jos luottamustasoa (1 — @) pienennetddn (kasvatetaan).
(v)  Luottamusvili lyhenee (pitenee), jos havaintojen lukumddrdd n kasvatetaan (pienennetddn).

(vi) Luottamusvali on lyhimmillddn, kun

p=0tail

(vil) Luottamusvéli on pisimmillddn, kun
5=l
P=3

Luottamusvilin frekvenssitulkinta

Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p approksimatiivisella luottamusvalilld on seuraava
frekvenssitulkinta:

(1) Jos otantaa jakaumasta Ber(p) toistetaan, keskimdicdrin
100x(1 — @) %
otoksista konstruoiduista luottamusvileisté peittdd parametrin p todellisen arvon.
(1)) Jos otantaa jakaumasta Ber(p) toistetaan, keskimdidrin
100x o %
otoksista konstruoiduista luottamusvaileistd ei peitd parametrin p todellista arvoa.
Johtopiitokset luottamusvilisti

Oletetaan, ettd olemme tehneet johtopdidtdksen, ettd luottamusvili peittdd odotusarvoparametrin p
todellisen arvon:

(1)  Luottamusvélin konstruktiosta seuraa, ettd tehty johtopditds on oikea
100x(1 — @) %:ssa
tapauksia.
(1i1)) Luottamusvélin konstruktiosta seuraa, ettd tehty johtopaatds on vddrd
100X %o:ssa

tapauksia.
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Virheellisen johtopdédtoksen mahdollisuutta ei saada hdvidmddn, ellei luottamusvélid tehda
ddrettomdn levedksi, jolloin véli ei endd sisdlld informaatiota odotusarvoparametrin p todellisesta
arvosta.

Vaatimukset luottamusvilille

Olisi toivottavaa pystyd konstruoimaan parametrille p mahdollisimman /yAyt luottamusvili, johon
liittyva luottamustaso olisi samanaikaisesti mahdollisimman korkea.

Molempien vaatimusten samanaikainen tayttaminen ei ole kuitenkaan mahdollista, jos otoskoko
pidetddn kiintednd:

(1)  Luottamustason kasvattaminen pidentdd luottamusvilid, jolloin tieto parametrin p todellisen
arvon sijainnista tulee epdtarkemmaksi.

(1)  Luottamusvdlin lyhentiminen pienentdd luottamustasoa, jolloin tieto parametrin p todellisen
arvon sijainnista tulee epdvarmemmaksi.

Otoskoon mairiaiminen

Oletetaan, ettd Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrille p halutaan konstruoida luottamusvali,
jonka toivottu pituus on

24

Tarvittava ofoskoko saadaan kaavasta

ZLZa/z\/p(l_P) Jz

A

Tarvittava otoskoko saavuttaa maksiminsa
2
n= Za/2
24

p:

kun

1
2
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Tehtava 9.1.

Kolme tutkijaa A, B ja C ovat méérittidneet erddn teollisuuslaitoksen jitevesistd pH-arvoja
tavoitteenaan estimoida jatevesien keskimédridinen pH-arvo ¢ havaintojen perusteella.
Maiiritykset tehtiin keradmalld useita toisistaan riippumattomia vesindytteitd ja maaradmalla
ndytekohtaisten pH-arvojen keskiarvot.

Tutkijoiden saamat tulokset:

Tutkija Naytteiden pH-lukujen
lukumaééra aritmeettinen
keskiarvo
A 10 7.4
B 15 7.7
C 200 6.2

(a) Naytd, ettd estimaattorit
- - - . - X, +X,+X
X, Xp XejaX e =— 3B <
ovat harhattomia keskimaérdiselle pH-arvolle g
(b) Mikai estimaattoreista on luotettavin siind mielessé, etti sen varianssi on pienin?

(c) Nayta, ettd vield pienempi varianssi kuin yhdelldk&én ym. estimaattorilla on sellaisella
estimaattorilla, joka saadaan laskemalla nédytteiden lukuméérilld painotettu aritmeettinen
keskiarvo (ts. aritmeettinen keskiarvo, joka saadaan yhdistdmall4 tutkijoiden aineistot ja
laskemalla yhdistetyn aineiston pH-lukujen aritmeettinen keskiarvo).

Tehtava 9.1. — Mita opimme?

Tehtavissi vertaillaan todennikoisyysjakauman parametrin erilaisia harhattomia
estimaattoreita, estimaattoreiden odotusarvoja ja variansseja.

Tehtava 9.1. — Ratkaisu:
Jos
X, i=1,2,...,n

on yksinkertainen satunnaisotos jakaumasta, jonka odotusarvo on 4 ja varianssi on 0%, niin
havainnot X; ,i=1, 2, ... , n ovat riippumattomia satunnaismuuttujia, joilla on sama odotus-
arvo ja varianssi:

X, X0, ..., X, L
EX)=u,i=1,2,...,n
Var(X,-)ZGZ,i=l,2,... , N
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Olkoon
_ 1
X==) X
ni=
havaintojen X;, i =1, 2, ... , n aritmeettinen keskiarvo.
Télloin

E(X)=u

0.2

Var(X)=—
n

(a)&(b)

Estimaattorit X ,, X ,, X ja X ,,. ovat harhattomia, koska

E(XA) = E(XB) = E()?c) =H
ja

— 1 — — —
E(X 30)= E|:§(XA + X, +XC)}
e _ _ _
= g[E(XA) +E(X,) + E(Xc):l

1
=Wt ut = u

Estimaattoreiden X ,, X ,, X . varianssit ovat

0_2
Var(X,)=—=0.10"
(X ) 10
— ()'2
Var(X,) = 5= 0.0670°
0_2
Var(X,.)=——=0.0050"
(Xc) 200

Estimaattoreista X ,, X ,, X, luotettavin on estimaattori X ., koska sen varianssi on

pienin, mikd johtuu siité, ettd se perustuu suurimpaan néaytteiden lukumairién.

Koska estimaattorit X ,, X ,, X . ovat riippumattomia, niin
Var(X ;)= Var[%()?A +X,+ X'C)}
= é[Var()? )+ Var(X,) + Var(X,) |

2 2 2
_o Lo 9 00190
9l 10 15 ' 200
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Siten estimaattorin X ,,. varianssi on suurempi kuin estimaattorin X ., mika johtuu siitd,
ettd luotettavinta estimaattoria X . epéluotettavammat estimaattorit X , ja X, saavat

estimaattorissa X . yhtd suuren painon kuin estimaattori X ..

(c) Madritellddn naytteiden lukumédrilld painotettu aritmeettinen keskiarvo X kaavalla

10X, +15X, + 200X,

X =
10+15+200
Estimaattori X on harhaton parametrille U, koska
10 200
E(X)= —E(X )+ E(X )+ E(X )

_lo 15 ﬂ+2ooﬂ
225" " 225" 225
= U

Estimaattorin X varianssiksi saadaan aritmeettisten keskiarvojen X ,, X ,, X .

riippumattomuuden takia:
Var(X) = %52[102 Var(X ) +15" Var(X,) +200° Var(X,) |
1 (10> 15* 200°) ,
Sttt o
" 225710 15 200

0_2

=——=0.00440"
225

Siten estimaattorin X varianssi on pienempi kuin estimaattoreiden X ,, X ,, X ja X .,
miké johtuu siité, ettd estimaattorissa X estimaattorit X ,, X ,, X . ovat saaneet
painoikseen niihin liittyvien havaintojen lukuméérét.

Huomautuksia:

(1) Todenndkdisyysjakauman parametreilla on aina useita erilaisia harhattomia
estimaattoreita; kaikilla niilla on siis yhtd suuret odotusarvot, mutta niiden varianssit
eivit vilttaméttd ole yhti suuria.

(i1) Harhattomista estimaattoreita parhaimpana voidaan pitéé sitd, jonka varianssi on
pienin. Tétd vaatimusta on tapana kutsua (tdys-) tehokkuus- tai minimivarianssisuus-
kriteeriksi.
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Tehtava 9.2.
Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on
) =1+6x% 0<x<1
Kysymys: Miksi parametrin 6 pitdi toteuttaa ehto 6> —17?
Oletetaan, ettd satunnaismuuttujasta X on saatu havainnot
0.5,0.3,0.1,0.1,0.2

(a) Hahmottele tiheysfunktion kuvaaja parametrin €arvoilla —0.5, 0, 1, 2 ja arvioi mikéd
arvoista sopisi parhaiten havaintoihin.

(b) Estimoi parametri 8@ momenttimenetelmdlld.
(c) Estimoi parametri @ suurimman uskottavuuden menetelmdlld.

(d) Vertaa parametrin @ momenttiestimaatoria ja suurimman uskottavuuden estimaattoria
toisiinsa.

Tehtava 9.2. — Mita opimme?

Tehtavissi naytetiin, etti suurimman uskottavuuden menetelmd ja momentti-
menenetelmd eivat vilttamatti tuota samaa estimaattoria todenniakoisyysjakauman
parametreille.

Tehtava 9.2. — Ratkaisu:

Koska f(x) on tiheysfunktio, sen pitdi toteuttaa ehto
f(x)20,0<x<1

miké toteutuu, jos
1+6>0

Parametrin arvo 8= —1 ei kuitenkaan kay, koska tilléin
f(x)=0,0<x<1

Siten parametrin 8 on toteuttava ehto
0>-1

Tédmai ehto myds riittdva, koska télldin

T F(x)dx = j (1+6)x%dx [x"], =1

(a) Kuvio alla esittdd tiheysfunktiota
fx)=(1+6x%, 0<x<1
kun

0=-05,0,1,2
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Kuviosta ndhdéén, ettd havainnot sopivat parhaiten jakaumaan, jossa 8< 0, koska
talloin suuri osa jakauman todennédkdisyysmassasta keskittyy vilin (0,1) vasemman-

puoleiseen padhin kuten havainnot.

5

4 |

=2

3 6=-0.5
x
[r=—

2 4

L e

o / ‘ ‘

0 0.2 0.4 0.6 0.8
X =0

(b) Estimoidaan parametri @ momenttimenetelmdilld.

Maiiratidn ensin satunnaismuuttujan X odotusarvo:

E(X)= T xf (x)dx = 1J‘x(l +0)x%dx = {;——0 xzw}

+0

oo 0

1

_1+0
o 2+6

Parametrin @ momenttiestimaattori 6,,, toteuttaa yhtilon

E(X)=X
jossa
x=1 X,
ni=

on havaintojen aritmeettinen keskiarvo.

Siten

XZ—A
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(c)

(d)

Koska tarkastellussa otoksessa

)?leXi :§(0.5+0.3+0.1+0.1+0.2):0.24

n i
niin saadaan yhtilo
1+4,,,
246,

0.24 =

josta edelleen

A

6,,, =—0.684

Estimoidaan parametri 8 suurimman uskottavuuden menetelmdlld.
Riippumattoman otoksen X; , i =1, 2, ... , n uskottavuusfunktio on
L(O;x,x,,...,x,) = f(X,X,,...,%,;0)
=(1+0)x! X(1+0)x x---x (1+6)x’
=(1+6)"u’
missd

U=XXy X

n

Parametrin @ suurimman uskottavuuden estimaattori 6,, saadaan maksimoimalla

uskottavuusfunktio L(6) parametrin € suhteen. Tdmé tapahtuu etsimélld funktion L
derivaatan nollakohdat:

L'0)=0s(1 +9)"‘1u‘9(n +(1+0)logu)=0=n+({1+6)logu=0
Siten

éML =-1- z

logu
josta saadaan

0,, =—-0.384
koska n =5 jau=0.0003.

Momenttimenetelma ja suurimman uskottavuuden menetelma tuottavat tassi eri
tuloksen.
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Huomautuksia:

(1) Momenttimenetelma ja suurimman uskottavuuden menetelma saattavat tuottaa
todennikoisyysjakauman parametreille eri estimaattorit.

(1)  Hyvdn estimaattorin valinta on vaikea ongelma; juuri sen takia estimaattoreiden
vertailuun kdytetdén sellaisia hyvyysominaisuuksia kuten harhattomuus, tehokkuus,
tyhjentdvyys ja tarkentuvuus.

(i11) Suurimman uskottavuuden estimaattorille voidaan hyvin yleisin ehdoin todistaa
tyhjentdvyys ja tarkentuvuus seki asymptoottinen normaalisuus.
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Tehtava 9.3.

Olkoot X, i =1, 2, ..., n riippumattomia, samaa eksponenttijakaumaa noudattavia
satunnaismuuttujia, joiden odotusarvo E(X;) = f, ts. satunnaismuuttujat X; muodostavat
yksinkertaisen satunnaisotoksen eksponenttijakaumasta, jonka parametri on 1/4. Maaraa
parametrin S suurimman uskottavuuden estimaattori.

Tehtava 9.3. — Mita opimme?

Tehtavissi tarkastellaan eksponenttijakauman parametrin suurimman uskottavuuden
estimointia.

Tehtava 9.3. — Ratkaisu:

Oletetaan, ettd X;,i=1, 2, ..., n on yksinkertainen satunnaisotos eksponenttijakaumasta,
jonka parametrina on 1/4. Siten

X, X, ..., X, L
Xi~Exp(1/B),i=1,2,...,n
Otoksen X}, Xa, ... , X, uskottavuusfunktio on

L(xl,xz,...,x,,;ﬂ)=f(xl;ﬁ)xf(xz;mx---xf(xn;ﬁ)=/;,, exp[—%ix,}

jossa

f(x[;ﬂ)=%e><p[—%xij, i=1L2,...,n

on havaintoon X; liittyva tiheysfunktio.

Vastaava logaritminen uskottavuusfunktio on
1 n
I(x,, Xy, ..., x,3 B)=log L(x,, Xy, ..., x,; )= _EZXi —nlog(f)
i=1

Suurimman uskottavuuden estimaattori parametrille € 16ydetddn maksimoimalla logaritmisen
uskottavuusfunktio / parametrin € suhteen.

Tédmai tapahtuu derivoimalla logaritminen uskottavuusfunktio / parametrin 6 suhteen,
merkitsemalld derivaatta nollaksi ja ratkaisemalla saatu normaaliyhtdlo parametrin €
suhteen:

al(xlaxza-.-’xn;ﬁ) :Lzle_nl:()
J B

Jp
Ratkaisuksi saadaan
A1 _
b= —Z X, =X
n iz

Saatu ratkaisu antaa logaritmisen uskottavuusfunktion maksimin, mikd nihdédéan esim.
sijoittamalla saatu ratkaisu logaritmisen uskottavuusfunktion 2. derivaatan lausekkeeseen.
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Tehtava 9.4.

Tehdas viittda, ettd sen valmistamista tuotteista korkeintaan 5 % on viallisia. Asiakas poimii
tuotteiden joukosta yksinkertaisen satunnaisotoksen, jonka koko on 150 ja 16ytdd 15 viallista
tuotetta. Voidaanko tehtaan véitettd viallisten suhteellisesta osuudesta pitdd oikeutettuna?

Ohje: Médraa otoksesta 95 %:n ja 99 %:n luottamusvdlit tehtaan viittamalle viallisten
suhteelliselle osuudelle ja tee johtopddtos niiden perusteella.

Lisdkysymys: Miten valittu luottamustaso vaikuttaa luottamusvélin pituuteen?
Tehtava 9.4. — Mita opimme?
Tehtavissi tarkastellaan Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvilin mairaimisti.
Tehtava 9.4. — Ratkaisu:
Tarkastellaan tapahtumaa
A = {Satunnaisesti valittu tuote on viallinen}
ja olkoon tapahtuman 4 todennidkdisyys
Pr(4)=p
Pr(4)=1-p=¢q
Madéritellddn satunnaismuuttuja
3 {1, jos satunnaisesti valittu tuote on viallinen

0, jos satunnaisesti valittu tuote ei ole viallinen

T&lloin satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoulli-jakaumaa parametrinaan

p = Pr(4) = E(X)
Valmistettujen tuotteiden joukosta poimittiin yksinkertainen satunnaisotos, jonka koko oli
n=150

ja otoksessa havaittiin 15 viallista tuotetta.

Konstruoidaan otoksesta saatujen tietojen perusteella (1 — &) %:n luottamusvili odotusarvo-
parametrille p. Luottamusvili on muotoa

ptz,, pd-p)
n
jossa
p = odotusarvoparametrin p harhaton estimaattori
n = havaintojen lukumdidrd

—Zgn jatzgn = luottamustasoon (1 — @) liittyvit luottamuskertoimet
normaalijakaumasta N(0,1)

Parametrin p estimaatiksi saadaan

1—1_5—01

P 150
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Valitaan luottamustasoksi
1-a=0.95
Koska
a=0.05

luottamustasoa 0.95 vastaavat [uottamuskertoimet ovat

“Zg12 = " Zo02s

+Zo0 = 20005

Luottamuskertoimet —z,,, =~z s jJa +2,,, =+2,,,5 toteuttavat yhtalot
Pr(z<-z,,)=Pr(z <-z,,,) =—=0.025

=0.025

VR MR

Pr(z > +Za/2) =Pr(z= _Zo_ozs) =

jossa satunnaismuuttuja z noudattaa standardoitua normaalijakaumaa:
z ~N(0,1)
Siten
Pr(—z,,<z<+z,,)=Pr(-z,ps Sz<+z,,,)=1-0=0.95
Standardoidun normaalijakauman N(0,1) taulukoiden mukaan
—Z 005 =—1.96

+2,005 =+1.96

Siten 95 %:n luottamusvdli Bernoulli-jakauman parametrille p on muotoa

ptz,, | PU7P) g 14196 |01 0=0-D
n 150

=0.1£1.96x0.024
=0.1£0.048
=(0.052,0.148)
Vili ei peitd parametrin p oletettua arvoa 0.05.
Valitaan luottamustasoksi
1-a=0.99
Koska
a=0.01
luottamustasoa 1 — o= 0.99 vastaavat luottamuskertoimet ovat

“Zg12 = T 20005

+Z40 = 20005
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Luottamuskertoimet —z,,, =~z s Ja +2,,, = 12,45 toteuttavat yhtalot
Pr(z<-z,,)=Pr(z <-z,,s) =—=0.005

=0.005

R VIR

Pr(z2+z,,)=Pr(z 2 +z,4,) =

jossa satunnaismuuttuja z noudattaa standardoitua normaalijakaumaa:
z ~N(0,1)
Siten
Pr(—z,,<z<+z,,)=Pr(=z,ps Sz <+z,4s) =1-x=0.99
Standardoidun normaalijakauman N(0,1) taulukoiden mukaan
—Z 005 =12.58

+Z400s =—2.98

Siten 99 %:n luottamusvdli Bernoulli-jakauman parametrille p on muotoa

ptz,, pa=p) =0.1+2.58 0.1x1-0.1)
n 150
=0.1£2.58x0.024

=0.1£0.063
=(0.037,0.163)

Vili peittdd parametrin p oletetun arvon 0.05.

Siten otoksesta saatu evidenssi viittaa sithen suuntaan, ettd valmistajan véitteeseen voidaan
kohdistaa jonkin verran epdilyjd. Asiaa tarkastellaan lisdi tilastollisen testauksen yhteydessa.

Huomautuksia:

(1)  Luottamusvili levenee, jos luottamustasoa kasvatetaan, jolloin siitd tulee

epdinformatiivisempi.

(1i1)) Luottamusvili kapenee, jos otoskokoa kasvatetaan.

(ii1) Jos luottamusvilin pituus halutaan puolittaa, pitdé havaintojen lukuméaara

nelinkertaistaa.
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Tehtava 9.5.

Tehdas valmistaa ruuveja. Ruuvien paino vaihtelee satunnaisesti noudattaen normaali-
jakaumaa. Ruuvien joukosta poimittiin yksinkertainen satunnaisotos. Otoskeskiarvoksi saatiin
talloin 25 g. Tehdésn (epérealistinen) oletus, ettd normaalijakauman varianssi 0.25 g* on
tunnettu.

Mairdd 99 %:n luottamusvdlit ruuvien painon odotusarvolle, jos otoskokona oli

(@) 1
(b) 100
(c) 10000

Vertaa saatujen luottamusvélien pituuksia toisiinsa. Miten luottamusviélin pituus kéyttaytyy
otoskoon funktiona?

Tehtava 9.5. — Mita opimme?

Tehtivissi tarkastellaan normaalijakauman odotusarvon luottamusvilin maidraimista
(epérealistisessa) tilanteessa, jossa jakauman varianssi oletetaan tunnetuksi.

Normaalijakauman odotusarvon luottamusvilin miaariamisti esimerkkitapauksessa,
jossa jakauman varianssia ei oleteta tunnetuksi kisitellian tehtivassa 9.6.

Tehtava 9.5. — Ratkaisu:

Tehdas valmistaa ruuveja. Ruuvien paino vaihtelee satunnaisesti noudattaen normaali-
jakaumaa. Ruuvien joukosta poimittiin yksinkertainen satunnaisotos, jonka koko oli 7.

Madritellddn satunnaismuuttujat
X; =Ruuvin i paino otoksessa, i = 1,2, ... ,n
Oletuksien mukaan
X, X, X, L
X, ~N(u,0%),i=12,...,n
jossa varianssi
0°=025¢g
on tunnettu.

Otokseen poimittujen ruuvien painojen aritmeettinen keskiarvo oli

)?:li)(i =25¢g
n o
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Konstruoidaan otoksesta saatujen tietojen perusteella (1 — &) %:n luottamusvili odotusarvo-
parametrille 1. Koska varianssi ¢ oletettiin tunnetuksi, luottamusvili on muotoa

- o
X*z,, —\/;
jossa
X = havaintojen aritmeettinen keskiarvo otoksessa
o’ = jakauman varianssi
n = havaintojen lukumdidrd

—Zgn jatzgn = luottamustasoon (1 — @) liittyvit luottamuskertoimet
normaalijakaumasta N(0,1)

Valitaan luottamustasoksi
l1-a=0.99
Koska
a=0.01
luottamustasoa 1—a = 0.99 vastaavat luottamuskertoimet ovat

TZg/2 = TZ0.005

+Z40 = 120005

Luottamuskertoimet —z,,,, =—z; s Ja +2,,, =+2,,s toteuttavat yhtilot
Pr(z<-z,,)=Pr(z £-z,,s) =—=0.005

Pr(z2+z,,)=Pr(z 2+z,,,) =—=0.005

N|R N

jossa satunnaismuuttuja z noudattaa standardoitua normaalijakaumaa:
z~N(0,1)
Siten
Pr(-z,,<z<+z,,)=Pr(—z,s Sz <+z,45) =1-=0.99
Standardoidun normaalijakauman N(0,1) taulukoiden mukaan

—Zy 005 = —2.58
+Zy00s = 12.58

Siten 99 %:n luottamusvdli normaalijakauman odotusarvoparametrille £ on muotoa

O _)51258x %>

a/zﬁ \/;

X+z
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(a) n=1:
Luottamusvdliksi saadaan

Ttz T 22542.58x 0> 2254129 = (23.71,26.29)

ol2 \/; \/I

(b) n=100:

Luottamusvdliksi saadaan

Ttz -0 2 0542.58x- 2 225+0.129 = (24.871,25.129)

zx/2\/; /—100

(c) n=10000:
Luottamusviliksi saadaan
= (o 0.5
Xtz  ——=25+258Xx——=25+0.0129 =(24.9871,25.0129)

“2 J10000 J10000

Jos otantaa toistetaan, niin luottamustason frekvenssitulkinnan mukaan otoksista konstruoidut
luottamusvilit peittdvit (keskimaarin)

99 %:ssa
otoksia parametrin # tuntemattoman arvon ja (keskiméérin)
1 %:ssa

otoksia ei sité tee.

Huomautuksia:

(1)  Luottamusvili levenee, jos luottamustasoa kasvatetaan, jolloin siitd tulee
epdinformatiivisempi.

(1i1)) Luottamusvili kapenee, jos otoskokoa kasvatetaan.

(ii1) Jos luottamusvilin pituus halutaan puolittaa, pitdé havaintojen lukuméaara
nelinkertaistaa.

(iv) Luottamuskertoimet pitii valita normaalijakauman sijasta t-jakaumasta, jos
varianssi & ei ole tunnettu ja se joudutaan estimoimaan otoksesta.

Niin saatava estimoituun varianssiin & perustuva luottamusviili on leveimpi
Kkuin tissii konstruoitu tunnettuun varianssiin o perustuva luottamusviili; ks.
tehtivii 9.6.

Jos havaintojen lukumiirin annetaan kasvaa rajatta, estimoituun varianssiin &
perustuva luottamisvili ldhestyy tunnettuun varianssiin o perustuvaa luottamus-
vilid.
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Tehtava 9.6.

Tehdas valmistaa nauloja. Naulojen pituus vaihtelee satunnaisesti noudattaen normaali-
jakaumaa. Naulojen joukosta poimittiin yksinkertainen satunnaisotos, jonka koko oli 30.
Otoskeskiarvoksi saatiin 9.99 cm ja otosvarianssiksi 0.01 cm.

(a) Maidrad 95 %:n luottamusvili naulojen pituuden odotusarvolle.

(b) Maidrad 90 %:n luottamusvili naulojen pituuden varianssille.

Tehtava 9.6. — Mita opimme?

Tehtavissi tarkastellaan normaalijakauman odotusarvon ja varianssin luottamusvilin
mairaimisti tilanteessa, jossa jakauman varianssi ei ole tunnettu.

Normaalijakauman odotusarvon luottamusvilin maidraamisti esimerkkitapauksessa,
jossa jakauman varianssi on tunnettu kisitelliin tehtiavissa 9.5.

Tehtava 9.6. — Ratkaisu:

(a) Tehdas valmistaa nauloja. Naulojen pituus vaihtelee satunnaisesti noudattaen
normaalijakaumaa. Naulojen joukosta poimittiin yksinkertainen satunnaisotos, jonka
koko oli 30.

Madritellddn satunnaismuuttujat
X; = Naulan i pituus otoksessa, i =1, 2, ... ,n=30
Oletuksien mukaan
X, X, Xy L
X, ~N(u,0%),i=1,2,...,30
Otokseen poimittujen ruuvien painojen aritmeettinen keskiarvo oli
_ 1 &
X :3—;Xi =9.99 cm
ja otosvarianssi oli

1 30 _
s =—>(X.—-X)*=0.01 cm
30_12( = X)
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Konstruoidaan otoksesta saatujen tietojen perusteella (1 — &) %:n luottamusvdli odotus-
arvoparametrille 4. Koska varianssi o oletettiin tuntemattomaksi, luottamusvili on

muotoa
X iz‘a/z%
n
jossa
X = havaintojen aritmeettinen keskiarvo otoksessa
s> = otosvarianssi
n = havaintojen lukumddrd

—tgnjattyr = luottamustasoon (1 — @) liittyvit luottamuskertoimet
t-jakaumasta t(n — 1)

Valitaan luottamustasoksi
1-a=0.95

Koska
o =0.05

luottamustasoa 1—a = 0.95 vastaavat luottamuskertoimet ovat

Loy =Ty g5
+t tO 025
Luottamuskertoimet —,,, = —t,,5s Ja +1,,, =+, toteuttavat yhtilot
o
Pr(t<—t,,)=Pr(t<—t,,) = 3" 0.025
(44
Pr(t=+t,,)=Pr(t 2 +t,,,s) = 2" 0.025

jossa satunnaismuuttuja ¢ noudattaa ¢-jakaumaa vapausastein (n — 1) = 29:
t~t(n—1)=1¢(29)
Siten
Pr(—t,, <t<+t,,) =Pr(~t s St <+t,,,5) =1—a=0.95
t-jakauman #(29) taulukoiden mukaan
—ly0ps =—2.045
+1.00s = 12.045

Siten 95 %:n luottamusvdli normaalijakauman odotusarvoparametrille & on muotoa

X+7 . =9.9942.045x—— 0.1

0!/2 \/_ \/%

=9.9940.037=(9.953,10.027)
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Jos otantaa toistetaan, niin /uottamustason frekvenssitulkinnan mukaan otoksista
konstruoidut luottamusviélit peittdvat (keskimadrin)

95 %:ssa
otoksia parametrin 4 tuntemattoman arvon ja (keskiméérin)
5 %:ssa

otoksia ei sité tee.

Huomautuksia:

(1)  Luottamusvili levenee, jos luottamustasoa kasvatetaan, jolloin siitd tulee
epdinformatiivisempi.

(1i1)) Luottamusvili kapenee, jos otoskokoa kasvatetaan.

(ii1) Jos luottamusvilin pituus halutaan puolittaa, pitdé havaintojen lukuméaara
nelinkertaistaa.

(iv) Luottamuskertoimet voidaan valita ~~jakauman sijasta normaalijakaumasta, jos
varianssi ¢* on tunnettu.

Niin saatava tunnettuun varianssiin o* perustuva luottamusviili on kapeampi
kuin tissii konstruoitu estimoituun varianssiin o* perustuva luottamusviili; ks.
tehtivii 9.5.

Jos havaintojen lukumiirin annetaan kasvaa rajatta, estimoituun varianssiin &
perustuvan luottamisvili lihestyy tunnettuun varianssiin o perustuvaa luottamus-
vilid.

(b) Tehdas valmistaa nauloja. Naulojen pituus vaihtelee satunnaisesti noudattaen
normaalijakaumaa. Naulojen joukosta poimittiin yksinkertainen satunnaisotos, jonka
koko oli 30.

Maiiritelladn satunnaismuuttujat

X; = Naulan i pituus otoksessa, i =1, 2, ... ,n =30
Oletuksien mukaan

X, Xy, Xy L

X, ~N(u,0%),i=1,2,...,30

Otokseen poimittujen ruuvien painojen aritmeettinen keskiarvo oli

_ 30
X= %ZXZ. =9.99 cm
i=1
ja otosvarianssi oli

1 30 _
s =—>(X.-X)’=0.0lcm
30_1;( i —X)
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Konstruoidaan otoksesta saatujen tietojen perusteella (1 — @) %:n luottamusvili
varianssiparametrille o°.

Luottamusvili on muotoa

[(n -1s* (n—1)s’ j
/1/02”2 ’ le—a/Z

jossa

s* = otosvarianssi

n = havaintojen lukumddrd
Xiu jd X., = luottamustasoon (1 — o) liittyvét luottamuskertoimet
}(2 -jakaumasta vapausastein (n — 1)

Valitaan luottamustasoksi

1-=0.90
Koska
a=0.10

luottamustasoa 1—a = 0.90 vastaavat [uottamuskertoimet ovat
2 2
Xizarn = Xoos
2 _ 2
KXoz = Xoos

Luottamuskertoimet ., = ¥eos & X2y = Xoos toteuttavat yhtilot
PRy’ < 220) =P < 2s) =2 =0.05
1" < Xicarn) = PrCY < Xoos) S

o
Pr(y” > x2,) =Pr(y’ = 120s) :520_05

jossa satunnaismuuttuja ;{2 noudattaa ;(z-jakaumaa vapausastein (n — 1) = 29:
X~ 1 (n=1=x"(29)

Siten
PR s S XS Xai) =Pr(Woos S X < Xops) =1-00=0.90

;f—jakauman ;(2(29) taulukoiden mukaan
X, =17.708
22, =42.557

Siten 90 %:n luottamusvdli normaalijakauman varianssiparametrille 6> on muotoa
(n-1)s*> (n-1)s*>)_((30-1)x0.01 (30-1)x0.01
[ Xan Hitan J ) ( ’

= (0.0068,0.0164)
42.557 17.708

TKK @ llkka Mellin (2006) 40/40



Mat-1.2620 Sovellettu todennakdisyyslaskenta B 9. harjoitukset

Jos otantaa toistetaan, niin /uottamustason frekvenssitulkinnan mukaan otoksista
konstruoidut luottamusviélit peittdvat (keskimadrin)

90 %:ssa
otoksia parametrin ¢® tuntemattoman arvon ja (keskimérin)
10 %:ssa

otoksia ei sité tee.

Huomautuksia:

(1)  Luottamusvili levenee, jos luottamustasoa kasvatetaan, jolloin siitd tulee
epdinformatiivisempi.

(i1)) Luottamusvéli pituus pysyy suunnilleen samanmittaisena, jos otoskokoa kasvatetaan.
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Tehtava 9.7.

Kuntaan suunnitellaan ydinvoimalaa. Kunnan asukkaiden mielipiteet halutaan selvittaa
yksinkertaiseen satunnaisotantaan perustuvalla kyselytutkimuksella.

Kuinka suuri otos kuntalaisten joukosta on poimittava, jotta saataisiin 99 %:n varmuus

siitd, ettd otoksesta laskettu voimalan rakentamisen kannattajien suhteellinen osuus ei poikkea
enempdd kuin 0.5 %-yksikk6a voimalan rakentamisen kannattajien todellisesta suhteellisesta
osuudesta?

Tehtava 9.7. — Mita opimme?

Tehtiavissi tarkastellaan tarvittavan otoskoon mdidrdidmisti, kun Bernoulli-jakauman
odotusarvoparametrille halutaan saada tietyn mittainen luottamusvali.

Tehtava 9.7. — Ratkaisu:
Tarkastellaan tapahtumaa
A = {Satunnaisesti valittu kunnan asukas kannattaa voimalan rakentamista}
ja olkoon tapahtuman A4 todennikdisyys
Pr(4)=p
Pr(4")=1-p=¢q
Maiiritelladn satunnaismuuttuja
B {1, jos satunnaisesti valittu kunnan asukas kannattaa voimalan rakentamista

0, jos satunnaisesti valittu kunnan asukas ei kannata voimalan rakentamista

Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoulli-jakaumaa parametrinaan

p="Pr(4) = E(X)
Jos kunnassa on N asukasta,

pN=F
on voimalan rakentajien lukumaiira kaikkien kunnan asukkaiden joukossa. Siten odotusarvo-
parametri

F

PN
voidaan tulkita voimalan rakentamisen kannattajien suhteelliseksi osuudeksi kaikkien kunnan
asukkaiden joukossa.

Oletetaan, ettd kunnan asukkaiden joukosta poimitaan yksinkertainen satunnaisotos, jonka
koko n. Jos voimalan rakentamisen kannattajien lukumddrd otoksessa on f, niin kannattajien
suhteellinen osuus otoksessa

p=L
n

on odotusarvoparametrin p harhaton estimaattori.
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Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p luottamusvdli on muotoa

. p(-p)
e

jossa

p = odotusarvoparametrin p harhaton estimaattori

n = havaintojen lukumdcdrd

—Zgn jatzgn = luottamustasoon (1 — @) liittyvit luottamuskertoimet
normaalijakaumasta N(0,1)

Siten Bernoulli-jakauman parametrin p luottamusvéli on muotoa
pxa
jossa p on otoksesta laskettu suhteellinen osuus. Jos haluamme parametrille p luottamus-

vélin, jonka pituus on 2a, voimme muodostaa otoskoon # ratkaisemiseksi yhtidlon

p(=p) _

al2 -
n
Ratkaisuksi saadaan

:Lza/zx/f?(l—f?) J

a

Jos otoskooksi n valitaan pienin kaavan antamaa lukuarvoa suuremmista kokonaisluvuista,
saadaan haluttu varmuus siité, ettd voimalan rakentamisen kannattajien suhteellinen osuus
kaikkien kuntalaisten joukossa on otoksesta konstruoidun luottamusviélin sisall4.

Koska p :n arvoa ei tunneta ( p :n arvo saadaan tietysti selville vasta otoksen poimimisen
jdlkeen), on jarkevai korvata p luvulla, joka maksimoi tarvittavan otoskoon 7.
Funktio
f(p)=p(-p)
on alaspdin aukeava paraabeli, joka saavuttaa maksiminsa pisteessa
.1
P=3

Siten (maksimaalinen) tarvittava otoskoko n saadaan kaavasta

z 2
e
2a

Tehtavissa
a =0.005
1-a=0.99
Zon = 2.58
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Siten tarvittava otoskoko on

2 2
n=| a2 =(ij = 66564
2a 2x0.005

Kommentteja:

(1)  Jos haluamme niin kapean luottamisvélin (0.5 %) néin korkealla luottamustasolla
(99 %) voimalan rakentajien suhteelliselle osuudelle kaikkien kunnan asukkaiden
joukossa, tarvitsemme otoksen, joka on paljon suurempi ( > 60000 asukasta) kuin
kyselytutkimuksissa tavallisesti kdytetyt otokset (n. 500-2000).

Olemme siis saaneet paradoksaalisen tuloksen, ettd tarvittava otoskoko ylittdisi
useimmissa Suomen kunnissa kunnan asukasluvun! Tdmai on se hinta, jonka joudumme
maksamaan otoksen poimintaan liittyvéstd sattumasta ja asetusta tarkkuus-
vaatimuksesta.

(i) Tavallisesti kyselytutkimuksissa kdytetddn otoskokoja 500-2000 ja 95 %:n
luottamustasoa. Suhteellisen osuuden luottamusvélin pituus on

2a=2xz,, [PU=P)
n

Jos tissdkin korvaamme (ennen otoksen poimintaa tuntemattoman) suhteellisen
osuuden p lukuarvolla, joka maksimoi funktion

f(p)=p(-p)
saamme luottamusvilin maksimipituudeksi

1
2a=2Xz —
al2 47’1

Jos luottamustasona on
1 -a=0.95

niin /2 = 0.025 ja normaalijakauman taulukoiden mukaan
Zon = 1.96

Jos siis otoskoko 7 vaihtelee vililld [500,2000], niin 95 %:n luottamusvilin pituus
vaihtelee vililla

(2x0.022, 2x0.044)

Téstd ndhdéén se, etti tyypillisissd vaalikyselyissd puolueiden todellisiin kannatus-
osuuksiin liittyvd epdvarmuus on huomattavan suurta.
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Tehtava 9.8.

Tolkitetyn tuoremehun C-vitamiinipitoisuus (mg/dl) vaihtelee jonkin verran valmistuserésta
toiseen noudattaen normaalijakaumaa. Laboratorio haluaa selvittidd erdén tuoremehumerkin
keskimddrdisen C-vitamiinipitoisuuden mittaamalla pitoisuudet myynnissd olevien tuore-
mehutdlkkien joukosta poimitusta yksinkertaisesta satunnaisotoksesta.

Laboratorio haluaa niin tarkan arvion C-vitamiinipitoisuudesta, ettd voidaan 95 %:n
varmuudella tehda johtopéétds, ettd otoksesta laskettu keskiméardinen C-vitamiinipitoisuus ei
poikkea todellisesta keskiméardisestd C-vitamiinipitoisuudesta enempéd kuin 0.5 mg.

Maéraa tarvittava otoskoko, kun aikaisempien tutkimusten perusteella tiedetddn, ettd C-
vitamiinipitoisuuden otoskeskihajonta on tavallisesti n. 2 mg.

Tehtava 9.8. — Mita opimme?

Tehtavissi tarkastellaan tarvittavan otoskoon mddrddmistd, kun normaalijakauman
odotusarvoparametrille halutaan saada tietyn mittainen luottamusviili.

Tehtava 9.8. — Ratkaisu:

Oletetaan, ettd tolkitetyn tuoremehun C-vitamiinipituus vaihtelee satunnaisesti valmistus-
erdstd toiseen noudattaen normaalijakaumaa.

Maiiritelladn satunnaismuuttujat
X = Tuoremehun C-vitamiinipitoisuus (mg/dl)
Oletamme, ettd
X ~N(u,0?)
Oletetaan, ettd tolkkien joukosta poimitaan yksinkertainen satunnaisotos, jona koko on #.

Konstruoidaan otoksesta saatujen tietojen perusteella (1 — &) %:n luottamusvili odotusarvo-
parametrille 1. Koska varianssi ¢ on oletettu tunnetuksi, luottamusvili on muotoa

- o
X*z,, —\/_
n
jossa
X = havaintojen aritmeettinen keskiarvo otoksessa
2 . .
o~ = varianssi
n = havaintojen lukumdidrd

—Zgn jatzgn = luottamustasoon (1 — @) liittyvit luottamuskertoimet
standardoidusta normaalijakaumasta N(0,1)

Siten odotusarvon y luottamusvéli on muotoa
Mzta

jossa M on havaintojen aritmeettinen keskiarvo otoksessa. Jos haluamme parametrille i
luottamusvilin, jonka pituus on 2a, voimme muodostaa otoskoon # ratkaisemiseksi yhtdlon

(o}
a:Za/Zﬁ
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Ratkaisuksi saadaan

zZ,,,0 ?
n= al2
a

Jos otoskooksi n valitaan pienin kaavan antamaa lukuarvoa suuremmista kokonaisluvuista,
saadaan haluttu varmuus siité, ettd todellinen C-vitamiinipitoisuus on otoksesta konstruoidun

luottamusvilin sisélla.
Tehtdvissa
a=0.5
l-a=0.95
Zon = 1.96
o=2

Siten tarvittavan otoskoon kaava antaa tulokseksi luvun

2 2
n:(za/zaj :(1.96><2j 615
a 0.5

joten otoskooksi pitdd valita vahintdan 62.
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