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20. Yksisuuntainen varianssianalyysi

20.1. Varianssianalyysi: Johdanto

20.2  Yksisuuntainen varianssianalyysi ja sen suorittaminen

20.3. Yksisuuntaisen varianssianalyysin malli ja sen parametrointi
20.4. Yksisuuntaisen varianssianalyysin mallin parametrien estimointi
20.5. Yksisuuntaisen varianssianalyysin mallin matriisiesitys

20.6. Laskutoimitusten suorittaminen

20.7. Bartlettin testi

20.8. Odotusarvoparien vertailu

20.9. Kontrastit

Y ksisuuntaisessa varianssianalyysissa perusjoukko on jaettu ryhmiin yhden ryhmittelevan tekijan
suhteen ja tavoitteena on testata hypoteesia, jonka mukaan kiinnostuksen kohteena olevan
muuttujan ryhmakohtaiset odotusarvot ovat yhta suuria.

Kaksi- tai useampisuuntaisessa varianssianalyysissa perusjoukko on jaettu rynmiin kahden
tal useamman ryhmittelevan tekijan suhteen ja nytkin tavoitteena on testata hypoteesia, jonka
mukaan kiinnostuksen kohteena olevan muuttujan ryhmakohtaiset odotusarvot ovat yhta
suuria.

Tassd luvussa tarkastellaan yksisuuntaista varianssianalyysia. Tarkastelun kohteena ovat mm.
yksisuuntaisen varianssianalyysin malli ja sen parametrointi, parametrien estimointi,
odotusarvojen yhtasuuruuden testaaminen jalaskutoimitusten suorittaminen.

Avainsanat:

Aritmeettinen keskiarvo, Bartlettin testi, Bonferronin epayhtéld, Bonferronin menetelma, Cochranin
lause, Estimointi, F-testi, Faktori, Harha, Harhattomuus, Indikaattorimuuttuja, Jaanndsvaihtelu,
Jaannosvarianssi, ¢’-testi, Kokonaiskeskiarvo, Kokonaisvaihtelu, Kontrasti, Luottamuskerroin,
Luottamustaso, Luottamusvali, Malli, Matriisi, Merkitsevyystaso, Muuttuja, Normaalijakauma,
Nelidsumma, Odotusarvo, Odotusarvojen parivertailu, Odotusarvojen simultaaninen vertailu, Otos,
Otostunnusluku, Parametri, Parametrointi, Pienimman nelidsumman estimaattori, Pienimman
nelibssumman menetelma, Residuaali, Riippumattomuus, Ryhmien sisdinen vaihtelu, Ryhmien
valinen vaihtelu, Ryhmittely, Ryhma, Ryhmékeskiarvo, Satunnaisuus, Side-ehto, Sovite, t-testi, Taso,
Tekija, Testi, Vapausaste, Varianssi, Varianssianalyysihajotelma, Varianssianalyysitaulukko,
Yksisuuntainen  varianssianalyysi, Yleinen lineaarinen malli, Yleiskeskiarvo
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20.1. Varianssianalyysi: Johdanto

Kahden riippumattoman otoksen t-testi

Monisteen Tilastotiede luvun Testg & suhdeastelkollisille muuttujille tarkastellaan kahden
riippumattoman otoksen t-testid. Testin testausasetelma on seuraava:

(i)  Perugoukko koostuu kahdesta ryhmésta

(i)  Havainnot noudattavat kummassakin ryhmé&ssé normaalijakaumaa.

(i)  Kummastakin ryhmasta on poimittu toisistaan riippumattomat satunnai sotokset.
(iv) Tehtavanaon testata ryhmékohtai sten odotusarvojen yhtasuuruutta.

Varianssianalyysin perusasetelma

Varianssianalyys on kahden riippumattoman otoksen t-testin yleistys tilanteisiin, jossa perus-
joukko koostuu kahdesta tai useammasta ryhmasta:

(i) Perugoukko koostuu kahdesta tai useammasta ryhmésta

(i) Havainnot noudattavat jokaisessa ryhmassa normaalijakaumaa.

(iii)  Jokaisesta ryhmésté poimitaan toisistaan riippumattomat satunnaisotokset.
(iv) Tehtavanaon testata ryhmakohtaisten odotusarvojen samuutta.

Perusjoukon jako ryhmiin voidaan tehda yhden tai useamman faktorin €li tekijan (muuttujan)
arvojen perusteella. Jos perugoukon jako ryhmiin perustuu yhteen tekijaan, puhutaan yksi-
suuntaisesta varianssianalyysista. Jos perugjoukon jako ryhmiin perustuu m tekijaan,
puhutaan m-suuntaisesta varianssianalyysista.

Huomautus:
Téassa luvussa kasitellaén yksisuuntaista varianssianalyysia; kaksi- ja kolmi-
suuntaista varianssianalyysia kasitelld8n seuraavissa luvuissa.
Varianssianalyysin nimi

On hyva huomata heti ndin alussa, etta varianssianalyysin nimi saattaa johtaa harhaan.
Varianssianalyysissa testauksen kohteena el ole varianssien yhtasuuruus, vaan odotusarvojen
yhtasuuruus. Varianssianalyysin nimi johtuu siitg, etta odotusarvojen yhtasuuruuden testaaminen
perustuu eri periaatteilla mééréttyjen varianssien vertailuun; ks. kasittelya alla.

20.2. Yksisuuntaisen varianssianalyysin perusasetelma

Oletetaan, etta tutkimuksen kohteena oleva perusjoukko voidaan jakaa kahteen tai useampaan
ryhmaan jonkin faktorin eli tekijan (muuttujan) A arvojen suhteen ja oletetaan, etta tekijélla A on k
tasoa, jolloin jaossa syntyy k ryhmaa. Oletetaan edelleen, ettd ryhmistd on poimittu toisistaan
riippumattomat satunnaisotokset, joiden koot ovat

Ny, Ny, ..., Nk
Olkoon
yij = 1. havaintoryhméssaj ,i=1,2, ... ,n,j=1,2, ... ,k
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Kéaytetysta otantamenetelmésta seuraa, etté havainnot y;; voidaan olettaa riippumattomiks (ja siten
myds korreloimattomiksi) satunnaismuuttujiksi.

Oletetaan, ettd jokaisella havainnolla y;; on ryhméssi j sama odotusarvo:
Ely)=m,i=22,...,n,]=1,2,...,k

jakaikilla havainnoilla y;; on (ryhmé&jaosta riippumatta) sama varianssi:
Va(y)=s*,i=1,2,...,n,j=1,2, ...,k

Oletetaan lisaks, etta kaikki havainnot y;; ovat normaalijakautuneita:
yi~N(m,s?,i=12..,n,j=12, ...,k

Haluamme testata nollahypoteesia, etta ryhmakohtaiset odotusarvot E(y;) = nmpovat yhté suuria:
Ho:m=m=>x=m=m

Jos nollahypotees H, ryhmékohtai sten odotusarvojen yhtasuuruudesta patee, ryhmat voidaan
yhdistaa kaikissa havaintojen keskimaaraisia arvoja koskevissa tarkasteluissa. Sen sijaan, jos
nollahypotees Hy hylataan, tiedetdan, etta muuttujan y ryhmakohtai set odotusarvot eroavat
toisistaan ainakin kahdessa ryhméassé. Jos nollahypoteesi Hy on hylatty, ryhmakohtaisia
odotusarvoja voidaan verrata pareittain tai simultaanisesti toisiinsa; ks. kappaletta
Odotusarvojen vertaaminen.

Y ksisuuntainen varianssianalyys tarkoittaa siis nollahypoteesin
Ho-m=m=»=m=m
testaamista.

Yksisuuntainen varianssianalyysi ja koesuunnittelu

Yksisuuntaista varianss analyysia voidaan soveltaa koetulosten analyysiin seuraavassa k oe-
asetelmassa:

(i) Oletetaan, ettd kokeen tavoitteenaon verrata, miten kasittelyt
AL A, .. A
vakuttavat kiinnostuksen kohteena olevan vastemuuttujan y keskimaaraisiin arvoihin.
(i) Valitaan kasittelyn A; kohteeks kaikkien kokeen kohteiksi valittujen yksilGiden joukosta

satunnaisesti nj yksilog, j =1, 2, ..., kjaolkoonn, + ny + - + n¢ = N.
(i) Mitataan vasteet eli kiinnostuksen kohteena olevan muuttujany arvot y; , 1 =1, 2, ..., n;,
=12, ...,k

Huomaa, ettd koeasetelma on taydellisesti satunnaistettu: Sattuma maaraa taydellisesti millaisen
kasittelyn kohteeksi kokeen kohteiksi valitut yksil6t joutuvat.

20.3. Yksisuuntaisen varianssianalyysin suorittaminen

Havainnot ja niiden keskiarvot
Havaintoarvot
vi,1=1,2,...,n,j=12,...,k
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voidaan ryhmitell& seuraavallatavalla

Ryhma 1: Yins You KK, Yo

Ryhma 2: Yizs ¥o2 KK Vi

2K

Ryhmak: Yaer Yo s I, Yk

M&éritelléan havaintoarvojen ryhmakeskiarvot kaavoilla
1

Ryhma 1: V,=—a V.

i=1

) 1%
Ryhma2:  ¥,==a vy,

2 i=1
XK
) _ _1¢g
Ryhmak:  y, =—§ W
k =1

On odotettavissa, etta ryhmakeskiarvot Y, eivat poikkea paljon toisistaan, jos nollahypotees

Ho:m=m==m=m
pétee.

Jos ryhmékohtaiset otokset yhdistetaan yhdeks otokseks, yhdistetyn otoksen havaintoarvojen yleis-

eli kokonaiskeskiarvo saadaan kaavalla

jossa

N=n+n,+L+n,

on havaintojen kokonaislukumaaréa yhdistetyssi otoksessa ja

_ 14 .
yi=—ay i =L2Kk

joi=l
Varianssianalyysihajotelma
Kirjoitetaan identiteetti

Y - 7:(71' - y)+(y|] - y,)

jossa

y; - Y = havaintoarvon y; poikkeama kokonaiskeskiarvosta y

y;- ¥ =ryhmakeskiarvon Y, poikkeama kokonaiskeskiarvosta y
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y; - ¥, = havaintoarvon y; poikkeamaryhmakeskiarvosta y;
Y ksisuuntaisen varianssanalyysin testi nollahypoteesille

Hojm:m:»«:[m:m
perustuu poikkeamien y, - Y ja y; - Y, nelisummille. Jos nollahypoteesi Ho pétee, on
odotettavissa, ettaryhmakeskiarvot y; eivat poikkea kovin paljon kokonaiskeskiarvosta Y, jolloin

poikkeamat Y, - Y eivét ole itseisarvoiltaan kovin suuria.

Ma&éritellédn havaintoar vojen kokonaisvaihtelua kuvaava kokonaisneliosumma SST:
k N
SST =aa (yij - 7)2
j=l i=1
Jos ryhmékohtaiset otokset yhdistetéén yhdeks otokseks, saadun yhdistetyn otoksen varianss on
1 j
2

1 &3
=~ _SST=—— - V)
YTN1 N-1§1§1(y” V)

Ma&éritellédn ryhmien valista (systemaattista) vaihtelua kuvaava (ryhmé-) neliossumma SSG:

k Nj cl)(
SSG=aa(7j- 7)2:a nj(yj' y)z
j=1

j=1 i=1
Maéritelladn ryhmien sisdista vaihtelua kuvaava (jaagnn0s-) neliosumma SSE:

kK N
SE=aa (y-y)

=1 i=1

Havaintoarvojen y; ryhmévarianssit eli ryhmékohtaiset varianssit sj2 saadaan lausekkeista

1 o _ .
f=n—a(yij- V)2, i=L2K,k
- 1

Tt

S

Siten ryhmien sisdista vaihtelua kuvaavan neliosumman SSE lauseke voidaan esittda myds muodossa
k
]
SSE = al(nj - 1)sj2
=
Korottamalla identiteetti
Y - 7:(71' - y)+(y|] - y,)
potenssiin kaksi ja laskemalla yhteen saadaan varianssianalyysihajotelma
k g &g, _, &9 =
aal-y=aay-v+aay-y)
j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
joka voidaan edella esitettyjen merkintojen avulla kirjoittaa lyhyesti muotoon
SST = SSG + SSE
Perustelu:
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Korottamalla identiteetti
- 7:(71' - 7)'*‘()/” - 71)
potenssiin kaksi jalaskemallayhteen saadaan ensin
K g & o _ & o _
a a (vi-'=aa@-+aal-y)+2aa - N;-Y)
j=1i=1 j=1i=1 j=1i=1 j=1i=1
Varianssianalyysihgjotelma
kg & d g o =
aal-=aa@-V+aaw-y)’
j=1 i=1 j=1 i=1 i=1 i=1

tulee siistodistetuksi, jos ndytdmme, etta

é}( - Yy, - 9,)=0

|| QJO%'

Suoraan laskemalla ssamme

k g & o _
adu-vy-y)=ay,-nawy;-v)
j=1 i=1 =1 i=1
& 0
=a (y;- Y)ga Yi - Y=
j=1 @
& 14 O
:a(yJ'Y) ayu-njx_aylj_
j=1 g N i1 4
k
=a (v,- ¥)>0=0

(!
LY

kuten halusmme.

Varianssanalyysihgjotelmassa
SST =SSG + SSE
havaintojen kokonaisvaihtelua kuvaava nelibsumma
k N
SST =aa (yij - 7)2
j=l i=1
on hgjotettu kahden osatekijén summaksi, jossa neliésumma
k g $ _ _
S%:a a (VJ - 7)2:a nj(yj - y)z
j=l i=1 j=1
kuvaa ryhmien valista (systemaattista) vaihtelua ja neliésumma

kK N
SE=aa(y-y)

j=1 i=1
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kuvaa ryhmien sisaista vai htelua.

Testi odotusarvojen samuudelle

Jos ryhmien valista vaihtelua kuvaava nelisumma
k N cl)(
S%:a a (7] - 7)2:a nj(yj - 7)2
j=1 i=1 j=1
on suuri verrattuna ryhmien sisiista vaihtelua kuvaavaan nelidsummaan
k N
SE=aay-y)
j=1i=1
nollahypoteesi
Ho:m=m==m=m
on syyta asettaa kyseenalaiseksi. M&ritell&dn F-testisuure
k
é nj (7, - 7)2

x 17

k N
é é (y” - 7,’)2
j=1 i=1

= N-k SSG _N-k
k-1 SE k-1

Jos havainnot ovat normaalijakautuneita ja nollahypoteesi
Ho:m=m=>x=m=m

patee, testisuure F noudattaa F-jakaumaa vapausastein (k— 1) ja (N —k):
F F(k-1LN-Kk)

jossa
N=n+n,+L+n,

Testisuureen F normaaliarvo on

N - k
E(F)= —
B Nk 2

Huomautus:
E(F) » 1 suurille N.
Suuret testisuureen F arvot johtavat nollahypoteesin Hy hylkaamiseen.

Perustelemme testisuureen F jakaumaa koskevan tuloksen alla useassa osassa tarkastelemalla
erikseen kokonaisneliosumman, ryhmaneliosumman ja jdanndsnelidsumman jakaumia seka
soveltamalla osiin ns. Cochranin lausetta.

Kokonaisneliosumman SST jakauma ja vapausasteet
Oletetaan, etta nollahypoteesi
Ho:m=m=>x=m=m
pétee. Tall6in satunnaismuuttuja SST /s 2 noudattaa ¢*-jakaumaa vapausastein (N — 1):
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ff-éé:fuﬂf c*(N-
jossa

N=n+n,+L+n,
Perustelu:

Oletetaan, etté havainnot y;; ovat riippumattomia ja
~N(m, s%,i=1,2,...,n,j=12, ...,k

Tal6in satunnaismuuttujat
Yy - m L _
— N(@OJ), j=12K,n,

S

LR

j=12K,k

ovat riippumattomia, joten suoraan ¢*-jakauman mééritelman mukaan

.2

& o a8y -
a¢c =+
=ime S g

c?(N)

jossa vapausasteiden lukumaara
=n+n,+L+n

Korvataan lausekkeessa

' .2
AT o)
=ime S g
tuntematon parametri mestimaattorillaan
143
y= N ’jézll i:l Yi

= c’(N-1)
s

Menetdmme siis yhden vapausasteen korvatessamme parametrin mestimaattorillaan y .
Taméa sdlittyy seuraavallatavalla:

(i) Havaintoarvot y;; (N kpl) voivat varioida vapaasti, joten niilla on N vapausastetta
(i)  Erotukset y; - m (N kpl) voivat varioida vapaasti, joten niillaon N vapausastetta

(i) Erotuksety; - Y (NKkpl) eivat voi varioida vapaasti, koska niitéa Sitoo yks
lineaarinen side-ehto:

K n
a (yij_y):O

=1 i=1
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(iv) Kohdan (iii) yks lineaarinen side-ehto saa c*-jakauman vapausasteiden |ukumaaran

vahenemaan yhdell&.

Ryhmien vélisen vaihtelun neli6summan SSG jakauma ja vapausasteet

Oletetaan, etta nollahypoteesi

Hojm:m:»«:[m:m

péatee. T&ldin satunnaismuuttuja SSG/ s 2 noudattaa ¢*-jakaumaa vapausastein (k — 1) :

SG
52

Perustelu:

Oletetaan, etté havainnot y;; ovat riippumattomia ja
~N(m, s%,i=1,2, ...

Tal6in satunnaismuuttujat

oS

R U SN
_?a nj(yj - y)
=1

c2(k- 1)

,nj,j=1,2,...,

19 520 .

n; o

ovat riippumattomia, jolloin my6s satunnaismuuttujat

y-m . _
N(0,1), j =12,K K

sln

N g

ovat riippumattomiajaworaan ¢*-jakauman mééritelman mukaan

k By
A

‘1§S/\/7z

Korvataan tassa lausekkeessa tuntematon parametri mestimaattorillaan

0>

&
aa;

j=1 i=1

y=—
N

jossasis
N=n+n,+L+n,
Voidaan osoittaa, ettataloin
§®y-y0 1 &
a é = =5zan

=1 s/ nj a j=1

-y)° =

52

c2(k- 1)

Menetdmme siis yhden vapausasteen korvatessamme parametrin mestimaattorillaan y .

Taméa sdlittyy seuraavallatavalla
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() Keskiarvot Y, (kkpl) voivat varioida vapaasti, joten niilla on k vapausastetta.
(i) Erotukset n;(Y,- m (kkpl) voivat varioida vapaasti, joten niilla on k vapausastetta.

(iii) Erotukset n;(Y, - y) (kkpl) eivat voi varioida vapaasti, koska niité sitoo yksi
lineaarinen side-ehto:

k
a nj(yj- 7):0

i=1
(iv) Kohdan (iii) yks lineaarinen side-ehto saa c*-jakauman vapausasteiden |ukumaaran
vahenemaan yhdell&.
Ryhmien sisaisen vaihtelun neliosumma SSE ja vapausasteet
Voidaan osoittaa, etta riippumatta siité pateekd nollahypotees
Ho:m=m=»=m=m
vai &, niin satunnaismuuttuja SSE /s 2 noudattaa ¢*-jakaumaa vapausastein (N — K):

J

SE 1 & o ) )
= — C N-k
o2 sz‘?}l.:l(y” Vi) ( )

jossa
N=n+n,+L+n,
Perustelu:
Oletetaan, ettd havainnot y;; ovat riippumattomia ja
~N(m, s%),i=1,2,...,n,j=12, ...,k
Tal6in satunnaismuuttujat

i=12,K,k

LR

y”;—n? N(0,D),i =12,K,n

ovat riippumattomia ja suoraan ¢*-jakauman méaritelmén mukaan

0 - 3
Q&L cxn), j=12K k
1@ S g

Korvataan tass lausekkeessa tuntemattomat parametrit /7 estimaattoreillaan
joi=l
Voidaan osoittaa, etta taloin
éaey” y’ c*(n, -1, j=12K,k
1@ S g

Menetamme siis yhden vapausasteen korvatessamme parametrin /m estimaattorillaan y; .
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Taméa sdlittyy seuraavallatavalla:

(i) Havaintoarvot y;; (nj kpl) voivat varioida vapaasti, joten niilla on n; vapausastetta.

(i)  Erotukset y; - m (nj kpl) voivat varioida vapaasti, joten niilla on n; vapausastetta

(iii) Erotuksety; - Yy, (n kpl) elvat voi varioida vapaasti, koska niité sitoo yks
lineaarinenside-ehto:

a(y,-y)=0,j=12Kk
i=1

(iv) Kohdan (iii) yks lineaarinen side-ehto saa c*-jakauman vapausasteiden |ukumaaran
vahenemaan yhdell&.

Koska satunnaismuuttujat

— .2
L2 c(n-D,j=12Kk

jossa

k k
N-k=q(n-D=4n-k=N-k

j=1 j=1

Cochranin lause

Cochranin lause on tédrked matemaattisen tilastotieteen teoreema, jonka avulla voidaan todistaa
monet yleisen lineaarisen mallin ja varianssianalyysin testisuureita koskevat jakaumatul okset.

Oletetaan, etta satunnaismuuttujat
z,i=1,2,...,n
ovat riippumattomia ja noudattavat standardoitua normaalijakaumaa N(0O,1):

2,2,K 7"
z N(O),i=12Kn

¢?-jakauman mééritelméan mukaan

Q=az c’()

i=1

Oletetaan, ettéa

z =Q+Q+L+Q

- Qyos

1
=

Q:
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jossas £ njaQ; on nelibmuoto, jonka aste on
rQ)=m,i=1,2,...,s
Tal6in neliomuodot

Qll QZ! ey QS
ovat Cochranin lauseen mukaan riippumattomia ¢-jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden
vapausteiden lukumadra ovat n, ., ... , Ns, joSjavain jos

N=m+m+-+n;

Cochranin lauseesta seuraa erityisesti: Oletetaan, etta
Q=Q+Q+L+Q, c*(n)

jossa
Q c*(n),i=12K,s
Taloin
nN=m+m+ -+
on valttamaton ja riittdva ehto slle, etta satunnaismuuttujat Qy, Qo, ... , Qs ovat riippumattomia.

Yksisuuntaisen varianssianalyysin F-testisuureen jakauma
Yksi suuntaisen varianssianalyysin testi nollahypoteesilie

Hojm:m:»«:[m:m

on muotoa
N- Kk _SSG
F=— x—
k-1 SSE
jossa
SSG = ryhmien vélista vaihtelua kuvaava neliosumma
SSE = ryhmien sisdigta vaihtelua kuvaava nelibsumma
ja

N=n+n,+L+n,
Nollahypoteesin Hy pétiessa
F F(k-1LN-Kk)
Perustelu:
Tarkastellaan yksisuuntaisen varianssanalyysin F-testisuur etta
F=N-kSG
k-1 SSE
jossa

SSG = ryhmien vélista vaihtelua kuvaava neliosumma
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SSE = ryhmien sisdista vaihtelua kuvaava nelibsumma
ja
N=n+n,+L+n,

Varianss analyys hajotelman mukaan

SSG + SSE = SST
jossa

SST = ryhmien kokonai svaihtelua kuvaava neliocsumma
Edelld on todettu, ettd nollahypoteesin Hy pétiessa

ff c’(N-1)
f? c’(k-1)
isf c*(N- k)

Cochranin lauseen mukaan neliésummat SSG ja SSE ovat riippumattomia, koska
varianssianalyysihajotelman nelibsummia vastaavat vapausasteet toteuttavat yhtalon
N-1=(k- 1D +(N-K
Siten suoraan F-jakauman méaritelman mukaan
S8
F= N - kySSG: (k- Ds?
k-1 SSE SSE
(N-Kk)s?

F(k- LN- k)

jos nollahypotees

Ho: m=m==m=m

pétee.
|
Yksisuuntaisen varianssianalyysin F-testisuureen tulkinta
Testisuure
N- k _SSG
F=— x—
k-1 SSE
voidaan tulkita varianssien vertailutestisuureeksi, jossa havaintojen y; varianssin s* estimaattoria
1 1 &
MSG = SG= n(y - y)?
1 hl%’w’y)

verrataan estimaattoriin
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1 1 § 9
MSE=——SE=——— - ¥)?
N K N_k%g(y., y)
Estimaattori
1
MSE =——SSE
N- k
on aina harhaton havaintojen y; varianssille s%, mutta estimaattori
MSG ILSSG
k-1

on harhaton havaintojen y; varianssille s* vain, jos nollahypotees
Ho-m=m=»=m=m
patee.

Varianssiestimaattorin MSE harhattomuus
Estimaattori

MSEILSSE
N- k

on harhaton havaintojen y; varianssille s :
E(MSE)=s?
Perustelu:
Oletetaan perustelun yksinkertaistamiseks, etta

M=Np=-=nN=n
jolloin

N =kn
Estimaattori

1 1 &9 _

MSE =~ SE "NokS A (% - V)’

on harhaton varianssille s, jos
1

E(MSE) =mE(SSE) =s?

Todistamme siksi, etta
E(SSE) = (N - k)s2

Huomautus:

Todistuksessa ei oleteta, etta nollahypotees Ho : m = m = »= m = m pétee.

Y ksisuuntaisen varianssianalyysin tilastollinen malli voidaan esitt&a seuraavassa muodossa

(ks. tarkemmin seuraavaa kappaletta):

TKK @ llkka Mellin (2006)

450



Tilastolliset menetelmat 20. Yksisuuntainen varianssianalyysi

y” = ,n+e” li :lllelnl J :1121K1k
jossa satunnaismuuttujat g; ovat riippumattomia ja normaalijakautuneita:

e. N(0,s?),i=12K,n, j=12K,k

ij
Todetaan ensin, etta
_ 14 _ .
yj:Ea Mj:m+e.,j=l2,K,k
i=1
jossa
_ 14 .
e=—aeg.=L2Kk
nix

Satunnaismuuttujat &; ovat riippumattomia ja normaalijakautuneita:

2
5 N?,%g,jzlz,K,k

J
Lisks
y,-V, =€ -8,i=12K,n, j=12,K,k

Edell& esitetyn mukaan

k n k n
_ o o] — \2 _ o o] —\2
SSE_aa(yij' yj) _aa(eij' ej)
j=1i=1 j=1i=1
$ g 2 )
=aa (eij - Zeijej +ej)
j=1i=1
_ Cl)( CI; 2 o] —2 C‘; —2
=aae- 2ng e +nq €
j=ri=1 j=1 j=1
k n k
& R .2 2 =2
_aa ij na ej
j=1 i=1 j=1
& , _,0
—ag € - ne; -
j=1@i=1 %)
Siten
__e& g _Lu
E(SSE)=Ega a (¥;- ¥))¢
@j=1i=1 a
_ e x ,
_Egaga eij' nej U
@j=1€i=1 (%]

Kk n s
¥ g’é E(e)- nE(@?)2
=1 4]

i=1
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sy , s°?
=dcd S -nNxX—=
j=1€i=1 n g
&
=a (ns®-s?)

.ﬂ

=k(n-D)s?=(kn- k)s*=(N- k)s?

mika on haluttu tulos.

Varianssiestimaattorin MSG harhattomuus
Jos nollahypoteesi

Ho:m=m=>x=m=m
pétee, niin estimaattori

MSG ZkLSSG

on harhaton havaintojen y; varianssille s :
E(MSG)=s?
Perustelu:
Oletetaan perustelun yksinkertaistamiseks, etta

N=Np=--=N=n
jolloin
N =kn
Estimaattori
1 1 &
MSG = SSG = n.(y. - y)?
1 k_1Ja:1 (V- y)

on harhaton varianssille s, jos

E(MSG) =ﬁE(SSG) =s?

Todistamme, etté estimaattori MSG on harhaton varianssille s?, jos nollahypotees

Hojm:m:»«:[m:m
patee.

Y ksisuuntaisen varianssianalyysin tilastollinen malli voidaan esitt&a seuraavassa muodossa

(ks. tarkemmin seuraavaa kappaletta):

y, =mHt +e ,i=12K,n,i=12K k

ij !

jossa
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&
atjzo

j=1

jasatunnaismuuttujat g; ovat riippumattomia ja normaalijakautuneita:

e. N(0,s?),i=12K,n, j=12K,k

1

Todetaan ensin, etta

- _12 5
yj:EéYij:m"'tj-"ej’J:lz’K’k
i=1

jossa
_ 14 .
ej=;§leu,1:1,2,|<,k
Lisdks
__1lgé _1¢ . né L
y_ﬁjazlia:lyji‘_Ja:l”(m”j+€‘j)—m+—atj+e-a+e
jossa
5=iékéne,=iék ne,
N 5o N2
Satunnaismuuttujat

sg=18e. j=12Kk
niz

ovat riippumattomia ja normaalijakautuneita:

2 -
0 .
g NeO>-2 j=12Kk
8 ng
My®0s satunnaismuuttuja
s=154e
N j=1 i=1 !

on normaalijakautunut:

Lissks
V-V=8 -8+t ,j=L2Kk

Edella olevan mukaan
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j=1

k k
SG=g n(y;- )*=an - e+t

i=1 i=1
cI)(

=a ngE - &)+ Y
]=
cI)(

=ane -e:’ +2an(e ex, +nat2
j=1 j=1 j=1
k

=an(e-2zee +e)+Zan(e e +naz‘2
j=1 Jl
cl)(

=a ne - 2kné? + kne* +2a n(g, - ey, +naz‘

I
LY

j=1

I
Qo~

I
LY

j=1

Siten

ek
E(SG) =Ega n(y, - V)°
ej=l

oo\

ék k k
=Egd ne’ - Ne*+23 n(g - e)t, +nq t*

€i=1 j=1

ne’ - Ne? +2a ne - e, +nat2

oo\

j=1

k k k
= nE@E?)- NE(@*)+23 nt [E(8 - 8)+nq t’

=1 j=1
2

2
S

n
— k 1 2 cl’( 2
=(k-1s +naltj
J:

Siten olemme todistanest, etta

E(MSG) = E?éfss 0

Koska nollahypoteesi
Ho:m=m=x=m=m

on ekvivalentti nollahypoteesin
Ho:ti=t,=2=1=0

S & &
NW+2a n,>x0+nq t;

j=1 =1

j=1

kanssa (ks. tarkemmin seuraavaa kappaletta), niin nollahypoteesin H, patiessd MSG on

varianssin s? harhaton estimaattori:
E(MSG) = s?
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Varianssianalyysitaulukko

Varianssianalyysin tulokset esitetdan tavallisesti varianssianalyysitaulukon muodossa:

. Nelio- Vapaus- Varianssi-
V?gk;ltc?leun summa asteet estimaattori F-testisuure
SS df MS
Ryhmien
1
valinen SG k-1 MSG=—--SG | g-MS5
vaihtelu k-1 MSE
— _N-k_SG
yhmien 1 - x>
sissinen SE N—k MSE =~ SGE k-1 S
vaihtelu N-k
K okonais-
vaihtelu SST N-1

Varianssianalyysitaulukon neliésummat toteuttavat yhtalon
SST = SSG + SSE

Y htélo on varianssianalyysihajotelma. Varianssianalyysitaulukon neliosummien vapausasteet df
(df = degrees of freedom) toteuttavat yhtaon

N—1=(k—=1)+(N=K)

20.4. Yksisuuntaisen varianssianalyysin malli ja sen parametrointi

Y ksisuuntaisen varianssianalyysin tilastollinen malli voidaan parametroida kahdella erilaisella tavalla
Parametroinnit ovat kuitenkin ekvivalentteja.

Parametrointi 1
Yksi suuntaisen varianssianalyysin tilastollinen malli voidaan parametroida seuraavalla tavalla:
(1) yij:n7+e”.,i:L2,K,nj,j:L2,K,k
jossajaannds- eli virhetermit g; ovat riippumattomia ja normaalijakautuneita satunnaismuuttujia
e, N(,s%),i=12K,n ,j=12K,k
Mallissa (1)
Yij = y-muuttujan i. havaintoarvo ryhméassa j
m = y-muuttujan odotusarvo ryhmassa j
i=1,2, ...,k

Ei-satunnaiset vakiot mjajsénnbsvarianss s* ovat yksisuuntaisen varianssianalyysin tilastollisen
mallin (1) parametrit.
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Mallia (1) koskevista oletuksista seuraa, etta
E(y;))=m,i=L2K,n;, =12 K,k
ja
D*(y;)=s?,i=12K,n;, j=12K,k

Parametrointi 2
Yksisuuntaisen varianssianalyysin malli voidaan parametroida myos seuraavallatavalla:

(2) y,=a+t; +g ,i=12K,n, j=12,K,k

ij !
jossa
&
©) ant, =0
j=1
ja
e, N(,s%),i=12K,n ,j=12K,k

1

Ei-satunnaiset vakiot mja t; seké jéénnbsvarianss s* ovat yksisuuntaisen varianssianalyysin
tilastollisen mallin (2) parametrit.

Mallia (2) koskevista oletuksista seuraa, etta
E(y;)=m+t,,i=1,2K,n, j=12K,k
ja
D*(y;)=s?,i=12K,n;, j=12K,k

Parametrointien 1 ja 2 ekvivalenssi
Mallissa
(1) yij:n7+e”.,i:L2,K,nj,j:L2,K,k
y-havainnot esitetédén seuraavien tekijoiden summana:
m = ryhmakohtainen odotusarvo, j =1, 2, ...,k

g = jaannostermi,i=1,2,...,n,j=1,2, ...,k

Mallissa
2) yij:a+tj+e”.,i:LZ,K,ni,jzl,Z,K,k
jossa
&
(3) ant; =0

y-havainnot esitetédén seuraavien tekijoiden summana:

m = yleisodotusarvo
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t; =ryhmittelevan tekijan A tason Avaikutus,j =1, 2, ... , k
g =jaannostermi, i=1,2,...,n,j=1,2, ...,k

Kaavan (1) jakaavojen (2) ja (3) méarittelemét mallit ovat ekvivalentteja — mallit on vain
parametroitu eri tavoilla.

Perustelu:
Méaéritellaan

mziék n;
N

jossa

N=n+n,+L+n,
Kirjoitetaan identiteetti

Yy =me(m-m+(y;- m),i=12K,n;, j=12,K,k
jamerkitdan

t,=m-m,j=L2Kk

ja

yi-m=¢,i=L2K,n;,j=12Kk
Siten

Y; =m+é

y; =m(m- m+(y; - m)

Yy =Mt te,

i:lZ,K,nj , 1 =1L2,K,k

jossa

1o«
mzﬁa 2m N=n+n,+L+n,

o k

ty=m-m j=12Kk,a nt; =0

ovat yksisuuntaisen varianssianalyysin tilastollisen mallin ekvivalenttgja esitysmuotoja.

Mallin
(1) y,=m+e ,i=12K,n, j=12K,k

) ] 1
nollahypoteesia
Hojm:m:»«:[m:m
vastaa kaavojen

(2) yij:a+tj+e.

ij !

i=12K,n ,j=12K,k
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ja
(3) yij:a+tj+e.

L, i=1L2K,n,, j=12,K k
médrittelemassi mallissa nollahypotees
Ho: t1=t,=x=f=0

Malli (1) kiinnittd& huomion suoraan ryhmakohtaisiin odotusarvoihin m, kun taas kaavojen (2) ja
(3) méaritteleméassa mallissa ryhmékohtai set odotusarvot m on esitetty yleisodotusarvon mja
ryhmittelevan tekijan tasoon j liittyvan vaikutuksen (efektin) ¢; summana

Yksisuuntaisen varianssianalyysin malli ja yleinen lineaarinen malli

Y ksisuuntaisen varianssianalyysin malli on erikoistapaus yleisesta lineaarisesta mallista; ks. lukua
Yleinen lineaarinen malli.

Olkoon
yi = i. havainto ryhméssaj ,i=1,2, ..., n,j=12, ...,k
M&aritellaan ryhméindikaattorit
j1,joshavaintoy; kuuluu ryhméénj
i :+0,jos havaintoy, e kuulu ryhmaan j
i=12K.n, j=12K K

Ny
Talloin yksisuuntaisen varianssianalyysin malli
@ y,=m+e ,i=12K,n, j=12K,k
voidaan esittd8 muodossa
(4) yy=mly+ml,+L+ml, +e ,i=12K,n;, j=12,K,k
Malli (4) on lineaarinen regressomalli, jossa selitettdvana muuttujana ony, sdittavina
muuttujina ovat ryhmaindikaattorit
li,j=12, ...,k
jaregressokertoimina ovat ryhméakohtaiset odotusarvot
m, m, ..., m

Malli (4) on yleisen lineaarisen mallin erikoistapaus, jossa selitettéva muuttuja y on
kvantitatiivinen, mutta sdlittgjét |; kvalitatiivisa (kategorisia) muuttujia.

Huomaa, ettaregressomallissa (4) el saa olla vakiotermid, koska sen lisédminen malliin lois
selittavien muuttujan arvojen vdlille eksaktin lineaarisen riippuvuuden:

I+ 1, +L+1, =1,i=12,K,n,

sllakaikillei tasmélleen yks ryhméindikaattoreistal; ,j =1, 2, ... , ksaaarvon = 1 jakakki  muut
saavat arvon = 0.
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20.5. Yksisuuntaisen varianssianalyysin mallin parametrien estimointi

Yksisuuntaisen varianssianalyysin malli
Olkoon
(1) y,=m+e ,i=12K,n, j=12,K,k

U

yksisuuntaisen varianssianalyysin tilastollinen malli, jossa jaannos- €li virhetermit g ovat
riippumattomia ja normaalijakautuneita satunnaismuuttujia:

e, N(0,s5%),i=12K,n ,j=12K,k

ij
Mallissa (1)
Yii = y-muuttujan i. havaintoarvo ryhmassa j
m
Jos nollahypoteesi

y-muuttujan odotusarvo ryhmassa |

Hojm:m:»«:[m:m
otetaan huomioon, malli (1) saa muodon
2 y; =mt+eg; ,i=12K,n;, j=12Kk

iJl Ly

Pienimman neliosumman estimointi
Tarkastellaan mallin (1) parametrien m, j = 1, 2, ... , k pienimméan nelidésumman estimointia.

Mallin (1) parametrien m, m3,K, m pienimman neliésumman estimaattoreiksi /7, m,K, M
saadaan havaintoarvojen ryhmakeskiarvot y;:

Perustelu:
Estimoidaan mallin
(1) yij:n7+e”.,i:L2,K,nj,j:L2,K,k

parametrit mp,j =1, 2, ... , K PNSmenetelmélla. Etsitdan neliésumman

sS(m,mK.m)=4 & & -4 4 (y; - m)*

=1 i=1 j=1i=1

minimi parametrien suhteen tavanomaiseen tapaan:
(i) Derivoidaan neliosumma SS(m, m,K, m) parametrien m, j =1, 2, ... , K suhteen.
(i) Merkitdan derivaatat nolliksi.
(i) Ratkaistaan saadut normaaliyhtalot parametrien mp, j = 1, 2, ... , k suhteen.
Normaaliyhtal6iks saadaan:

TKK @ llkka Mellin (2006) 459



Tilastolliset menetelmat 20. Yksisuuntainen varianssianalyysi

q 1 & o 5

—SS K, =

i (m,m,K,m)= m%d(y.] m)
=-2§1(mj-m)
_-zgayu-nm_
=0,j=12K,k

Normaaliyhtal6iden ratkaisuiksi saadaan ryhmakeskiarvot

~_1g .
m=—aVy; =y, ] =12KKk

i i=L

Estimoidun mallin sovitteet saadaan kaavoilla

Vi =m=y,,i=L2K,n;, =12 K,k
jaresiduaalit kaavoilla

& =Y - ¥ =YY i=L2Kn, j=12Kk
Jaannosnelibsummaks saadaan ryhmien sisaista vaihtelua kuvaava neliésumma

kK N
SE=aa (y-y)

j=1 i=1

Pienimman neliosumman estimointi yht& suurten odotusarvojen tapauksessa

Mallin (2) parametrin mpienimman neliGsumman estimaattoriksi /m saadaan havaintoarvojen y;
yleis- eli kokonaiskeskiarvo y:

my=—4 & Yy =14 ny
N = = N = s

jossa

N=n+n,+L+n,
ja

19 .

:_é )/” 3 J :llelk
joi=l

Perustelu:

Estimoidaan mallin
i=12,K,n

) y; =mre;, N i=L2K kK

parametri mMPNS-menetelmalla. Etstéan nelidsumman
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n;

SM=88 =48 (-
j=1i=1 =1 j=1
minimi tavanomaiseen tapaan:
() Derivoidaan neliésumma §m) parametrin msuhteen.
(i)  Merkitdan derivaatta nollaksi.
(i) Ratkaistaan saatu normaaliyhtalo parametrin msuhteen.

Normaaliyhtaloksi saadaan:

19 o oJ
‘Hm SS(m) = ,”malf':l_l(ﬁl.J m?

Kk n
:'Zaa(Yij' ’7)
j=1i=1
&y o O
gaaY.J

j=1i=1

I\.)

jossa
N=n+n+L+n,
Normaaliyhtalon ratkaisuksi saadaan ylei skeskiarvo

. 1& 4 _
m=—aay=y
N =1 i=1

Estimoidun mallin sovitteet saadaan kaavoilla

9”. =m=y,i=12K,n,j=12K,k

) ]l
jaresiduaalit kaavoilla
€ =Y 9ij =Y- y.i=12, K1nj 1 =L2 KK

Jaannosneliosummaksi saadaan havaintoarvojen y; kokonaisvaihtelua kuvaava kokonais-
neliésumma

K n
O O —

SST=a a (y;- y)?

j=1 i=1

Testi odotusarvojen samuudelle
Jos nollahypoteesi

Ho: m=m==m=m
otetaan huomioon, etta regressomallin (1) kertoimille tulee asetetuks (k— 1) lineaarista rajoitusta
eli side-ehtoa:
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(3) m-m=0,j=23, ...,k

Y leisen lineaarisen mallin teorian mukaan (ks. luvun Erityiskysymyksid yleisen lineaarisen mallin
soveltamisessa kappaletta Rajoitettu pienimman neliGsumman menetelma) side-ehtojen (3)
testaaminen voidaan perustaa F-testisuureeseen
F= N-k SST-SSE
k-1 SSE

jossa
SST = aa (yij - 7)
j=l i=1
on havaintoarvojen y; kokonaisvaihtelua kuvaava kokonaisneliosumma ja

kK N
SE=aa(y-y)

=1 i=1

on ryhmien sisaista vaihtelua kuvaava jadnndsneliosumma. Ottamalla huomioon varianssianalyys-
hajotelma

SST =SSG + SSE
testisuure F voidaan kirjoittaa myds muotoon
N-k SSG
F=— x—
k-1 SSE
jossa
cIJ( gj 2 CI’( 2
SSG = SST - SSE:aa (yj - V) =a nj(yj - y)
j=1i=1 =1

on ryhmien valista (systemaattista) vaihtelua kuvaava ryhmaneliésumma. Jos side-ehdot (3)
patevét, testisuure F noudattaa F-jakaumaa vapausastein (k — 1) ja (N — K):

F F(k-1LN-K)

Suuret testisuureen F arvot viittaavat siihen, ettd nollahypoteesi Ho on syyté hylaté.

Sovitteet ja residuaalit

Kuten edelld jo todettiin, estimoidun yksisuuntaisen varianssianalyysin mallin sovitteet saadaan
kaavoilla

Vi =m=Y,,i=L2K,n;, j=12K,k
jaestimoidun mallin residuaalit saadaan kaavoilla
g =Y, - 91. =Y - Y, ,i =],2,K,nj , 1 =12, Kk

Mallin residuaalit on aina syyta alistaa samanlaisiin diagnostisiin tarkistuksiin kuin minka

tahansa regressomallin residuaalit. Residuaalien avulla voidaan selvittéé onko havaintojen joukossa
poikkeavia havaintoja seka patevétkoé mallin jaannostermeisté tehdyt homoskedastisuus-,
korreloimattomuus- ja normaalisuusoletukset; ks. yksityiskohtia luvusta Regressodiagnostiikka.
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20.6. Yksisuuntaisen varianssianalyysin mallin matriisiesitys
Olkoon
@D =m+eg ,i=1L2K,n

U

] =12,K,k

yksisuuntaisen varianssianalyysin tilastollinen malli, jossa jadnnos- €li virhetermit g ovat
riippumattomia ja normaalijakautuneita satunnaismuuttujia:

g, N(,s%),i=12K,n ,j=12K,k

ij
Mallissa (1)
Yii = y-muuttujan i. havaintoarvo ryhmassa j
m = y-muuttujan odotusarvo ryhméssa j

Ma&aritelldan ryhmaindikaattorit
_j1,joshavaintoy; kuuluu ryhmaén |
i } 0,joshavaintoy; ei kuulu ryhmaén |

i=1L2,K,n ,j=12K,k

Ly

Talloin yksisuuntaisen varianssianalyysin malli

@ =m+eg ,i=12K,n, j=L2K,k
voidaan esittd4 muodossa
2 =ml,+ml,+L+ml, +¢ ,i=12K,n, j=12K,k

Matriiisiesitys
Y htél6t (2) voidaan kirjoittaa matriisein seuraavassa muodossa:

é)ﬁl@ éeul;'
¢, U egooLoy ¢ 4
g u & NN g 3
ey, é u e
It at00L Op &2
emu 0 10L 0y 6% (
ey g nn Waéma en u
e u uému e u
&¥r2 QL0L 0Gemy &2
e, U= g u L gt + e
? l;' é l:léM u ? l;l
é al N Nge é, u
a3 gemd e g
eyu al L Ny ey u
é&~-0  &00L 14 é--a
&d gy ya &%k g
e u A\ ] e u
el g ®ooL 1Y el g
@ynkka z nkkg

Esitetdan tdma matriisiyhtéldo muodossa
y=Xpte
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jossa

3 X ¥

e

havaintoarvojen y; muodostama N-vektori, N =n, +n, + L +n,

nollien ja ykkésten muodostama téysiasteinen N* k-matriisi

regressiokertoimien (= ryhméodotusarvojen) muodostama k-vektori

jdanndstermien &, muodostama N-vektori

Huomaa, ettd matriisin X jokaiselarivilla on tasmalleen yksi ykkonen ja muut ko. rivin akiot ovat

nollia.

Pienimman neli6summan estimointi

Regressiokertoimien vektorin mPNS-estimaattori on

i=(XK)' Xy
Matriisin X erikoisen rakenteen takia néhdaén helposti, ettd matriisi X" X on diagonaalimatriisi:
én, 0 OL Ou
€0 n, O LL OU
X& =diag(n,n, K,n)=§0 0 n, L 0
gl Oy
g0 0 O L nyg
Lisgks
€Sy,
€Sy, Y
- a
X@—Ssyisa
e g
ESy,
Koska X" X on diagonaalimatriisi, niin
€ ooL o0l
<N -
er Y
€0 — oL oY
¢ n u
-1 _e u
(XX) —dlag(llnl,l/nz,K,l/nk)—(:eo 0 iL 0
e
ey N N O nu
¢ 1Y
€0 0 0 L —u
e N o

Siten regressiokertoimien vektorin mPNS-estimaattoriks p saadaan ryhméakeskiarvojen

n;

_ 1o .

muodostama vektori:

ji=t
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él u
&n Ve
&g
elgy u évu
é 20 éy.u
AnZ - A 2[:]
~ -1 _é U_ és
A=(X®) XY =gl o =¥y
en, "u ella
e I U BydH
€1 u
g_SYiklil
en o
Edella todettiin, etté jos nollahypoteesi
Hojm:m:»«:[m:m
otetaan huomioon, niin malli
(1) yp=m+6 . i=l2K.n, j=12Kk
saa muodon
(3 y; =mt+eg; ,i=12K,n;, j=12Kk

Y htél6t (3) voidaan kirjoittaa matriisein seuraavaan muotoon:

ey, u ée,u
& éli) &
el g &l el g
ey, U &l ee,.u
vy, U &u e, Y
é’2 el é 12
Sy é Sud
& &1 e
&2l &g 200
€ 0= gugm+ €
el q & el q
e, u ala e, u
e &0 é"
R T
V. u <o -
éYu @ 8t &€ (]
é, u a é, u
el g &Y el g
EYnk 0 &«

Esitetdan tdma matriisiyhtéldo muodossa
y=1m+d

jossa

y = havaintoarvojen y; muodostama N-vektori, N =n +n, +L+n,

1

ykkdsten muodostama N-vektori
m = regressiokerroin

d = janndstermien d; muodostama N-vektori

TKK @ llkka Mellin (2006) 465



Tilastolliset menetelmat 20. Yksisuuntainen varianssianalyysi

Regressiokertoimen mPNS-estimaattori on

m=(14) *1dy
Helposti ndhdaan, etta

1¢1=N
ja

1/ = SSy;,
Siten

aayi=1

jaregressiokertoimen mPNS-estimaattoriks /1 saadaan havaintoarvojen yleiskeskiarvo y :

= (19) 14 =SSy, =y

20.7. Laskutoimitusten suorittaminen
Olkoon
@D y,=m+e ,i=12K,n, j=12K,k

U

yksisuuntaisen varianssianalyysin tilastollinen malli, jossa jaannos- €li virhetermit g; ovat
riippumattomia ja normaalijakautuneita satunnaismuuttujia:

e, N(,s%),i=12K,n ,j=12K,k

ij

Mallissa (1)
Yij = y-muuttujan i. havaintoarvo ryhméssa |
m = y-muuttujan odotusarvo ryhméssa j
Mé&aritelldéén ryhmén j = 1, 2, ... , k havaintoarvojen y; summa kaavalla

T =4y . i=12Kk
i=1

ja kaikkien havaintoarvojen y;; kokonaissumma kaavalla

k N k
[o] o] o]
Tza Mj:aTj

=1i=1 j=1

Olkoon lisaksi

N=n+n,+L+n,
havaintojen kokonaislukumaara.
Havaintoarvojen ryhmakeskiarvot saadaan kaavoilla
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Vj—iT 1 =1,2,Kk

J
jahavaintoarvojen ylei skeskiarvo saadaan kaavalla
1
vl
y N
Edelleen kokonaisneliésumma SST voidaan kirjoittaa muotoon
k N
sst=aa -y aay.J-—Tz
j=1l i=1 =1l i=1

jaryhmien vélista vaihtelua kuvaava neliésumma SSG voidaan kirjoittaa muotoon

CI)( gj —_ —\2 é( — —\2 cl’( 1 2 1 2
Sg;:aa(yj" Y) :anj(yj' Y) :a_Ti vl

j=1 i=1 j=1 j= 1 N

Varianssanalyysihajotelmasta seuraa, etta ryhmien sisdista vaihtelua kuvaava neliosumma SSE
Saadaan kaavalla

SSE = SST-SSG
F-testisuure nollahypoteesin
Ho:m=m=>x=m=m
testaamiseks on muotoa
N-k, SSG
k-1 SE
Bartlettin testissa (ks. alla) tarvittavat ryhmakohtaiset varianssit saadaan kaavoilla

F =

1 1
- Y)Y E—— ay”-—TZ i=12K,k
n - 185 :

o>

s’ =
nJ = 1i:l

Siten yksisuuntaisen varianssianalyysin perustehtavien suorittamiseksi riittéé laskea seuraavat summat
janeliésummat:

k2
T =ay,i=12Kk T=aay
i=1 j=1 i=1
J & d
a IJ ' J_]'IZK k aa yij
i=1 j=1 i=1

Laskutoimitukset voidaan jarjestéé esimerkiksi seuraavan taulukon muotoon:
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Ryhmal Ryhma 2 L Ryhmak Summa
o k
n n, L Ny N = jzlni
Y Yio L Yik
M M M
ynll yn22 L ynkk
_&a&n _am _on _ ok
Tl_ai:]_yil T2_ai:1yi2 L Tk_ai:]_yik T_aj:]_ j
T? T/ L T?
o nn o n, o ny o k 0o n
aLys | aiLy L asYe |@.aLy

20.8. Bartlettin testi
Bartlettin testi on tilastollinen testi, jolla voidaan testata yksisuuntaisen varianssianalyysin oletusta
havaintojen ryhmakohtai sten varianssen yhtasuuruudesta.
Testausasetelma
Olkoon
@ yij:n7+eij,i=:L2,K,n].,j=2L2,K,k
yksisuuntaisen varianssianalyysin tilastollinen malli. Mallissa (1)
Yij = y-muuttujan i. havaintoarvo ryhméassa j
m = y-muuttujan odotusarvo ryhmassa j
Olkoon lisaksi
N=n+n+L+n,.
havaintojen kokonaislukuméaara.

Tehdaan oletus, ettéa jaannos- eli virhetermit g ovat riippumattomia ja normaalijakautuneita
satunnaismuuttujia:

g, N(,s7),i=1L2K,n ,j=12K,k

i
Oletuksen mukaan ryhmékohtai set varianssit
D*(y;)=s7,i=12K,n, =12 K,k
voivat erotatoisistaan. Y ksisuuntaisen varianssianalyysin F-testi nollahypoteesilie
Ho:m=m=»=m=m
nojaa oletukseen, jonka mukaan kaikilla havainnoilla y;; on (ryhméasta riippumatta) sama varianssi:
D*(y;)=s?,i=12K,n, j=12 K,k
Asetetaan siksi nollahypotees
2

Hy:s/=s;=L=s7=s

2
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Testisuure ja sen jakauma

M &éritellaén havaintoarvojen y;; ryhmékohtaiset otosvarianssit s} kaavalla

1 9 .
s =——a (y;- )" i=12K Kk
nj - 4=
jossa

n;

_ 1o .
yi=—ay 12Kk
N iz
on ryhman i havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo ja ryhmékohtaisista otosvariansseista sj2
yhdistetty varianssi s> kaavalla

=——a M -Yss=—SSE=MSE
% N-k,azl(J )S) N- Kk

Bartlettin testisuure on

-9
h
jossa
Q=(N- K)log(s})- & (m; - Dlog(s))
ja

1 &, 1 106
1+ a - :
3k-DEA N -1 N-K;

Josnollahypoteesi H,:57 =s; =L =57 =5 pétee, Bartlettin testisuure B noudattaa suurissa
otoksissa approksmatiivisesti ¢*-jakaumaa vapausastein (k — 1):

B ,c*k-)

Testisuureen B normaaliarvo on suurissa otoksissa approksmatiivisesti (k — 1), koska
E(c®)=k-1

jossa
c> c*(k-1

Siten suuret testisuureen ¢? arvot viittaavat siihen, etté nollahypoteesi Ho on syyté hyléta

20.9. Odotusarvoparien vertailu
Olkoon
(1) y,=m+e ,i=12K,n, j=12K,k

U
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yksisuuntaisen varianssianalyysin tilastollinen malli, jossa jadnnos- €li virhetermit g; ovat
riippumattomia ja normaalijakautuneita satunnaismuuttujia:

e, N(0,s5%),i=12K,n ,j=12K,k

ij

Mallissa (1)

Yij = y-muuttujan i. havaintoarvo ryhméassa j

m = y-muuttujan odotusarvo ryhmassa j
Olkoon lisaksi

N=n+n,+L+n,
havaintojen kokonaislukumaara.
Jos yksisuuntaisen varianssianalyysin nollahypotees

Ho:m=m=>x=m=m
hylataan tiedetdan, ettd ainakin kaksi odotusarvoista

m,j=12, ..,k
eroaa tilastollisesti merkitsevasti toisistaan. Jos nollahypotees Ho hyl&téan, varianssianalyysia
voidaan jatkaa ryhmittelyll &, jossa selvitetéddn missa ryhmissa odotusarvojen erot ovat tilastollisesti
merkitsevid. Vertailu voidaan tehda kayttamalla luottamusvél g a tal testgja.
Luottamusvalit ja odotusarvojen parivertailu

Oletetaan, etta haluamme verrata odotusarvoja m ja m. Odotusarvojen vertailu voidaan tehda siten,
etta konstruoidaan odotusarvojen m ja m erotukselle

m—m
luottamusvali ja tutkitaan kuuluuko nolla konstruoituun vdliin vai €.

Kéytetddn erotuksen m — mluottamusvaliné vélia
1 1
V.- V)t /—+—
V- Wttt S non

, 1 & , 1
=~ 3A(n-1)=—SE=MSE
S N-k%(l S =Nk

jossa

on ns. yhdistetty varianss, jossa
o 1 ¢ oy
nj “ 4=
on havaintoarvojen y;; varianss ryhmésséi ja luottamustasoa (1 — a) vastaavat |uottamuskertoi met
- ta ja +ta2 ON valittu Sten, etta
Pr(-t,, EtE£+t,,)=1-a

jossa satunnaismuuttuja t noudattaa t-jakaumaa vapausastein (N — Kk):
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t t(N-K)

Huomautuksia:

Tassa kaytettava luottamusvalin kaava eroaa tavanomaisesta kaavasta siten, etta
yhdistetyn varianssin s kaavassa on yhdistetty otosvarianssit kaikista ryhmista eika vain

ryhmistak jal.

Konstruoidut luottamusvdlit eivat ole simultaanisia, vaan koskevat vain rynmien k jal

odotusarvoja.

Tehtavien parivertailujen lukumadara on

ako_k(k- 1)
&2y 2

Testit ja odotusarvojen parivertailu

Oletetaan, etta haluamme verrata odotusarvoja m ja m. Odotusarvojen vertailu voidaan tehda siten,

etta testataan nollahypoteesia
Ho: m—m=0
vaihtoehtoista hypoteesia
Hi:m—-—m* O
vastaan.
K&ytetddn testisuureenat-testisuuretta
Y- ¥
1 1

St
N n

t=

Kaavassa

> 1 & 2 1
=——a(n -DYs =——SE=MSE

on ns. yhdistetty varianss, jossa

1 o
SZ_

jT s
on havaintoarvojen varianss ryhmassai.
Jos nollahypoteesi

Ho:m—m=0

patee, niin testisuure t noudattaa t-jakaumaa vapausastein (N — k):

t t(N-K)

j-n—a(yij-vi)z,jqz,K,k
- 1

Itseisarvoltaan suuret testisuureen t arvot johtavat nollahypoteesin hylk&amiseen.

Huomautuksia:
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Tassa kaytettava testisuureen kaava eroaa tavanomaisesta kahden riippumattoman
otoksen t-testin kaavasta siten, etta yhdistetyn varianssin s? kaavassa on yhdistetty
otosvarianssit kaikista ryhmistéa etka vain rynmistak jal.

Konstruoidut testit eivat ole ssimultaanisia, vaan koskevat vain ryhmienk jal
odotusarvoja.

Tehtavien parivertailujen lukumadara on
é((‘?_ k(k-1)
&5 2

Luottamusvaélien ja testien ekvivalenssi

Edelld esitetty luottamusval g8 kayttava menettely, jossa luottamustasoksi valitaan luku
1-a

jaedella esitetty testausmenettely, jossa merkitsevyystasoks valitaan luku
a

ovat ekvivalentteja.

Simultaaniset luottamusvalit ja testit

Smultaanisten luottamusvdlien tai testien konstruoimiseen on useita erilaisia menetelmia.
Simultaaniset luottamusvalit tal testit ovat tavallisesti kuitenkin vain approksimatiivisia.

Bonferronin menetelmassa kéytetdan parivertailujen luottamusvéegata testgyd, muttaluku a
korvataan luvulla

alm
jossam on tehtavien parivertailujen lukumaar&:
KO k(k-1)
m=e ==
2y 2
Bonferronin epayhtalo
Olkoot

A, A ..., An
tapahtumia. Tal6in patee Bonferronin epayhtalo

P(ACACLCA,) 3 1- gPr(A) +Pr(A) +L+Pr(A)Y

Perustelu:

Todistetaan Bonferronin epayhtao tapauksessa m = 2. Y leinen tapaus voidaan todistaa
samaan tapaan kuin tapaus m = 2 kayttéen induktiota.

Olkoot siis A; ja A, kaks otosavaruuden Stapahtumaa.
Talo6in yleisesta yhteenlaskusadnndsta seuraa, etta

1) Pr(A°E A)) =Pr(A’) +Pr(A) - Pr(A°C A)) £ Pr(A’) +Pr(A)
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De Morganin lain mukaan
ACA =(AEA)
Siten komplementtitapahtuman todennakadi syyden séannosté ja kaavasta (1) seuraa, etta

Pr(A G A)=Pr(AE A)°) =1- Pr(A'E A) 3 1- [Pr(A’) +Pr(A)]

Bonferronin epayhtalo ja simultaaniset testit
Bonferronin menetelméa odotusarvojen vertailussa perustuu Bonferronin epayhtal6on.

Oletetaan, etté tehtéavana on suorittaa mtilastollista testia. Tarkastellaan todenndkdisyytta a’, etta
vahintaan yksi testien nollahypoteeseista hylataan virheellisesti.

M &éritell88n tapahtuma
A ="Nollahypoteesia e hyl&ta virheellisesti testissdi”, i =1, 2, ..., m
Taldin
A" ="Nollahypotees hylataan virheellisesti testissdi”,i=1,2,..., m
Jos kaikissa odotusarvojen vertailutesteissa kaytetédén samaa merkitsevyystasoa a, niin
Pr(A)=1-a,i=12K,m
ja
Pr(A’)=a,i=1L2,K,m

Jostedtiti =1, 2, ..., movat riippumattomia, niin todennakoisyys, etté nollahypoteesa el hylata
virheellisesti yhdessakaan testissé on

Pr(ACA CLCA,)=Pr(A)Pr(A)LPr(A)
Jos jokaisessa testissd kéytetdan merkitsevyystasona samaa lukua a, niin taléin
P(ACACLCA)=(1-a)"
jasiten
a’ = Pr("Vahintéaan yks virhedlinen hylkdys’) =1- (1- a)"
Jostestiti =1, 2, ..., mriippuvat toisistaan, niin tama yhtal6 pétee vain approksimatiivisesti.
Bonferronin epayhtal 6n mukaan
Pr("Ei yhtdan virheellistd hylkaysta")
=P(ACACLCA,)
* 1- [Pr(A)) +Pr(A)) + L+ Pr(A))]
Jos jokaisessa testissd kéytetdan merkitsevyystasona samaa lukua a, niin saamme epayhtaon
Pr("Ei yhtdan virheellistd hylkdystd’) 3 1- ma
Siten véahintéan yhden virheellisen hylkayksen todennékdisyydelle a” on saatu arvio
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a = Pr("Vahintdan yks virhedllinen hylkays’)
= 1- Pr("Ei yhtdan virheellista hylkaysta")
£ ma

Siten valinta

a=>blm

takaa sen, etta

athb

20.10. Kontrastit
Olkoon

@D y,=m+e ,i=12K,n, j=12,K,k

U

yksisuuntaisen varianssianalyysin tilastollinen malli, jossa jaannos- €li virhetermit g; ovat

riippumattomia ja normaalijakautuneita satunnaismuuttujia:

e, N(0,s%),i=12K,n ,j=12K,k

1

Mallissa (1)

Yi
m

y-muuttujan odotusarvo ryhmassa |
Olkoon liséks
N=n+n,+L+n,

havaintojen kokonaislukumaara.

Kontrasti

Parametrien m, m, ... , m lineaarikombinaatio

k
Gzacj/n

j=1

on kontrasti, jos

k
ac =0
j=1
Kontrastit
&
G=acm
i=1
ja
&
D:a d;m

y-muuttujan i. havaintoarvo ryhmassa |
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ovat ortogonaalisia, jos

Jos
M=MN=-=n=n

niin kontrastit Gja D ovat ortogonaalisia, jos

Kontrastien estimointi

Olkoon
&
C=acy,
j=1
kontrastin
&
G=acm

!
[y

estimaattori, jossa

_ 14 .
N =
on havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo ryhméssa j ja

nj,j=1,2,...,k

on ryhman j koko. Y ksisuuntaisen varianssianalyysin mallista tehdyisté oletuksista seuraa, etta

estimaatori C noudattaa normaalijakaumaa:

C N(m,sd)
jossa
k
m=EC)=a¢m=6G
j=1
ja
& ¢
s¢=D*(C)=s’q -
= N,

Kontrasteja koskevat testit
Asetetaan nollahypoteesi

k
Hy:G=8¢;m=0

j=1
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jasille kaksisuuntainen vaihtoehtoinen hypoteesi
k
H:G=q¢mt0
j=1

Méaéritelléan F-testisuure

ga C; Y,
F ej=l
MSE

S Qs o-N

j=1

jossa
N

1o :
=n—a i1 =L2 Kk

BE!

on havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo ryhmassij,

n,j=1,2, ...,k
on ryhman j koko ja

k

MSE—% B ka}lg(y., v)’ ﬁjé’}l(nj )s?
ryhmien sisdista vaihtelua kuvaava neliosumma, jossa

N=nm+ M+ +ng

havaintojen kokonaislukuméara ja

1 9 o .
s =——Aa (- V)" i=12Kk
N -Llia
on havaintoarvojen varianss ryhméssa . Jos nollahypoteesi
k
Hy:G=@ ¢;m=0
j=1

pétee, niin testisuure F noudattaa F-jakaumaa vapaustein 1 ja (N — K):

F~F(, N=K
Suuret testisuureen F arvot johtavat nollahypoteesin Hy hylk&amiseen.
Perustelu:
Olkoon
c?
AT
jossa
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O
1

. mox
(@]
<l

!
[y

ja
&
D*(C)=s’q =+

= N,

Jos nollahypotees

k
Hy:G=8 ¢;m=0

j=1

pétee, niin

Q c*(
Olkoon

SSE

QZ = S 2
jossa

SE=a (yij_yj) =a(nj-1)5j

j=1 i=1 i=1

Voidaan osoittaa, etta (ks. kappaletta Y ksisuuntainen varianssianalyysi ja sen
suorittaminen)

Q, c*(N-k)
jossa

N=n+n,+L+n,
Mé&éritellaan F-testisuure

__ Q1 0Q

CQUN-K) Q
Koska neliosummat Q; ja Q, ovat riippumattomia,
F~F(@,N=K

Todetaan lopuksi, etté testisuure F voidaan kirjoittaa muotoon

jossa
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n; k
o

& 1 4
, ——aMm-1s
% A (V5= V)= N k%( i~

SE_ 1

MSE = =
N-k N-k

Ottamalla edell& esitetysta F-testisuureesta nelidjuuri, saadaan t-testisuure

k
o)

acy,

t=—2

Jos nollahypoteesi
k
Hy:G=8 ¢;m=0
=1

pétee, niin testisuure t noudattaa t-jakaumaa vapausastein (N — k):
t~t(N-K)

Itseisarvoltaan suuret testisuureen t arvot johtavat nollahypoteesin Hy hylkéémiseen.

Edella esitetyt F-testi jat-testi ovat ekvivalentteja.

Kontrastien luottamusvalit
Kontrastin
&
G=acm
i=1

luottamusvali luottamustasolla (1 - a) on muotoa

jossa luottamuskertoimet —t ., ja +t,, on Madrétty niin, etta
Pr('ta/2£t£+ta/2) = 1' a
ja
t~t(N- K
Ortogonaalisten kontrastien testaaminen
Kontrastit
&
G=acm
=1

ja

TKK @ llkka Mellin (2006)

478



Tilastolliset menetelmat 20. Yksisuuntainen varianssianalyysi

Toisistaan riippumattomien ortogonaalisia kontrastien lukuméaéra on
k-1

jossa
k = Ryhmien lukumééra

Ortogonaaliset kontrastit dekomponoivat ryhmien valista (systemaatista) vaihtelua kuvaavan
nelidésumman

k
S%Zé nj(yj - 7)2
j=1

(k- 1) komponenttiin, joista jokaisen aste = 1. Siten ortogonaalisiin kontrasteihin liittyvat testit
ovat riippumattomia.

Perustelu:
Olkoot

k
G=agm. =12Kk-1
j=1

(k- 1) ortogonaalista kontrastia odotusarvoille

m,m,..,m
Olkoon
&k 8
¢a G+
53:9121'(—22’,|:12,K,k-1
& c
aiJ
= N
Talo6in patee

K
SG=g n(y,- V)°=S5+S5,+L+S5

j=1
Kappaleessa Y ksisuuntainen varianssanalyys ja sen suorittaminen todettiin, etta
SSG

SZ

c2(k- 1)

Edella esitetyn mukaan satunnaismuuttujat
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S S | S

noudattavat ¢*-jakaumaa yhdella vapausasteella:
SS  c*),1=12K k-1

Siten Cochranin lauseesta (ks. kappaletta Y ksisuuntainen varianssianalyysi ja sen
suorittaminen) seuraa, etta satunnaismuuttujat
= .

s?2's?" ' s

ovat riippumattomia.
Koska F-testisuureet kontrasteille

q} &l LR ] G(—l
voidaan esittéa muodossa

=8 o1oKk-1
MSE

ndemme, etta testit ortogonaalisilie kontrasteille ovat riippumattomia.
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21. Kaksisuuntainen varianssianalyysi

21.1. Varianssianalyysi: Johdanto

21.2. Kaksisuuntainen varianssianalyysi ja sen suorittaminen

21.3. Kaksisuuntaisen varianssianalyysin malli ja sen parametrointi
21.4. Kaksisuuntaisen varianssianalyysin mallin parametrien estimointi

215 Laskutoimitusten suorittaminen

Y ksisuuntaisessa varianssianalyysissa perusjoukko on jaettu ryhmiin yhden ryhmittelevan tekijan
suhteen ja tavoitteena on testata hypoteesia, jonka mukaan kiinnostuksen kohteena olevan
muuttujan ryhmakohtaiset odotusarvot ovat yhta suuria.

Kaksi- tai useampisuuntaisessa varianssianalyysissa perusjoukko on jaettu ryhmiin kahden
tal useamman ryhmittelevan tekijan suhteen ja nytkin tavoitteena on testata hypoteesia, jonka
mukaan kiinnostuksen kohteena olevan muuttujan ryhmakohtaiset odotusarvot ovat yhta
suuria.

Tassd luvussa tarkastellaan kaksisuuntaista varianssianalyysia. Tarkastelun kohteena ovat mm.
kaksisuuntaisen varianssanalyysin malli ja sen parametrointi, parametrien estimointi,
odotusarvojen yhtasuuruuden testaaminen jalaskutoimitusten suorittaminen.

Avainsanat:

Aritmeettinen keskiarvo, Cochranin lause, Estimointi, F-testi, Faktori, Harha, Harhattomuus,

Indikaattorimuuttuja, Interaktio, Jadnndsvaihtelu, Jadnnésvarianssi, Kaksisuuntainen
varianssianalyysi, Kokonaiskeskiarvo, Kokonaisvaihtelu, Merkitsevyystaso, Muuttuja, Normaalijakauma,
Nelibsumma, Otos, Otostunnusluku, Parametri, Parametrointi, Pienimméan neliGsumman estimaattori,
Pienimman nelidssumman menetelmd, Paavaikutus, Residuaali, Reunakeskiarvo, Riippumattomuus,
Ryhmien  sisdinen vaihtelu, Ryhmien vélinen vaihtelu, Ryhmittely, Ryhma, Ryhmakeskiarvo,
Satunnaisuus,

Side-ehto, Sovite, t-testi, Taso, Tekija, Testi, Vapausaste, Varianssi, Varianssianalyysihajotelma,

Varianssianalyysitaulukko, Yhdysvaikutus, Yksisuuntainen varianssianalyysi, Yleinen lineaarinen
malli, Yleiskeskiarvo
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21.1. Varianssianalyysi: Johdanto

Kahden riippumattoman otoksen t-testi

Suhdeasteikollisille muuttujille tarkoitettuja testeja k&sitelleessi kappaleessa tarkastellaan kahden
riippumattoman otoksen t-testid. Testin testausasetelma on seuraava:

(i)  Perugoukko koostuu kahdesta ryhmésta

(i)  Havainnot noudattavat kummassakin ryhméssé normaalijakaumaa.

(i)  Kummastakin ryhmasta on poimittu toisistaan riippumattomat satunnai sotokset.
(iv) Tehtavanaon testata ryhmakohtaisten odotusarvojen samuutta.

Varianssianalyysin perusongelma

Varianssianalyys voidaan ymméartaa kahden riippumattoman otoksen t-testin yleistykseks
tilanteisiin, jossa perugjoukko koostuu kahdesta tai useammasta ryhmasta:

(i) Perugoukko koostuu kahdesta tai useammasta ryhméasta

(i) Havainnot noudattavat jokaisessa ryhmassa normaalijakaumaa.

(iii)  Jokaisesta ryhméasté poimitaan toisistaan riippumattomat satunnaisotokset.
(iv) Tehtavanaon testata ryhmakohtaisten odotusarvojen samuutta.

Perugjoukon jako ryhmiin voidaan tehda yhden tai useamman faktorin €i tekijan (muuttujan)
arvojen perusteella. Jos perugoukon jako ryhmiin perustuu yhteen tekijaan, puhutaan
yksisuuntaisesta varianssianalyysista. Jos perusjoukon jako ryhmiin perustuu

m tekijaan, puhutaan m-suuntaisesta varianssianalyysista.

Huomautus:

Tassd luvussa kasitelléan kaksisuuntaista varianssianalyysia; yksisuuntaista
varianssianalyysia on kasitelty edellisessa luvussa kolmisuuntaista varianssi-
analyysia kasitelld8n seuraavassa luvussa

Varianssianalyysin nimi johtaa helposti harhaan. Varianssanalyysissa el testata varianssen vaan
odotusarvojen yhtésuuruutta tilanteessa. Nimi johtuu siitg, etta odotusarvojen yhtasuuruuden
testaaminen perustuu eri tavoilla madaréttyjen varianssien yhtéasuuruuden testaamiseen.

21.2. Kaksisuuntaisen varianssianalyysin perusasetelma

Oletetaan, etté tutkimuksen kohteena oleva perusoukko voidaan jakaa ryhmiin kahden faktorin
eli tekijan (muuttujan) A ja B arvojen suhteen ja oletetaan, etta tekijalla A on J tasoa jatekijala
B on K tasoa, jolloin jaossa syntyy ryhmia JxK kappaletta. Oletetaan edelleen, etté ryhmista on
poimittu toisistaan riippumattomat satunnaisotokset, joiden kaikkien koko on |. Koska
ryhmékoot on oletettu yhta suuriks, sanomme, etté asetelma on tasapainotettu.

Olkoon

yik = 1. havainto tekijan A tason A jatekijan B tason B, madrédmassa
ryhméssa(j,k), i=1,2,...,1,j=1,2,...,3,k=12,... ,K
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Kéaytetysta otantamenetelmésta seuraa, etté havainnot yij, voidaan olettaa riippumattomiks (jasiten
myds korreloimattomiksi) satunnaismuuttujiksi.

Oletetaan, etta kaikilla samaan ryhmaan (j,k) kuuluvilla havainnoilla on sama odotusarvo:

Eyi)=m,i=1,2,...,1,j=1,2,...,3,k=1,2, ... ,K
jakaikilla havainnoilla on ryhmasta riippumatta sama varianssi:

D(yj) =s*,i=12,...,1,j=1,2,...,3,k=1,2,... ,K
Oletetaan lisaks, etta havainnot yij ovat normaalijakautuneita:

Vik~N(m,s?,i=1,2,...,1,j=1,2,...,3,k=12, ... ,K

Haluamme testata nollahypoteesa sit4, etta ryhmékohtaiset odotusarvot E(yij) = i ovat yhta
suuria:

Ho:me=m,j=12,..,3,k=12,...,K

Jos nollahypotees ryhmékohtai sten odotusarvojen yhtasuuruudesta patee, ryhméat voidaan yhdistaa
kaikissa havaintojen keskimééraisia arvoja koskevissa tarkasteluissa.

Kaksisuuntaisessa varianssianalyysissa nollahypoteesi
Ho:m=m,j=12,..,3,k=12,..,K

on tapana jakaa kolmeksi nollahypoteesiksi, jotka koskevat tekijan A padvaikutusta,

tekijan B paavaikutusta sekatekijoiden A ja B interaktiota eli yhdysvaikutusta. Tama

tekee ryhmé-kohtaisten odotusarvojen yhtésuuruutta koskevan testausongelman olennaisesti moni-
mutkaisemmaks kuin yksisuuntaisessa varianssianalyysissa. Tama johtuu siitg, ettatekijoiden A jaB
paavaikutuksia el voida tarkastella erillising, jos tekijdilla A ja B on yhdysvaikutusta.

Siten kaksisuuntaisessa varianssianalyysissa testattavia nollahypoteeseja on kolme kappal etta:
(i) Tekijoiden A jaB yhdysvaikutusta koskeva nollahypoteesi on muotoa
Has : Ei yhdysvaikutusta
Jos nollahypoteesi Hag jé8 voimaan, tekijoiden A ja B padvaikutuksia voidaan tarkastella
erillisina.
(i) Tekijan A padvaikutusta koskeva nollahypoteesi on muotoa
Ha : Ei A-vaikutusta
(i) Tekijan B padvaikutusta koskeva nollahypoteesi on muotoa
Hg : Ei B-vaikutusta
Huomautus:
Nollahypoteesit Ha ja Hg ovat yksisuuntaisen varianssianalyysin nollahypoteessa.
Kaksisuuntainen varianssanalyysi tarkoittaa em. testausasetelman nollahypoteesien
Has : Ei yhdysvaikutusta
Ha : Ei A-vaikutusta
Hg : Ei B-vaikutusta
testaamista.
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Interaktio: Havainnollistus

Tarkastellaan yksinkertaisten essimerkkikuvioiden avulla ryhmittelevien tekijoiden A ja B interaktion
eli yhdysvaikutuksen ilmenemista ryhmé-kohtaisia odotusarvoja kuvaavissa odotusarvo-
diagrammeissa.

Oletetaan, ettéd molemmilla ryhmittelevalla tekijoilla A ja B on kaks tasoa:

A:A,j=12
B:B«,k=1,2
Olkoot vastaavat ryhmaodotusarvot
me,=142,k=12
Kuvio1l: Ei yhdysvaikutusta.
Tapaus 1: Tapaus 2:
n n

ny,

m, m,
m m
m,

m
vy

I,

A A A

Jostekijan B tasoa muutetaan, ryhmaodotusarvoissa tapahtuva muutos e riipu tekijan A
tasosta:

> -

Mi- M2=1M- Mo
Kuvio2: Yhdysvaikutusta esiintyy.

Tapaus 1: Tapaus 2:
mn mn
nZZ nzz nz1 Bl

m\% m, m3B,
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Jos tekijan B tasoa muutetaan, ryhmaodotusarvoissa tapahtuva muutos riippuu tekijan A
tasosta:

my- Mzt my- me

Kaksisuuntainen varianssianalyysi ja koesuunnittelu

Kaks suuntaista varianssianalyys a voidaan kayttéé koetulosten analyysiin seuraavassa
koeasetelmassa:

(i) Oletetaan, ettd kokeen tavoitteena on verrata, miten kasttelyiden
AL Ay A
ja
Bi, By, ..., Bk

yhdistelmat (A, By) vaikuttavat kiinnostuksen kohteena olevan vastemuuttujan y
keskimaaraisiin arvoihin.

(i)  Valitaan jokaisen kasittelykombinaation (A; , By) kohteeks kokeen kaikkien mahdollisten
kohteiden joukosta satunnaisesti | yksilog, j =1, 2, ... ,J, k=1, 2, ..., K, jolloin havaintojen
kokonaislukumaaraks tulee

IJK =N
(i) Mitataan vasteet v €li kilnnostuksen kohteena olevan muuttujan y arvot:
Vi, i=1,2,...,1,j=1,2,...,3,k=12,... ,K

Huomaa, ettd koeasetelma on taydellisesti satunnaistettu: Sattuma maaraa taydellisesti millaisen
kasittelyn kohteeksi kokeen kohteiksi valitut yksil6t joutuvat.

21.3. Kaksisuuntaisen varianssianalyysin suorittaminen

Havaintojen keskiarvot
Mé&aritelléan havaintoarvojen yi ryhmakeskiarvot eli rynmakohtaiset aritmeettiset keskiarvot
tekijan A tason A jatekijan B tason By méaéraamassa ryhméassa (j,K):

_ 14 .

Vi =Ta Yo ] =12K, 3, k=12K K

i=1

Jos nollahypoteesit Hag, Ha ja Hg pétevét, on odotettavissa, ettd ryhmakeskiarvot eivat poikkea
kovin paljon toisistaan.

Jos ryhmékohtaiset otokset yhdistetéan yhdeksi otokseksi, yhdistetyn otoksen havaintoarvojen yleis-
eli kokonaiskeskiarvo on

y =- L éK éJ é Yiik
1IK k=1 j=1 i=1
jossa
IJK =N

on yhdistetyn otoksen havaintojen kokonaislukumaaré.
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M&éritelléan havaintoarvojen Yijk marginaali- eli reunakeskiarvot kaavoilla

K

j é a yuk’ :LZ’K’J
IK k=1 i=1

y 14
k aayuk’k :LZKK
I'J j=1i=1

Reunakeskiarvo y; on havaintojen yij keskiarvo tekijan A tason Ay madraamassa ryhmassa j, kun B-
ryhmitysté el oteta huomioon jareunakeskiarvo y , on havaintojen yij keskiarvo tekijan B tason By
maaraamassa ryhméssa k, kun A-ryhmitysta el oteta huomioon.

Huomaa, etta kokonaiskeskiarvo y  onryhmakeskiarvojen y ;, keskiarvo:

3 _

a y jk

1 j=1

Il QJOX

7:

R|e
=

My0s reunakeskiarvot Y, ja y , voidaan médritella ryhmakeskiarvojen y ,, avulla

| [

K
av. i=12K,J

k=1

J
=~a Vi k=12K,K

j=1

calH x

Varianssianalyysihajotelma
Kirjoitetaan identiteetti
Yik =Y =V -V )tV - YD)+ Vi- Y - VY )+ V- Vi)
2-suuntaisen varianssianalyysin testit nollahypoteeseille H g, Ha ja Hg perustuvat poikkeamien
Vi-Y) -V )TV - YtV )i Vi)
nelidsummille.
Testi nollahypoteesille
Has : Ei yhdysvaikutusta
perustuu poikkeamien
V- Vi =YtV )W Vi)
neliosummille. Jos nollahypotees Hag pétee, on odotettavissa, ettd erotukset
V-V -Yuty)
elvét oleitseisarvoiltaan kovin suuria
Testi nollahypoteesille
Ha : Ei A-vaikutusta
perustuu poikkeamien

(3_/1- -y )’(yijk_ ij)
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neliosummille. Jos nollahypotees Ha pétee, on odotettavissa, etta erotukset
Y;-V)

eivét oleitsaisarvoiltaan kovin suuria.

Testi nollahypoteesille
Hg : Ei B-vaikutusta

perustuu poikkeamien
Y-V )i~ Vi)

neliosummille. Jos nollahypotees Hg pétee, on odotettavissa, etta erotukset
Yi-Y)

eivét oleitsaisarvoiltaan kovin suuria.

M&éritellédn havaintoarvojen kokonaisvaihtelua kuvaava kokonaisneliosumma:

ssT=3 glé’ll(yi,-k- v

k=1 j=1 i=1

Jos ryhmékohtaiset otokset yhdistetdan yhdeks otokseksi, saadun yhdistetyn otoksen varianss on

sjziSST
N-1
jossa
N = 1JK

on yhdistetyn otoksen havaintojen kokonaislukumaaréa.
Mééritelld8n tekijan A paavaikutusta kuvaava neliosumma:

J
SA=IKQ (Y, -V )
j=1
Mé&éritellaan tekijan B paavaikutusta kuvaava neliGsumma:

K
SB=UQ (V.- V)
k=1
Ma&éritellaan tekijoiden A ja B yhdysvaikutusta kuvaava neliGsumma:
K J
SAB=13a V-V, -V+V )
k=1 j=1
Mééritelld8n ryhmien sisaista vaihtelua kuvaava (jadnnos-) neliGsumma:
K J |
SSE:é é é (yijk' ij)z
k=1 j=1 i=1

Havaintoarvojen yix ryhmavarianssit eli ryhmékohtaiset varianssit saadaan lausekkeista
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1 4 _ .
= 1é(yijk- y.)%, i=12K, 3, k=12K,K
-lia

S
Siten ryhmien sisdista vaihtelua kuvaava nelibsumman SSE lauseke voidaan esittéa myos muodossa
SE=(1-DA 4 <
k=1 j=1
Korottamalla identiteetti
Yik =Y =V -V )tV - YD) Vi- Y - VY )+ V- Vi)
potenssiin kaksi ja laskemalla yhteen saadaan varianssianalyysihajotelma
A&a(y -y ) =884y, -y )V+a&&(y - V)
+ ViV, -V *Y )’
+ Vi~ Vi)
=IK&(Y; -V )+ -V )’
HA&(Y -V, - VitV )’
+83 A& (Y- V)

Edell& esitettyjen neliosummien méaritelmien perusteella varianssianalyysihgjotelma voidaan esittda
muodossa

SST = SSA + SB + SSAB + SSE
Varianssanalyysihajotelmassa kokonaisnelidsumma SST on hajotettu neljan osatekijan summaks,
jossa osatekija

SSAB=184(Y, -V, -Vi+V )
kuvaatekijoiden A ja B yhdysvaikutusta, osatekijét

SSA=IK&(Y, -y )’
ja

SB=1J&4(V,-V )’
kuvaavat tekijoiden A ja B paavaikutuksia ja osatekija

SSE=aaa(Y-Y;)
kuvaa ryhmien sisdista vaihtelua.

Kaksisuuntaisen varianssianalyysin testit

Jos tekijoiden A ja B yhdysvaikutusta kuvaava neliésumma
SSAB=1844(V,-V, -V +Y )’

on suuri verrattuna ryhmien sisdista vaihtelua kuvaavaan jadnnosneliGsummaan

SSE:ééé(Yijk' ij)
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nollahypoteesi
Has : Ei yhdysvaikutusta
on asetettava kyseenal aiseks . M&aritelléan F-testisuure
_ K(-1) sSsAB
PO-)(K-1) SE

Jos havainnot noudattavat normaalijakaumaa ja nollahypotees

Has : Ei yhdysvaikutusta
patee, testisuure Fas noudattaa F-jakaumaa vapausastein (J — 1)(K — 1) ja JK(I — 1):
Fe F((JI-D(K-1),IK(I-1)

Testisuureen Faz normaaliarvo on

IJK - JK
HF) 2 K- K- 2
ja
E(Fas) » 1
Jos N = 1JK on suuri. Suuret testisuureen Fag arvot johtavat nollahypoteesin Hag hylk&&miseen.
Jos tekijan A paavaikutusta kuvaava neliésumma
SSA=IK&(Y, - ¥ )’
on suuri verrattuna ryhmien sisdista vaihtelua kuvaavaan jadnnosneliésummaan
SSE=aaa(Y-Y;)
nollahypotees
Ha : Ei A-vaikutusta
on asetettava kyseenal aiseks. M&ritelléan F-testisuure
_JK(-1) SsA
J-1 S&E
Jos havainnot noudattavat normaalijakaumaa ja nollahypotees
Ha : Ei A-vaikutusta
patee, testisuure F noudattaa F-jakaumaa vapausastein (J — 1) ja JK(l — 1):
F, F((J-2,JK(-1)

I:A

Testisuureen F normaaliarvo on

IJK - JK
S KK 2
ja
E(Fp) » 1
Jos N = 1JK on suuri. Suuret testisuureen F, arvot johtavat nollahypoteesin Ha hylk&&amiseen.
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Jos tekijan B paavaikutusta kuvaava neliésumma
SB=1Ja(Yy .-V )?

on suuri verrattuna ryhmien sisdista vaihtelua kuvaavaan jadnnosneliésummaan

SSE:ééé(Yijk' ij)

nollahypotees
Hg : Ei B-vaikutusta

on asetettava kyseenal aiseks. M &ritell&an testisuure

_JK(-1) S=B

K-1 SSE

Jos havainnot noudattavat normaalijakaumaa ja nollahypotees

Hg : Ei B-vaikutusta

I:B

patee, testisuure Fg noudattaa F-jakaumaa vapausastein (K — 1) ja JK(I —1):

F F(K-1,JK(I - 1))
Testisuureen Fg normaaliarvo on

K- K
E(FB)H_B 1JK - JK - 2

ja
E(Fg) » 1

Jos N = 1JK on suuri. Suuret testisuureen Fg arvot johtavat nollahypoteesin Hg hylk&&amiseen.

Neliosummien jakaumat
Voidaan osoittaa, etta aina patee
SSE

SZ

c?(IK(I - 1))

Edelleen voidaan osoittaa, etté jos nollahypoteesit
Has : Ei yhdysvaikutusta
Ha : Ei A-vaikutusta
Hg : Ei B-vaikutusta

patevat, niin
SSSZT c’*(1JK - 1)
SSAB
- CO-DK-)
SSSZA‘ c’(J-1)
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S8
<7 c’(K-1

Varianss analyys hajotel man mukaan

SST=SSA+ SSB + SSAB + SSE
Edella esitetyn mukaan satunnaismuuttujat

SST SSA SB SSAB SSE
s?2 5252 g2 ' g2

noudattavat nollahypoteesien Hag, Ha ja Hs pétiessd c*-jakaumaa vapausastein, jotka toteuttavat
yhtalén

IK-1=0-1) +(K-1) + (I-1)(K-1) + K( —1)
Siten satunnaismuuttujat

SSA SB SSAB SSE

s?2' 5?2’ g2 ' g2

ovat Cochranin lauseen mukaan riippumattomia (ks. luvun Yksisuuntainen varianssianalyys
kappaletta Y kssuuntainen varianssanalyysi ja sen suorittaminen).

Edell& esitetyn nojalla testisuureet Fag, Fa ja Fg noudattavat nollahypoteesien Hag, Ha ja Hg patiessa
F-jakaumaa suoraan F-jakauman maéritelman mukaan:

_ SSAB/(3- (K- 1)

o e (1 - T F((J- D(K - 1), IK(I - 1)
SSA/(J- 1) _
TSR] F((J-2),JK( - D)
SB/(K - 1)

5 = SSE/IK(1 - 1) F((K-1,JK(l - 1)

Testisuureet Fag, Fa ja Fg voidaan tulkita varianssien vertailutestisuureiks, joissa varianssgja
SSAB
J-DY(K-12
MSA:E
J-1
MSB :ﬁ
K-1

verrataan ryhmien sisaiseen varianssin

-1
JK(I -1)
Varianssiestimaattoreiden harhattomuus
Estimaattori
TKK
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-1
JK(I -1
on aina harhaton havaintojen yi varianssille s°. Sen sijaan estimaattorit
_ SSAB
J-DY(K-12
MSA:E
J-1
MSB :E
K-1

ovat harhattomia havaintojen y; varianssille s* vain, jos nollahypoteesit Hpag, Ha ja Hg pétevét.

Tarkastelemme seuraavassa lahemmin ehtoja, joiden pétiessa estimaattorit MSE, MSAB, M3A ja
MSB ovat harhattomia havaintojen yi varianssille s*. Kaytamme hyvaksi sité, etté kaksisuuntaisen
varianssianalyysin tilastollinen malli voidaan esittéd muodossa (ks. tarkemmin seuraavaa kappaletta):

Yy = mra; +b +(ab), +e, ,i=12K,1,J=12K,J k=12K,K

jossa

3 & 3 &

ada =—a b.=a (ab)jk =a (ab)jk:O

j j k=1
ja

e, N(©Os%),i=12K,l,j=12K,J k=12K,K
Voidaan osoittaa, etta nollahypoteesit

Has : Ei yhdysvaikutusta

Ha : Ei A-vaikutusta

Hg : Ei B-vaikutusta
ovat ekvivalentteja seuraavien ehtojen kanssa:

Hee: (@b), =0, j=12K,J, k=12K,K

Ha :a,=0,j=12K,J
He : b, =0,k=L2K,K

Voidaan osoittaa, etta aina patee:

E(MSE) =— ~_E(SE) =s?
JK(I- 1)
Siten MSE on aina varianssin s harhaton estimaattori.

V oidaan osoittaa, etta
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. 1A & (ab);,
E(MSAB) = ——— E(SSAB) =s 2+ 2
(J-H(K-D (J-H(K-D

Siten MSAB on varianssin s harhaton estimaattori, jos nollahypoteesi
He :(ab), =0,j=12K,J, k=12K,K

patee.
Voidaan osoittag, etta

J
|Ké’1af

E(MSA)——E(SSA) s?+ J 1

Siten MSA on varianssin s* harhaton estimaattori, jos nollahypoteesi
Ha a;=0,j=12K,J

patee.

Voidaan osoittag, etta
1J 2 b?
1 a

E(MSB) = K—E(SSB) R . — K-l

Siten MSB on varianssin s* harhaton estimaattori, jos nollahypoteesi
He : b, =0,k=12K,K

patee.

Varianssianalyysitaulukko
Varianssianalyysin tulokset esitetéén tavallisesti alla esitetyn varianssianalyysitaulukon muodossa.
Varianssianalyysitaulukon nelidsummat SStoteuttavat yhtélon

SST = SSA + SSB + SSAB + SSE

Y htélo on varianssianalyysihajotelma. Varianssianalyysitaulukon neliosummien vapausasteet df
(df = degrees of freedom) toteuttavat yhtalon

N-—1=1JK—-1=J-1) +(K-1) + (I-1)(K - 1) + IK(I — 1)

TKK @ llkka Mellin (2006) 493



Tilastolliset menetelmat 21. Kaksisuuntainen varianssianalyysi

: Nelio- Vapaus- Varianss-
Va;g'ﬁglém summa asteet estimaattori F-testisuure
SS df MS
A SSA -1 MSA=§ F :M—SA
| -1 MSE
M
B SB J-1 MSBzﬁ F :—SB
J-1 MSE
SSAB MSAB
AB SSAB l-1)(J-1 | F=——
(1=D0-D (-9~ 1 MSE
aanno SSE IJK-1 _—SSE
Jaannos (K-1) 13(K - 1)
K okonais-
vaihtelu SST K -1

21.4. Kaksisuuntaisen varianssianalyysin malli ja sen parametrointi

Kaksisuuntaisen varianssianalyysin tilastollinen malli voidaan parametroida kahdella erilaisella

tavalla. Parametroinnit ovat kuitenkin ekvivalentteja.

Parametrointi 1

Kaks suuntaisen varianssianalyysin tilastollinen malli voidaan parametroida seuraavallatavalla:
(1) Vi =M +€ i =L2K,1,=12K,J k=12K,K

jossa jaanndstermit gy ovat riippumattomia ja normaalijakautuneita:
e, N(Os?),i=12K,l,j=12K,J k=12K,K

Mallissa (1)
Yik = Yy-muuttujan k. havaintoarvo ryhméssa (j, k)
m = y-muuttujan odotusarvo ryhméssa (j, k)
Ei-satunnaiset vakiot m,j=1,2,...,J, k=1, 2, ..., Kjajanndsvarianss s* ovat kaksisuuntaisen

varianssianalyysin tilastollisen mallin (1) parametreja.
Mallia (1) koskevista oletuksista seuraa, etta

E(Y,) =My, i=12K,1,j=12K,J k=12 KK
ja

D*(y,) =s?,i=12K,l,j=12K,J k=12KK
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Parametrointi 2

Kaks suuntaisen varianssianalyysin tilastollinen malli voidaan parametroida my0s seuraavalla
tavalla

(2 Yy =m+a; + b +(@ab), +eg,,i=L2K,l,[j=12K,J,k=12K,K
jossa
g &, 4 & _
3 aaj_abk‘a(ab)jk_a(ab)jk_o
j=1 k=1 j=1 k=1

jossa jaanndstermit gy ovat riippumattomia ja normaalijakautuneita:
e, N(Os?),i=12K,l,j=12K,J k=12K,K

Ei-satunnaiset vakiot m a;, by, (ab),j=1,2,...,J3,k=1,2, ..., Kjajanndsvarianss s* ovat
kaksisuuntaisen varianssianalyysin tilastollisen mallin (2) parametreja.

Mallia (2) koskevista oletuksista seuraa, etté
E(y,) =m+a, +b +(ab), i=12K,l,j=12K,J k=12K,K
ja
D*(y,)=s2,i=12K,l,j=12K,J k=12 KK
Parametrointien 1 ja 2 ekvivalenssi
Mallissa
(D) Y =M +6,,1=12K,1,j=12K,J , k=12K,K

y-havainnot esitetédén seuraavien tekijoiden summana:

m = ryhmakohtainen odotusarvo
gk = jaannostermi
Mallissa
2 Yy =m+a; + b +(@ab), +eg,,i=L2K,l,[j=12K,J, k=12K,K
y-havainnot esitetédén seuraavien tekijoiden summana:
m = yleisodotusarvo
a = ryhmittelevan tekijan A tason A vaikutus
by =ryhmittelevan tekijan B tason By vaikutus

(ab)i =yhdysvaikutus

€k = jaannostermi
Mallit (1) ja (2) ovat ekvivalentteja - mallit on vain parametroitu eri tavoilla.
M &éritelldén keskiarvot
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_14
m Kk:l”?k
14
mk‘jan?k
j=1
i dhm=t4n-Lan
JK j=1 k=1 “ ‘]J:1 K ‘

Kirjoitetaan identiteetti

Yijk:m*'(n? - n)+(mk_ n)'*'(”?k' n? - mk+n)+(yijk_ n?k)

jamerkitdan
a; =m-m
b, =m-m
(ab)jk:mk_ m - me+m
eijk :yijk' mk
Taldin
3
aa; =0
j=1
&
a b =0
k=1
3 &
a (ab), =@ (ab), =0
j=1 k=1
Perustelu:
3 3 3
aa=a(m-m=gm-JIm=3m IJm=0
=1 j=1 j=1
& & &
ab=aim-m=am-Km=Km Km=0
k=1 k=1 k=1
3 3
a (ab)jk =a (mk_ m - mk+l7)
J=1 j=1
3 3
=amc-am-JIm+dm
j=1 j=1
=Im.-JIm-Im +1m=0
& &
a (ab)jk =a (mk_ m - mk+ln
k=1 k=1
& &
=a my- K/n -am+Km
k=1 k=1
=Km - Km - Kn+Km=0
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Siten
yijk = mk + eijk
yijk :ITH-(In - ’7)+(mk' n)'*'(”]k' m - mk+n7+(yijk' n?k)
Yk = Mt a; + b, +(ab)jk * 6k
ovat kaks suuntaisen varianssianalyysin tilastollisen mallin ekvivalentteja esitysmuotoja, jos ehdot
(3) pétevat.
Edelld esitetysta seuraa, etté nollahypoteesit
Has : Ei yhdysvaikutusta
Ha : Ei A-vaikutusta
Hg : Ei B-vaikutusta
ovat ekvivalentteja seuraavien ehtojen kanssa:
Hae: (@b), =0,j=12K,J k=12 KK

Ha :a,=0,j=12K,J
He : b, =0,k=12K,K

21.5. Kaksisuuntaisen varianssianalyysin mallin parametrien estimointi

Kaksisuuntaisen varianssianalyysin malli
Tarkastellaan kaks suuntaisen varianssianalyysin mallin parametrointia 2 (ks. edellista kappaletta).
Olkoon siis
) Yy =mra; + b +(@b), te, . i=L12K,1,j=12K,J, k=12K,K
kaksisuuntaisen varianssianalyysin tilastollinen malli, jossa jaannds- €li virhetermit g ovat
riippumattomia ja normaalijakautuneita satunnaismuuttujia:
e, N(Os?),i=12K,l,j=12K,J k=12K,K

Mallissa (2)
Yiik = y-muuttujan i. havaintoarvo ryhméssa (j, k)
m = yleisodotusarvo
a = ryhmittelevan tekijan A tason A; vaikutus
by = ryhmittelevéan tekijan B tason By vaikutus

(ab)jx = yhdysvaikutus
6ik = jaannostermi
Pienimman neli6summan estimointi

Tarkastellaan mallin (2) parametrien pienimman neliésumman estimointia.
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Mallin (2) parametrit voidaan estimoida pienimman neliosumman menetelméllg, jos ehdot

€ 82a,=8b,=4 @), =4 @), =0
= k=1 j=1 k=1
patevat. Parametrien pienimman neliosumman estimaattorelksi saadaan
o=y
a =y,-V.,i=12K,J

b, =Y.V .k=12K,K
@D) =YV -V, - V+Y ,i=12K,J,k=12K,K

Perustelu:
Estimoidaan mallin
(2 Yy =m+a; + b +(@b), +eg,,i=L2K,l,[j=12K,J, k=12K,K

parametrit PNS-menetelméll&, kun oletamme, etta endot

K J K
a,=a b.=4 @b),=a @b), =0
k=1 k=1

j=1

Qo

©)

j=1

péatevét. Etsitdan nelidsumman

o

J 1
SS= éé(yijk_m-aj-bk_(ab)jk)z
j=1 i=1

=
1

1
minimi parametrien suhteen tavanomaiseen tapaan:

(i) Derivoidaan neliosumma SS parametrien suhteen.

(i)  Merkitaan derivaatat nolliksi.

(i) Ratkaistaan saadut normaaliyhtal 6t parametrien suhteen ottamalla huomioon ehdot (3).
Normaaliyhtal6t voidaan esitt8a seuraavassa muodossa:

m o IKmIK a+ A b +1A L8, @b), =T
o K o K

a; : IKm +1Ka, +la b tla, @by =T,

b = m +1§ a; +b +1§ (ab), =T,

(@b),: Im +la, +1b, +1(ab), =T,

i=12K,J, k=12K,K

jossa
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__|
1
Qo-

Yiik
1=1
& 4 &
T, =aavyx=aTlx
k=1 i=1 k=1
3 ¢ 3
Tv=aavyx=aTlx
j=1 1=1 j=1

1=1L2K,J,k=12K,K

Huomaa, ettd seké estimoitavien parametrien lukumaara etta ratkaistavien normaaliyhtéldiden

yhtal6iden lukumaaré on
1+J+K+JK
Y hta6t ovat kuitenkin yliparametroituja:
(i) Yhtal6iden (2) summana saadaan yhtalo (1).
(i) Yhtaléiden (3) summana saadaan yhtalo (1).
(iii) Yhtaoiden (4) summanakiintedlle | saadaan yhtalo (2).
(iv) Yhtdoiden (4) summanakiintedlle k saadaan yhtao (3).
Siten yhtal6systeemin yhtaldiden vélilla on
1+J+K

lineaarigta riippuvuutta ja systeemillé el ole ykskasitteista ratkaisua. Yhtél 0systeemi saadaan

kuitenkin ratkaistuks ottamalla huomioon ehdot

J K J K
(3) aa =ab=af@b),=alb),=0
j=1 k=1 j=1 k=1

Huomaa, etta riippumattomien ehtojen lukuméaéra on yhtaldsysteemin ratkaisemiseks
tarvittava

1+1+J
Kun ehdot (3) otetaan huomioon yht&losysteemin ratkaisuksi saadaan

A

m =y
éj :VJ -V ’j:LZlKlJ
b, = k=12K,K

Vk_ y
(éb)jkzyjk_ Vi -V*tY ,1=12K,J,k=12K,K

Sovitteet ja residuaalit

Estimoidun kaksisuuntaisen varianssianalyysin mallin sovitteet saadaan kaavoilla
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Yy = fire &, + b, +(@b),,
=y A -V )YV )YV - Yty )
=V
i=12K,l,j=1,2K,J,k=12K,K
jaestimoidun mallin residuaalit saadaan kaavoilla
€ik = Yik - S\/ijk:yijk_ Y
i=12K,l,j=12K,J,k=12K,K

Mallin residuaalit on aina syyta alistaa samanlaisiin diagnostisiin tarkistuksiin kuin minka

tahansa regressomallin residuaalit. Residuaalien avulla voidaan selvittéé onko havaintojen joukossa
poikkeavia havaintoja seka patevétko mallin jaannostermeisté tehdyt homoskedastisuus-,
korreloimattomuus- ja normaalisuusoletukset; ks. yksityiskohtia luvusta Regressodiagnostiikka.

21.6. Laskutoimitusten suorittaminen

Jos kaksisuuntaisen varianssianalyysin laskutoimitukset joudutaan tekeméan kasin tai laskimella,
kannattaa laskutoimituksissa kayttéé alla esitettavia kaavoja.

Oletetaan, etta ryhmittelevalatekijalla A on J tasoa

A A, A
ja ryhmittelevalla tekijalla B on K tasoa:
B.,B,, ..., B«

Olkoon

ik = K. havainto ryhméssa, jonka méérittelee tekijan A taso j jatekijan B taso k,
i=1,2,..,1,j=142,...,3,k=1,2,... ,K

M éaéritelléan seuraavat summeat:

__|
1
Qo-

yijk
=1
& g &
T, =aavyx=aTlx
k=1 i=1 k=1
Jd 9 J
Tk:aayuk:aT]k
j=11=1 =1
& 8 4 3 & 3 &
T :aaayuk:aaTJk:aT] :aTk
k=1 j=1 I=1 j=1 k=1 j=1 k=1
j=12K,J, k=12K,K

Olkoon lisaks
|
& V2. =12K, 1, k=12K K
i=1

tekijan A tason A jatekijan B tason By maéraaman ryhman (j, k) havaintoarvojen yij« nelididen summa
ja
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& d o

aaa Vi
k=1 j=1 i=1

kaikkien havaintoarvojen yij« nelididen kokonaissumma

Havaintoarvojen yij ryhrnék&dd arvot saadaan kaavoilla

1
—ay.Jk T,,i=12K,J, k=12K,K

Havaintoarvojen y;j reunakeskiarvot saadaan kaavoilla

14 4 1 .
. T ,1=12K,J
Y |J§1§y”k IR !

1 & 4 1
V., =— — T, . k=12K,K
Y |K91§1 TIK K

Havaintoarvojen v kokonaiskeskiarvo saadaan kaavalla

petAdddn
1K 5 5™ 1K

Havaintoarvojen yi ryhmavarianssit saadaan kaavoilla
o]
S —a(y.Jk Vi) =77 8ayJk Tfk_,J—J,zKJ k=12,K,K

Havaintoarvojen y;j kokonaisvarianssi saadaan kaavalla

s° = S48 (Yo -V )2 = 1 20
1K - 191?1511 Yiem Y ) Tk 1891‘?_‘1‘1 Vi K 5
Havaintoarvojen kokonaisvaihtelua kuvaava neliosumma SST voidaan laskea kaavalla
J |
1
ST = aaa(yuk y)_ éé IJk-IJ_KTZ
k=1 j=1 i=1 k=1 j=1 i=1
Tekijan A paavaikutusta kuvaava neliosumma SSA voidaan laskea kaavalla
=& (7, -y = AT T
o LK

Tekijan B paavaikutusta kuvaava neliosumma SSB voidaan laskea kaavalla

3 1 <'§ 1
=1Ja (¥ T2. — T2
a )= AT K
Tekijoiden A ja B yhdysvaikutusta kuvaava neliosumma SSAB kannattaa laskea kahdessa vaiheessa.
L asketaan ensin ryhmékeskiarvojen kokonaisvaihtelua kuvaava nelibsumma

S=1da -V )=

k=1

Qoc.

I
=

i

Taloin
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Tilastolliset menetelméat

21. Kaksisuuntainen varianssianalyysi

Qo
Qo=

SSAB = |

(!
LY
=

(!

j 1

Y-V -Vty )?=SS- SSA- SSB

Ryhmien sisdista vaihtelua kuvaava jaannosnelidsumma SE saadaan kaavalla
SSE=SST-SSAB-SSA-SB=SST-SS
Ké&sin tai laskimella laskettaessa havainnot kannattaa jarjestda seuraavan taulukon muotoon:

A A L A
B Y Ya Ko Vi | Vi Yoo K Vi | L | Mg Yoo K Yoy
B | Yo Yo Ko Vo | Yoo Yoo K Vi | | Yo ¥au2 KK Yo
1 1 1 1
BK yllK 1 yZlK ’K’ yl 1K y12K ) y22K ’K’ yl 2K L leK 1 yZJK ’K7 yIJK

Tasta taulukosta lasketaan solukohtaiset summat

|
Tjk :é Yiik » 1=1,2K,J , k=12K,K
i=1

ja kaikkien havaintojen neliGiden summa

3 o
a4

1 j=1 i

2
Yiik

=

Il QJOX

LY

Solusummeat

T, i=12K,J,

k=12K,K

jarjestetadn seuraavaks taulukoksi, jostaloput tarvittavista summista saadaan rivi- ja sarakesummina:

A A L A |Summa
B T L Ta LB T LT
| B 1 Te | Tn | L Ty | To |
IS L LN U L
BK TlK T2K I— TJK T K
Summa| T, T, L T, T

TKK
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22.  Kolmi- ja useampisuuntainen varianssianalyysi

22.1. Varianssianalyysi: Johdanto
22.2. Kolmisuuntainen varianssianalyysi ja sen malli
22.3. Kolmisuuntainen varianssianalyysi ja sen suorittaminen

22.4. Laskutoimitusten suorittaminen kolmisuuntaisessa varianssianalyysissa

Y ksisuuntaisessa varianssianalyysissa perusjoukko on jaettu ryhmiin yhden ryhmittelevan tekijan
suhteen ja tavoitteena on testata hypoteesia, jonka mukaan kiinnostuksen kohteena olevan
muuttujan ryhmakohtaiset odotusarvot ovat yhta suuria.

Kaksi- tai useampisuuntaisessa varianssianalyysissa perusjoukko on jaettu ryhmiin kahden
tal useamman ryhmittelevan tekijan suhteen ja nytkin tavoitteena on testata hypoteesia, jonka
mukaan kiinnostuksen kohteena olevan muuttujan ryhmakohtaiset odotusarvot ovat yhta
suuria.

Téassd luvussa tarkastellaan kolmisuuntaista varianssianalyysia esimerkkind kolmi- ja
useampisuuntaisesta varianssianalyysista. Kolmisuuntaisen varianssianalyysin tarkasteleminen riittaa
taman esityksen tarpeisiin, koska neli- tai useampisuuntaisen varianssianalyysin asetelma el vaadi
uusia teoreettisia nakokulmia. Tarkastelun kohteena ovat mm. kolmisuuntaisen varianssi-
analyysn malli jasen parametrointi, parametrien estimointi, odotusarvojen yhtasuuruuden
testaaminen jalaskutoimitusten suorittaminen.

Avainsanat:

Aritmeettinen keskiarvo, Cochranin lause, Estimointi, F-testi, Faktori, Harha, Harhattomuus,
Indikaattorimuuttuja, Interaktio, Jadnndsvaihtelu, Jadnnésvarianssi, Kaksisuuntainen
varianssianalyysi, Kokonaiskeskiarvo, Kokonaisvaihtelu, Kolmisuuntainen varianssianalyysi,

Merkitsevyystaso, Muuttuja, Normaalijakauma, Nelibssumma, Otos, Otostunnusluku, Parametri,
Parametrointi, Pienimman nelio- summan estimaattori, Pienimman neliGsumman menetelma,
Paavaikutus, Residuaali, Reunakeski-arvo, Riippumattomuus, Ryhmien sisdinen vaihtelu, Ryhmien véalinen
vaihtelu, Ryhmittely, Ryhma, Ryhmakeskiarvo, Satunnaisuus, Side-ehto, Sovite, t-testi, Taso,
Tekija, Testi, Vapausaste, Varianssi, Varianssianalyysihajotelma, Varianssianalyysitaulukko,
Yhdysvaikutus, Yksisuuntainen varianssi- analyysi, Yleinen lineaarinen malli, Yleiskeskiarvo
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22.1. Varianssianalyysi: Johdanto

Kahden riippumattoman otoksen t-testi

Suhdeasteikollisille muuttujille tarkoitettuja testeja k&sitelleessi kappaleessa tarkastellaan kahden
riippumattoman otoksen t-testid. Testin testausasetelma on seuraava:

(i)  Perugoukko koostuu kahdesta ryhmésta

(i)  Havainnot noudattavat kummassakin ryhméssé normaalijakaumaa.

(i)  Kummastakin ryhmasta on poimittu toisistaan riippumattomat satunnai sotokset.
(iv) Tehtavanaon testata ryhmakohtaisten odotusarvojen samuutta.

Varianssianalyysin perusongelma

Varianssianalyys voidaan ymméartaa kahden riippumattoman otoksen t-testin yleistykseks
tilanteisiin, jossa perugjoukko koostuu kahdesta tai useammasta ryhmasta:

(i) Perugoukko koostuu kahdesta tai useammasta ryhméasta

(i) Havainnot noudattavat jokaisessa ryhmassa normaalijakaumaa.

(iii)  Jokaisesta ryhméasté poimitaan toisistaan riippumattomat satunnaisotokset.
(iv) Tehtavanaon testata ryhmakohtaisten odotusarvojen samuutta.

Perugjoukon jako ryhmiin voidaan tehda yhden tai useamman faktorin €i tekijan (muuttujan)
arvojen perusteella. Jos perugoukon jako ryhmiin perustuu yhteen tekijaan, puhutaan
yksisuuntaisesta varianssianalyysista. Jos perusjoukon jako ryhmiin perustuu

m tekijaan, puhutaan m-suuntaisesta varianssianalyysista.

Huomautus:

Tassd luvussa kasitelléén useampisuuntaisesta varianssianayysista esimerkking
kolmisuuntaista varianssianalyysia; yksi- jakaksisuuntaista varianssianalyysia on
kasitelty edellisissa luvuissa

Varianssianalyysin nimi johtaa helposti harhaan. Varianssanalyysissa el testata varianssen vaan
odotusarvojen yhtésuuruutta tilanteessa. Nimi johtuu siitg, etta odotusarvojen yhtasuuruuden
testaaminen perustuu eri tavoilla madaréttyjen varianssien yhtéasuuruuden testaamiseen.

22.2. Kolmisuuntainen varianssianalyysi ja sen malli

Kolmisuuntaisen varianssianalyysin perusasetelma

Oletetaan, etté tutkimuksen kohteena oleva perusoukko voidaan jakaa ryhmiin kolmen faktorin €l
tekijan (muuttujan) A, B ja C arvojen suhteen ja oletetaan, etta tekijalla A on J tasoa, tekijdlla B

on K tasoa jatekijélla C on L tasoa, jolloin jaossa syntyy ryhmiad JxKxL kappaletta. Oletetaan
edelleen, ettd ryhmista on poimittu toisistaan riippumattomat yksinkertaiset satunnai sotokset, joiden
kaikkien koko on .

Olkoon

yim = 1. havainto tekijan A tason A, tekijan B tason By ja tekijan C tason C
maardamassa ryhmassa (j, k, 1)
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=12, ...,1,j=14,2,...,3,k=2,2,... ,K,I=1,2,...,L

Kéaytetysta otantamenetel mésta seuraa, etté havainnot iy voidaan olettaa riippumattomiks (ja Siten
myds korreloimattomiksi) satunnaismuuttujiksi.

Oletetaan, etté havainnot yijy ovat normaalijakautuneita:

Yik ~N(me,s),i=1,2,...,1,j=1,2,...,3,k=1,2, ... ,\K,I=1,2, ..., L
Havainnoista yi tehdysté oletuksesta seuraa:
(i) Kaikillasamaan ryhmaan (j,k,I) kuuluvilla havainnoilla on sama odotusarvo:

E(yijk|):fm<|,i:1,2,...,|,j:1,2,...,J,k:1,2,...,K,|:1,2,...,L
(i) Kaikillahavainnoilla on ryhmasta riippumatta sama varianss:
D(yij) =s*,i=1,2,...,1,j=1,2,...,3,k=1,2,... ,.K,1=1,2, ..., L

Haluamme testata nollahypoteesia Siitd, etta ryhmékohtaiset odotusarvot E(yijw) = m ovat yhta
suuria. Asetetaan siis nollahypotees

Ho:mu=m,j=12,...,3,k=2,2,...,K,I=1,2,..,L

Jos nollahypotees ryhmékohtaisten odotusarvojen yhtasuuruudesta patee, ryhméat voidaan yhdistaa
kaikissa havaintojen keskimaéraisid arvoja koskevissa tarkasteluissa.

Kolmisuuntaisessa varianssianalyysissa nollahypoteest H,  on tapana jakaa seitsemaks
nollahypoteesiks, jotka koskevat tekijoiden A, B ja C p&avaikutuksia, tekijoiden A, B jaC
pareittaisia interaktiota eli yhdysvaikutuksia jatekijoiden A, B ja C yhdysvaikutusta.

Tekijoiden A, B ja C yhdysvaikutusta koskeva nollahypoteesi on muotoa
Hasc : Ei yhdysvaikutusta ABC
Jos nollahypotees Hagc 88 voimaan, tekijoiden A, B ja C vaikutuksia voidaan tutkia pareittain.
Tekijéiden A ja B yhdysvaikutusta koskeva nollahypoteesi on muotoa
Has : Ei yhdysvaikutusta AB
Tekijoiden A ja C yhdysvaikutusta koskeva nollahypoteesi on muotoa
Hac : Ei yhdysvaikutusta AC
Tekijéiden B ja C yhdysvaikutusta koskeva nollahypoteesi on muotoa
Hgc : Ei yhdysvaikutusta BC

Jos nollahypoteesit Hagc , Has , Hac , Hec j@8vét voimaan, tekijoiden A, B ja C vaikutusta voidaan
tutkia erillisina.

Tekijan A vaikutusta koskeva nollahypoteesi on muotoa
Ha : Ei A-vaikutusta

Tekijan B vaikutusta koskeva nollahypoteesi on muotoa
Hg : Ei B-vaikutusta

Tekijan C vaikutusta koskeva nollahypoteesi on muotoa
Hc : Ei C-vaikutusta

Huomautus.
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Nollahypoteesit Ha , Hg , Hc ovat yksisuuntaisen varianssianalyysin nollahypoteesgja.
Kolmisuuntainen varianssanalyys tarkoittaa em. testausasetelman nollahypoteesien Hagc , Has ,
Hac , Hec, Ha, Hg , Hc testaamista.

Kolmisuuntaisen varianssianalyysin tilastollinen malli
Kolmisuuntaisen varianssianalyysin tilastollinen malli voidaan parametroida seuraavalla tavalla:
Yju =mr+a; +b +g +(ab), +(@g), +(bg), +(@bg), +e
i=1L2K,l,j=1,2K,J , k=1L2K,K, =12 K,L
jossa jaannostermit gjq ovat riippumattomia ja normaalijakautuneita:
Eiu N(0,s?),i=12K,l,j=1,2K,J, k=12K,K,I=1,2,K,L

Ei-satunnaiset vakiot

m
a, b g
(@b)i, (ag , (bgu , (abgu
ji=12,..,3,k=1,2,...,K,1=1,2,...,L
jajéanndsvarianss
5;2
ovat kolmisuuntaisen varianssianalyysin tilastollisen mallin parametrit.

Kolmisuuntaisen varianssianalyysin tilastollisen mallin parametrien on toteutettava seuraavat ehdot:

J K &

a aj = a bk = a gl :O
j=1 k=1 1=1

J K

a @v), =a (@), =0
j=1 k=1

J &
a@g,=a@g),;=0
j=1 =1

(bg)s =a (bg), =0

1=1

K L
(abg)w =a (abg), =a (abg), =0
k=1 1=1

oL mO(_. E mOx

Mallia koskevista oletuksista seuraa, etta
E(Yy) =nma; + b +g +(ab), +(@g), +(bg), +(abg),,
i=1L2K,l,j]=1,2K,J,k=12K,K,l =12 K,L
ja
Var(eijk,) =s?,i=12K,l,j=1,2K,J,k=12K,K,l=1,2K,L

TKK @ llkka Mellin (2006) 506



Tilastolliset menetelmat 22. Kolmi- ja useampisuuntainen varianssianalyysi

Kolmisuuntaisen varianssianalyysin nollahypoteesit voidaan ilmaista mallin parametrien avulla
Seuraavassa muodossa:

Hage : (&b@jm =0

Has :(ab)x=0
Hac :(agj=0
Hgc :(bgu =0
Ha :8=0
Hs :bH=0
He :g=0

Kolmisuuntainen varianssianalyysi ja koesuunnittelu

Kolmisuuntaista varianssanalyysia voidaan kayttéa koetulosten analyysiin seuraavassa
koeasetelmassa:

(i) Oletetaan, ettd kokeen tavoitteenaon verrata, miten kasttelyiden

A A, A
ja
Bi,B2, ..., Bk
ja
Ci,C, ..., C
yhdistelmat vaikuttavat kiinnostuksen kohteena olevan vastemuuttujan y keskimaéraisiin
arvoihin.

(i)  Valitaan kasittelykombinaation (A;, By, C) kohteeks kaikkien kokeen mahdollisten kohteiden
joukosta satunnaisesti | yksilog, j=1,2,...,J,k=1,2,... ,K,1=1,2, ..., L jaolkoon

IJKL =N
havaintojen kokonaislukumaara.
(i) Mitataan vasteet iy €li kilnnostuksen kohteena olevan muuttujan y arvot:
Vik,i=1,2 ...,1,j=1,2,...,3,k=1,2,...,K,1=1,2, ..., L

Huomaa, ettd koeasetelma on taydellisesti satunnaistettu: Sattuma méaaraa taydellisesti millaisen
kasittelyn kohteeksi kokeen kohteiksi valitut yksil6t joutuvat.

22.3. Kolmisuuntaisen varianssianalyysin suorittaminen

Havaintojen keskiarvot

M&éritelléan havaintoarvojen yi ryhmakeskiarvot eli ryhmakohtaiset aritmeettiset keskiarvot
tekijan A tason A, tekijan B tason By jatekijan C tason C; méaéradméssa ryhméssa (j,k,1):

|
Y i :%é Yijua 1=L2K,J , k=12K,K,[=12K,L
i=1
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Jos ryhmakohtaiset otokset yhdistetdan yhdeks otokseksi, yhdistetyn otoksen havaintoarvojen i
yleis- eli kokonaiskeskiarvo

on
y :ig éK éJ é Yiju
IIKL 5 k21 =1 2
jossa
IJKL =N

on havaintojen kokonaislukumaara.
Mé&éritelladn havaintoarvojen yiu 1. kertaluvun marginaali- eli reunakeskiarvot kaavoilla:

1 & &4 .

y. =—— 1 =1L2,K,J

j IKLgelgMJkl J :L

_ 16484 _

Y =—aaa VY kK=12K,K
(N Byt

B 1 & 4

Y. = éééyijkl 1=12K,L
K 3aa

Méaéritell&én havaintoarvojen yiw 2. kertaluvun marginaali- €li reunakeskiarvot kaavoilla

|
Y = ééwwrtzKkagKK

'JK =1 i=1
g =144 _
'| aayukl’ :LZ!KHJ!'_:LZ,K1L
kll—l
= 1493
Vu=rraad v KsL2K K 212K L
J—l i=1

Varianssianalyysihajotelma
Kirjoitetaan identiteetti

Yiw = Y :(yj_y)-l-(yk-y)-'-(yl-y)
+(7jk'7j 'yk+7 )
+(7jl_yj-yl+7)
+(37k|'7k'7|+7 )
+(7jk|'_' -yj|-yk|+yj +7k+7|'7)
* (Yo = ¥ ju)

3-suuntaisen varianssianalyysin testit perustuvat naiden sulkulausekkeilla esitettyjen poikkeamien
neliosummille.

M&éritelléan havaintoar vojen kokonaisvaihtelua kuvaava kokonaisneliosumma:

g & d 9 2
=aaaa(yi,-k|-V )

I=1 k=1 j=1 i=1
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Jos ryhmékohtaiset otokset yhdistetdan yhdeks otokseksi, saadun yhdistetyn otoksen varianss on

2 _ 1
S, =
IJKL-1
jossa
IJKL =N

on yhdistetyn otoksen havaintojen kokonaislukumaaréa.
Ma&éritellaan tekijoiden A ja B ja C padvaikutuksia kuvaavat neliGsummat:

J
SA=IKL] (V, - ¥ )?

j=1

K
SB=1La (Y, -V )°

k=1
L

SC=IK{ (Y -y )
I=1

Mééritelldan tekijoiden A jaB, AjaC, B ja C yhdysvaikutuksia kuvaavat neliGsumma:

K J
SAB=ILa A (Vy -V, - Vi +V )’
k=1 j=1
-
SSAC = IK aa ()/j I~ )/j -y ty )
=1 j=1
s &
SBC=1J aa ()/ W™ Y- Yty )
1=1 k=1

Mééritelldan tekijdiden A ja B ja C yhdysvaikutusta kuvaava neliésumma:

-
Ei (yjH - yjk - yj 1" Y +'yj Yty -y )

1 j=1

Qo-
Qox

SSABC =1

1

=
1!

Mééritelld8n ryhmien sisaistd vaihtelua kuvaava (jadnnos-) neliGsumma:
- — 2
SE=gaaaa Viu- Y
I=1 k=1 j=1 i=1

Havaintoarvojen i« ryhmévarianssit eli ryhmékohtaiset varianssit saadaan lausekkeista
1 4 _ .
S =778 O ¥3)'0 1 512K, 0 k=12K K 1 =12K,L
-1%

Siten ryhmien sisdista vaihtelua kuvaava nelibsumman SSE lauseke voidaan esittéa myos muodossa

§ &4
SE=(I-)a a a s

I=1 k=1 j=1

Neliosummat SST, SSA, SSB, SSC, SSAB, SSAC, SSBC, SSABC, SSE toteuttavat varianssianalyysi-
hajotelman

SST =SSA + SSB + SSC + SSAB + SSAC + SSBC + SSABC + SSE
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jandiosummiin liittyvét vapausasteiden lukumaarét toteuttavat yhtalon
IKL- 1=(J- 1) +(K- 1) +(L- 1)
+(J-D)K-21)+J-1)(L-1)+(K-1)(L-12
+(J- 1)(K-1)(L- 1)
+ JKL(I - 1)

Testisuureet ja niiden jakaumat
Ma&éritelléan F-testisuure
_ JKL(I - 1) SSABC
PCTO-)(K-1)(L-1)  SSE

jossa SSABC on tekijoiden A ja B ja C yhdysvaikutusta kuvaava neliésumma ja SSE on ryhmien
sisdista vaihtelua kuvaava neliosumma. Jos nollahypoteesi

Hasc : Ei yhdysvaikutusta ABC

patee, niin
Foe F(I-D(K-D(L-1D,IKL( - 1)
Suuret testisuureen Fagc arvot johtavat nollahypoteesin hylkaamiseen.
Ma&éritelléan F-testisuure
_ JKL(I-1) SSAB
PUE@-)K-) SE

jossa SSAB on tekijoiden A ja B yhdysvaikutusta kuvaava neliosumma ja SSE on ryhmien sisdista
vaihtelua kuvaava nelidsumma. Jos nollahypoteesi

Has : Ei yhdysvaikutusta AB

patee, niin
Fe F((J-1(K-1),IKL( - 1)
Suuret testisuureen Fag arvot johtavat nollahypoteesin hylk&amiseen.
Ma&éritelléan F-testisuure
_ JKL(I-1) SSAC
Q- (L-1) SsE

jossa SSAC on tekijoiden A ja C yhdysvaikutusta kuvaava neliésumma ja SSE on ryhmien sisdista
vaihtelua kuvaava nelidsumma. Jos nollahypoteesi

Hac : Ei yhdysvaikutusta AC

patee, niin

Fre F(I-2(L-1),IKL(I-1))
Suuret testisuureen Fac arvot johtavat nollahypoteesin hylk&&miseen.
Maé&éritellaéan F-testisuure
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_ JKL(I-1) SSBC
5 (K-1)(L-1) SSE
jossa SSBC on tekijoiden B ja C yhdysvaikutusta kuvaava neliésumma ja SSE on ryhmien sisdista
vaihtelua kuvaava nelidsumma. Jos nollahypoteesi

Hgc : Ei yhdysvaikutusta BC

patee, niin
Foe F((K-1)(L-2),IKL(I - 1))
Suuret testisuureen Fgc arvot johtavat nollahypoteesin hylk&amiseen.
Ma&éritelléan F-testisuure
_JKL(1-1) _SA
F,= x
J-1 S

jossa SSA on tekijan A paavaikutusta kuvaava nelidsumma ja SSE on ryhmien sisaista vaihtelua
kuvaava neliosumma. Jos nollahypoteesi

Ha : Ei pdévaikutusta A
patee, niin
F, F((J-1),IKL( - 1))
Suuret testisuureen F, arvot johtavat nollahypoteesin hylkaamiseen.
Ma&éritelléan F-testisuure
_JKL(I-1) S=B
K-1 SSE

jossa SSB on tekijan B paavaikutusta kuvaava nelidsumma ja SSE on ryhmien sisaista vaihtelua
kuvaava neliosumma. Jos nollahypoteesi

I:B

Hg : Ei pdévakutusta B
patee, niin
F, F((K-1),JKL(l- 1)
Suuret testisuureen Fg arvot johtavat nollahypoteesin hylkaamiseen.
Ma&éritelléan F-testisuure
F JKL(I - 1) SSC
L-1 SSE

jossa SSC on tekijan C padvaikutusta kuvaava neligsumma ja SSE on ryhmien sisaista vaihtelua
kuvaava neliosumma. Jos nollahypoteesi

Hc : Ei pdavaikutusta C
patee, niin
F. F((L-1),IKL(l - 1)

Suuret testisuureen Fc arvot johtavat nollahypoteesin hylk&&miseen.
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Tilastolliset menetelmat 22. Kolmi- ja useampisuuntainen varianssianalyysi

Varianssianalyysitaulukko
Varianssianalyysin tulokset esitetdan tavallisesti varianssianalyysitaulukon muodossa:

Vaihtelun MS=

hde SS of S F =MSMSE
A SSA -1 MSA F, = MSAIMSE
B SB J-1 MSB Fs = MSB/MSE
C SsC K- 1 MSC Fe = MSC/MSE
AB SSAB (- )J- 1 MSAB | F.s= MSAB/MSE

AC ssac | (1- (K- 1) MSAC | F..=MSAC/MSE
BC ssBC | @3- (K- 1) MSBC | Fga.=MSBCIMSE
ABC | SSABC [ (I- 13- 1)(K- 1)| MSABC | F 5. = MSABC/MSE

Jaannos SSE IJK(L - 1) MSE
Kokonais-
vaihtelu SST IJKL - 1

Varianssianalyysitaulukon neliésummat toteuttavat yhtalon
SST = SSA + SSB + SSC + SSAB + SSAC + SSBC + SSABC + SSE

Y htélo on varianssianalyysihajotelma. Varianssianalyysitaulukon neliosummien vapausasteet df
(df = degrees of freedom) toteuttavat yhtaon

IKL- 1=(J- 1)+ (K- 1) +(L- 1)
+(3- DK-1)+J- D(L-1)+(K- D(L- D
+(J- (K- (L - 1)
+IKL(l - 1)

22.4. Laskutoimitusten suorittaminen

Olkoon
yim = 1. havainto tekijan A tason A, tekijan B tason By ja tekijan C tason C
maaraamassa ryhméssa (j, k, 1)
i=1,2,...,1,j=142,...,3,k=12,... ,K,1=1,2,...,L

Maéritellédn seuraavat summeat:
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M &éritell&8n edelleen myods seuraavat summat:
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1=1,2K,J , k=12K,K, =12 K,L

Maé&aritellaan tekijan A tason A, tekijan B tason By jatekijan C tason C; maaraaman ryhman (j, k, 1)
havainto-arvojen yij nelididen summa kaavalla

|
&Y i=12K,J,k=12K,K,1=12K,L
i=1

ja kaikkien havaintoarvojen yijq nelididen kokonai ssumma kaavalla

Havaintoarvojen yiju ryhmévarianssit saadaan kaavoilla

|
&, = ﬁl? Yoy - 1Tfk|9,j—L2KJ k=12K,K,l1=12K,L

Havaintoarvojen yiu kokonaisvarianssi saadaan kaavalla

e=— 1 BEAA-— T2
OKL- 1§32 A A Y™ =
Kokonaisnelidsumma SST voidaan laskea kaavalla
S
4 ket I i )

Tekijoiden A, B ja C padvaikutuksia kuvaavat neliosummat SSA, SSB ja SSC saadaan kaavoilla
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1 d 1
- TZ —TZ
|K|_‘:jl FOIKL
iéKTZ 1 = T?
L ¢ IIKL

L
— 1 éT2| _ 1 TZ
T 1K =1 IJKL

saadaan kaav0|lla

K J
SAB=T 4 4T - T?- SA- SB
Lm0 1K
164, 1 o,
SSAC=-—8 4T} - T - SA- SC
IKES KL

16 &,
SBC=—agaT

- —T?- SSB- SC
3% < 1IKL

SSABC =SS- SSA- SSB- SSC- SSAB- SSAC- SSBC
jossa

_1
| 1JKL

5K 4
aaarh-

=1 k=1 j

& & 4
aaa( y )=
1=1 k=1

on ryhméakeskiarvojen kokonaisvaihtelua kuvaava neliésumma.

Ryhmien sisdista vaihtelua kuvaava jadnndsneliosumma SSE saadaan varianss anal yys hajotelman
nojalla kaavalla

SSE = SST - SSA- SB- SSC- SSAB- SSAC- SSBC- SSABC
tal kaavalla

SSE=SST- SS
jossa SS on ryhmakeskiarvojen kokonaisvaihtelua kuvaava neliosumma.
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