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13.  Tilastollinen riippuvuus ja korrelaatio

13.1. Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
13.2. Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
13.3. Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

13.4. Jarjestyskorrelaatiokertoimet

Tarkastelemme tasséd luvussa kahden (tai useamman) muuttujan tilastollisten aineistojen analyysa.
Pyrimme vastaamaan seuraaviin kysymyksiin:

Miten kahden (tai useamman) muuttujan samanaikainen tarkastelu vaikuttaa
tilastollisen analyysin suorittamiseen?

Miten kahden (tai useamman) muuttujan tilastollista aineistoa kuvataan?

Mita tarkoitetaan kahden tekijan tai muuttujan tilastollisella riippuvuuddla ja miten
tilastollinen riippuvuus eroaa eksaktista riippuvuudesta?

Mitd on korrelaatio?

Mika on korrelaation jariippuvuuden suhde?

Miten korrelaatiot estimoidaan?

Miten korrelaatioita koskevia hypoteeseja testataan?

Taméa kappale on johdantoa taman tilastotiedetta kasittelevén monisteen osan pagkohteelle, miké on
lineaariset regressomallit.

Avainsanat:

Aikasarjadiagrammi, Aritmeettinen keskiarvo, Eksakti riippuvuus, Estimaattori, Estimointi, Fisherin z-
muunnos, Jarjestyskorrelaatiokerroin, Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin, Keskihajonta, Korrelaatio,
Korrelaatiokerroin, Korrelaatiokertoimien vertailutesti, Korrelaation testaaminen,
Korreloimattomuuden  testaaminen, Kovarianssi, Keskihajonta, Kriittinen arvo, Luottamustaso,
Luottamusvali, Merkitsevyys-
taso, Normaalijakauma, Otos, Otostunnusluku, p-arvo, Pearsonin otoskorrelaatiokerroin, Piste-
diagrammi, Regressioanalyysi, Regressiomalli, Riippuvuus, Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin,
Testi, Testi korrelaatiokertoimelle, Tilastollinen riippuvuus, Usean muuttujan havaintoaineiston
kuvaaminen, Varianssi
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13.1. Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio

Tieteellisen tutkimuksen tarkeimmét ja mielenkiintoisimmat kysymykset liittyvat tavallisesti
tutkimuksen kohteena olevaa ilmiota kuvaavien tekijdiden tai muuttujien valisin riippuvuuksiin.

Jos tilastollisen tutkimuksen kohteena olevaan ilmioon liittyy useampia kuin yksi muuttuja, yhden
muuttujan tilastolliset menetel mét antavat tavallisesti vain rajoittuneen kuvan ilmidsta. Sovellusten
kannalta enk& merkittavin osa tilastotiedetta kasittelee kahden tai useamman muuttujan vélisten
riippuvuuksien kuvaamista ja mallintamista.

Esmerkki 1: Riippuvuustarkasteluja.

Miten tyottomyysaste Suomessa (% tyovoimasta) riippuu BKT:n (bruttokansantuotteen)
kasvuvauhdista Suomessa, Suomen viennin volyymista sek& BKT:n kasvuvauhdista
muissa EU-maissa ja USA:ssa?

Miten alkoholin kulutus (I per capita vuodessa) riippuu akoholijuomien hintatasosta,
ihmisten kaytettévissa olevista tuloista ja alkoholin saatavuudesta?

Miten todennakdisyys sairastua keuhkosy6paan (p) riippuu tupakoinnin maérasté ja
kestosta?

Miten vehnéan hehtaarisato (t/ha) riippuu kesan keskilampotilasta ja sademéérasta seka
maan muokkauksesta, lannoituksesta ja tuholaisten torjunnasta?

Miten betonin lujuus (kg/cn?) riippuu sen kuivumisajasta?

Miten kemiallisen aineen saanto (%) riippuu valmistusprosessissa kéytettavasta
l[ampotilasta?

Tarkastelemme téssd esityksessa yksinkertaisuuden vuoksi vain kahden muuttujan vélisa
riippuvuuksia:

(i)  Muuttujien valinen riippuvuus on eksaktia, jostoisen arvot voidaan ennustaa tarkasti toisen
saamien arvojen perusted|a.

(i)  Muuttujien valinen riippuvuus on tilastollista, jos niiden vélilla ei ole eksaktia riippuvuutta,
mutta toisen muuttujan arvoja voidaan kayttaa apuna toisen muuttujan arvojen
ennustamisessa.

Kahden muuttujan valista (lineaarista) tilastollista riippuvuutta kutsutaan tilastotieteessa tavallisesti
korrelaatioks. Korrelaation €li (lineaarisen) tilastollisen riippuvuuden voimakkuutta mittaavia
tilastollisia tunnuslukuja kutsutaan korrelaatiokertoimiksi. Korrelaatiot muodostavat perustan
muuttujien valisten (lineaaristen) riippuvuuksien ymmartamiselle.

Vaikka korrelaatiot muodostavat perustan muuttujien valisten riippuvuuksien ymmartamiselle,
riippuvuuksia halutaan tavallisesti analysoida myos tarkemmin. Regressioanalyys on tilastollinen
menetelmé, jossa jonkin, ns. selitettavan muuttujan tilastollista riippuvuutta joistakin toisista, ns.
sdlittavista muuttujista pyritdan mallintamaan regressiomalliks kutsutulla tilastollisella mallilla; ks.
lukua Johdatus regressoanalyysin.

Huomautus:

Téassa luvussa rgjoitutaan tarkastelemaan tilastollisten riippuvuuksien kuvaamista ja
mittaamista.
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Kuten yhden muuttujan havaintoaineistojen tapauksessa, lahtokohdan kahden tai useamman
muuttujan havaintoaineistojen kuvaamiselle muodostaa tutustuminen havaintoarvojen jakaumaan.
Havaintoarvojen jakaumaa voidaan kuvaillaja esitella tiivistamalla

havaintoarvoihin siséltyva informaatio sopivaan muotoon:

Havaintoarvojen jakaumaa kokonaisuutena voidaan kuvata sopivasti valituilla graafisilla
esitykslla.

Havaintoarvojen jakauman kar akteristisia ominaisuuksia voidaan kuvata sopivasti
valituilla otostunnusluvuilla.

Koska useampi- kuin kaksiulotteisten kuvioiden tekeminen ei ole kéytanndssa mahdollista, kolmen
tal useamman muuttujan havaintoaineistoja havainnollistetaan tavallisesti niin, ettd muuttujia
tarkastellaan pareittain.

Kahden jarjestys-, valimatka- tai suhdeasteikoillisen muuttujan havaittujen arvojen pargja
havainnollistetaan tavallisesti graafisella esitykselld, jota kutsutaan pistediagrammiksi.

Huomautus:

Monimuuttujamenetel missa on kehitetty myos sellaisia tilastografiikan menetelmig, joilla
voidaan havainnollistaa useampi- kuin kaks ulotteisia aineistoja.

Usean muuttujan havaintoaineistojen karakteristisia ominaisuuksia voidaan kuvata muuttuja-
kohtaislla otostunnusluvuilla. Muuttujakohtaiset otostunnusluvut eivat kuitenkaan voi antaa
informaatiota muuttujien valisista riippuvuuksista. Muuttujien pareittaisia tilastollisia
riippuvuuksia voidaan kuvata sopivasti valitulla korrelaation mitalla.

Tutkittavien muuttujien mitta-asteikolliset ominaisuudet ohjaavat korrelaation mitan valintaa:

Véalimatka- ja suhdeasteikollisille muuttujille kéaytetdan tavallisesti Pearsonin
korrelaatiokerrointa.

Jarjestysasteikollisille muuttujille k&ytetdan tavallisesti Spearmanin tai Kendallin
jérjestyskorrelaatiokerrointa.

Satunnaismuuttujien véliseen korrelaatioon voidaan kohdistaa erilaisia tilastollisia testej .
Tass esityksessa tarkastellaan seuraavia Pear sonin korrel aatiokertoimelle sopivia testgj&
Yhden otoksen testi korrelaatiokertoimelle
Korrelaatiokertoimien vertailutesti
Testi korreloimattomuudelle

Lisdks tassd esityksessa tarkastellaan seuraavia Spearmanin ja Kendallin jarjestyskorrel aatio-
kertoimille sopiviatestgja:

Tesit korreloimattomuudelle

13.2. Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Pistediagrammi

Tarkastellaan tilannetta, jossa tutkimuksen kohteina olevista havaintoyksikéistd on mitattu kahden
jarjestys-, valimatka- tai suhdeasteikollisen muuttujan x jay arvot. Muuttujien X jay arvojen samaan
havaintoyksikkdon liittyvien parien muodostamaa havainto-aineistoa voidaan kuvata graafisesti
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pistediagrammilla. Pistediagrammi sopii erityisesti kahden muuttujan valisen riippuvuuden
havainnollistamiseen ja se on keskeinen tyovéaline korrelaatio- jaregressioanal yysissa.

Olkoot

X1, X2, -y Xn
ja

Y1 Y2 -0y Yn

valimatka- tai suhdeasteikollisten muuttujien x jay havaittuja arvoja. Oletetaan liséks, etta
havaintoarvot x; jay; liittyvét samaan havaintoyksikkoon kaikillei = 1, 2, ... , n. Havaintoarvojen
X1, X2, +-v , Xnj@Y1, Y2, ... , Yo parien pistediagrammi saadaan esittamalla lukuparit

X,y),i=12,...,n y

V' N
pisteindavaruudessa .
Havainnallistus: >, Y)
Kuvio oikealla esittda lukuparien

(%, ¥)

ja

(%, 1) Yi [Tt ’
mégrittelemien pisteiden esittamista i
tasokoordinaatistossa :

Huomautus: X X

Kahden tai useamman muuttujan havaintoaineistoja kannattaa tietysti kuvata myos
soveltamalla jokaiseen muuttujaan erikseen yhden muuttujan havaintoaineistojen
kuvaamiseen tarkoitettuja valineitd; ks. lukua Tilastollisten aineistojen
kuvaaminen.

Esmerkki 1: Hooken laki.
Hooken lain mukaan kierrgjousen (ns. ideaalijousen) pituus y riippuu lineaarisesti jouseen

ripustetusta painosta x:
y=a+bx
jossa
a = jousen pituus ilman painoa

b

Alla olevassataulukossa esitetéan tulokset kokeesta, jossa Hooken lain patevyytta tutkittiin
mittaamalla jousen pituus ilman painoa seka painoilla, jotka olivat 2, 4, 6, 8 ja 10 kg.

ns. jousivakio

Merkitaan:
x,y),i=1234,56
jossa

X = panoi
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yi = jousen pituus, kun painona on x;

Alla oleva pistediagrammi havainnollistaa koetuloksia graafisesti.

Paino (kg) | Pituus (cm)
0 43.00
2 43.60
4 44.05
6 44.55
8 45.00
10 45.50

Jousen pituus (cm)

46.00

45.50 A

45.00 A

44.50 A

44.00 A

43.50 A

43.00

42.50

Kierrejousen pituuden riippuvuus
jouseen ripustetusta painosta

Paino (kg)

Kysymys: Ovatko koetulokset sopusoinnussa Hooken lain kanssa?

Vastausta tahan kysymykseen tarkastellaan luvuissa Johdatus regressoanalyysin ja Yhden

selittd) &n lineaarinen regressomalli.

Esmerkki 2. Poikien pituuden riippuvuusisen pituudesta.

Perinnollisyystieteen mukaan lapset perivat geneettiset ominaisuutensa vanhemmiltaan.

Kysymys: Periytyyko isien pituus heidan pojilleen?

Havaintoaineistona on tassa 300:n
isan ja heidan poikiensa pituuksien
muodostamaa lukuparia

x,y),i=12,...,300
jossasis

X =isani pituus

y; = 1s8ni pojan pituus
Ks. pistediagrammia oikealla.

Pojan pituuden riippuvuus

isan pituudesta el selvastikaan

ole eksaktia: Saman mittaisten isien
poikien pituudet nayttavét vaihtelevan
paljonkin.

Kuvasta nahdaan kuitenkin se,
etta lyhyillaisilla nayttda olevan

Pojan pituus (cm)

195

Isien ja poikien pituudet

190 +

185 -

180 A

175

170 A

165 1

160

155 160 165 170 175 180 185 190

Isén pituus (cm)

keskimaarin lyhyempié poikia kuin pitkillaisilla ja vastaavasti pitkilla isilla ndyttéd olevan
keskimaarin pitempia poikia kuin lyhyillaisilla
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Téallaisten tilastollisten riippuvuuks en analysoimista lineaaristen regressomallien avulla
tarkastellaan luvuissa Johdatus regressioanalyysin ja'Yhden selittgjén lineaarinen

regressomalli.

Esmerkki 3. Keuhkosydvan yleisyyden riippuvuus savukkeiden kulutuk sesta.

Onko keuhkosytpa yleisempaa sellaisissa maissa, joissa tupakoidaan paljon?

Oikealla on taulukko, jossaon
tiedot savukkeiden kulutuksesta ja
keuhkosydvan yleisyydesta 10:ss&
maailman maassa.

Huomaa, ettd keuhkosydvan yleisyys
on mitattu 20 vuotta savukkeiden
kulutuksen mittaamisen jalkeen.

Taméa johtuu tietysti Sité, etta
keuhkosyOvan kehittyminen vaatii
pitkan altistusajan.
Havaintoaineistona on tassa siis
10 lukuparia

x,y),i=12,..,10
jossa

X =

yi =

Savukkeiden KeuhkosyGpa-
tapausten Ikm
Maa kulutus (kpl) per -
capita 1930 per 1 .r.m”'
henkilda 1950
Islanti 220 58
Norja 250 90
Ruotsi 310 115
Kanada 510 150
Tanska 380 165
ltavalta 455 170
Hollanti 460 245
Sveitsi 530 250
Suomi 1115 350
Englanti 1145 465

savukkeiden kulutus maassa i vuonna 1930

sairastuvuus keuhkosydpaén maassa i vuonna 1950

Oikealla oleva pistediagrammi
havainnollistaa savukkeiden
kulutuksen ja keuhkosy6véan
yleisyyden vélista yhteytta.

Sairastuvuus keuhkosyopé&an
ndyttda olevan keskimaarin
korkeampaa sellaisissa maissa,
joissa savukkeiden kulutus on
ollut keskimaaraista suurempaa.

Tdllaisten tilastollisten
riippuvuuksien analysoimista
lineaaristen regressomallien
avullatarkastellaan luvussa

Y hden sdlittdj an lineaarinen
regressomalli.

Keuhkosyopéatapausten lkm

Savukkeiden kulutus ja sairastuvuus

keuhkosyodpaan
500
. Englanli
o
§ 400
@ & Suomi
2
% 300 -
Qo * WoRxeltsi
= 200 -
E * m@gﬂgda
- & Ruotsi
E_ 100 + Norja
< [slanti
O T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Savukkeiden kulutus (kpl)
per capita 1930

Esmerkki 4. Betonin lujuuden riippuvuus kuivumisajasta.

Kokeessa tutkittiin betonin vetolujuuden riippuvuutta betonin kuivumisajasta.

Havaintoaineistona on 21 lukuparia
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x,y,i=12..,21

jossa
X = betoniharkoni kuivumisaika
yi = betoniharkon i vetolujuus
Ks. pistediagrammia oikeall ) ) .
S ps-tedagam aoikeala Betonin vetolujuuden riippuvuus
VetOIUJUUS na.yttm. kuvan ku|vum|sajasta
perustedlla riippuvan epa- 50.0
lineaarisesti kuivumisgjasta.
Téassa tapauksessa muuttujien 40.0 $
vélinen ilmeinen epdlinesarinen ~ b4
riippuvuus voidaan kuitenkin g i
linearisoida; ks. lukua Johdatus | 3 30.0 s
regressioanalyysin. @ 4
S ¢
Linearisoinnin jalkeen = 200 ]-*
riippuvuutta voidaan analysoida 2
lineaaristen regressomallien >
avulla 10.0
0.0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30
Kuivumisaika (vrk)
Aikasarjadiagrammi
Oletetaan, ettajarjestys-, valimatka- tai suhdeasteikollisen muuttujan x havaitut arvot
X1, X2y «ov s Xn
muodostavat aikasarjan. Tdlatarkoitetaan sitg, ettéd havaintoarvot x.,t=1, 2, ..., n on indeksoitu

niin, ettaindeks i viittaa perakkaisiin gjanhetkiin, jolloin havainnot ovat aikajarjestyksessa. Aika-
sarjadiagrammi on pistediagrammi, joka saadaan esittamalla lukuparit

(t,x),t=12,...,n
pisteindavaruudessa  *. Lisaks perékkaisin ajanhetkiin liittyvét pisteet
(1, %) ja(t, %), X
t=2,3,...,n V%) (t, %)

yhdistetdan aikasarjadiagrammissa tavallisesti
toisiinsa janailla.

_________ (t+1, X.1)

Havainnollistus:
Kuvio oikealla esittda aikasarjan
X,t=12,...,n Xea |7 (t-1, X 1)
perékkaisten havaintoarvojen

X1, X, Xt i

g I -

o
H
L
T+
F |
1 5N

L
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méarittelemien pisteiden esittamista

tasokoordinaatistossa.

Esmerkki 5. Kuukausimyynnin arvon kehitys.

Alla on aikasarjadiagrammi, joka esittda erdan tukkukaupan kk-myynnin arvon vaihtelua.

Havaintoaineistona on 144 lukuparia

(t, %)
jossa
t

Xt

Huomaa, ettd kk-myynnissi on
ollut nouseva trendi ja selvéa
kausivaihtelua.

Téallaisten aikasarjojen
analysoiminen vaatii menetelmig,
jotka menevét tassd monisteessa
késiteltédvan alueen ulkopuolélle.
Aikasarjojen analyysia ja
ennustamista kasitelléén
monisteessa Aikasarja-
analyys.

Aritmeettiset keskiarvot

aika (1970/1-1981/12)
kk-myynnin arvoa kuvaava indeks (1960/1 = 100)

300

250

200

Myynti (indeksi)

150

100

Myynti 1970/1-1981/12

L
A
M

1970 1972 1974 1976 1978 1980 1982

Kahden véalimatka- tai suhdeasteikollisen muuttujan havaintoarvojen parien muodostamaa jakaumaa
voidaan karakterisoida seuraavilla tunnusluvuilla:

Havaintoarvojen keskiméaéraista sijaintia kuvataan aritmeettisilla keskiarvailla.

Havaintoarvojen hajaantuneisuutta tai keskittyneisyytta kuvataan keskihajonnoilla tai

(otos-) variansseilla.

Havaintoarvojen (lineaarista) riippuvuutta kuvataan otoskovarianssilla ja

otoskorrelaatiokertoimella.

Olkoot

X1, X2, «.r ) Xn
ja

Vi, Y2, ey Yo
TKK
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valimatka- tai suhdeasteikollisten muuttujien x jay havaittuja arvoja. Oletetaan liséks, etta
havaintoarvot x; jay; liittyvét samaan havaintoyksikkoon kaikillei = 1, 2, ..., n.

Havaintoarvojen xi, X, ... , X, aritmeettinen keskiarvo on

Havaintoarvojeny;, y», ... , Y, aritmeettinen keskiarvo on
1
n

Qo

y= Yi

i=1

Havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo kuvaa havaintoarvojen keskimaaraista sijaintia. Havainto-
arvojen pareista

x,yi),1=12,...,n
laskettujen aritmeettisten keskiarvojen X ja Y muodostama lukupari
(X,y)
on havaintoarvojen parien muodostamien pisteiden painopiste. Havaintoarvojen aritmeettinen
keskiarvo kuvaa havainto-arvojen keskimaaraista sijaintia.
Otosvarianssit ja otoskeskihajonnat

Havaintoarvojen X, Xy, ... , X, (0t0s-) varianssi on

jossa X on x-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo ja havaintoarvojen yy, ya, ... , y» (Otos-)
varianssi on

jossa y ony-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo. Havaintoarvojen varianssi mittaa havainto-
arvojen hajaantuneisuutta tai keskittynei syytta havaintoarvojen aritmeettisen keskiarvon suhteen.

Havaintoarvojen xi, X, ... , X, keskihajonta on

SX=J§=JL§(>V7)Z

n-1:5

jossa X on x-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo ja havaintoarvojen yi, s, ... , Yo keski-
hajonta on

1 ¢ 2
S, =4/S. =,[— -y
y =S \/ e %)
jossa y ony-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo. Havaintoarvojen keskihgonta mittaa (kuten

havaintoarvojen otosvarianssi) havaintoarvojen hajaantuneisuutta tai keskittyneisyytta havainto-
arvojen aritmeettisen keskiarvon suhteen.
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Otoskovarianssi

Havaintoarvojen pareista(x , i) , 1 =1, 2, ..., n laskettu otoskovarianssi on
Sy =r%1§(>s - %) (%~ y)

jossa
X = x-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo
Yy = y-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo

Huomaa, etté x- ja y-havaintoarvojen otoskovarianssit niiden itsensi kanssa ovat niiden varianssga:

2

S« = S

Sy =S
Otoskovarianss s, mittaa x- ja y-havaintoarvojen yhtei svaihtelua niiden aritmeettisten keski-arvojen
ymparilla Mit& suurempi on otoskovarianssin s, itseisarvo

| Sy |
sitd voimakkaampaa on x- ja y-havaintoarvojen yhteisvaihtelu.

Tarkastellaan seuraavaksi miten otoskovarianssin s, merkin maaraytymista. Merkin méaréa se onko
summalauseke

(1) a-x0-y)
negatiivinen vai positiivinen.
Todetaan ensin, ettd summalausekkeen (1) i. termin
(- X)(¥; - Y)
itseisarvo
I% - X1y, - VI
on sellaisen suorakaiteen pinta-ala, jonka sivujen pituudet ovat | x - X| ja|y, - V.
Summalausekkeen (1) i. termin
(- X)(¥; - Y)
merkki maaréytyy seuraavallatavalla
(%~ Xy~ ¥)° 0 “222 giﬁz E;
(% - %)Y - V)£O “222 Eiﬁz E;
Otoskovarianssin merkin méaréytymista voidaan havainnollistaa geometrisesti seuraavallatavalla:
(i)  Jeetaan xy-taso neljaén osaan eli neljannekseen pisteen
(X,y)
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kautta piirretyilla koordinaattiakseleiden suuntaisilla suorilla.
(i) Termin
(- X)(¥; - Y)
merkin maéraa se, mihin neljdnnekseen havaintopiste (x; , y;) sjoittuu.
Ks. dlaolevaakuvaa:

(x-X)(Y-Y)£O (x-X)(Y-y)20
T e (% %)
i (X,y) |
i 7
R R (%, %)
(x-X)(Y-y)320 (x-X)(Y,-Y)£O
Jos positiiviset termit summalausekkeeseen
(2) a (x- Xy -y

tuottavien suorakaiteiden yhteenlaskettu pinta-ala on suurempi (pienempi) kuin negatiiviset termit
tuottavien suorakaiteiden yhteenlaskettu pinta-ala, otoskovarianssin s,, merkki on positiivinen
(negatiivinen).

Tasta seuraa se, etta otoskovarianssilla on taipumus saada positiivisa (negatiivisa) arvoja,

jos havaintopisteiden muodostama pistepilvi tai -parvi ndyttéd nousevalta (laskevalta) oikealle
mentaessd; ks. pistediagrammin ilmeen ja Pearsonin otoskorrel aatiokertoimen yhteytta
havainnollistavaa kuvasarjaa tassé kappaleessa.

Otoskorrelaatio

Otoskovarianssin s, avulla voidaan méaritella x- ja y-havaintoarvojen lineaarisen tilastollisen
riippuvuuden voimakkuuden mittari, jota kutsutaan Pearsonin otoskorrelaatiokertoimeksi.
Pearsonin otoskorrelaatiokerroin ry, Saadaan otoskovarianssista S, nor meerausoperaatiolla, jossa
X- jay-havaintoarvojen otoskovarianss S, jaetaan x- ja y-havaintoarvojen keskihgjonnoilla s jas, .

Havaintoarvojen pareista(x , i) , 1 =1, 2, ..., n laskettu Pearsonin otoskorrelaatiokerroin on
[ o=y
Xy
SSy
jossa

Sy = X-jay-havaintoarvojen otoskovarianssi
N

x-havaintoarvojen keskihajonta
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S = y-havaintoarvojen keskihgjonta
Pearsonin otoskorrelaatiokertoimen kaava voidaan kirjoittaa my6s muotoon

& (x-%)(y-y)
hy == =L -
Ja - -y

jossa

X = x-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo

y = y-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo
Havaintoarvojen pareista (X, yi) , 1 = 1, 2, ... , n lasketulla Pearsonin otoskorrel aatiokertoimella ry
on seuraavat ominaisuudet:
(i) 1 Ery£+1
(i) My =%1

josjavain jos

yi=a+tbx,i=12,...,n
jossaajab?l 0ovat readisiavakioita
(i) Korrelaatiokertoimellary, ja kovarianssilla s, on aina sama merkki.

Pearsonin otoskorrelaatiokerroin ry, mittaa x- ja y-havaintoarvojen lineaarisen tilastollisen
riippuvuuden voimakkuutta:

(i) Jos
y==%1

niin x- ja y-havaintoarvojen valilla on eksakti eli funktionaalinen lineaarinen riippuvuus, mika
merkitsee sitg, ettd kaikki havaintopisteet (x , yi) ,1 =1, 2, ... , n asettuvat samalle suoralle.

(i) Jos
rhy=0
niin x- jay-havaintoarvojen vélilla e voi olla eksaktia lineaarista riippuvuutta.
Huomautus:
Vaikka
rhy=0
niin x- ja y-havaintoarvojen vélilla saattaa olla jopa eksakti epaineaarinen riippuvuus.

Korrelaatiokertoimen merkki ja jopa suuruusluokka (jollakin tarkkuudella) voidaan melko helposti
oppia arvioimaan pistediagrammin avulla. Alla olevat kuviot havainnollistavat kahden muuttujan
havaittujen arvojen (n = 30) pistediagrammin ilmeen ja korrelaation vélista yhteytta.
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ry=081 " ||||r, =062 ry=048 =
.'.:... . .. ) o'o.. ...o
T . <8 Lt .
. ¢ 9 . ..?. 0. ° . ] .. . . .
| ° ...o . .° ‘e .°: .... \‘o
) of. .. °. ) R ..v: . ) o..~~
rxy—-0.43 . rxy—-0.83 rxy—-l

Otostunnuslukujen laskeminen

Oletetaan, etta haluamme laskea havaintoarvojen pareista

x,y),i=12,...,n

Seuraavat otostunnusluvut kasin tai kayttamalla laskinta:

0] Aritmeettiset keskiarvot: X,y
(ii) Otosvarianssit: s:.S,
(i) Keskihajonnat: SsS,
(iv) Otoskovarianssi: Sy

(v)

Korrelaaatio:

Talloin tarvittavat laskutoimitukset on mukavinta jarjestéé alla esitettyn kaavion muotoon.
Ma&éréatdan ensin havaintoarvojen summat, neliésummat ja tulosumma:

i x |y | x| v | %y
1 Y, Sl oy | o
2 X | Y| % | ¥ | %Y.
! ! ! ! ! !
n | Yo | % | Ya | XVa
Summa| d x | Ay |ax |ay|axy
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Havaintoarvojen aritmeetti set keskiarvot, variansst ja kovarianss saadaan havaintoarvojen
summista, nelidsummista ja tulosummasta alla esitetyilla kaavoilla

—ax 7:1§M
2 Nz
ey laad 060 o1&, 1a 60
——aX'_ga)ﬂ— Sy—méia:l)’.'ﬁ %lyigé
1 00
et R b

Havaintoarvojen keskihajonnat ja Pearsonin otoskorrelaatiokerroin saadaan havaintoarvojen
variansseista ja kovarianssista ala esitetyilla kaavoilla:

ENE 5, =\
ro=
Y8,

Esmerkki 6: Otostunnudukujen laskeminen.

Taulukossa alla on keinotekoisen kahden muuttujan aineiston havaintoarvot (n = 6). Myds
aineistoa kuvaava pistediagrammi on annettu alla.

i X y Pistediagrammi
1 1 25 10
2 3 3 g | .
3 4 6 .
4 6 5 5 .
5 Il 7.5
6 8 8 > ¢
4
*
5 *
Alla olevassa taulukossa on laskettu
muuttujien X jay havaittujen arvojen 0 ‘
summat, nelidsummat ja tulosumma. 0 5 4 6 8 10
X
[ X y X © y° Xy
1 1 2.5 1 6.25 2.5
2 3 3 9 9 9
3 4 6 16 36 24
4 6 5 36 25 30
5 7 7.5 49 56.25 52.5
6 8 8 64 64 64
[ Summa 29 32 175 196.5 182
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Muuttujien x jay havaittujen arvojen aritmeettiset keskiarvot, otosvarianssit, keskihajonnat,
otoskovarianss ja otoskorrelaatio voidaan laskea nédisté viidesta summasta.

Aritmeettiset keskiarvot, otosvarianssit ja otoskovarianss:

7:%%1&:% 20=4.833

yzééy:% 32=5333

s = nll ax -—géx9 - 6_11?75- %' 2922:6.967

5= 1 aeéy 1;% )49?—6?1?96.5- %' 322225.167

sy = ggxy.-—g gga y:Z E%? % 29° 32§=5.467

Otoskeskihgjonnat ja otoskorrelagtio:

5, =+/s2 =+/6.967 = 2.639
5, =/s =+/5.167 =2.273

Sy _  5.467
ssS, 2639 2273

y

I’Xy =

=0.9112

Alla on havaintoaineistoa kuvaava pistediagrammi, johon lisétty havaintoarvojen painopiste
(X,¥) =(4.833,5.333)
Lisdks kuvioon on lisdtty painopisteen kautta kulkevat koordinaattiakseleiden suuntaiset

suorat seka kovarianssin ja korrelaation merkin maaraytymista havainnollistavat suorakaiteet;
ks. téssa kappal eessa esitettya sdlitysta kovarianssin merkin méardytymisesta..

Kovarianss (ja siten myds korrelaatio) Pistediagrammi
on positiivinen, koskal jalll neljanneksen 10
suorakaiteiden yhteenlaskettu pinta-ala on
selvisti suurempi kuin 11 ja 1V neljénnek- | 1 |
sen suorakaiteiden yhteenlaskettu pinta-
aa ‘
6 .
> Y_.—§
41 LN
X,y
2 .
1 AV
0 ‘
0 2 4 6 8 10
X
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13.3. Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

Tarkastelemme tassé kappaleessa vdlimatka- tali suhdeasteikollisten satunnaismuuttujien x jay
Pearsonin (tulomomentti-) korrelaatiokertoimen r, estimointia seké seuraavia testga
korrelaatiokertoimelle ry :

Y hden otoksen testi korrelaatiokertoimelle
K orrelaatiokertoimien vertailutesti

K orreloimattomuuden testaaminen

lukuja M oniulotteiset satunnaismuuttujat ja todennakoisyys akaumat jaMoniulotteisia
jakaumia.

Otos kaksiulotteisesta normaalijakaumasta
Oletetaan, etta satunnaismuuttujien X jay muodostama pari (X , y) noudattaa kaks ulotteista
normaalijakaumaa parametrein 1, m,s:,s:,r "

(%Y) Ny(m,m.s2.s2,7,)
Tal6in satunnaismuuttujien x jay odotusarvot ovat

m =E(x)

m, = E(y)
satunnaismuuttujien x jay varianssit ovat

s, =Var(x) =E[(x- m)°]

s =Var(y)=E[(y- m)’]
satunnaismuuttujien kovarianss on

S, =Cov(x,y) =E[(x- m)(y- m)]

jasatunnaismuuttujien korrelaatio on

— — SXY
I =Cor(x,y)=
s
x=y
Korrelaatiota r,, kutsutaan tavallisesti Pearsonin (tulomomentti-) korrelaatiokertoimeksi ja se
mittaa satunnaismuuttujien x ja y lineaarisen riippuvuuden voi makkuutta.

Olkoot
Y Y2, KLY,
muuttujan y havaitut arvot ja
%, %, K, X,

muuttujan X havaitut arvot ja oletetaan, etté havaintoarvojen x; jay; parit
(X“yl) ] I :1, 2, ey n
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muodostavat satunnaisotoksen kaksiulotteista normaalijakaumasta
N,(m,m,S5.55.7 )

Taloin
(% ¥1): (%1 Y20, K (%, ¥) 7
(x,¥) Ny(m,m,s:s;.r,),i=12K,n

Kaksiulotteisen normaalijakauman parametrien estimointi

Kaksiulotteisen normaalijakauman parametrien suurimman uskottavuuden estimaattorit tai
momenttiestimaattorit ovat

o :X:lé1 n :_:1(51
m ng& m=y nia:lyi
A g _ n- A d _
si=-a(x-xX)°*=—¢ s;==ay-y9'=—s
N n i=1
“ 14
Sy=—a (x- Xy - y)——@y
nix
r _—§Xy :i:
P $8, sS £
jossa
S N S Y S
S, n_lg(x X) S, n_lg(yi Y)
14
Sy=1 13(& X)(Y, - Y)
Otostunnusluvut
ﬁlzijaﬁ?’:y

ovat x- jay-havaintojen aritmeettiset keskiarvot,
$:=((n-1/n)s; jas;=((n-1)/n)s;

ovat x- jay-havaintojen otosvarianssit,
Sy =((n-1/n)s,

on x- jay-havaintojen otoskovarianss ja
fxy = er

on x- jay-havaintojen Pear sonin otoskorrelaatiokerroin. Lisaks
s jas;

ovat x- jay-havaintojen harhattomat otosvarianssit.
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Fisherin z-muunnos

Maéaéritellaan Fisherin zmuunnos kaavalla

@tuo
z="f(u I
(u) = 9e1 05
Sovelletaan Fisherin z-muunnosta z = f(u) otoskorrelaatiokertoimeen r, :
1, &+r, 0
z =1f(r,) = —Iog T

Satunnaismuuttuja z, noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti normaalijakaumaa:

z, . N(m.s?)
jossa
1 Aa+r O
m=1(r,)=-logg—=
VT2 R T,
szzi
£ n-3

Approksimaatio on kaytannossa riittévan hyva, jos n > 25.

Soveltamalla Fisherin zmuunnosta luottamusvélit jatestit Pearsonin korrelaatiokertoimelle

I xy voidaan konstruoida samalla tekniikalla kuin luottamusvalit ja testit normaalijakauman odotus-
arvolle; ks. lukuja Valiestimointi ja Testg & suhdeastekollisille muuttujille.
Korrelaatiokertoimen luottamusvali

Oletetaan, etta satunnaismuuttujien x jay muodostama jarjestetty pari (x , y) noudattaa kaksi -
ulotteista normaalijakaumaa

NZ(nZ’,TZ/’S)%’sj’ rxy)

Konstruoidaan Pearsonin korrelaatiokertoimelle r xy approksimatiivinen luottamusvali Fisherin z-
muunnoksen avulla

Olkoon r,, satunnaisotoksesta (x,yi) , i = 1, 2, ... , n madrétty Pearsonin otoskorrelaatiokerroin.

Valitaan luottamustasoks
1- a

Luottamustason valinta kiinnitté&a todennakdisyyden, jolla konstruoitava luottamusvadi peittéa
Pearsonin korrelaatiokertoimen r xy oikean arvon.

Maératdan piste
+Zap

giten, etta se erottaa standardoidun normaalijakauman N(0,1) oikealle hanndlle todenndkoisyys-
massan a/2. Koska normaalijakauma on symmetrinen, piste

—Zap2
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erottaa standardoidun normaalijakauman vasemmalle hannélle todenngkdisyysmassan a/2. Siten
luottamuskertoimet +z, ja—z,, 0N Méarétaan siten, etta

PHZ2 +2,,,) =5
PZE-7,,)=5

jossa satunnaismuuttuja Z noudattaa standardoitua normaalijakaumaa N(0O,1):

Z N(O,)
Huomaa, etté luottamuskertoimet +z,,, ja—z,, toteuttavat ehdon
PI’( a/2£z£+za/2) 1- a

Sovelletaan Fisherin z-muunnosta Pearsonin otoskorrelaatiokertoimeen My

1, &+r, 0
= f(r, )——log x
G,
Edell& esitetyn nojalla
z. ,N(m.s?)
jossa
o+ 0
s?=_1_
‘ n-3
Parametrin
1I0 a+r, 0
M= 9 1-r,

(approksimatiivinen) luottamusvali luottamustasolla (1 - &) on siten muotoa

8Zr Zuzlz\/— 4t \/_ﬂ

Parametrin m (approksimatiivisen) luottamusvalin konstruktiosta seuraa, etta

Emfz+z, -a

1
8‘ a2 s J_s

Konstruoitu luottamusvéli peittéd parametrin m oikean arvon (approksimatiivisesti) toden-
nakoisyydella (1 - a) jase el peita parametrin m oikeata arvoa (approksimatiivisesti) toden-
nakoisyydella a.

Pearsonin korrelaatiokertoimen rxy (approksimatiivinen) luottamusvali luottamustasolla (1 - a)
saadaan parametrin m luottamusvalista ratkaisemalla r xy epayhta oketjusta
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-z 1 —£|Ogﬂ_ Z ;
Zr al2 /_n_ 3 2 1_ rxy al2 /_n_ 3
1+r,,
£n;-—|og
Xy

1 r

1
Zlo
\/ -3 2 g1-r \/ 3

Siten Pearsonin korrelaatiokertoimen ryy, (approksimatiiviseks) luottamusvaliks luottamus-
tasolla (1- a) saadaan

(Ib, ub)

£z +z,

jossa
_(@+ry)- @- rxy)exp(+22a,2/\/n- 3)
) @L+r,)+(2- rxy)exp(+22a,2/\/n- 3)

on luottamusvélin alaraja ja

(1+1,)- (- 1) exp(- 22,,,/v/n- 3)

(1+1,)+ (- r,)exp(- 2,,,/vn- 3)

on luottamusvdin ylaraja. Luottamusvalin konstruktiosta seuraa, etta
Pr(lb£ r,, £ub)=

ub=

Siten konstruoitu luottamusvali peittaa korrelaatiokertoimen r, oikean arvon (approksimatiivisesti)
todenndkoisyydella (1 - a) jase el peita korrelaatiokertoimen r,, oikeata arvoa
(approksimatiivisesti) todenndkoisyydella a.

Korreloimattomuuden testaaminen

Monissa tutkimusasetelmissa ollaan kiinnostuneita siitd, ovatko satunnaismuuttujat x jay
korreloituneita vai korreloimattomia.

Yleinen hypoteesi H :
Havaintoarvojen x jay; parit
(x,y),i=12 ...,n
muodostavat satunnaisotoksen kaksiulotteista normaalijakaumasta
N,(m.m,s%,85.r,)
Nollahypotees Hy :
Hy:ry =0

Vaihtoehtoinen hypoteesi H; :
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Hl : rxy > O‘J . . . .
y l-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
Hl : I’Xy < Ob
H,:r,,* 0 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypotees
Olkoon r,, otoksesta (X)) , 1 =1, 2, ..., n maarétty Pearsonin otoskorrelaatiokerroin.

Maéritellaan t-testisuure

r
t=+/n-2 Xyz
1-er

Jos nollahypoteesi
Hy:ry =0

pétee, testisuure t noudattaa t-jakaumaa vapausastein (n - 2):
t t(n-2

Testisuureen t normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin pétiessa
Et)=0

Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen t arvot viittaavat siihen, etté nollahypotees Hy e pade.
Testin hylk&ysalueen tai p-arvon méarddminen: ks. lukua Tilastolliset testit. Jos testin p-arvo on
kyllin pieni, nollahypotees Ho hyl&téan.

Huomautuksia:

Satunnaismuuttujien x jay riippumattomuudesta seuraa aina niiden
korreloimattomuus.

Satunnaismuuttujien x jay korreloimattomuudesta e yleisesti seuraa niiden
riippumattomuus.

Jos satunnaismuuttujat x jay noudattavat 2-ulotteista normaalijakaumaa,
satunnaismuuttujien x jay korreloimattomuudesta seuraa niiden riippumattomuus.

Monissa tutkimusasetelmissa toivotaan, etté korrel oimattomuusol etus tul ee testissa
hylatyksi.
Yleinen testi korrelaatiokertoimelle
Tarkastellaan yleista testié korrelaatiokertoimelle.
Yleinen hypoteesi H :
Oletetaan, etté havaintoarvojen x; jay; parit
x,y),i=1,2,...,n
muodostavat satunnaisotoksen kaksiulotteista normaalijakaumasta
N,(m.m,s%,55.r,)
Nollahypoteesi Hy :
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Hoiry =1,
Vaihtoehtoinen hypoteesi H; :
Hl : rxy > rOﬂ . . . .
y l-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
Hy:ir,, < rob
H,:r,* r, 2-suuntainen vahtoehtoinen hypotees
Olkoon r,, otoksesta (X)) , 1 =1, 2, ..., n maarétty Pearsonin otoskorrelaatiokerroin.

Sovelletaan Fisherin z-muunnosta otoskorrelaatiokertoimeen My

=f(r,) = Io ol O
= ggl
Satunnaismuuttuja z, noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti normaalijakaumaa:
z ,N(m.s?)
jossa
oA+ 0
m=1f(ry)= T
ﬂ
szzi
‘ n-3

Approksimaatio on kaytannossa riittévan hyva, jos n > 25.
Muodostetaan testisuure

p=2m
SZ
jossasis
= (1) = 1Io &+r,, 0
i 2 ggl My
1 _&+r, 0
=f(r,)==log -
IT? (0) 2 81_ og
szzi
* n-3
Jos nollahypoteesi
Hoiry =1,

pétee, testisuure n noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti standardoitua normaali-
jakaumaa N(0,1):

v . N1

Testisuureen n normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin pétiessi
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E(n) =0
Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen n arvot viittaavat siihen, ettd nollahypotees Hy e pade.
Testin hylk&ysalueen tai p-arvon méarddminen: ks. lukua Tilastolliset testit. Jos testin p-arvo on
kyllin pieni, nollahypotees Ho hyl&téan.
Korrelaatiokertoimien vertailutesti
Tarkastellaan korrelaatiokertoimien vertailutestia.
Yleinen hypotees H :

Oletetaan, etta kaytossa on kaks toisistaan riippumatonta satunnaisotosta kaksiulotteisista
normaalijakaumista, joiden korrelaatiokertoimet ovat ryjar,.

Nollahypoteesi Hy :
Hy:r,=r,=r,

Vaihtoehtoinen hypoteesi H; :
H:r,>r,i

H:r; < rzg
H,:r,t r, 2-suuntainen vahtoehtoinen hypoteesi

1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit

Olkoot
N, jan;
otoskoot otoksissa 1 ja 2 seké
rpjars
otoksista 1 ja2 méaratyt Pearsonin otoskorrel aatiokertoimet.
Sovelletaan Fisherin zmuunnosta otoskorrelaatiokertoimiin ry jar; :

5
7= 1(5,) =2logae 1 2 k=12
2 "él-ng

Jos nollahypoteesi
Hy:r,=r,=r,

pétee satunnaismuuttujat z, noudattavat suurissa otoksissa approksi matiivisesti normaalijakaumaa:
z o N(m,sy) k=12

jossa
1 A+r 0
=f(r,)==lo 0+
IT? (0) 2 ggl- rog
1
sZ= k=12
“ n-3 b

Approksimaatio on kaytannossa riittavan hyva, jos n, > 25 jan, > 25.
Muodostetaan testisuure
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b %2
1 1
+
n-3 n-3
jossasis
5
7= 1(6,) =2logar 1 2 k=12
2 "&l-n g

Jos nollahypoteesi

Hy:r,=r,=r,
pétee, testisuure n noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti standardoitua normaali-
jakaumaa N(0,1):

v . N1

Testisuureen n normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin pétiessi
E(n) =0
Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen n arvot viittaavat siihen, ettd nollahypotees Hy e pade.

Testin hylk&ysalueen tai p-arvon méarddminen: ks. lukua Tilastolliset testit. Jos testin p-arvo on
kyllin pieni, nollahypotees Ho hylétéan.

13.4. Jarjestyskorrelaatiokertoimet

Tarkastellaan korrelaatiokertoimen méérittelemista ja korreloimattomuuden testaamista
jarjestysasteikollisille muuttujille. Tarkastelun kohteena ovat seuraavat j érjestyskorrelaatio-
kertoimet:

Spearmanin jérjestyskorrelaatiokerroin

Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin
Tarkasteltavat jarjestyskorrelaatiokertoimet jatestit korreloimattomuudelle sopivat my6s valimatka-
jasuhdeasteikollisille muuttujille.
Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin

Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin r s mittaa kahden muuttujan havaintoarvojen suuruus-
jarjestyksien yhteensopivuutta. Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin sopii jarjestys-, valimatka- ja
suhdeasteikollisille muuttujille. Spearmanin jarjestyskorrelaatiokertoimella on samantapaiset
ominaisuudet kuin Pearsonin otoskorrel aatiokertoimel la.

Olkoot

X1, X2, - Xn
ja

Y1 Y2 -0y Yn

jarjestys-, valimatka- tai suhdeasteikollisten satunnaismuuttujien x jay havaittuja arvoja. Oletetaan
lisdks, ettd havainnot x jay; liittyvat samaan havaintoyksikkoon kaikillei =1, 2, ..., n.
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Jarjestetdan sekd x- ettéd y-muuttujan havaitut arvot suuruugérjestykseen pienimmasta suurimpaan.
Liitetd8n seka x- etta y-muuttujan havaittuihin arvoihin niiden suuruug arjestyksien mukaiset
jarjestysnumerot:

R(x) = havainnon x; jarjestysnumero parissa i

R(y)) = havainnony; jarjestysnumero parissa i
seka mééritell&8n erotukset

Di=R(x)—R(y),i=212,...,n

Muuttujien x jay havaituille arvoille voidaan mééritelld jarjestyskorrelaatiokerroin erotuksien D;
avulla

Ma&éritellédn Spear manin jarjestyskorrelaatiokerroin rseli Spearmanin rho kaavalla

64 D?

re=1- =
s n’-n

Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin r s voidaan laskea my6s soveltamalla Pear sonin
otoskorrel aatiokertoimen kaavaa muuttujien x jay havaittujen arvojen paregja (x , yi) vastaaviin
jarjestyslukujen €eli rankien pareihin

(R(%), R(y1))

Spearmanin jarjestyskorrelaatiokertoimen ominaisuudet

Spearmanin jarjestyskorrelaatiokertoimella rs on kaikki hyvélta korrelaation mitalta vaadittavat
ominaisuudet:

® -1£rsE£+1
(i)  Jos muuttujien x jay havaittujen arvojen jarjestysnumerot ovat jokaisessa havaintoparissa
samat, niin
rs=+1
(i)  Jos muuttujien x jay havaittujen arvojen jarjestysnumerot liittyvét toisinsa taysin
satunnai sesti,
rs»0

Jos rs = 0, sanomme, ettd muuttujat x jay ovat korreloimattomia.

(iv) Josseka suuret muuttujien x jay jarjestysnumerot ettd pienet muuttujien x jay jérjestys-
numerot liittyvét havaintopareissa (X , yi) toisiinsa, kertoimella r s on taipumus saada
positiivisia arvoja.

(v) Jossuuret japienet muuttujien x jay jarjestysnumerot liittyvét havaintopareissa (x; , Vi)
toisiinsa, kertoimella r s on taipumus saada negatiivisa arvoja.

Korreloimattomuuden testaaminen

Méaéritellaan t-testisuure
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z=+/n-2 I's

1- r

Jos nollahypoteesi

H,:Cor(x,y) =0
pétee, testisuure z noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti standardoitua normaali-
jakaumaa N(0,1):

z _N(OD
Approksimaatio on melko hyva jo, kun n > 10 jariittava lahes kaikkiin tarkoituksiin, kun n > 30.
Testisuureen z normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin H, patiessa

E(2 =0
Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen z arvot viittaavat siihen, etté nollahypotees Hy e pade.
Testin hylk&ysalueen tai p-arvon méarddminen: ks. lukua Tilastolliset testit. Jos testin p-arvo on
kyllin pieni, nollahypotees Ho hyl&téan.
Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin

Kendallin jérjestyskorrelaatiokerroin ¢ mittaa kahden muuttujan havaintoarvojen suuruus-
jérjestyksien yhteensopivuutta. Kendallin jérjestyskorrelaatiokerroin sopii jarjestys-, valimatka- ja
suhdeasteikollisille muuttujille. Kendallin jérjestyskorrelaatiokertoimella on samantapaiset
ominaisuudet kuin Pearsonin otoskorrelaatiokertoimella.

Olkoot

X1, X2, -y Xn
ja

Y Y2, -0y Y

jarjestys-, valimatka- tai suhdeasteikollisten satunnaismuuttujien x jay havaittuja arvoja. Oletetaan
lisdks, ettd havainnot x; jay; liittyvat samaan havaintoyksikkoon kaikillei =1, 2, ..., n.

Jarjestetdan lukuparit (x; , y;) muuttujan x havaittujen arvojen mukaan suuruug arjestykseen
pienimmasta suurimpaan siten, ettd ensimmaiseksi tulee pari, jossa muuttujan x arvo on pienin ja
viimeiseks pari, jossa muuttujan x arvo on suurin. Kendallin jérjestyskorrelaatiokerroin perustuu
tunnuslukuun, joka mittaa muuttujan y arvojen epajérjestysta muuttujan x arvoihin néhden.

Olkoon (X« , Y«) jarjestetykseen asetetuista pareista numero k. Maaritelléén havaintoarvoon yy liittyvét
epaj &rj estyspisteet
Si,l=k+1,k+2,...,n,k=1,2,...,n-1
seuraavallatavalla
S = +1, josyi > Yk
S =-1, josyi <Yk
Muuttujan y arvojen epgjarjestysmitta S muuttujan x arvojen suhteen mééaritelld8n kaavalla
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n-1
[o}

s=3

k=11

Sy

1

2 o

Ma&éritellédn Kendallin jarjestyskorrelaatiokerroin ¢ eli Kendallin tau kaavalla

- S
In(n-1

Kendallin jarjestyskorrelaatiokertoimen omininaisuudet

Kendallin jarjestyskorrelaatiokertoimella ¢ on kaikki hyvélta korrelaation mitalta vaadittavat
ominaisuudet:

® -1£t£+1
(i)  Jos muuttujien x jay havaittujen arvojen jarjestysnumerot ovat jokaisessa havaintoparissa
samat, niin
t=+1
(i)  Jos muuttujien x jay havaittujen arvojen jarjestysnumerot liittyvét toisinsa taysin
satunnai sesti,
t»0

Jos t = 0, sanotaan, etta muuttujat x jay ovat korreloimattomia.

(iv) Josseka suuret muuttujien x jay jarjestysnumerot ettd pienet muuttujien x jay jarjestys-
numerot liittyvét havaintopareissa (X , yi) toisiinsa, kertoimella ¢ on taipumus saada
positiivisia arvoja.

(v) Jossuuret japienet muuttujien x jay jarjestysnumerot liittyvét havaintopareissa (x; , Vi)
toisiinsa, kertoimella ¢ on taipumus saada negatiivisia arvoja.

Korreloimattomuuden testaaminen

Mééritelldan testisuure

t

2(2n+5)
on(n+1)

H,:Cor(x,y) =0

Jos nollahypoteesi

pétee, testisuure z noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti standardoitua normaali-
jakaumaa N(0,1):

z _N(OD
Approksimaatio on melko hyva jo, kun n > 10 jariittava lahes kaikkiin tarkoituksiin, kun n > 30.
Testisuureen z normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin H, patiessa

E(2=0
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Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen z arvot viittaavat siihen, etté nollahypotees Hy e pade.
Testin hylk&ysalueen tai p-arvon méarddminen: ks. lukua Tilastolliset testit. Jos testin p-arvo on
kyllin pieni, nollahypotees Ho hylétéan.
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14. Johdatus regressioanalyysiin

14.1. Regressioanalyysin lahtokohdat ja tavoitteet

14.2. Deterministiset mallit ja regressioanalyysi

14.3. Regressiofunktiot ja regressioanalyysi

14.4. Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot
14.5. Regressioanalyysin tehtavat

14.6. Regressiomallin lineaarisuus

Regressoanalyys on (erilaisine muunnelmineen ja johdannaisineen) ehka eniten sovellettu
tilastoti eteen menetel mé.

Regressioanalyysin avulla voidaan analysoida jonkin tekijan tai muuttujan riippuvuutta

toisista tekijoista ta muuttujista, kun riippuvuus ei ole eksaktia vaan tilastollista. Tama tapahtuu
rakentamalla riippuvuutta kuvamaan regressiomalliks kutsuttu tilastollinen malli. Regressomalli
pyrkii selittamaan jonkin selitettéavan tekijan ta muuttujan havaittujen arvojen vaihtelun
joidenkin selittavien tekijoiden tai muuttujien havaittujen arvojen vaihtelun avulla.

Tarkastelemme téssé luvussa regressoanalyysin lahtokohtia, tavoitteita jatehtavia. Pyrimme
perustelemaan myos sen, miksi tassd monisteessa rgjoitutaan kasittelemédan vain lineaarisia
regressomallea.

Avainsanat:

Approksimointi. Deterministinen malli, Ehdollinen jakauma, Ehdollinen odotusarvo, Ehdollinen

varianssi, Ei-satunnaisuus, Ennustaminen, Ennustevirhe, Epalineaarinen regressiomalli, Epé-

lineaarisuus, Estimointi, Jadnnostermi, Kaksiulotteinen normaalijakauma, Keskinelidvirhe,
Lineaarinen regressiomalli, Linearisointi, Lineaarisuus, Malli, Mallin hyvyys, Minimointi,
Multinormaalijakauma, Oletus, Otos, Parametri, Pienimman nelidssumman menetelmé, Rakenneosa,
Regressioanalyysi,

Regressiodiagnostiikka, Regressiofunktio, Regressiomalli, Regressiosuora, Reunajakauma,

Satunnainen osa, Satunnaisuus, Selitettdva muuttuja, Selittgja, Selittdminen, Selittdva muuttuja,

Systemaattinen osa, Testi, Tilastollinen malli, Tilastollinen riippuvuus, Virhetermi, Yhteisjakauma
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14.1. Regressioanalyysin lahtokohdat ja tavoitteet

Oletetaan, etta haluamme selittéd jonkin selitettavan tekijan tai muuttujan havaittujen arvojen
vaihtelun joidenkin selittavien tekijoiden tai muuttujien havaittujen arvojen vaihtelun avulla.
Jos tilastollisesti merkitseva osa sdlitettdvan muuttujan havaittujen arvojen vaihtelusta voidaan
selittaa selittavien muuttujien havaittujen arvojen vaihtelun avulla, sanomme, etta selitettava muuttuja
riippuu tilastollisesti selittgjina kaytetyista muuttujista.

Regressoanalyysissa selitettavan muuttujan riippuvuudelle selittavistd muuttujista pyritéan
rakentamaan regressomalliks kutsuttu tilastollinen malli. Koska riippuvuuksien analysointi on
kaiken tieteellisen tutkimuksen keskeinen tavoite, regressioanalyysi on eniten sovellettuja ja
tarkeimpia tilastotieteen menetelmia.

Regressioanalyysin tavoitteet

Regressioanalyysin mahdollisiatavoitteita:

(i) Sdlitettdvan muuttujan ja selittévien muuttujien tilastollisen riippuvuuden luonteen
kuvaaminen:

Millainen on riippuvuuden (matemaattinen) muoto?
Kuinka voimakasta riippuvuus on?

(i)  Selitettdvan muuttujan ja selittdvien muuttujien tilastollisen riippuvuuden luonteen
selittdminen.

(iii)  Selitettdvan muuttujan arvojen ennustaminen selittévien muuttujien arvojen avulla.
(iv) Sdlitettdvan muuttujan arvojen kontrolli kontrolloimalla selitt&vien muuttujien arvoja.

Regressiomallien luokittelu
Regressioanalyysissa sovellettavat tilastolliset mallit voidaan luokitella usealla eri periaatteella.
Luokittelu regressiomallin funktionaalisen muodon mukaan:
Lineaariset regressomallit
Epdalineaariset regressomallit
Luokittelu regressomallin yhtal 6iden lukumaaran mukaan:
Y hden yhtal6n regressiomallit
M oniyhtaldomallit

Tassa monisteessa kasitelléan ainoastaan lineaarisia yhden yhtél 6n regressomalleja; ks. lukuja

Y hden sdlittdj an lineaarinen regressomalli ja Yleinen lineaarinen malli. Témé e kuitenkaan ole
kovin vakava rgjoitus, koska lineaaristen yhden yhtélon regressomallien sovellusalue on niinkin lagja
kuin se on. Lisdks lineaaristen regressiomallien teorian hyva hallinta tekee mahdolliseks epé-
lineaarisiin regressiomalleihin ja moniyhtalomalleihin liittyvien erityisongelmien ymmértamisen melko
helposti.

On hyodyllistatietad, etta varianssianalyysissa sovellettavat tilastolliset mallit voidaan ymmartaa

yleisen lineaarisen mallin erikoistapauksiks; ks. lukuja Yksisuuntainen varianssianalyysi, K aksi-
suuntainen varianssanalyysi jaK olmi- ja useampisuuntainen varianssanalyys.
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Regressioanalyysin sovellukset tilastotieteessa

Regressiomallgja kaytetaéan apuvalineind monilla tilastotieteen osa-alueilla. Esimerkkeja
regressiomallien kayttokohteista tilastotieteessa:

Varianssianalyys

K oesuunnittelu

M onimuuttujamenetelmat

Kalibrointi

Biometriatai -statistiikka
Aikasarjojen analyys ja ennustaminen
Ekonometria

Regressioanalyysin lahtékohdat

Regressioanalyysilla voidaan gjatella olevan kaks erilaista lahtokohtaa, joilla on kuitenkin myos

monia yhtymakohtia:

(i)  Ongelmat determinististen mallien sovittamisessa havaintoihin; ks. kappaletta
Deterministiset mallit ja regressoanalyys.

(i)  Moniulotteisten todenndkoisyygakaumien ehdollisten odotusarvojen eli regressiofunktioiden
parametrien estimointi; ks. kappaletta Regressofunktiot ja regressoanalyys.

Kéasittelemme vuorollaan kumpaakin lahtbkohtaa.

14.2. Deterministiset mallit ja regressioanalyysi

Oletetaan, etté haluamme selittda jonkin selitettavan tekijan tai muuttujan kayttaytymisen
joidenkin selittavien tekijdiden ta muuttujien avulla. Oletetaan, etta seka selitettdva muuttuja etta
selittgét ovat ei-satunnaisia muuttujia. Taloin tavoitteeseen voidaan pyrkié kuvaamalla sdlitettavan
muuttujan arvojen riippuvuutta selittavien muuttujien arvoista deterministisen mallin avulla.

Oletetaan, etta selitettavan muuttujan riippuvuutta selittévistéd muuttujista kuvaavan deterministisen
mallin muoto riippuu tuntemattomasta parametrista (vakiosta). Tal6in parametrin arvo voidaan
pyrkid estimoimaan €li arvioimaan havaintojen avulla.

Oletetaan nyt, ettd parametrille ei voida |6ytéa sellaista arvoa, joka saisi mallin sopimaan
samanaikaisesti kaikkiin havaintoihin. VVoidaanko parametrille kuitenkin 10yt&& sellainen arvo, joka
sais mallin sopimaan havaintoihin jossakin mielessa niin hyvin kuin se on mahdollista?

Deterministiset mallit

Oletetaan, etta selitettavan muuttujan y eksaktia (tai kausaalista) riippuvuutta selittgésta x halutaan
mallintaa yhtal6lla

y=f(x;b)
jossa funktion f muoto riippuu parametrista eli vakiosta b. Y htaé méérittelee deterministisen

mallin selitettavan muuttujan y ja selittgan x riippuvuudelle: Jos selittgan x ja parametrin b arvot
tunnetaan, niin sdlitettdvan muuttujan y arvo on taysin maaratty.
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Deterministiset mallit ja regressio-ongelma

Oletetaan, etta sdlitettavan muuttujan y riippuvuutta selittgjasta x halutaan mallintaa deterministisella
yhtalolla

y=f(x; b)
Oletetaan nyt, ettd funktion f muodon mééraévan parametrin b arvo on tuntematon ja etta haluamme
|6ytaa parametrille b parhaan mahdollisen havaintoihin perustuvan estimaatin €eli arvion.
Regressio-ongelma syntyy determinististen mallien yhteydessa tilanteissa, joissa para-metrille b e
voida |0ytaa sellaista arvoa, joka sais yhtalon y = f (x; b) toteutumaan saman-aikaisesti kaikille
havainnoille.

Oletetaan, ettéd muuttujia x jay koskevat havainnot x; jay; liittyvat samaan havaintoyksi kkon
kaikillei =1, 2, ..., n. Oletamme siis, etta el ole olemassa yhta parametrin b arvoa, joka saa yhtalon

y=f(x;b)

toteutumaan samanaikaisesti kaikille havainnaille x; jay; . Kirjoitetaan
y=f(x;b)+e,i=1L2,K,n

jossa g on havaintoyksikosta toi seen satunnaisesti vaihteleva jaannoés- eli virhetermi. Koska

olemme olettaneet, ettd jaannostermi g on satunnainen, myos sdlitettévan muuttujan y havaittujen
arvojen y; on véttamétta oltava satunnaisia.

Y htalo
y = f(x;b)+e,i=12K,n
kuvaa selitettdvan muuttujan y tilastollista riippuvuutta selittédvan muuttujan x saamista arvoista.

Sanomme, etta yhtalo méarittelee sdlitettévan muuttujan y regressomallin selittévan muuttujan x
suhteen.

Regressoanalyysissa parametrin b arvo pyritaan valitsemaan tavalla, joka tekee kaikista
jaannostermeista g samanaikaisesti mahdollisimman pienié. Tama on kayransovitusongelma: Miten
parametrin b arvo pitéa valita, jotta kayra

y=f(x; D)
kulkis jossakin mielessa mahdollisimman 18helta jokaista havaintopistetta
(x,y)T 2,i=12K,n

Era&an ratkaisun t&han kayransovitusongelmaan tarjoaa pienimman nelidsumman menetelma. Siina
parametrin b arvo valitaan siten, etté jaannos- i virhetermien g neliésumma

ae=aw- f(x;b)
i=1 i=1
tulee mahdollisimman pieneks.
Syyt regressio-ongelman syntyyn
Mitk& syyt johtavat regressio-ongelman syntymiseen determinististen mallien yhteydessa?
Syita regressio-ongelman syntymiseen:

TKK @ llkka Mellin (2006) 270



Tilastolliset menetelmat 14. Johdatus regressioanalyysiin

(i)
(i)

Havaintovirheet selitettdvan muuttujan y havaituissa arvoissa.
Yhtal o
y=f(x; D)

on idealisointi: Osaa sdlitettédvan muuttujan y kéyttaytymiseen vaikuttavista tekijoista el
haluta tai el pystyta ottamaan huomioon.

Esmerkki 1: Hooken laki.

Hooken lain mukaan kierrgjousen (ns. ideaalijousen) pituusy riippuu lineaarisesti jouseen
ripustetusta painosta x:

y=a+bx

jossa
a = jousen pituus ilman painoa
b = ns.jousivakio

Allaolevassataulukossa esitetdan tulokset kokeesta, jossa Hooken lain patevyytta tutkittiin
mittaamalla jousen pituus ilman painoa seka painoilla, jotka olivat 2, 4, 6, 8 ja 10 kg.

Merkitaan:
x,v),1=1234,56
jossa
X = pano i
yi = jousen pituus, kun painona on x;

Alla oleva pistediagrammi havainnollistaa koetuloksia graafisesti.

Paino (kg) | Pituus (cm) Kierrejousen pituuden riippuvuus
0 43.00 jouseen ripustetusta painosta
2 43.60 4600
4 44.05 45.50 - .

6 44 .55 %‘ 45.00 | .
8 45.00 Py
S 44.50 - .
10 45.50 =1
c 44.00 - .
%
S 4350 1 ¢
43.00 - N
42.50 ‘
2 0 2 4 6 8 10 12
Paino (kg)
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Ovatko havaintotulokset sopusoinnussa Hooken lain kanssa? Taméa kysymys voidaan
muotoilla teknisemmin seuraavalla tavalla: Onko olemassa yksikasitteinen suora, joka kulkisi
kaikkien havaintopisteiden kautta?

Kuvio oikeallatodistaa, etta téllaista
suoraa e ole olemassa:

Kierrejousen pituuden riippuvuus
jouseen ripustetusta painosta

(i) SuoraA kulkee pisteiden 46.00
1ja2 kautta. . SuoraA —
(i)  SuoraB kulkee pisteiden
4ja5 kautta E 45.00 1
Jos ei ole olemassa yhta § 4450 -
suoraa, joka kulkee kaikkien = 4
havaintopisteiden kautta, olisiko < 44.00 - Suora B
kuitenkin mahdollistamaérétasuora, | 3 .. |
joka kulkee (jossakin mielessd) oo
mahdollisimman |&helta kaikkia 43.00
havaintopisteita?
42.50 : ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
KlrjOlttama”a 2 0 2 4 6 8 10 12
y=a+bx+e Paino (kg)
i=1234,5,6
jakéayttamalla pienimman Kierrejousen pituuden riippuvuus
neliosumman keinoa voimme jouseen ripustetusta painosta
maarata suoran 46.00
_ y = 0.2457x + 43.055
y=a+bx 45501 R? = 0.9983
kertoimet a ja b siten, etta nelio- E 45.00 |
summa =
] 3 44.50
ae 2 4400 |
i=1 S '
S
minimoituu. S 43.50 1
Kuvioon oikealla on piirretty 43.00 -
ndin maaratty suora. Tarkastelemme
suoran maaraamisté luvussa Y hden 42.50 ‘
selittdj an lineaarinen regresso- 2 0 2 4 6 8 10 12
malli. Paino (kg)

Regressiomalli ja kiinteat selittajat
Olkoon
y=f(x;b)+e,i=1L2,K,n
selitettavan muuttujan y tilastollista riippuvuutta selittévan muuttujan x saamista arvoista kuvaava
regressomalli.
Tehdaan mallista seuraavat oletukset:
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(i) Sdittdvan muuttujan x arvot x; voidaan valita, jolloin ne ovat kiinteité eli ei-satunnaisa.

(i) Jadnnos- eli virhetermit g ovat satunnaisa, jolloin myos sdlitettévan muuttujan y havaitut
arvot y; pitéd olettaa satunnaisiks.

Kutsumme mallia talldin yhden selittdj an regressomalliks kiintedlla selittdjalla. Mallissa
y.=f(x;b)+e,i=1L2,K,n

on talloin seuraavat osat:

yi = selitettdvan muuttujan y satunnainen ja havaittu arvo havaintoykskossa i

X = selittavan muuttujan i selittg an x el-satunnainen ja havaittu arvo
havaintoyksikoss i

b = tuntematon ja kiinted eli ei-satunnainen parametri (vakiokerroin)

€ = satunnainen jaei-havaittu jaannos- eli virhetermi havaintoyksikossa i

Kun regressiomalleja sovelletaan luonnontieteissa tai tekniikassa, oletus sdlittdvien muuttujien
ei-satunnaisuudesta on usein hyvin perusteltu. Taméa johtuu siitd, ettd monissaluonnontieteiden tai
tekniikan sovelluksissa regressiomallien selittdjien arvot voidaan valita i sdlittgdt ovat muuttujia,
joiden arvoja voidaan kontrolloida.

Monissa tilastotieteen sovelluksissa kohdataan kuitenkin sellaisia tilanteita, joissa ainakin osa
selittgjista on sellaisia, joiden arvot médraytyvat satunnaisesti; ks. seuraavaa kappaletta
Regressofunktiot jaregressoanalyys.

14.3. Regressiofunktiot ja regressioanalyysi

Oletetaan, ettéd haluamme selittdé jonkin selitettéavan tekijan tai muuttujan kayttaytymisen
joidenkin selittavien tekij6iden tai muuttujien avulla. Oletetaan, etta seka sdlitettdva muuttuja
etta selittgdt ovat satunnaismuuttujia. Taldin tavoitteeseen voidaan pyrkié tarkastelemalla ko.
muuttujien yhtei g akaumaa ja kuvaamalla selitettavan muuttujan riippuvuutta selittavistéa muuttujista
sdlitettdvan muuttujan regressiofunktiolla selittdjien suhteen.

Oletetaan, etta selitettavan muuttujan riippuvuutta selittavista muuttujista kuvaavan regressio-
funktion muoto riippuu tuntemattomasta parametrista (vakiosta). Taloin parametrin arvo voidaan
pyrkid estimoimaan €eli arvioimaan havaintojen avulla. Miten parametrille 10ydet&an jossakin
mielessd mahdollisimman hyva estimaatti eli arvio?

Ehdolliset jakaumat ja ehdolliset odotusarvot

Olkoon fyy(x, y) satunnaismuuttujien x jay yhteig akauman tiheysfunktio ja olkoot fy(x) jafy(y)
satunnaismuuttujien x jay reunajakaumien tiheysfunktiot.

Satunnaismuuttujan y ehdollisen jakauman tiheysfunktio satunnaismuuttujan x suhteen on
fy (X Y)
f (X)

Satunnaismuuttujan y ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujan X suhteen on

+¥

E(y|¥) = ¥, (Y[Xx)dy

fy|x(y|X): 1jOSfx(X)>O
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jossa

fy|x(y | X)
on siis satunnaismuuttujan y ehdollisen jakauman tiheysfunktio satunnaismuuttujan x suhteen.
Huomaa, etté ehdollinen odotusarvo on satunnai smuuttuja ehtomuuttujan x funktiona.
Regressiofunktiot

Tarkastellaan satunnaismuuttujan y ehdollista odotusarvoa ehtomuuttujan x arvojen funktiona.
Ehdollista odotusarvoa

E(y[x)

kutsutaan entomuuttujan x arvojen funktiona satunnai smuuttujan y regressiofunktioks muuttujan x
suhteen.

Regressiofunktion E(y|X) muoto riippuu yleisessi tapauksessa satunnaismuuttujan y ehdollisen
jakauman
fy|x(y | X)

parametreista. Koska haluamme korostaa regressiofunktion arvojen riippuvuutta ehtomuuttujan x
arvoista, kirjoitamme

E(y[x) = f(x; b)

jossa b on satunnaismuuttujan y ehdollisen jakauman f, (y|X) muodon méaraéva parametri.

yIx
Lisdtietoja moniulotteisista satunnaismuuttujista ja niiden yhtelgakaumista, reungjakaumista,
ehdollisista jakaumista, ehdollisista odotusarvoista ja regressiofunktioista: ks. kirjan Toden-
nak 6isyyslaskenta lukua M oniulotteiset satunnaismuuttujat ja todennakoisyygakaumat.
Regressiofunktiot ja ennustaminen

Olkoon fyy(x, y) satunnaismuuttujien x jay yhteigakauman tiheysfunktio. Oletetaan, etta satunnais-
muuttujan x arvo tunnetaan. Kysymys: Miten tietoa satunnaismuuttujan x saamasta arvosta
voidaan kayttad hyvaks satunnaismuuttujan y arvon ennustamisessa?

Olkoon
d(y[x)

muuttujan X saamaan arvoon perustuva ennuste muuttujan y arvolle. Miten ennuste d(y | x) valitaan
optimaalisella tavalla?

Valitaan ennuste d(y|x) sSiten, ettd ennusteen keskinelidvirhe

MSE[d(y|x)] =E[(y- d(y|x))*]
minimoituu. Voidaan osoittaa, etta keskineliovirhe MSE[d(y | X)] minimoituu valinnalla
d(y[x) =E(y|x)

Siten satunnaismuuttujan y regressiofunktio E(y | x) satunnaismuuttujan x suhteen tuottaa

muuttujan x saamiin arvoihin perustuvat, keskineliévirheen mielessi optimaaliset ennusteet
muuttujalley.
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Olkoon
y- E(y[x) =e

optimaalisen ennusteen E(y|Xx) ennustevirhe. Tal6in voimme kirjoittaa
y=E(y|x)+te=1f(x;b)+te

jossa
E(y|x) = f(x; b)

on satunnaismuuttujan y regress ofunktio satunnaismuuttujan x suhteen.

Edellisen nojalla muuttujan x arvoihin perustuva optimaalinen ennuste satunnaismuuttujan y arvolle
médrittelee regressomallin

y=E(y|x)+e=f(x;b)+e

jossay on mallin selitettdva muuttujaja x on mallin selittéava muuttuja.

Regressiofunktiot ja regressio-ongelma

Oletetaan, etté sdlitettavan muuttujan y riippuvuutta selittgjasta x halutaan mallintaa
regressiofunktiolla

E(y[x) = f(x; b)
Oletetaan nyt, ettd funktion f muodon mééraévan parametrin b arvo on tuntematon ja etta haluamme
|6ytaa parametrille b parhaan mahdollisen havaintoihin perustuvan estimaatin €eli arvion.

Regress o-ongelmalla tarkoitetaan regressiofunktioiden yhteydessa regress ofunktion muodon
maaradvan parametrin valintaongel maa.

Oletetaan, ettéd muuttujia x jay koskevat havainnot x; jay; liittyvat samaan havaintoyksikkon
kaikillei =1, 2, ..., n. Kirjoitetaan

y.=f(x;b)+e,i=1L2,K,n
jossa g on havaintoyksikdsta toiseen satunnaisesti vaihteleva jaannds- €li virhetermi.
Yhtald
y.=f(x;b)+e,i=1L2,K,n
kuvaa selitettdvan muuttujan y tilastollista riippuvuutta selittédvan muuttujan x saamista arvoista.

Sanomme, etta yhtalo méarittelee sdlitettévan muuttujan y regressomallin selittévan muuttujan x
suhteen.

Regressoanalyysissa parametrin b arvo pyritaan valitsemaan tavalla, joka tekee kaikista
jaannoster meista @ samanaikaisesti mahdollisimman pienia. Tama on kayr&nsovitusongelma: Miten
parametrin b arvo pitéa valita, jotta kayré

y=f(x; D)
kulkis jossakin mielessa mahdollisimman 18helta jokaista havaintopistetta
(x,y)1T 2,i=12K,n
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Eraan ratkaisun t&han kayransovitusongelmaan tarjoaa pienimman nelidsumman menetelma. Siina
parametrin b arvo valitaan siten, etté jaannos- i virhetermien g nelidsumma

ae=aw- f(x;b)
i=1 i=1
tulee mahdollisimman pieneks.
Esmerkki 1. Poikien pituuden riippuvuusisen pituudesta.
Perinnollisyystieteen mukaan lapset perivat geneettiset ominaisuutensa vanhemmiltaan.

Kysymys: Periytyyko isien pituus heidan pojilleen?

Havaintoaineistona on t&ssa 300:n
isén ja heidan poikiensa pituuksien Isien ja poikien pituudet
muodostamaa lukuparia 195

x,y),i=12, ...,300 190 - .« L, v ¢
. .. . .’, g * W g *
jossasis g 165 | . ’.:’{.j‘: :}: 1:1,0

X =isani pituus =~ R 2% :,!9\)",..

e 5 1807 wfula i

Yi = 1sant pojan p|tUUS g. 175 L 2 4 ’.:.o.e‘wz’“o 0’}:,.#

Ks. pistediagrammia oikealla. & AR ARG
o o MR MIKS IR

Pojan pituuden riippuvuus o 170 At
isan pituudesta e selvastikaén 165 - * .
ole eksaktia: Saman mittaisten isien ¢
poikien pituudet nayttavét 160 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
vaihtelevan paljonkin. 155 160 165 170 175 180 185 190
Kuvasta nahdaén kuitenkin se, Isan pituus (cm)

etté lyhyillaisilla nayttad olevan

keskimaarin lyhyempié poikia kuin pitkillaisilla ja vastaavasti pitkilla isilla ndyttéd olevan

keskimaarin pitempia poikia kuin lyhyillaisilla

Miten téllaista tilastollista riippuvuutta voidaan havainnollistaa?

Allaolevataulukko esittdaisien ja heidan poikiensa pituuksien ehdollisia keskiarvoja:

M, (x| x) = niiden isien pituuksien keskiarvo,
joiden oma pituus kuuluu x-vdiink , k=1, 2, 3,4,5, 6, 7

M, (y|Xx) = niiden poikien pituuksien keskiarvo,
joidenisien pituus kuuluu x-véiink , k=1, 2, 3,4,5,6, 7

x-valnnro]  x-vall | M (x|X) | Mk (y [X)
T | (155.160]] 159.7 | 1722
2 (160,165] 163.5 172.0
3 (165,170] 168.2 176.8
4 (170,175] 172.6 178.8
5 |(175180]] 1771 | 1806
6 (180,185]] 181.5 183.6
7 l(185190]| 1860 | 184.0
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Lisétaén ehdollisten keskiarvojen médraamét pisteet
(M (x]x), M, (y|x),k=1234,56,7

edella esitettyyn pistediagrammiin; ks. kuviota ala.

Isien ja poikien pituudet
195 ‘ ‘ ‘ ‘
O
| | | | P |
Sh I A A B I
e :.,‘*g oot !
= 185 A LR AR IO
g i i 3 . ao:’: (1 0;"‘:‘80’ EEP
\J,/ ! N 3‘30\00 > L (994 !
5 180 ! AR 3 et $ | s
= l ¢ ¥ So0
= | - stﬂ % * .\’ |
Q 175 [ : ot * " * :’ . :0: |
@ Ij 10:,’.'\“ o3 g°:0. 7 |
5 RN
o 170 1 : S L P :‘ | | |
| . | | * | |
| | .\ | | |
w0
| .\ | | | |
| | | | | |
160 ! ! ! ! ! !
155 160 165 170 175 180 185 190Q
Iséan pituus (cm)

Ehdollisten keskiarvojen méarédmia pisteitéa on merkitty kuviossa nelidilla.

Havainnot on siis luokiteltu isien pituuden mukaan 7 luokkaan. Kuviossa luokkia on kuvattu
katkoviivojen erottamilla pystyvoill&. Jokaisen nelitn koordinaatit on saatu laskemalla
keskiarvot kaikista ko. neliota vastaavaan pystyvyohon kuuluvien havaintopisteiden
koordinaateista.

Y o. kuvioon nelidilla merkityt, ehdollisten keskiarvojen méarddmét pisteet
(M (x]x), M, (y|x),k=1234,56,7

kuvaavat poikien pituuksien keskimaaraista tai tilastollista riippuvuutta heidan isensa
pituuksista. Kuvion mukaan riippuvuus ndyttaé olevan lahes lineaarista. Regressioanalyysin
tehtavana on juuri tdlaisten tilastollisten riippuvuuks en mallintaminen.

Kirjoittamalla
y.=b,+bx +e ,i=12K,n=300

ja kéayttamalla pienimman nelidsumman keinoa voimme maérata suoran
y=b,+ bx

kertoimet by ja b, Siten, etta neliosumma
%ei2=%(m - by~ bx)’

minimoituu. N&in méarétty suora on lisétty alla olevaan kuvioon; lisétietoja: ks. lukua Y hden
selittdj an lineaarinen regressomalli.
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Isien ja poikien pituudet
195 ‘
y = 0.4707x + 97.391 o !
190 | R? = 0.1938 . 3
k3
£ 185 -
e
8 180 |
=
B
o 175 1
8,
£ 170 -
165 -
160 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
155 160 165 170 175 180 185 190
Isén pituus (cm)

Regressiomalli ja satunnaiset selittgjat
Olkoon
y=f(x;b)+e,i=1L2,K,n
selitettavan muuttujan y tilastollista riippuvuutta selittévan muuttujan x saamista arvoista kuvaava
regressomalli.

Tehdd8n mallista seuraava oletus: Selitettévan muuttujan y arvot y;, selittdvan muuttujan x arvot x; ja
jédnnos- eli virhetermit g ovat satunnaisia. Taloin regressomallissa

y=f(x;b)+e,i=1L2,K,n
on seuraavat osat:
yi = selitettdvan muuttujan y satunnainen ja havaittu arvo havaintoykskossa i
X = sdlittavan muuttujan eli selittgjan x satunnainen ja havaittu arvo
havaintoyksikoss i
b = tuntematon ja kiinted eli ei-satunnainen parametri (vakiokerroin)
€ = satunnainen jaei-havaittu jaannos- ei virhetermi havaintoyksikossa i

Ei-satunnaisen selittévan muuttujan tapausta on kasitelty kappaleessa Deter ministiset mallit ja
regressoanalyys.

14.4. Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot

Normaalijakauman yleistysta moniulotteiseen avaruuteen kutsutaan multinor maalijakaumaksi tai
moniulotteiseksi normaalijakaumaksi. Multinormaalijakauman maarédvét taydellisesti jakaumaan
liittyvien satunnaismuuttujien odotusarvot, varianssit ja korrelaatiot (tai kovariannssit). Multi-
normaalijakauma ndyttelee lineaaristen regresso-mallien teoriassa keskeista osaa, koska
multinor maali-jakauman kaikki regressofunktiot ovat lineaarisia.
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Seuraavassa tarkastellaan [dhemmin kaksiulotteista normaalijakaumaa; lisatietoja: ks. kirjan

Kaksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktio
Kaksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktio on

1 i 1
f (x,y)= .= ’
» (X, Y) oo — 3 exp+ 20 rxzy)Q(X Y))é

jossa
.2
Qxy) =X MO oy B MO ME M
e Sx o esxgé% zgsyz
ja
-¥</71<+¥ -¥</7}<+¥
s,>0 s,>0
-1Er, £+1

Kaksiulotteisen normaalijakauman parametrit

Kaksiulotteisen normaalijakauman parametreina ovat satunnaismuuttujien x jay odotusarvot,
variansst jakorrelaatio:

m = E(x) = muuttujan X odotusarvo

m = E(y) = muuttujan y odotusarvo

s2 = Va(x) = muuttujanx varianss

s; = Va(y) = muuttujany varianss

r = Cor(x,y) = muuttujien x jay korrelaatio

Koska satunnaismuuttujien x jay odotusarvot, varianssit ja korrelaatio maardavét taydellisesti
kaksiulotteisen normaalijakauman, merkitéén

(xy) N,(m.m.s:s7.r,)

Kaksiulotteisen normaalijakauman parametrien tulkinta

Oletetaan, etta satunnaismuuttujien X jay muodostama pari noudattaa kaksiulotteista
normaalijakaumaa N,(m,m,s:,57,r ).

Satunnaismuuttujien x jay odotusarvot
m, = E(X)
m, = E(y)

maaraévéat satunnaismuuttujien x jay yhteigakauman todenndkoi syysmassan painopisteen,
satunnaismuuttujien X jay varianssit

sZ=Var(x)
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s; =Var(y)

kuvaavat satunnaismuuttujien x ja y todenndkadi syysmassojen hajaantunei suutta niiden odotusarvojen
m, ja m, ymparillaja satunnaismuuttujien x jay korrelaatio

I =Cor(x,y)

kuvaa satunnaismuuttujien x jay lineaarisen riippuvuuden voimakkuutta.

Koska satunnaismuuttujat x jay noudattavat kaksiulotteista normaalijakaumaa, satunnaismuuttujat x
jay ovat korreloimattomia, josja vain jos ne ovat riippumattomia.

Huomaa, ettd yleisesti (ilman multinormaalisuusoletusta) pétee:
Cor(x,y)=r, =1
josjavainjosonolemassavakiot ajab?! O dten, ettd

y=a+bx

Kaksiulotteisen normaalijakauman ehdolliset jakaumat

Kaksiulotteisen normaalijakauman ehdolliset jakaumat ovat normaalisia. Satunnaismuuttujan 'y
ehdollinen jakauma satunnaismuuttujan x suhteen on

le"‘ N(n}|x’sj|x)
jossa
m, =E(y|x)=n;+rxy§(x- m)

2

S ylx

=Var(y|x)=(1- rg)s,
jasatunnaismuuttujan x ehdollinen jakauma satunnaismuuttujan y suhteen on

x|y ~N(my.s5)
jossa

my =E(X|Y)=m o+, 25 (y- m)

y

sk =Vax|y)=(- r})s;
Siten kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot eli endolliset odotusarvot ovat lineaarisia.
Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot
Satunnaismuuttujan y regressiofunktio satunnaismuuttujan x suhteen

m|x=E(y|x)=n;+rxy§(x- m)

méarittelee xy-koordinaatistossa suoran
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S
y=m+r, 2 xe m)

Suora kulkee satunnaismuuttujien X ja y yhtei§ akauman todennakdi syysmassan painopisteen
kautta.

Satunnaismuuttujan X regressiofunktio satunnaismuuttujan y suhteen
S
my, =E(x|y)=m+ fxys—x(y- m)
y
méarittelee xy-koordinaatistossa suoran

y=m, +—’ —(X m)

Xy X

Suora kulkee satunnaismuuttujien X ja y yhtei§akauman todennakdi syysmassan painopisteen
kautta.

Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden maérittelemien regressosuorien yhtaldista
ndhdéén seuraavaa:

() Jos r,, =0, suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.
(i) Jos r,, =1, suorat yhtyvat.
Muuttujan y regressiosuoralla muuttujan x suhteen
— S y

y=m+ rxys—X(X- m)
on seuraavat ominaisuudet:
(i) Jos r,, >0, suoraon nouseva.
(i) Jos r,, <0, suoraon laskeva.

(i) Jos r,, =0, suoraon vaakasuorassa.

(iv) Suoratulee jyrkemméks (tulee loivemmaksi), jos
korrelaationitseisarvo | r,, | kasvaa (pienenee)
standardipoikkeama s | kasvaa (pienenee)
standardipoikkeama s, pienenee (kasvaa)

Muuttujan x regressiosuoralla muuttujan y suhteen

y=m, +—’ —(X m)

xy x
on seuraavat ominaisuudet:

() Jos r,, >0, suoraon nouseva.
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(i) Jos r,, <0, suoraon laskeva.
(i) Jos r,, =0, suoraon pystysuorassa.

(iv) Suoratulee jyrkemméks (tulee loivemmaksi), jos

korrelaationitseisarvo | r,, | pienenee (kasvaa)
standardipoikkeama s | kasvaa (pienenee)

standardipoikkeama s, pienenee (kasvaa)

Kaksiulotteisen normaalijakauman ehdolliset varianssit

Satunnaismuuttujan y ehdollinen varianss satunnaismuuttujan x suhteen on
y|x - Var(yl X) (1 r )S

jase kuvaa satunnaismuuttujan y ehdollisen jakauman (satunnaismuuttujan x suhteen) toden-
nak6isyysmassan hajaantuneisuutta regressiosuoran

S
y=mer, 2 (xe m)

ymparilla. Satunnaismuuttujan y ehdollisella varianssilla satunnaismuuttujan x suhteen on seuraavat
ominaisuudet:
(i) s2 £s?

ylx y

(i) Josr,=0,nins; =s?.

(i) Jos r,, =1, niin sylx =0 ja satunnaismuuttujien x jay yhteigakauman todennakoisyys-
massa kesklttyy muuttujien x jay yhteiselle regressiosuoralle.
Satunnaismuuttujan x ehdollinen varianss satunnaismuuttujan y suhteen on

x|y = Var(Xl y) (1 r )S

jase kuvaa satunnaismuuttujan x ehdollisen jakauman (satunnaismuuttujan y suhteen) toden-
nak6isyysmassan hajaantuneisuutta regressiosuoran

y=m, +—’ —(X m)

ymparilla. Satunnaismuuttujan x ehdollisella varianssilla satunnaismuuttujan y suhteen on seuraavat
ominaisuudet:

(i) siwEs;

(i) Josr,=0,nins; =s?.

(i) Jos r,, =1, niin sx|y =0 jasatunnaismuuttujien x jay yhtei§akauman todennakaoi syys-
massa kesklttyy muuttujien x jay yhteiselle regressiosuoralle.
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14.5. Regressioanalyysin tehtavat
Yhden yht&l6n regressomallin yleinen muoto on

y=f(x;b)+e
jossa
y = odlitettava muuttuja
f(x;b) = madlinsystemaattinen eli rakenneosa
e = mallin satunnainen osa

Mallin systemaattinen osa f (x ; b) on selittdvan muuttujan x funktio, joka riippuu funktion f
muodon méaradvasta parametrista b. Mallin satunnainen osa eon jaannoster mi, joka tavallisesti

el riipu selittgjasta x. Mallin systemaattinen osa f (X ; b) kuvaa sdlitettdvan muuttujan y riippuvuutta
selittdvastd muuttujasta x.

Regressioanalyysissa padasiallinen kiinnostus kohdistuu regressiomallin systemaattiseen osaan

f (x; b) jasen muotoon. Regressiomallin jddnnostermid e pidetddn usein pelkkana virheterming,
mutta on syyta huomata, etta jaannostermista etehdyt oletukset vaikuttavat ratkaisevalatavalla
siihen tapaan, jollaregressioanalyys tehdaan.

Regressoanalyys tarkoittaa seuraavia tehtavien suorittamista:
Funktion f valinta
Parametrin b estimointi
Parametria b koskevien hypoteesien testaaminen
Estimoidun mallin hyvyyden arviointi
Mallista tehtyjen oletusten tarkistaminen
Selitettavan muuttujan kayttaytymisen ennustaminen jaennusteiden epavarmuuden
arviointi

14.6. Regressiomallin lineaarisuus

Olkoon
y=f(x;b)+e
jossa
y = sditettava muuttuja
f(x;b) = mdlinsystemaattinen eli rakenneosa
e = mallin satunnainen osa

Mallin systemaattinen osa f (x ; b) on selittdvan muuttujan x funktio, joka riippuu funktion f
muodon méaradvasta parametrista b. Mallin satunnainen osa eon jaannoster mi, joka tavallisesti
ei riipu selittgjasta x.

Regressomallin soveltaminen yksinkertaistuu huomattavasti, jos mallin rakenneosa f (x ; b) on

parametrin b suhteen lineaarinen. Jos mallin rakenneosa f (x ; b) on parametrin b suhteen
lineaarinen, mallia kutsutaan lineaariseks regressiomalliksi.
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Huomautus:

Epdlineaaristen regressiomallien soveltaminen e ole nykyisilla tietokoneilla ja
ohjelmistoilla kovinkaan hankalaa. Emme kuitenkaan kasittele epélineaarisia regressio-
mallgja t&ssa esityksessa

Vaikka oletus regressiomallin lineaarisuudesta saattaa tuntua ragjoittavalta, oletus on kaytanndssa
osoittautunut monissa regressioanalyysin sovellustilanteissa erittéain hyvin toimivaks.

Erityisesti, jos muuttujat x jay ovat satunnaismuuttujia, joiden yhteilgakauma on multi-
normaalinen, lineaarisen regressiomallin soveltaminen on hyvin perusteltua, koska kaikki multi-
normaalijakauman regressiofunktiot eli ehdolliset odotusarvot ovat lineaarisia; ks. kappaletta
K aksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot.

Lineaarisen regressiomallin soveltaminen saattaa olla perusteltua myds monissa sellaisissa tilanteissa,
joissa sdlitettédvan muuttujan y riippuvuus selittgjasta x on epalineaarista:

(i)  Muuttujien y jax riippuvuutta voidaan usein approksimoida ainakin lokaalisti lineaarisella
mallilla

(i)  Muuttujien y jax epdlineaarinen riippuvuus voidaan usein linearisoida sopivilla muuttujien y
jax muunnoksilla.

Esmerkki 1: Betonin lujuuden riippuvuus kuivumisaj asta.
Kokeessa tutkittiin betonin vetolujuuden riippuvuutta betonin kuivumisajasta.
Havaintoaineistona on 21 lukuparia
x,y,i=12..,21

jossa
X = betoniharkoni kuivumisaika
yi = betoniharkon i vetolujuus
Ks. alaolevaa pistediagrammia.
Betonin vetolujuuden riippuvuus
kuivumisajasta
50.0
4
40.0 - .
N :
: }
> 30.0 - .
x 0 4
L 4
3 o0
=) .
'S 20.0
S
g
$
10.0
0.0
0 5 10 15 20 25 30
Kuivumisaika (vrk)
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Vetolujuus nayttda kuvan perusteella riippuvan epalineaarisesti kuivumisgjasta. V etolujuuden
epdlineaarinen riippuvuus kuivumisajasta voidaan kuitenkin linearisoida seuraavilla

muunnoksilla:

x¢=1/x
y¢=log(y;)

Vrt. alaolevaa kuviota ylla olevaan kuvioon.

Betonin vetolujuuden riippuvuus
. kuivumisajasta
~ $
P $
Eas|{— %
> ¢ *
X L 4
g s e
= *
» 3
]
]
S
o
o J
2 25 73
(@]
°
2 T T T
0 0.2 0.4 0.6 1 1.2
1/Kuivumisaika (1/vrk)
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15.  Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli

15.1. Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
15.2. Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi

15.3. Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste

15.4. Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista

15.5. Ennustaminen yhden selittgjan lineaarisella regressiomallilla

15.6. Yhden selittdjan lineaarisen regressiomalli ja satunnainen selittdja
15.7. Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

Regressoanalyys on ehka eniten sovellettu tilastotieteen menetelma. Y hden sdlittd an
lineaarinen regressomalli pyrkii selittdméan selitettavan muuttujan havaittujen arvojen vaihtelun
yhden sdlittdvan muuttujan havaittujen arvojen vaihtelun avulla.

liittyvid kysymyksi&
Miten malli formuloidaan?
Mitk& ovat mallin osat ja mitk& ovat osien tulkinnat?
Mitk& ovat mallia koskevat oletukset?
Miten mallin parametrit estimoidaan?
Miten mallin parametr eja koskevia hypoteesej a testataan?
Miten mallin hyvyytta mitataan?

Miten mallilla ennustetaan?

Avainsanat:

Aritmeettinen keskiarvo, Ehdollinen jakauma, Ehdollinen odotusarvo, Ehdollinen varianssi, Ei-
satunnaisuus, Ennustaminen, Ennuste, Ennustusvirhe, Estimaattori, Estimointi, F-testi, Gaussin ja
Markovin lause, Harha, Harhattomuus, Havainto, Heteroskedastisuus, Homoskedastisuus, Jadnnds-
nelibssumma, Jaanndstermi, Jadnnosvaihtelu, Jaanndsvarianssi, Kaksiulotteinen normaalijakauma,
Keskihajonta, KokonaisneliGsumma, Kokonaisvaihtelu, Korrelaatio, Kovarianssi, Kulmakerroin,
Lineaarinen regressiomalli, Lineaarisuus, Malli, Mallin hyvyys, Mallineliésumma, Minimointi,
Modifioidut standardioletukset, NeliGssumma, Normaalisuusoletus, Odotusarvo, Otos, Otostunnusluku,
Painopiste, Parametri, Pienimman neliGsumman estimaattori, Pienimman neliGSsumman menetelma,
Rakenneosa, Regressioanalyysi, Regressiodiagnostiikka, Regressiofunktio, Regressiokerroin,
Regressiomalli,  Regressiosuora, Residuaali, Reunajakauma, Satunnaisuus, Satunnainen osa, Selitettava
muuttuja,  Selittdja, Selittdva muuttuja, Selitysaste, Sovite, Standardioletus, Systemaattinen osa, t-testi,
Tarkentuvuus, Tehokkuus, Testi, Tyhjentavyys, Vakioselittdja, Varianssi, Varianssianalyysihajotelma,
Virhetermi, Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli, Yhteisjakauma
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15.1. Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset

Oletetaan, etta selitettavan muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelu halutaan sdlittda selittavan
muuttujan eli selittgan x havaittujen arvojen vaihtelun avulla

Tehdd8n muuttujistay jax seuraavat perusoletukset:

(i) Sdlitettdva muuttujay on suhdeasteikollinen satunnaismuuttuja.
(i)  Selittdva muuttuja x on kiintea eli ei-satunnainen muuttuja.
Huomautus:

Satunnaisen sdlittdvan muuttujan tapausta kasitelléén myéhemmin erikseen.

Havainnot
Olkoot
Vi, Y2, oo+ s Yo
selitettévan muuttujan y ja
X1, X2y e s Xn
selittdvan muuttujan x havaittuja arvoja. Oletetaan liséks, ettd havaintoarvot x; jay; littyvét
samaan havaintoyksikkdon kaikillei = 1, 2, ... , n. Havaintoarvot x; jay; muodostavat pisteita

kaksi ulotteisessa avaruudessa:
(x,y)T 2,i=12K,n

Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli
Tavanomaisen yhden selittdj &n lineaarinen regressiomallin yleinen muoto on
y=b,+bx+e ,i=12K,n

jossa
yi = sdlitettavan muuttujan y satunnainen ja havaittu arvo havaintoyksikossa i
X = sdittgan (selittdvan muuttujan) x ei-satunnainen ja havaittu arvo
havaintoyksikossi i
e = jaannos- di virhetermin esatunnainen ja ei-havaittu arvo
havaintoyksikoss i
by = ei-satunnainen jatuntematon vakio (vakioselittgjan regressokerroin)
b, = selittdjan x el-satunnainen ja tuntematon regressokerroin
Huomautus:
Regressiokertoimet b, ja by on oletettu samoiksi kaikille havaintoyksikéille i.
Huomautus:

Kerrointa by kutsutaan vakioselittgjan regressiokertoimeksi, koska sité vastaa
keinotekoinen selittdj &, joka saa vakioarvon = 1 jokaiselle havaintoyksiolle i.
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Jaannostermia koskevat stokastiset oletukset
Mallin jédnnostermisté etehdddn seuraavat stokastiset ol etukset:

0 E(e)=0,i=12K,n
(i) Va(e)=s?,i=12,K,n
(iii) Cor(e,e)=0,i? j

Oletuksen (ii) mukaan kaikilla jganndstermeilla @ on sama varianss. Jos oletus (ii) patee, sanomme,
etté jaénnostermit ovat homoskedastisia. Kutsumme téloin jaénndstermien yhteisté varianssia s
mallin jaannoésvarianssiksi. Jos oletus (ii) el pade, jdéannostermeillé g el ole samaa varianssia.
Sanomme talloin, ettd jaénnostermit ovat heter oskedastisia.

Oletuksen (iif) mukaan jdéanndstermit g ovat korreloimattomia. Jos oletus (iii) e pade, jadnnds-
termit g ovat korreloituneita. Oletuksen (iii) Sjasta tehdddn usein seuraava, sitd voimakkaampi
oletus:

(iti*) Jaannostermit @ ,1 =1, 2, ..., novat riippumattomia:
e, e K,e "
Oletus (iii) seuraa oletuksesta (iii*).
Lis&ks jd8nnostermeista g tehdaén usein nor maalisuusoletus:
(iv) e N(0,s?),i=12K,n
Oletus (iv) sisdltéa oletukset (i) ja (ii).
Jos yhden sdlittgjan lineaarinen regressiomalli
y =b,+bx+e ,i=12K,n

jasen osat toteuttavat em. oletukset (i)-(iv), sanomme, etta malli toteuttaa ns. tavanomaiset i
standardioletukset. Mallista tehtyjen oletuksien tarkistaminen muodostaa keskeisen osan
regressioanalyysia; ks. lukua Regressodiagnostiikka.
Selitettavan muuttujan ominaisuudet
Oletetaan, etta yhden selittgan lineaaristen regressomallin

y, =b,+bx +e ,i=12K,n

jédnnos- eli virhetermia g koskevat standardioletukset (i)-(iii) patevét. Taloin

i) E(y,)=b,+bx,i=12K,n
(i) Va(y)=s?,i=12,K,n
(iii)” Cor(y,,y;)=0,i* j
Jos liséks jaannos- €i virhetermid g koskeva normaalisuusoletus (iv) pétee, niin
(iv)’ y. N(b,+bx%,5%),i=12,K,n
Perustelu:
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Kohdat (i)" — (iv)" seuraavat suoraan standardioletuksista (i) — (iv) seka odotusarvon,
varianssin, korrelaation ja normaalijakauman yleisistd ominaisuuksista seka sitg, etta
regressiokertoimien by ja by liséks myos sdlittavan muuttujan x havaitut arvot on oletettu
ei-satunnaisiks vakioiksi.

(i) E(y,))=E(b,+bx +e)=b,+bx +E(e)=b,+bx,i=1L2,K,n

(iiy Var(y,) = El(y, - E(y))’] =E(€") =Va(e) =s?,i =12K,n

(iii)’ Cor(y;, y;) = E[(y; - E(y))(Y; - E(y,)] =E(ee;) =Cor(e, &) =0,i* |
(iv)” Koska

y =b,+bx+e ,i=12,K,n
ja
e N(0,s%,i=12K,n

niin y; on lineaarimuunnos normaalijakautuneesta satunnaismuuttujasta g . Siten
normaalijakauman yleisista ominaisuuksista seuraa, etta

y. N(b,+bx%,5%),i=12,K,n

Mallin parametrit
Y hden sdlittgjan lineaaristen regressiomallin
y=b,+bx +e ,i=12,K,n
parametreja ovat regressiokertoimet by ja by jajaanndsvarianss s2 Koska parametrit ovat
tavallisesti tuntemattomia, ne on estimoitava muuttujien y ja x havaituista arvoista.
Mallin systemaattinen osa ja satunnainen osa
Oletetaan, etta yhden selittgan lineaaristen regressomallin
y=b,+bx +e ,i=12,K,n
jéénnds- dli virhetermi& g koskeva standardioletus
(i) E(e)=0,i=1,2,K,n

péatee. Tall6in voimme esittéd sdlitettédvan muuttujan y havaitut arvot y; kahden osatekijéan summana
muodossa

Y, =E(y)+e,i=12K,n

jossa
E(y,))=b,+bx,i=1L2K,n

Sanomme, etta selitettdvan muuttujan y havaittujen arvojen y; odotusarvot
E(y,))=b,+bx,i=1L2K,n

muodostavat mallin systemaattisen osan jajagnndstermi.
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e=y-Ey)=y-b,- bx,i=1L2K,n
muodostaa mallin satunnaisen osan. Mallin systemaattinen osa E(y;) riippuu sdlittgén x saamista
arvoista, kun taas mallin satunnainen osa g ei riipu sdlittgjan x saamista arvoista.
Regressiosuora
Tavanomaisen yhden selittgén lineaarisen regressiomallin

y =b,+bx+e ,i=12K,n
systemaattinen osa

E(y,))=b,+bx ,i=1L2,K,n

médrittelee regressiosuoran
y=b,+ bx
jossa

by = regressiosuoran vakioter mi
b, = regressiosuoran kulmakerroin
Mallin jaéénnos- eli virhetermien g varianss s* kuvaa havaintopisteiden
(x,y),1=L2,K,n
vaihtelua regressiosuoran
y=b,+ bx

ympérilla

Regressiosuoran kulmakertoimen tulkinta

Tavanomaisen yhden sdlittgan lineaarisen regressomallin sovelluksissa on tarkedtd tuntea mallin
systemaattisen osan maaritteleman regressiosuoran

y=b,+ bx

kulmakertoimen b, tulkinta. Oletetaan, etta selittdjan x arvo kasvaa yhdella yksikoll&:
X ® x+1

Regressiokerroin b, kertoo paljonko selitettdvan muuttujan y odotettavissa oleva arvo
E(y) = b, + bx

muuttuu:
E(y)=b,+bx ® b,+b(x+1)=b,+bx+b =E(y)+b,

15.2. Regressiokertoimien estimointi
Koska tavanomaisen yhden selittgan lineaarisen regressiomallin
y,=b,+bx+e,i=12K,n
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regressiokertoimet b ja b, ovat tavallisesti tuntemattomia, ne on estimoitava muuttujien 'y jax
havaituista arvoista x; jay; . Estimoinnissa regressiokertoimille b, ja b, pyritéén 10ytamaan sellaiset
arvot, etta niilden mddrédma regressiosuora selittais mahdollisimman hyvin sdlitettdvan muuttujan y
havaittujen arvojen vaihtelun.

Regressiokertoimien PNS-estimointi

Regressiokertoimien by ja b, estimointiin on tarjolla useita erilaisia menetelmia. Menetelmista
kéytettaén yleismmin pienimman neliésumman menetel mad. Regressiokertoimien by ja by
pienimman nelicsumman (PNS-) estimaattorit saadaan minimoimalla neliésumma

S(by, by) :é ej2 = é (y;- by- blxj)z

i=1 i=1

regressiokertoimien by ja by suhteen. Regressiokertoimien by ja by PNS-estimaattorelks saadaan

b, =y- bX
Sy _Sy
bl:r A A
s o
jossa
X:lg _:Eg
~a X y=,avy

1

ovat x-havaintojen ja y-havaintojen aritmeettiset keskiarvot,

1 ¢ _ 1 ¢ _
§=mg(x- X)? S§=mg(m- y)’

ovat x-havaintojen ja y-havaintojen otosvarianssit,

I N R
Sy =578 06~ 00 - 9)

on x-havaintojen ja y-havaintojen otoskovarianss jaliséks

r, = Sy
Xy
SSy
on x-havaintojen ja y-havaintojen otoskorrelaatiokerroin.

Perustelu:
Y hden sdlittgjan lineaarisen regressomallin
y=b,+bx +e,i=12,K,n
regressiokertoimet by ja b, estimoidaan PNS-menetelmélla minimoimalla jaannostermien g
neliésumma

S(bb)=a &=a (v - by~ bx)’

i=1 i=1
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kertoimien by ja b, suhteen. Tama tapahtuu tavanomaiseen tapaan derivoimalla funktio
S(b,, b,) kertoimien by ja by suhteen ja merkitseméalla derivaatat nolliksi:

S(b,, b 3
® 208 = 28 (3, - by~ bx) =0
ﬂbo i=1
S(b,, b 3
(2) M:'Zé(Yi'bo'bl)ﬁ))ﬂ:O
ﬂbl i=1
Regressiokertoimien b ja b, PNS-estimaattorit saadaan normaaliyhtal 6iden (1) ja (2)
ratkaisuina.

Kirjoitetaan normaaliyhtélét (1) ja (2) muotoihin

(1)’ éYi'nbo'bléXi:O

i=1 i=1

(2)’ 'éYi)g'boéXi'blé)g =0

i=1 i=1 i=1
Ratkaistaan b, yhtalosta (1)
14 14 o
(3) boz_éyi' bl_éXiZY' b,x
niz Nz
jasijoitetaan ratkaisu yhtaloon (2):
(4) a yix - nyX+nbx’- bg x' =0
i=1 i=1
Parametrin by PNS-estimaattoriks saadaan yhtalosta (4):
a y% - nyx .
©) b=f——= ﬁz =hy o
ax-nx %%

Sijoittamalla b, yhtd6on (3) saadaan parametrin by PNS-estimaattoriks
(6) b, =y- bX
Saatu ratkaisu on todellakin funktion S(b,, b;) minimi, miké néhdaén siitd, etta funktion
S(b,, b,) 2. kertaluvun osittaisderivaattojen muodostama matriis
€1°S(b,, b)) 1°S(b,, b)U &

a 2n Zén )gg
b bW % 5

=€ =e

~QT2 2 - ~ n n )

gﬂ S(by, b)) 1 S(boza bl)z €3 X Zé Xizlil

e ﬂboﬂb]_ ﬂb]_ u @ i=1 i=1 H

on positiivisesti definiitti. Taméa seuraa esimerkiks sitg, etta
[8],=2n>0
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ja

gu

det(S) = Zmax 8ax_u>o

Jakimmainen epayhtal® seuraa Siitd, etta

gu
(n- DS =(n- Da(x %) = (n- Dgax-—gaX—u>0

Huomaa, ettéd sdlittdjan x regressiokertoimen b, estimaattorin b, lauseke voidaan edelld esitetyn
mukaan Kirjoittaa seuraaviin muotoihin:

8 0¢-D0- )
bl:rxyi:izz': -
3% Q- %

i=1

Estimoitu regressiosuora
Tavanomaisen yhden selittgén lineaarisen regressiomallin
y =b,+bx+e,i=12K,n
regressiokertoimien by ja by PNS-estimaattorit by ja b, ja méérittelevét suoran
=k, +bx
jossa
by = estimoidun regressiosuoran vakioter mi
b, = estimoidun regressiosuoran kulmakerroin

Sijoittamalla regressiokertoimien by ja b, estimaattoreiden lausekkeet

b, =y- bX
b =r, >
7's,

suoran y = b, +b,x yhtaloon, voidaan yhtalo kirjoittaa seuraavaan muotoon:

y=y+r,— (x X)
Tasta muodosta ndhdaan, ettd estimoitu regressiosuura kulkee aina havaintopisteiden
(x,y),1=12,K,n painopisteen (X,¥y) kautta.
Estimoidulla regressiosuoralla on seuraavat ominaisuudet:

()  Josr, >0, suoraon nouseva.

(i) Josr, <0, suoraon laskeva.
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(i) Jos r,, =0, suora on vaakasuorassa.

(iv) Suoratulee jyrkemméaks (tulee loivemmaksi), jos

korrelaation itseisarvo |r,, | kasvaa (pienenee)
keskihgjonta s, kasvaa (pienenee)

keskihgjonta s, pienenee (kasvaa)

Regressiokertoimien PNS-estimaattoreiden ominainaisuudet
Tavanomaisen yhden selittgén lineaarisen regressiomallin
y =b,+bx+e ,i=12K,n
regressiokertoimien by ja by PNS-estimaattorit by ja b; ovat harhattomia parametreille by ja b :
(i) E(by) = b,
(il E(b) = b,
Perustelu:
Todistetaan ensin kohta (ii).

(i) Todetaan ensin, ettaregressiokertoimen b, PNS-estimaattorin b, kaava voidaan
kirjoittaa muotoon

8- %)y~ )
b1: i=1 61
a (x-x°

i=1

Toiseks
E(y) = Eg a y..

E(Y:)

QJ°:

I
NN

E(b, +b,x +€)

Qo5

ﬁ
NN

| = 3||—\ 3|H

Qo5

1

S S
o

+ I
)

|

(b +0,x)

koska mallia koskevien oletusten mukaan regressiokertoimet b ja b, seké selittévan

muuttujan x havaitut arvot x; ovat ei-satunnaisia vakioita ja jaannostermia g koskevan
oletuksen (i) mukaan

E(e)=0,i=1L2,K,n
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Siten
é (X| - X)(bo +b1Xi - bo - bli) é (X| - Y)2
E(b) =12 n =b iil =b
a (x- %y a (x- %y
i=1 i=1
Todistetaan kohta (i).
() Koska
b, =y- bX

kohdan (ii) todistuksesta seuraa, etta
E(b,) = b, + bX- bX=b,

Regressiokertoimien b, ja b, PNS-estimaatoreiden by ja b, varianssit ovat

5 o]
(i) Var(h,) :szénnx—_;
g aLx-x"g
i) vab)=sip——
a i:l()g - X)
Lisdks regressiokertoimien b, ja by PNS-estimaatoreiden by jab; kovarianssi on
S%X
(iii) Cov(by.b) =- 55—
a i:l(Xi - X)

Perustelu:
Todistetaan ensin kohta (ii).

(i) Todetaan ensin, ettaregressiokertoimen b, PNS-estimaattori b, voidaan esittéa
selitettavan muuttujan y havaittujen arvojen

y.,i=12,K,n
lineaarikombinaationa, jossa painokertoimet
v, :on()g;x)_z,i =12,K,n
a . x-X)

ovat e-satunnaisia vakioita:

A0-R0-7) & K-y

b == == =8 vy
a (x-x)° ax-%? =
i=1 i=1

Regressiokerrointa b, koskevaa esitysta johdettaessa on kaytetty hyvéks sitg, etta
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n n

& (- 00~ V) =4 (x- 0y - & (x - 0y

i=1
=a (x- Xy - va (% - X)
i=1 i=1
=a(x-X)y-y 0
i=1
=a (x- My,

I
NN

koska
J —_d Jd _ & _
ax-=ax-ax=ax-m=0
i=1 i=1 i=1 i=1
Kayttden hyvaks regressiokertoimen b, esitysmuotoa satunnaismuuttujien y; lineaari-
kombinaationa ja odotusarvo-operaattorin E(¥ lineaarisuutta néhdaan, etta
Eb)=a v E(y)=avm
i=1 i=1
jossa
m=E(y)= b, + bx ,i =1,2K,n
Siten

Var(b) =Egb - E(b))’H

_ é%o o ('jzl;l
—Egawm-awmag
' 8]

i=1 i=1
2
—E;av(y. m) u
éxy ¢ ou
:E: a a ivj(yi - m)(yj - m)—l;l
eei=l j=1 48]
=a avv,E&y - my, - m§y
i=1 j=1
=a avv, EZy - E)Y, - E(y,)H
i=1 j=1
=a a vy, Cov(y, )

I
MY
||

Koska edella on todettu, etta
10,it

Cov(y,,y;) =i s?i=i
1s?,i=

niin
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n n

Va(h)=a a v, Cov(y, ;)

i=1 j=1

(x - X)°

n 2

4g§0vif3
i=1 %]

S

a(x- %7

i=1

Todistetaan seuraavaksi kohta (iii).

(i) Todetaan ensin, etté sdlitettévan muuttujan y havaittujen arvojen

Vi,i=12,...,n

aritmeettinen keskiarvo y voidaan esittaé havaittujen arvojen lineaarikombinaationa

_ 18 g 1 3
y=—ay=a-y=auy
Nixy i=1 N i=1

jossa painokertoi met

u, zl,i =12,K,n
n

ovat el-satunnaisiavakioita.

Kohdan (ii) todistuksessa todettiin, ettd myos regressiokertoimen b, PNS-estimaattori
b, voidaan esittda selitettédvan muuttujan y havaittujen arvojen

Vi,i=12,...,n

lineaarikombinaationa:

A0-R0-5) & K-y

b1: i=1 - i=1
a (x - x)? a (x - x)?
i=1 i=1

jossa painokertoi met

v, :M’i =12,K,n
a (x- %’

i=1

ovat el-satunnaisiavakioita.

=a vy

i=1
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Kéyttéen hyvaks satunnaismuuttujien y ja b, esitysmuotoja selitettévan muuttujan y
havaittujen arvojen lineaarikombinaatioina ja odotusarvo-operaattorin E(% lineaarisuutta
nahdaan, etta

EY)=auEy)=aum

i=1 i=1
ja
E(b)=a Vv E(y)=avm
i=1 i=1
jossa
m=E(Y,) =b,+bXx ,i=L2K,n
Siten
Cov(y,h) = E[(y E(Y)(b, - E(Q))]
“ESR Uy, - au 2 vy - avumd
% e
=EZR u(y - MR vy, - mﬂ*
&% é A
€y au
:Eeg a U|Vj(yi - m)(yj - n?)—l;
eei=1 j=1 48]
=4 auv,EQy - m(y, - my
i=1 j=1
=a auv,EZy - EO))Y, - E(Y,)
i=1 j=1
=é é Uy, Cov(yl,yj)
i=1 j=1
Koska
i0,it
COV(y.,yJ)— ,
|5 =
ja

a(x-%N=ax-ax=ax-m=0

i=1 i=1 i=1 i=1
niin néemme, etta selitettédvan muuttujan y havaittujen arvojen aritmeettisen keskiarvon y
jaregressiokertoimen b, PNS-estimaattorin b, kovarianss = O:
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n n

COV(V,bl) = é é UV, Cov(yi ) yJ)

i=1 j=1

S Y _
—a(x-X%)
né ()ﬂ _ i)z i=1

i=1

SZ

-5 0=0
ng (% - X)?

i=1
Siten sdlitettavan muuttujan y havaittujen arvojen aritmeettinen keskiarvo y ja
regressiokertoimen b, PNS-estimaattori b, ovat korreloimattomia.
Edella esitetysta, kohdasta (ii) ja Sit4, etta
b, =Y- bX
Seuraa, etta
Cov(,,b) =Cov(Y- bx,b)
=Cov(y,b) - Cov(bx,b)
=0- xVar(b)

Xs 2

a (x - x)?

Todistetaan lopuksi kohta (i).
(i)  Suoraan laskemalla ssamme:
Var(b,) = Var(y - bx) = Var(y) +x* Var() - 2Cov(y,b)

Sijoittamalla tdhén selitettavan muuttujan y havaittujen arvojen aritmeettisen keskiarvon
y varianssn lauseke

_._s*?
Var(y):?

sekd kohdissa (ii) ja (iii) saadut tulokset ssamme lopulta estimaattorin by varianssiks
lausekkeen
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15.3. Sovitteet ja residuaalit

Estimoidun mallin sovitteet saadaan kaavalla
¥ =b,+bx ,i=12K,n

Estimoidun mallin residuaalit saadaan kaavalla
§=Y-¥%=¥-h-bx,i=L2Kn

Malli selittda sitd paremmin selitettdvan muuttujan y kayttaytymista mitéa lahempana sovitteet ovat
selitettédvan muuttuja y havaittuja arvoja eli mita pienempié ovat residuaalit.

Sovitteiden ja residuaalien ominaisuuksia
Estimoidun mallin sovitteilla ja residuaaleilla on seuraavat ominaisuudet:
(i) Sovitteiden summa yhtyy selitettévan muuttujan havaittujen arvojen summaan:

d . ¢
ay=ay
i=1 i=1

(i) Residuaalien summa=0:

(i) Residuaalien ja sdlittdvan muuttujan havaittujen arvojen tulosumma = O:
aex=0
i=1

(iv) Residuaalien ja sovitteiden tulosumma = 0:
aey =0
i=1

Perustelu:
(i)  Suoraan laskemalla saadaan:

89 =3 (b, +0x) =8 B +b 8 X =1y +MbX =n(y- ) +nbF =17 =3
(i) Kohdasta (i) seuraa:

ée=é(m-%)=ém-é§4=0
(i) Koska

TKK @ llkka Mellin (2006) 300



Tilastolliset menetelmat 15. Yhden selittgjan lineaarinen regressiomalli

b, =- bX
a (- Xy, - )

blzll’:;1
a(x-x’°

i=1

QJO:; <

niin
aex=aex-x
i=1 i=1

=a (- )% - ®)

=é’_1(yi- by - BX)(% - X)

=4 (.- V- b(x - X)X - X)

i=1

=8 (- V)%~ ) A (- V)% - %) =0

(V) Kohdista (i) ja (i) seuraa
aed=asb+bx)=ha e+ha ex =0

i=1 i=1

Huomautus:
Kohdat (i)-(iv) eivat pade, jos regressomallina ei ole lineaarinen regressomalli, jossa
on mukana vakio.

Sovitteet ja residuaalit: Havainnollistus

Allaoleva kuvio havainnollistaa sovitteiden ja residuaalien geometrista tulkintaa.

Malli: y

| P (%, ¥

y=b,+bx+e ,i=12K,n '/
PNS-suora:

y =h, +bx Q*

=h, +

Sovite: ; ~ Y bo o

yi:b0+bl)§,I::L2,K,n ()ﬂ,yl)
Residuaali: g,l {

e=y-9

:yi-bo-bl)g,i=],2,K,n
\ }X
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15.4. Jaanndsvarianssin estimointi

Tavanomaisen yhden selittgén lineaarisen regressomallin jédnndstermien ¢ ,i=1,2, ... ,n
varianssin dli jaanndsvarianssin s* harhaton estimaattori on

g=E_ 1 5
n-2 n-2;

jossa

=Y - %=y -b-bx,i=L2K.n
on estimoidun mallin residuaali.
Perustelu:

Todistetaan se, ettd estimaattori §° on harhaton j&&nndsvarianssille s
Todetaan ensin, etta

E(n- 25 =EGR o2

=E a(y. b, - bm)zg
&7 5

=8 E(y - - Bx - X
=§ Var(y, - Y- b(X - X))
koska
E(y - V-b(x-X)=b,+bXx- b,- bX- b(x-X)=0
Edelleen

Va(y, - ¥- b(x - X))
=Var(y, - ¥)- 2(x - X)Cov((y, - ¥),b) +(x - X)*Var(b)

Aikaisemmin todistetuista tuloksista seuraa, etta
_ 106
var(y, - y) =§L- =%
nNg

ja
2

Var(b,) :ons—_2
a . (x-X)

Lisgksi
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Cov((y, - ¥).b)

:M;_Zé (%, - X)Cov((Y; - V).(Y;- )
a LX) =

c/

ST & 16, .18 5!
5 %ﬁ S2x 307 80070

oOC

koska

eja"}i(x,--x):(x-i)
Siten

Va(y, - Y- b(x - X))
& 10,2 , S (x-X)° _ s*(x-%)°
&€ no TQL(x-%° &% %7
0

e _ 7\2
& N a_x-x"g

ja

Huomaa, etta s on residuaalien varianssi, koska
14
—aeg=0
n

i=1

e=

mik& seuraa Sitd, ettd resduaalien summa = 0, jos mallissa on mukana vakio.
Jéénndsvarianssin s estimaattori s* kuvaa havaintopisteiden
(x,y),1=L2,K,n
vaihtelua estimoidun regressiosuoran
y =by +bx

ympérilla

15.5. Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Olkoon
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SST=4 (v - V)2 =(n- D&

i=1
selitettédvan muuttujan y arvojen y; vaihtelua kuvaava kokonaisneliésumma ja olkoon
sE=a€=a -5’
i=1 i=1
estimoidun mallin PNS-residuaalien g vaihtelua kuvaava jaannésnelibsumma. Voidaan osoittaa,
etta
SE=(1- 13)A (% - ¥)* =(L- 13)SST
i=1
missa
ry = X- jay-havaintojen otoskorrelaatiokerroin
Perustelu:
Sijoitetaan estimoidun mallin residuaali
&=y -%=y-b-hx,i=L2K.n

jéénndsnelibsumman SSE lausekkeeseen. Siten saamme lausekkeen

SE=4€=a (-9 =a-b-bx)

i=1 i=1 i=1
Sijoittamalla t&héan lausekkeeseen estimaattorin b, lauseke
b, =y-bX
saamme edelleen lausekkeen
SE=3 €

= (¥ - y+bX- bx)*

n

=ally-v)- bx- P

i=1

=4 (y,- V)’ +bPa (x - ®)*- 2.4 (% - X)(Y; - V)
i=1 i=1 i=1
Ottamalla huomioon se, etta
S
b =1, -

jalissks yhtalot
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& (x- %) =(n- DS
& (v~ 9 =(n- D5 =SST

I
NN

|| mozs

(x X)(Y - ¥)=(n-s, =(n-Dr,ss,

saamme jdannosnelibsumman SSE lausekkeen kehitettya haluttuun muotoon:

=a (v - V)2+b2Q (x - X)2- 288 (% - X)(Y; - V)

i=1 i=1 i=1

4 . .S 4 Y s, d _ _

=a(y-yY+r,=a (x-X) -Znga(&-x)(yw Y)
i=1

i=1 S, i=1

N

J _ S,
=80V 20D 20, - D
=4 (- Y- (-0

I
KN

= (- )4 (- 9
=(1-rg)SsT

Koska aina patee
Iy I<1

niin edella johdetusta kaavasta ndhdaén, etta

SSE £ SST
M a&éritellaan erotus
SSM =SST - SSE

Voidaan osoittaa, etta
=a (- 97
i=1
Kutsumme neliésummaa SSM estimoidun mallin malli- (eli regressio-) neliGsummaksi.
Kokonaisneliosumman SST hagjotelmaa
SST =SSM + SSE

neliosummien SSM ja SSE summaksi kutsutaan varianssianalyysihajotelmaksi. Sijoittamalla
neliosummien SST, SSM ja SSE lausekkeet varianssianalyysihajotelmaan voidaan hajotelma kirjoittaa
muotoon
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n

ay-y=a@-vi+ay - %)’

i=1 i=1 i=1

2

Perustelu:
Todistetaan varianssianalyysihgjotelma.
Todetaan ensin, etta

n

A=Al - G- 0P

i=1 i=1

=aW-9+ad-v+a - 90 - y)

i=1 i=1 i=1
Siten hgjotelma tulee todistetuks, jos voimme nayttés, etta

n

aw-90-v=0

i=1
Olemme edélla todistanest, etta

n

aw-%%=aed =0
i=1

i=1
ja

A

ay=ay

[o] [¢]
i=1 i=1
Siten
n

& (- G- V=4 - 9% YA (- %)

i=1 i=1

i=1

Jd . _B9 g .0
aQYi'y%aYi'aYi+:O
i=1 i=1 = (%)

i=1

0+y 0=0

Varianssianalyys hajotelmassa selitettavan muuttujan y kokonaisvaihtelua kuvaava
neliocsumma SST on hajotettu kahteen osaan, joista mallinelioGsumma SSM kuvaa sita osaa
kokonaisneliGsummasta, jonka estimoitu malli on sdittdnyt ja jddnndsneliosumma SSE kuvaa
Sita osaa kokonaisnelioGsummasta, jota estimoitu malli e ole selittanyt.

Todetaan vielg, ettéd mallineliosumma SSM voidaan kirjoittaa muotoon
SSM =bf§ (x - %)°
i=1
Perustelu:
Mallingliosumman maaritelman mukaan

SSM =4 (9 - 9)?

i=1
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Olemme todistaneet edell, etta

Qo5
<
I
Qos

<

a
NN
a
NN

Siten

N
Qos
~
<>

1
<
N—r

N

11
Qo- 1
N
+
=)
1
N
<
o-

I
N
I
N

1
.moj
<
o
1

>

<
N)

I
NN

1
Qe
~
<

1
o
~~
X

1

X
N
N—r

N

1

3
<

N

T
[y

I
%
~
>

1
>
N—r
N

I
NN

koska

a (x-%)=0

i=1

Selitysaste
V arianssianalyysihagjotelma motivoi méarittelemaan estimoidun mallin selitysasteen kaavalla

Re=1- o o SM
SST  SST
jossa
SST = sditettdvan muuttujan y arvojen vaihtelua kuvaava kokonai snelidsumma
SSE = estimoidun mallin residuaalien vaihtelua kuvaava jaannosneliosumma
SSM = estimoidun mallin malli- (eli regressio-) neliosumma
Varianssianalyysihajotelmasta seuraa, etté aina pétee
0O£R*£1

Selitysaste mittaa estimoidun regressiomallin hyvyytta: Mité suurempi on selitysaste, sitd suurempi on
mallineliosumman (eli estimoidun mallin selittdméd) osuus selitettavan muuttujan y kokonais-vaihtelua
kuvaavasta nelidsummasta ja Sité pienempi on jaannosnelidosumman (eli estimoidun mallin

selittdmétta jattama) osuus selitettdvan muuttujan y kokonaisvaihtelua kuvaavasta neliosummasta.
Voidaan osoittaa, etté selitysaste yhtyy selitettavan muuttujan havaittujen arvojen ja estimoidun
mallin sovitteiden otoskorrelaatiokertoimeen:

R =[Cor(y, §)I*

Huomaa, ettd yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin tapauksessa péatee liséksi
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jossa

2 — .2
R—rXy

ry = x-havaintojen jay-havaintojen otoskorrelaatiokerroin

Selitysasteen ominaisuudet

Edell4 esitetyisté tuloksista seuraa, etté selitysasteella R? on seuraavat ominaisuudet:

(i)

0ER’E1

(i) Seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:

(1)
)

©)
(4)
©)

R=1

Kaikki residuaalit haviavét:

e =0, kaikillei=1,2,...,n

Kaikki havaintopisteet (x , i) ,1 =1, 2, ... , nasettuvat samalle suoralle.
y==%1

Malli selittaa taydellisesti selitettdvan muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelun.

(i) Seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:

(1)
)
()
(4)

RF=0
bl:O
rhy=0

Malli e ollenkaan selitd selitettavan muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelua.

15.6. Laskutoimitusten jarjestaminen

Jos regressiokertoimet joudutaan laskemaan kasin tai laskimella, yhden selittgjan lineaarisen
regressomallin PNS-estimoinnin vaatimat laskutoimitukset kannattaa jérjestéd seuraavan taulukon

muotoon:

i X x| w % XY, Y 8 e

1 X1 X Y1 yr X1Y1 Y, € €

2 X X Y2 Y XoY2 Y, & e

N N N N N N N N N

n x | % | w Yo | xv | ¥ e | &

smma| Ax [ax|av|av |ax|av]|aelae
Rl IR Nt - - - R
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Jos tarkoituksena on laskea ainoastaan PNS-estimaatit regressiokertoimille by ja by, ylla olevasta
taulukosta tarvitaan x-havaintojen summa Sx janeliésumma Sx°, y-havaintojen summa Sy seka

X- jay-havaintojen tulosumma Sx ;.

Jos tarkoituksena on laskea myos estimoidun mallin sdlitysaste, tarvitaan edella mainittujen suureiden
lissksi y-havaintojen neliésumma Sy* seka estimoidun mallin residuaalien neliosumma Se’.

Havaintoarvojen aritmeettiset keskiarvot X jay, otosvarianssit s; jas, sekdotoskovarianssi s,
saadaan ylla olevan taulukon sarakesummista kaavoilla

x=-3 y="ay,
Nizx % nig
= L3 gmo? s R T
é = 55 bon- 165 ngi:l '65
/= TT308 WY g X A Y
e| =1 I 8 é ' oo
joistaregressokertoimien estimaatit saadaan sis kaavoilla
b1=s*;y
b, =Yy - bX

Estimoidun mallin sovitteet saadaan kaavalla
=b,+bx ,i=12K,n
jaresiduaalit kaavalla
§=Y- % =¥-h-bx,i=L2Kn
Estimoidun mallin selitysaste voidaan laskea kaavalla

R2 =1- E
SST
jossa
SE=§ ¢

i=1
on estimoidun mallin j&anndsneliosumma (residuaalien nelibsumma) ja
SST=4 (vi- )’ =(n- D5
i=1

on selitettévan muuttujan arvojen vaihtelua kuvaava kokonaisneliGsumma. Huomaa, etta yhden
selittgan lineaarisen regressiomallin tapauksessa (koska mallissa on mukana vakio) péatee myos
2 — 2
R =r,

Esimerkki 1: Regressiokertoimien laskeminen.
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Alhaalla vasemmalla olevassa taulukossa on annettu  keinotekoisen kahden muuttujan
aineiston havaintoarvot (n = 6). Aineistoa kuvaava pistediagrammi on annettu ahaalla

oikedlla.
i X y Pistediagrammi
1 1 25 10
2 3 3 g .
3 4 6 .
4 6 5 6 .
5 7 7.5
6 8 8 > ¢
4 a
Samaa aineistoa on tarkasteltu luvun . .
Tilastollinen riippuvuusja korrelaatio 2 -
kappaleen K ahden muuttujan havainto-
aineiston kuvaaminen kohdassa Otos- 0 : : : :
tunnuslukujen laskeminen. 0 2 4 6 8 10
X

Allaolevassa taulukossa on laskettu muuttujien x ja'y havaittujen arvojen summat,
neliésummat ja tulosumma.

i X y X © y° Xy
1 1 2.5 1 6.25 2.5
2 3 3 9 9 9
3 4 6 16 36 24
4 6 5 36 25 30
5 7 7.5 49 56.25 52.5
6 8 8 64 64 64
Summa 29 32 175 196.5 182

Y hden sdlittgjan lineaarisen regressomallin
y,=b,+bx+e ,i=12K,n

regressiokertoimien b, ja b, PNS-estimaatit voidaan laskea naistd viidestd summeasta:

14 1,
X== =="29=4.833
ngx 6
14 1,
y=— =—"32=5.333
y ngy' 6
g lad 1
axy- 8 E,(é‘ay. 182- =~ 29" 32
b =% o =0.785
P 2 V.
axz-fgaX— 175- o 29

b, =¥- bhx =5.333- 0.7847" 4.833=1.541
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15. Yhden selittgjan lineaarinen regressiomalli

Estimoidun regressiosuoran yhtal oksi
saadaan siten

y =1.5407 +0.7847x
Regressiosuora on lisétty oikealla

olevassa kuviossa aineistoa kuvaavaan
pistediagrammiin.

=
o

O B N W b~ OO N 00 ©
. . . . . . . . .

Pistediagrammi

y = 0.7847x + 1.5407
R%=0.8303

*

10

Alla olevaan taulukkoon on laskettu estimoidun mallin sovitteet Y, jaresiduaalit g :

[ X y Sovite [Residuaali
1 1 2.5 2.325 0.175
2 3 3 3.895 -0.895
3 4 6 4.679 1.321
4 6 5 6.249 -1.249
5 7 7.5 7.033 0.467
6 8 8 7.818 0.182
Summa 29 32 32.000 0.000
Esimerkiks, kuni = 3, niin
Pistediagrammi
Y, =1.5407+0.7847x%, 10
=15407+0.7847" 4 9 - y = 0.7847x + 1.5407
=4.679 8 1 R? = 0.8303
~ 7
% = Y3 - y3 6 |
=1.321 4
Oikealla olevaan kuvioon on lisdtty 3
resduaaleja vastaavat janat. i |
Huomautus: 0 ‘
Pienimmaéan neliésumman ot 2z 3 4 5 6 7 8 19
menetelm&ssi regressiosuoran X

kertoimet tulevat valituiks siten,

etta malin resduaal gja vastaavien janojen pituuksien nelididen summa on pienin

mahdollinen.
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Alla olevaan taulukkoon on laskettu estimoidun mallin sovitteet V., residuaalit € ja
residuaalien nelict €°.

Z

[ X y Sovite [Residuaalil] Res

1 1 2.5 2.325 0.175 0.030
2 3 3 3.895 -0.895 0.801
3 4 6 4.679 1.321 1.744
4 6 5 6.249 -1.249 1.560
5 7 7.5 7.033 0.467 0.218
6 8 8 7.818 0.182 0.033

[ Summa 29 32 32.000 0.000 4.385 |

Mallin jaénnosvarianssin s* harhaton estimaattori on

s? :n—12§1 & :iz' 4.385=1.096
24 }

Allaolevaan taulukkoon on laskettu havaintoarvojen summat ja neliosummat seké
estimoidun mallin sovitteet ¥, residuaalit € jaresiduaalien neliét €.

i X y X © y© Sovite [Residuaalil Res
1 1 2.5 1 6.25 2.325 0.175 0.030
2 3 3 9 9 3.895 -0.895 0.801
3 4 6 16 36 4.679 1.321 1.744
4 6 5 36 25 6.249 -1.249 1.560
5 7 7.5 49 56.25 7.033 0.467 0.218
6 8 8 64 64 7.818 0.182 0.033
Summa 29 32 175 196.5 32 0.000 4.385

Estimoidun mallin selitysaste saadaan taulukon sarakesummista seuraavallatavalla

Kokonai sneliosumma:
5 1
SST = a y - _Sa y, = =196.5- E, 32° =25.833

Jaannosneli osumma:

SSE = a q =4.385

i=1

Slitysaste:

R?=1- SSE =1- 4.385 =0.830

SST 25.833

Siten estimoitu malli on selittanyt

83.0%

selitettédvan muuttujan arvojen vaihtelusta.
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Huomautus:
Yllatehdyt laskutoimitukset voidaan koota yhteen taulukkoon kuten edellé on esitetty.
Esimerkissa laskutoimitukset on jaettu useaan osaan selvyyden vuoksi.
Esimerkkeja estimointitulosten tulkinnasta

Tarkastelemme allaluvuissa Tilastollinen riippuvuus ja korrelaatio ja Johdatus regressio-
analyysiin kasiteltyihin esmerkkiaineistoihin sovitettuja regressiosuoria ja seka suorien kulma-
kerrointen tulkintaa.

Esimerkki 2. Hooken laki.
Hooken lain mukaan kierrgjousen (ns. ideaalijousen) pituus y riippuu lineaarisesti jouseen

ripustetusta painosta x:
y=a+bx
jossa
a = jousen pituus ilman painoa

b

Alla olevassataulukossa esitetéan tulokset kokeesta, jossa Hooken lain patevyytta tutkittiin
mittaamalla jousen pituus ilman painoa seka painoilla, jotka olivat 2, 4, 6, 8 ja 10 kg.

ns. jousivakio

Alla oleva pistediagrammi havainnollistaa koetuloksia graafisesti.

Paino (kg) | Pituus (cm) Kierrejousen pituuden riippuvuus
0 43.00 jouseen ripustetusta painosta
2 43.60 #6.00

y = 0.2457x + 43.055
4 44.05 45.50 1 R? = 0.9983
6 44,55 T 45.00 -
8 45.00 757 w50 |
10 45,50 =
c 44.00 -
&
8 43.50 -
43.00 |
42.50 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
2 0 2 4 6 8 10 12
Paino (kg)

Diagrammiin on lisétty aineistoon sovitettu regressosuora, jonkayhtalé on
y =43.055+0.2457x

Suoran kulmakertoimelle (eli jousivakiolle)
b =0.2457
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voidaan antaa seuraava tulkinta: Jouseen ripustetun painon lisédminen 1 kg:lla pidentéé jousta
keskimaarin 0.2457 cm:lla

Esmerkki 3. Poikien pituuden riippuvuusisen pituudesta.

Perinnollisyystieteen mukaan lapset perivat geneettiset ominaisuutensa vanhemmiltaan.
Kysymys: Periytyyko isan pituus hanen pojilleen?
Havaintoaineistona on tassa 300:n isdn ja heidan poikiensa pituuksien muodostamaa lukuparia
x,y),i=12, ...,300

jossasis

X =isani pituus

y; = isdni pojan pituus
Aineistoa on késitelty luvun Johdatus regressoanalyys kappaleessa Regressofunktiot ja
regressoanalyys.

Aineistoa kuvaava pistediagrammi

on oikealla. Diagrammiin on lisétty Isien ja poikien pituudet
o . e 195
%El?:ﬁglgog:eﬂu regressosuora, y = 0.4707x + 97.391 .
J y 190 - R? = 0.1938 . R
y =97.391+0.4707x % oo
= 185 |
Suoran kulmakertoimelle 5
S 180 -
by, = 0.4707 3
voidaan antaa seuraava tulkinta: g 175 |
Josisa A on 1 cm:n pitempi kuin & 170 -
isa B, isdn A poikaon keskimaarin
0.4707 cm pitempi kuin isdn B poika. 1651 .
160

155 160 165 170 175 180 185 190

Isdn pituus (cm)

Esmerkki 4. Keuhkosydvan yleisyyden riippuvuus savukkeiden kulutuksesta.

Onko keuhkosytpa yleisempaa sellaisissa maissa, joissa tupakoidaan paljon?

Allaon taulukko, jossa on tiedot savukkeiden kulutuksesta ja keuhkosydvan yleisyydesta
10:ssé& maailman maassa.

Havaintoaineistona on tassa siis 10 lukuparia
x,y),i=12,...,10

jossa

savukkeiden kulutus maassa i vuonna 1930

X
I

Vi sairastuvuus keuhkosytpadn maassa i vuonna 1950
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Savukkeiden KeuhkosyGpa-
tapausten Ikm
Maa kulutus (kpl) per -
capita 1930 per 1 .r.m”'
henkiléa 1950
Islanti 220 58
Norja 250 90
Ruotsi 310 115
Kanada 510 150
Tanska 380 165
ltavalta 455 170
Hollanti 460 245
Sveitsi 530 250
Suomi 1115 350
Englanti 1145 465

Aineistoa kuvaava pistediagrammi on annettu alla.

Dla_grammun on _Imtty al_ne|stoon Savukkeiden kulutus ja sairastuvuus
sovitettu regressiosuora, jonka keuhk 5 DAAN
yht&lo on 500 eunkosyop
= *
y =13.553+0.3577x y 0.’3;577x +13.553
% 3 400 . R? = 0.8855
Suoran kulmakertoimelle g %
T |
b, = 0.3577 & _—g 300
© <
voidaan antaa seuraava tulkinta: =
. @ = 200 -
Jos maassa A poltettiin vuonna 1930 % =
sata savuketta enemman per capita 3
. . Z 5 100 |
kuin maassa B, maassa A oli o
vuonna 1950 keskimaarin .
100" 0.3577 » 36 O 200 400 600 800 1000 1200 1400
keuhkosyOpétapausta enemman Savukkeiden kulutus (kpl)
per 1 milj. asukasta kuin maassa B. per capita 1930

15.7. Paattely yhden selittgjan lineaarisesta regressiomallista

Regressiokertoimien PNS-estimaattoreiden otosjakaumat

Jos tavanomaiset yhden selittgjan lineaarista regressiomallia koskevat oletukset patevét, regressio-
kertoimien by ja by PNS-estimaattorit by jab; ovat normaalijakautuneita:

o) o2 00
() b, Ngbo,széﬁ_”Lox—zi

8” a i”:l(xi - 7) gé
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e 52 o]
(i) b NG¢b, 577
& aLx-X) g

Perustelu:
Todistetaan ensin kohta (ii).

(i)  Olemme edella todenneet kappaleen Regressiokertoimien estimointi kohdassa
Regressiokertoimien PNS-estimaattoreiden ominaisuudet, ettd regressiokertoimen
b, PNS-estimaattori b, voidaan esittéd selitettévan muuttujan y havaittujen arvojen

Vi,i=12,...,n

lineaarikombinaationa. Tasté seuraa, etta b; noudattaa normaalijakaumaa, koska
havainnot y; , i =1, 2, ... , n noudattavat normaalijakaumaa, ks. kohtaa Nor maali-
jakauma ominaisuuksia monisteen Todennakoisyydaskenta luvussa Jatkuvia
jakaumia.

Kohta (i) tulee todistetuksi, kun toteamme vielg, ettd kappaleessa Regressiokertoimien
estimointi todettiin, etta

E(b) =5,
Va(b) = ons—z
a ., (x-x)
Todistetaan kohta (i).

() Kohta (i) voidaan todistaa samalla tavalla kuin kohta (ii), koska myds regressio-
kertoimen b, PNS-estimaattori

b, =y - bX

on sdlitettédvan muuttujan y havaittujen arvojen
Vi,i=12,...,n

lineaarikombinaatio.

Jaanndsvarianssin otosjakauma

Olemme edella todenneet, ettd jaanndstermien g ,i =1, 2, ..., n varianssin €li jaénndsvarianssin s°

harhaton estimaattori on

jossa
€=y - %=y -b-bx,i=L2K.n

on estimoidun mallin residuaali. Voidaan osoittaa, ettd s* on riippumaton estimaattoreista by jab; ja
lisdksi
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(n- 2)s°
? Cz (n - 2)

Tuloksen perustelu sivuutetaan. Tulos on voidaan perustella samantapaisella argumentaatiolla kuin

vastaava tulos riippumattomien normaalijakautuneiden havaintojen otosvarianssille luvussa Otok set
ja otogakaumat.

Y hdistdmalla tama tulos edell& johdettuihin regressiokertoimien jakaumia koskeviin tuloksiin
seuraavat tarkedt jakaumatulokset:

() ty=— b B t(n- 2)
1 x?
N
(ii) t, = b- b t(n- 2)

] sIJ& (% - X7

Regressiokertoimien luottamusvalit jakertoimiakoskevat testit voidaan konstruoida ndiden
jakaumatulosten perusteella samalla tavalla kuin konstruoidaan luottamusvali ja yhden otoksen t-testi
normaalijakauman odotusarvolle; ks. lukuja Valiestimointi ja Testit suhdeasteikollislle
muuttujille.

Regressiokertoimien luottamusvalit

Oletetaan, ettatavanomaiset yhden selittgjan lineaarista regressiomallia koskevat oletukset patevét.

Regressiokertoimen by €li regressiosuoran vakion luottamusvali luottamustasolla (1 - a) on
muotoa

o2
b+t i+onx—2
na_ x-x

jossa- tap ja+ ty, ovat luottamustasoon (1 - a) liittyvéat luottamuskertoimet t-jakaumasta, jonka
vapausasteiden luku on (n - 2) jas® on ja8nndsvarianssin s harhaton estimaattori.

Regressiokertoimen b, €li regressiosuoran kulmakertoimen luottamusvali luottamustasolla (1 - a)
on muotoa

S

ar (x-x)?

blitalz

jossa- ta2 ja+ ty, Ovat luottamustasoon (1 - a) liittyvéat luottamuskertoimet t-jakaumasta, jonka
vapausasteiden luku on (n - 2) ja s’ on ja8nndsvarianssin s harhaton estimaattori.
Regressiokertoimia koskevat testit
Oletetaan, ettatavanomaiset yhden selittgjan lineaarista regressiomallia koskevat oletukset patevét.
Olkoon nollahypoteesina

Hy: b, = by

M &éritellaan t-testisuure
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0
tO_ bo'bo

1 x?
SN P —
na._x-%?°

Jos nollahypotees Hqo pétee,
t, t(n-2)

Itseisarvoltaan suuret testisuureen to arvot viittaavat siihen, etta nollahypotees Hqo € pade.
Olkoon nollahypoteesina

Hy:b, = b,
M&éritell&an t-testisuure

t,= b- b

SI\A L (x - %)’

Jos nollahypotees Ho; pétee,

t, t(n-2)

Itseisarvoltaan suuret testisuureen t; arvot viittaavat siihen, etta nollahypotees Ho, e pade.
Useimmissa regressioanalyysin sovellustilanteissa ollaan ensisijaisesti kiinnostuneita hypoteesin
H,:b =0
testaamisesta. Taloin yo. t-testisuure t; sea muodon
t, = B

s/JA (% - %)

Jos nollahypoteesi Ho, pétee, selitettdvan muuttujan y arvojen vaihtelu e riipu lineaarisesti selittavan
muuttujan x havaittujen arvojen vaihtelusta. Useimmiten toivotaan, etté nollahypoteesi Ho; tulee
testissd hylatyksi. Talloin tiedetéén, etta selitettdvan muuttujan y arvojen vaihtelu riippuu lineaarisesti
selittdvan muuttujan x havaittujen arvojen vaihtelusta.

Merkitsevyystasoa a vastaavan hylkaysalueen (kriittisten arvojen) tai testisuureiden havaittuja arvoja
vastaavien p-arvojen méaraaminen tapahtuu tésmdlleen samanlaisella tekniikalla kuin
normaalijakauman odotusarvoa koskevan tavanomaisen t-testin tapauksessa.

Voidaan osoittaa, ettatesti nollahypoteesille
H,:b =0
voidaan perustaa myos F-testisuureeseen
R
1- R?
jossa R? on estimoidun mallin selitysaste. Huomaa, etté koska mallissa on mukana vakio, niin

2 — .2
R—rXy

F=(n-2)
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Jos nollahypotees Ho; pétee,
F F@n-2
Suuret testisuureen F arvot viittaavat siihen, ettd nollahypotees Ho; el pade.

Tama F-testi nollahypoteesille H,, : b, =0 on ekvivalentti edella esitetyn t-testin kanssa: V oidaan
itse asiassa Osoittaa, etta

JF =t,
Esimerkki 1: Testi regressiosuoran kulmakertoimelle.

Alhaalla vasemmalla olevassa taulukossa on annettu  keinotekoisen kahden muuttujan
aineiston havaintoarvot (n = 6). Aineistoa kuvaava pistediagrammi on annettu alhaalla

oikedlla.

i X y Pistediagrammi

1 1 25 10

y = 0.7847x + 1.5407

g j 2 g - R? = 0.8303

4 6 5 6 |

5 7 7.5

6 8 8 -

4]

Samaa aineistoa on tarkasteltu luvun
Tilastollinen riippuvuusja korrelaatio 2 -
kappaleen K ahden muuttujan havainto-
aineiston kuvaaminen kohdassa Otos- 0 ‘ ‘ ‘ ‘
tunnuslukujen laskeminen seka taman 0 2 4 6 8 10|
luvun kappaleessa L askutoimitusten X

jarjesaminen.
Aineistoon sovitettiin kappaleessa L askutoimitusten jérjestaminen yhden selittgan
lineaarinen regressiomalli

Yy, =b,+bx +e ,j=12K,n
jaestimoiduks regressiosuoran yhtaloks saatiin

y =1.5407 +0.7847x
Ks. yll& olevaa pistediagrammia.
Tarkastellaan testid nollahypoteesille

Hy,:b =0

Allaolevaan taulukkoon on laskettu havaintoarvojen summat ja neliosummat seké
estimoidun mallin sovitteet ¥, residuaalit € jaresiduaalien neliét €.
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i X y X y Sovite [Residuaalil Res
1 1 2.5 1 6.25 2.325 0.175 0.030
2 3 3 9 9 3.895 -0.895 0.801
3 4 6 16 36 4.679 1.321 1.744
4 6 5 36 25 6.249 -1.249 1.560
5 7 7.5 49 56.25 7.033 0.467 0.218
6 8 8 64 64 7.818 0.182 0.033
Summa 29 32 175 196.5 32 0.000 4.385

Kulmaertoimen b, estimaatti:
b, =0.7847
ittdjan x havaittujen arvojen otosvarianss:

1 & , 1 001 % 1, 5520
-1 =SB x Qo= L F5. = 2920- 6967
TR TR ST e T g
Jaanndsvarianssi:
s? :ié & -1 - 4385-1.006
n-2.; 6-2
t-testisuureen arvo:
0
__b-p 0.7847- 0 = 4423

E s/(vn-1s) /1.096/((6-1) 6.967)
Jos nollahypotees Ho; péatee, testisuure t; on jakautunut t-jakauman mukaan vapausastein
n-2=6-2=4
eli
t; ~ t(4)
jos nollahypoteesi Ho; pétee.
Valitaan merkitsevyystasoksi 0.05 ja olkoon vaihtoehtoinen hypoteesi muotoa

H,:b5*0
Tall6in merkitsevyystasoa 0.05 vastaavat kriittiset
arvot ovat t( 4)
-2.776ja+2.776
ks. kuviota oikealla. Testin hylkdysalue on siten
muotoa
{t |t <- 2776} E{t: |t > +2.776} 0.025 / 0.95 \ 0.025
Koska

t, =4.423>2.776 T T
niin testisuureen t; arvo on joutunut hylkéays- | |

-2.7/6 _+2.776
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aluedlle ja voimme hyl&t& nollahypoteesin Hy; ja hyvaksya vaihtoehtoisen hypoteesin Hi;
merkitsevyystasolla 0.05.

15.8. Ennustaminen yhden selittgjan lineaarisella regressiomallilla

Selitettavan muuttujan odotettavissa olevan arvon ennustaminen
Oletetaan, etté sdlitettava muuttuja y saa arvon

Yy=b,+bk+é
kun selittgja x saaarvon . Mikaon paras ennuste selitettdvan muuttujan y odotettavissa
olevalle arvolle

E(Y1%) = b, + bX
jos sdlittgja x saa arvon % ? Selitettdvan muuttujan y ehdollinen odotusarvo E(¥| %) kuvaa
selitettavan muuttujan y keskimaaraisia arvoja selittdjan x saamien arvojen % funktiona.

Valitaan selitettévan muuttujan ehdollisen odotusarvon E(¥| %) ennusteeks (estimaattoriksi)
lauseke

¥lx=h, +bx

jossa by ja by ovat regressiokertoimien by ja by, PNS-estimaattorit. Voidaan osoittaa, etta W« on

(ennustevirheen keskineliGvirheen mielessd) paras lineaarinen ja harhaton ennuste ehdolliselle
odotusarvolle E(¥| %) .

Huomautus:

Ehdollinen odotusarvo E(¥|%) onkiintedlle % vakio, kun taas ennuste W« on
satunnai smuuttuja.

Selitettavan muuttujan odotettavissa olevan arvon ennusteen otosjakauma

Oletetaan, etta yhden sdlittgan lineaarisen regressiomallin jadnnos- eli virhetermiéa g koskevat
standardioletuksien (i)-(iii) lisdks normaalisuusoletus (iv) pétee.

Talldin ennusteen
Yl x=h,+bX
otosg akauma on normaalijakauma:

Y% ~ NG, + b, 5?6k 4 (-0
& a.Lx-X)°H
Perustelu:
Koska
E(é|%) =0

naemme suoraan, etta ennusteen
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Y1 %=b, +bx
odotusarvo on
E(Y[%) = E(b, + bY+ 8] %) = by + bX

Kappaleessa Regressiokertoimien estimointi todettiin, etta

<2 (0]
Va‘(h))zsz(?i_k o n X .
8” a (X -X) 2
VH(QFSZM;
a . (x-x’
COV(bO’bl):_oni
a,.,(x-%7°

Siten ennusteen Y| ¥ varianssiks saadaan
Var(y|%) =Var(b, +bX| %)
=Var(h, | %) + ¥* Var(b, | ¥) + 2% Cov(h,,b, | %)
:szgel_+ X2 9+sz _ ¥2 - nzs%(
a.Lx-%° a._x-x’

]

& aLk-%F
;B +x7- 2%x O

=S+ 5
8n a (XX 2
gl (w0

O n

g oa . (x- X)ZB

Se, ettd ennuste ¥ | % noudattaa normaalijakaumaa todistetaan samalla tavalla kuin se, etta

regressiokertoimien by ja by PNS-estimaattorit b, ja b, noudattavat normaalijakaumaa
kappaleessa Paattely yhden selittdjén lineaarisesta regressomallista.

Selitettavan muuttujan odotettavissa olevan arvon luottamusvali

Oletetaan, etta yhden sdlittgan lineaarisen regressiomallin jadnnds- €li virhetermia g koskevien
standardioletuksien (i)-(iii) lisdks normaalisuusoletus (iv) pétee.

Talbdin ennusteen
Y1 %=b, +bx

luottamusvali luottamustasolla (1 - a) on muotoa

(%- X)?

1
+hktt,,s [+t
b, +thk*t,, \/n éin:l()g_i)z
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jossa- tap ja+ ty, ovat luottamustasoon (1 - a) liittyvéat luottamuskertoimet t-jakaumasta, jonka
vapausasteiden luku on (n - 2) ja s on j&nndsvarianssin 52 harhaton estimaattori. Vi muodostaa
selittgan x arvojen % funktiona luottamusvyOn estimoidun regressiosuoran

y= bo + blx
ympérille.

Selitettavan muuttujan odotettavissa olevan arvon luottamusvalin ominaisuudet
Ennusteen
¥ %=l +h%

luottamusvali kaventuu, jos havaintojen lukumaéra n tai selittgjan otosvarianss s” kasvaa. Toisadta
luottamusvdli on sité leveampi, mita kauempana piste % on sdlittgjan x havaittujen arvojen

aritmeettisesta keskiarvosta X .
Selitettavan muuttujan arvon ennustaminen
Oletetaan, etté sdlitettava muuttujay saa arvon
Yy=b,+bk+é
kun sdlittgja x saa arvon % . Mika on paras ennuste selitettdvan muuttujan y arvolle ¥, kun
sdittgax saaarvon % ?

Valitaan selitettdvan muuttujan arvon ¥ ennusteeks (estimaattoriks) lauseke
Yl x=h,+bX

jossa by ja by ovat regressiokertoimien by ja by PNS-estimaattorit. V oidaan osoittaa, etta W« on

(ennustevirheen keskineliGvirheen mielessd) paras lineaarinen ja harhaton ennuste ehdolliselle
odotusarvolle E(¥| %) .

Huomautus:

Seka sdlitettavan muuttujany arvo ¥ etté ennuste W«ovat satunnai smuuttujia.

Selitettavan muuttujan arvon ennusteen otosjakauma

Oletetaan, etta yhden selittgan lineaarisen regressiomallin jadnnos- €li virhetermiéa g koskevat
standardioletuksien (i)-(iii) lisdks normaalisuusoletus (iv) pétee.

Talloin voidaan osoittaa, ettd ennustevirheen
Y- Y%

otosg akauma on normaalijakauma:

& e 2 Uuo
y- y1%~NGO,s2eret X g
g N a_,kx-X"g;
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Selitettavan muuttujan arvon luottamusvali

Oletetaan, etté yhden selittgjan lineaarisen regressiomallin jaannds- eli virhetermid g koskevat
standardioletuksien (i)-(iii) lisdks normaalisuusoletus (iv) pétee.

Tall6in sdlitettdvan muuttujan y arvon ¥ luottamusvali luottamustasolla (1 - a) on muotoa

b, +bXxt,,s 1+1+°§%;X)2
noax-x)°

jossa -ty ja+ ty, ovat luottamustasoon (1 - a) liittyvét luottamuskertoimet t-jakaumasta, jonka
vapausasteiden luku on (n - 2) ja s on j&nndsvarianssin 5% harhaton estimaattori. Vi muodostaa
selittgan x arvojen % funktiona luottamusvyOn estimoidun regressiosuoran

y= bo + blx
ympérille.

Selitettavan muuttujan arvon luottamusvalin ominaisuudet

Selitettdvan muuttujan y arvon ¥ luottamusvai kaventuu, jos havaintojen lukumééra n tai selittgan
otosvarianss s” kasvaa. Toisaalta luottamusvali on sita leveampi, mita kauempana piste % on
selittgjan x havaittujen arvojen aritmeettisesta keskiarvosta X .

Selitettavan muuttujan odotettavissa olevan arvon luottamusvali vs selitettavan
muuttujan arvon luottamusvali

Sdlitettavan muuttujan y arvon ¥ luottamusvy6 on leveampi kuin sdlitettévan muuttujan y arvon
odotusarvon E(¥|%) luottamusvyd. Tama johtuu sitd, etté selitettdvan muuttujan y keskimaaraisen
arvon ennustaminen on helpompaa kuin sen yksittdisen arvon ennustaminen.

15.9. Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja
Jos tavanomaisen yhden selittgan lineaarisen regressiomallin
y=b,+bx +e ,i=12,K,n

selittgjan x arvot ovat satunnaisia, mutta jaénnostermia e koskeva standardioletus (4) voidaan
korvata oletuksella

4y elx N(@©s%),i=12Kn
niin kaikki edellé esitetty teoria patee sopivasti modifioituna. Oletus (4)" tarkoittaa Sitg, etta
satunnaismuuttujan g ehdollinen jakauma ehdolla x; on normaalijakauma.

15.10. Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

Kaksiulotteinen normaalijakauma ja sen tiheysfunktio

Oletetaan, etta satunnaismuuttujien X jay pari (x,y) noudattaa kaksiulotteista normaalijakaumaa
eli

(xY) Ny(m.m.ss%r,)
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jossa
m, = E(X) m, = E(y)
s2=Var(x) = E[(x- m)°] s2=Var(y) =E[(y- m)’]
r, =Cor(x,y) = L

X—y

S,y =Cov(x,y) =E[(x- m)(y- m)]

Kaksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktio on muotoa

1 ]l o
f y = = —2 3 \/
xy(X y) zpsxsy\/m exp} 2(1- rxy) Q(x y)iy)

jossa
.2 .2 )
Q(X,y):?-'ngfw-mg_%y?_,n@ m ¢
eSxﬂgSylg, esxésyﬂ

Kaksiulotteisen normaalijakauman ehdolliset jakaumat

Kaksiulotteisen normaalijakauman ehdolliset jakaumat ovat normaalisia:
(yl X) - N(,7ZI|X’85|X)
(xy) ~N(m,,s5,)

jossa

n;lx:E(y|x):nz+rxy§(x- m)

2

S ylx

=Var(y|x)=(1- rg)s,

mly:E(x|y):nz+rxyj—X(y- m)

s2, =Var(x|y)=(@- r3)s;

Ehdollisten odotusarvojen E(y|x) ja E(x|y) kaavoista néhd&an:

(i)  Satunnaismuuttujan y ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujan x suhteen eli satunnais-
muuttujan y regressiofunktio satunnaismuuttujan x suhteen riippuu lineaarisesti ehto-
muuttujan x arvoista eli on muotoa:

E(y[X) = b, + bx
(i)  Satunnaismuuttujan x ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujan y suhteen eli satunnais-

muuttujan X regressiofunktio satunnaismuuttujan y suhteen riippuu lineaarisesti ehto-
muuttujan y arvoista eli on muotoa:

E(x]y)=a,+a,y
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Ehdollisten varianssien Var(y|x) ja Var(xly) kaavoista néhd&an:

(i)  Satunnaismuuttujan y ehdollinen varianss satunnaismuuttujan x suhteen ei riipu ehto-
muuttujan x arvoista.

(i)  Satunnaismuuttujan x ehdollinen varianss satunnaismuuttujan y suhteen ei riipu ehto-
muuttujan y arvoista.

Ehdollisten odotusarvojen kaavoista néhdaan edelleen, ettd sek& satunnaismuuttujan y regressio-
funktio satunnaismuuttujan x suhteen etta satunnaismuuttujan y regress ofunktio satunnaismuuttujan
x suhteen kulkevat satunnaismuuttujien x jay todennakdisyygakauman todennakdisyysmassan
painopisteen

(m,m)
kautta.
Otos kaksiulotteisesta normaalijakaumasta
Oletetaan, etta satunnaismuuttujat x jay noudattavat kaksiulotteista normaalijakaumaa eli

(xy) Ny(m.m.ss%r,)

Olkoot
Y Y2, KLY,
muuttujan y havaitut arvot ja
%, %, K, X,

muuttujan x havaitut arvot ja oletetaan, etté havaintoarvojen x; jay; parit
xGy),1=1,2,...,n

muodostavat satunnaisotok sen kaksiulotteista normaalijakaumasta
N,(m.m,s5,85.r,)

Taloin
(% Y1)y (%, ¥2) KL (%3, ¥)
(x,¥) N,(m.m,s}s: r,),i=12K,n

Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden PNS-estimointi
Oletetaan, etta havaintoarvojen x; jay; parit (x,y;) , i =1, 2, ... , n muodostavat satunnaisotoksen
kaksiulotteista normaalijakaumasta N,(m,m,55,57,r,).
Kaksiulotteisen normaalijakauman regressofunktiot ovat muotoa

E(y|Xx) = b, + bx

E(x]y)=a,+a,y
Estimoidaan regressiofunktioiden parametrit pienimman neliosumman menetelmalla
Ma&éritellédn yhden selittgjan lineaariset regressomallit
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(1) y=b,+bx +e,i=12K,n
(2 x =a,+ax +d ,i=12,K,n
Muuttujan y PNS-suoran yhtalé muuttujan x suhteen on
3 y=h, +bx
jossa
S
h,=7- b h=r, L=
Muuttujan x PNS-suoran yhtalé muuttujan y suhteen on
(4) X=a,+ay
jossa
8 =X- &y q=w%=%—

Mallien (1) ja (2) regressiokertoimien by, b1, &, a1 PNS-estimaattoreiden by, by, ao, a;
lausekkeissa

x=23 y=2ay,
Nz A nis
o_ 1 g 2 o_ 1 8 2
= - X = -
S n_lg(x ) S n-1§1(y' Y)
14 - =
= - X))V -
Sy = - 191(& )Y - V)
"
Xy
SSy
Muuttujan y PNS-suoran yhtald muuttujan x suhteen voidaan kirjoittaa muotoon
. _ S, -
(©) y- y=r,—(x-X)
S
Muuttujan x PNS-suoran yhtal6 muuttujan y suhteen voidaan kirjoittaa muotoon
(ay X- X=1, 2(y- )

y

Y htéldista (3)" ja (4)" nahddan valittomasti, ettd molemmat PNS-suorat kulkevat havaintoaineiston
painopisteen

(X,y)
kautta. Y htaloistéa (3)" ja (4)" nahddéan edelleen, ettéd PNS-suorien kulmakertoimien tulo on
muuttujien y ja x korrelaatiokertoimen nelio:
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V oidaan osoittaa, ettd molempiin PNS-suoriin liittyy sama selitysaste R? ja se yhtyy muuttujien y jax

havaittujen arvojen korrelaatiokertoimen neliéon:
R =r
Olkoon
y.=b,+bx ,i=12,K,n
estimoidun mallin (3) sovite ja
e =Y - y,i=12,K,n
vastaava resduaali.
Olkoon
X =a,tax,i=12,K,n
estimoidun mallin (4) sovite ja
g, =Xx-X,i=L2K,n
vastaavaresduaali.
PNS-suoraan (3) liittyva jadnndsvarianssin (harhaton) estimaattori on
SSE

y

2

% T2
jossa

SE, =4 | €, = PNS-suoraan (3) liittyvé jaannosnelibssumma
Voidaan osoittaa, etta

S, =(1- rxzy)SST y
jossa

J _

SST, =a_l(yi - V) =(n-Ds]

PNS-suoraan (4) liittyvéa jdanndsvarianssin (harhaton) estimaattori on

¢ - 5%,
Y n-2

jossa

SSE, =4 € = PNS-suoraan (4) liittyva jannésneliosumma
Voidaan osoittaa, etta

SSE, =(1- r})SST,
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15. Yhden selittgjan lineaarinen regressiomalli

SST, =4 (% - X)*=(n- )&

i=1

Esmerkki 1. Poikien jaisien pituuksien riippuvuus toisistaan.

Perinnollisyystieteen mukaan lapset perivat geneettiset ominaisuutensa vanhemmiltaan.

Kysymys 1. Periytyyko isien pituus heidan pojilleen?

Havaintoaineistona on t&ssa 300:n
isan ja heidan poikiensa pituuksien
muodostamaa lukuparia

x,y),i=12, ...,300
jossasis

X =isani pituus

y; = is8ni pojan pituus
Ks. pistediagrammia oikealla.

Pojan pituus (cm)

Pojan pituuden riippuvuus

isan pituudesta e selvastikaén

ole eksaktia: Saman mittaisten isien
poikien pituudet nayttavét
vaihtelevan paljonkin.

Kuvasta nahdaan kuitenkin se,

195

190 +

185 -

180 A

175

170 A

165 1

160

Isien ja poikien pituudet

MRS LS
. LI 2L AN S A
+ ¢ AR YRS
. S o, .
G4 . o0 o
¢ < ’}
. .o
.

155 160 165 170 175 180 185 190

Isén pituus (cm)

etté lyhyillaisilla nayttad olevan

keskimaarin lyhyempié poikia kuin pitkillaisilla ja vastaavasti pitkilla isilla ndyttéd olevan
keskimaarin pitempia poikia kuin lyhyillaisilla

Olemme luvun Johdatus regressioanalyysin kappaleessa Regressofunktiot jaregresso-
analyys tarkastelleet sitd, miten téllaista tilastollista riippuvuutta voidaan havainnollistaa.

Allaolevataulukko esittdaisien ja heidan poikiensa pituuksien ehdollisia keskiarvoja:

M, (x| x) = niiden isien pituuksien keskiarvo,
joiden oma pituus kuuluu x-vdiink , k=1, 2, 3,4,5, 6, 7

M, (y|Xx) = niiden poikien pituuksien keskiarvo,
joiden isien pituus kuuluu x-véiink , k=1, 2, 3,4,5,6, 7

x-valn nro]  x-vall | M (x|X) | Mk (y [X)
T | (155.160]] 159.7 | 1722
2 (160,165] 163.5 172.0
3 (165,170] 168.2 176.8
4 (170,175] 172.6 178.8
5  |(175.180]] 1771 | 1806
6 (180,185]] 181.5 183.6
7 |(185.190]| 1860 | 1840
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Lisétaén ehdollisten keskiarvojen médraamét pisteet
(M (x]x), M, (y|x),k=1234,56,7

edella esitettyyn pistediagrammiin; ks. kuviota ala.

Isien ja poikien pituudet
195 ‘ ‘ ‘ ‘
O
| | | | P |
Sh I A A B I
e :.,‘*g oot !
= 185 A LR AR IO
g i i 3 . ao:’: (1 0;"‘:‘80’ EEP
\J,/ ! N 3‘30\00 > L (994 !
5 180 ! AR 3 et $ | s
3 l ¢ ¥ So0
= | - stﬂ % * .\’ |
Q 175 [ : ot * " * :’ . :0: |
@ Ij 10:,’.'\“ o3 g°:0. 7 |
5 RN
o 170 1 : S L P :‘ | | |
| . | | * | |
| | .\ | | |
ws oo
| .\ | | | |
| | | | | |
160 ! ! ! ! ! !
155 160 165 170 175 180 185 190Q
Iséan pituus (cm)

Ehdollisten keskiarvojen méarédmia pisteitéa on merkitty kuviossa nelidilla.

Havainnot on siis luokiteltu isien pituuden mukaan 7 luokkaan. Kuviossa luokkia on kuvattu
katkoviivojen erottamilla pystyvoill&. Jokaisen nelitn koordinaatit on saatu laskemalla
keskiarvot kaikista ko. neliota vastaavaan pystyvyohon kuuluvien havaintopisteiden
koordinaateista.

Y o. kuvioon nelidilla merkityt, ehdollisten keskiarvojen méarddmét pisteet
(M (x]x), M, (y|x),k=1234,56,7

kuvaavat poikien pituuksien keskimaaraista tai tilastollista riippuvuutta heidan isensa
pituuksista. Kuvion mukaan riippuvuus ndyttaé olevan lahes lineaarista. Regressioanalyysin
tehtavana on juuri tdlaisten tilastollisten riippuvuuks en mallintaminen.

Kirjoittamalla
y.=b,+bx +e ,i=12K,n=300

ja kéayttamalla pienimman nelidsumman keinoa voimme maérata suoran
y=b,+ bx

kertoimet by ja b, Siten, etta neliosumma
%ei2=%(m - by~ bx)’

minimoituu. N&in méarétty suora on lisdtty alla olevaan kuvioon.
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Isien ja poikien pituudet
195 ‘
y = 0.4707x + 97.391 . !
190 - R? = 0.1938 . 3
k3
£ 185 | -
G
% 180
2
s
o 175
8,
£ 170 -
165
160 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
155 160 165 170 175 180 185 190
Isén pituus (cm)

Estimoidun regressiosuoran yhtal6 on
y =97.391+0.4707x%
jasita vastaava selitysaste on
R =0.194
Tarkastellaan nyt seuraavaa, kysymykseen 1 ndhden k&anteista kysymystéa:
Kysymys 2: Jos pojan pituus tunnetaan, voimmeko ennustaa hanen isansa pituuden?
Allaolevataulukko esittdaisien ja heidan poikiensa pituuksien ehdollisia keskiarvoja:
M, (X]y) = niiden isien pituuksien keskiarvo,
joiden poikien pituus kuuluu y-véliink , k=1, 2, 3,4, 5,6, 7
M, (y|y)= niiden poikien pituuksien keskiarvo,
joiden oma pituus kuuluu y-vdiink , k=1, 2, 3, 4,5, 6, 7

y-valin nro] y-vali M (Xly) | Mx(yly)

1 (160,165]| 164.3 163.6
(165,170]] 170.1 168.7
(170,175]] 171.4 172.7
(175,180]| 173.1 177.6
(180,185]| 175.2 182.4
(185,190]| 176.9 186.6
(190,195]| 180.6 191.2

N[o|joh|w]N

Lisdtéén ehdollisten keskiarvojen médraamét pisteet
M (X]y) .M (YY), k=1,234,56,7
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15. Yhden selittgjan lineaarinen regressiomalli

edella esitettyyn pistediagrammiin; ks. kuviota ala.

Isien ja poikien pituudet
195
*
9 - .fﬂf;f”@!"’f 77777
a0 .
~1854--- - ___ * o ;, $903;,’, ;’; ,,,,,,
\S/ » 0.80'0(?.’; % o .
(g %+ - - - - h/ ;?ﬁ‘;’,‘. ,‘,‘,’Q:,,,,L,,,
= ‘%{‘&’8&" N
o 175 - - - hd ,,!:,0?,,01,‘,’,!?!2. " ? ,,,,,,,,,
c * LR XL PR S Nhd
S, . 2 o O%’ $ ot
o & * » o
@ 170 t------- t - e—d’;—:} ————————————————
- *
165 f - -
@)
160 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
155 160 165 170 175 180 185 190
Isén pituus (cm)

Ehdollisten keskiarvojen mdarédmia pisteitéa on merkitty kuviossa ympyrailla.

Havainnot on siis luokiteltu poikien pituuden mukaan 7 luokkaan. Kuviossa luokkia on
kuvattu katkoviivojen erottamilla vaakaviilla. Jokaisen ympyran koordinaatit on saatu
laskemalla keskiarvot kaikista ko. nelitté vastaavaan vaakavyohon kuuluvien havainto-

pisteiden koordinaateista.

Y 0. kuvioon nelidilla merkityt, ehdollisten keskiarvojen maarddmét pisteet
M (X]y) .M (YY), k=1,23456,7

kuvaavat isien pituuksien keskimaaraista tai tilastollista rii ppuvuutta heidan pokiensa
pituuksista. Kuvion mukaan riippuvuus ndyttaé olevan lahes lineaarista. Regressioanalyysin
tehtavana on juuri tdlaisten tilastollisten riippuvuuks en mallintaminen.

Kirjoittamalla

X =a,+ax +d ,i=12,K,n=300

ja kéayttamalla pienimman nelidsumman keinoa voimme maéréata suoran

y=a,+a,x

kertoimet ao ja a; siten, ettd nelibsumma

:é ()§ -d,- alxi)z

i=1

4
i=1

minimoituu. N&in méarétty suora on lisdtty alla olevaan kuvioon.
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Isien ja poikien pituudet
195
y =2.429x - 243.14 . O. o
190 + R2=0.1938
T8 f o
H
® 180 f------------ 02
2 o
S o o° .S
e R S PP Or
o . + %o
o o 0
€ 170 4------- e
*
165 f-------mcm -
@)
160 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
155 160 165 170 175 180 185 190
Iséan pituus (cm)

Estimoidun regressiosuoran yhtal6 on
x=100.10+0.4117y
jasita vastaava selitysaste on
R =0.194
Y htél6 voidaan muuttujan x funktiona kirjoittaa muotoon
y = - 243.14+ 2.429x
Allaon viela tehtavan aineistoa kuvaava pistediagrammi, johon on piirretty seka mallia
y.=b,+bx +e ,i=12K,300
ettamalia
x =a,+ax +d ,i =12K,300
vastaavat estimoidut regressiosuorat.
Muuttujan y (= pojan pituus) regressiosuora muuttujan x (= isan pituus) suhteen on suorista
loivempi ja sen yhtal6 on siis
y =97.391+0.4707x

Muuttujan x (= isan pituus) regressosuora muuttujan x (= pojan pituus) suhteen on suorista
Jyrkempi ja sen yhtal6 on siis (muuttujan x funktiona)

=-243.14+ 2.429x
Huomaa, ettd molemmilla malleilla on sama selitysaste
R*=0.194
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Isien ja poikien pituudet
195

190

185

180

175

Pojan pituus (cm)

170

165

160 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
155 160 165 170 175 180 185 190

Iséan pituus (cm)

Kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
momenttimenetelmalld ja suurimman uskottavuuden menetelmalla

Vertaamalla edella esitettyja kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden PNS-
estimaattoreiden kaavoja kaksiulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden lausekkeisiin
ndhdaan valittomasti, etta regressiofunktioiden PNS-estimaattorit yhtyvét niiden momentti-
estimaattoreihin.

Voidaan myos osoittaa, etté regressiofunktioiden PNS-estimaattorit ovat samat kuin niiden
suurimman uskottavuuden estimaattorit.
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16.

16.1.
16.2.
16.3.
16.4.
16.5.
16.6.
16.7.

Yleinen lineaarinen malli

Yleinen lineaarinen malli ja sitd koskevat oletukset
Yleisen lineaarisen mallin matriisisesitys

Yleisen lineaarisen mallin parametrien estimointi
Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Tilastollinen paattely yleisesta lineaarisesta mallista
Ennustaminen yleisella lineaarisella mallilla

Yleinen lineaarinen malli ja satunnaiset selittajat

Regressoanalyys on ehka eniten sovellettu tilastotieteen menetelmé. Yleinen lineaarinen
malli pyrkii selittamaan selitettdvan muuttujan havaittujen arvojen vaihtelun yhden tai useamman
selittdvan muuttujan havaittujen arvojen vaihtelun avulla ja on yhden sdlittégjan lineaarisen

Tassd luvussa tarkastellaan seuraavia usean selittavan muuttujan lineaarisen regressomallin
soveltamiseen liittyvid kysymyksia

Miten malli formuloidaan?

Mitk& ovat mallin osat ja mitk& ovat osien tulkinnat?

Mitk& ovat mallia koskevat oletukset?

Miten mallin parametrit estimoidaan?

Miten mallin parametr eja koskevia hypoteesej a testataan?
Miten mallin hyvyytta mitataan?

Miten mallilla ennustetaan?

Yhden selittdjan lineaarisia regressomalle a tarkastellaan ao, luvussa.

Avainsanat:

Aritmeettinen keskiarvo, Ehdollinen jakauma, Ehdollinen odotusarvo, Ei-satunnaisuus, Ennuste,
Ennustaminen, Ennustusvirhe, Estimaattori, Estimointi, F-testi, Gaussin ja Markovin lause,
Harhattomuus, Havainto, Heteroskedastisuus, Homoskedastisuus, Jaanndsneliésumma, Jadnnos-
termi, Jaanndsvaihtelu, Jaanndsvarianssi, Keskihajonta, Keskinelidvirhe, Kokonaisneliosumma,
Kokonaisvaihtelu, Korrelaatio, Kovarianssi, Lineaarinen regressiomalli, Lineaarisuus, Malli, Mallin
hyvyys, Mallineliésumma, Minimointi, Modifioidut standardioletukset, Nelibsumma, Normaalisuus-
oletus, Odotusarvo, Otos, Otosjakauma, Otostunnusluku, Painopiste, Parametri, Pienimméan neli6-
summan estimaattori, Pienimman nelibGsumman menetelma, Rakenneosa, Regressioanalyysi,
Regressiodiagnostiikka, Regressiokerroin, Regressiomalli, Regressiotaso, Residuaali, Satunnaisuus,
Satunnainen osa, Selitettava muuttuja, Selittdja, Selittdva muuttuja, Selitysaste, Sovite, Standardi-
oletus, Systemaattinen osa, t-testi, Tarkentuvuus, Tehokkuus, Testi, Tyhjentavyys, Usean selittdjan
lineaarinen regressiomalli, Vakioselittgja, Varianssi, Varianssianalyysihajotelma, Virhetermi, Usean
selittdjan lineaarinen regressiomalli, Yleinen lineaarinen malli
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16.1. Yleinen lineaarinen malli ja sitd koskevat oletukset

Oletetaan, etté selitettdvan muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelu halutaan selittaa selittavien
muuttujien eli selittdjien xi, Xz, ... , X havaittujen arvojen vaihtelun avulla.

Tehdddn muuttujistay jaxy, X, ... , Xk Seuraavat perusoletukset:

Sdlitettava muuttuja'y on suhdeasteikollinen satunnai smuuttuja.

Selittavat muuttujat xi, Xz, ... , X ovat kiinteité eli el-satunnaisia muuttujia.
Huomautus:

Satunnaisten sdlittévien muuttujien tapausta kasitelldan myohemmin erikseen.

Havainnot
Olkoot

Vi,i=12 ...,n
selitettévan muuttujan y ja

Xijy Xijy -+ » Xij,1=1,2,...,Nn

selittdvan muuttujan x; havaittuja arvoja. Oletetaan lisaks, ettd havainnot y; ja x;; liittyvét samaan
havaintoyksikkoonj =1, 2, ..., nkakillei =1, 2, ... , k.

Tall6in voimme jarjestéd selitettévan muuttujaa y ja sdlittdjien xq, X, ... , X« havaitut arvot
havaintoyksikoittain seuraavallatavalla:

Havaintoyksikko 1: X11, X12, «+ X1k, Y1
Havaintoyksikko 2: Xo1y X22, «vv y Xok » Y2

Havaintoyksikko n: Xniy Xn2y -+« Xk s Yn

Havaintoyksikktkohtaisia havaintoarvoja vastaamaan voidaan asettaa pisteet (k + 1)-ulotteisessa
avaruudessa:

(%0 %2, K, %, )T R i =1,2,K,n
Havaintopisteen
(%1, %2, K, %, ), 1 =42 K, n

koordinaateilla on seuraavat tulkinnat:

yi = sditettdvan muuttujan y satunnainen ja havaittu arvo havaintoykskossa i

xj = selitettdvan muuttujan eli selittdj an x; ei-satunnainen ja havaittu arvo
havaintoyksikéssai,j=1, 2, ...,k

k = (aitojen) sdittajien x lukuméara

n = havaintojen lukuméra
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Yleinen lineaarinen malli

Oletetaan, ettéd muuttujieny jaxs, Xz, ... , X havaittujen arvojen vélilla vallitsee lineaarinen
tilastollinen riippuvuus, joka voidaan ilmaista yhtaolla

Yi = byt bx, + by, tL+ b X+ ,1=12,K,n

jossa
yi = selitettdvan muuttujan y satunnainen ja havaittu arvo
havaintoyksikossd i
xj = selittavan muuttujan eli sdlittgjan X; ei-satunnainen ja havaittu arvo

havaintoyksikossii, j= 1, 2, ... , k

e = jaannos- €l virhetermin esatunnainen ja ei-havaittu arvo
havaintoyksikossa i

bo = vakioselittdj an regressokerroin;

bo on ei-satunnainen ja tuntematon vakio

by = selittdjan x regressokerroin,j =1, 2, ..., k;
b; on ei-satunnainen ja tuntematon vakio

Tal6in yhtal6 méarittelee usean selittdj an lineaarisen regressomallin, jota kutsutaan yleiseks
lineaariseks malliks.
Huomautuksia:
Regressiokertoimet by, by, bs, ... , b on oletettu samoiks kaikille havaintoyksikoille
i=12, ..,k.

Kerrointa by kutsutaan vakioselittdjan regressiokertoimeks, koska sita vastaa
keinotekoinen selittdj&, joka saa kaikille havaintoyksikdillej = 1, 2, ... , n vakioarvon 1.

Jatkossa esitettavét kaavat eivat valttamatta pade tassa esitettéavassi muodossa, jos
mallissa el ole vakioselittg&a.

Oletamme jatkossa, ettd mallissa on aina vakiosdlittga.

Mallia koskevat standardioletukset
Olkoon

Y. =b,+bx,+b,x,+L+bx +e,i=1L2,K,n
yleinen lineaarinen malli.

Mallista tehdaén tavallisesti seuraavat 6 oletusta, joita kutsutaan yleista lineaarista mallia koskeviksi
standardioletuksiksi. Néiden oletuksien voimassaolo takaa sen, etté jatkossa esiteltavia ns.
tavanomaisia estimointi- jatestausmenetelmié saa kéyttéa mallin analysointiin.

(i) Selittgan x havaitut arvot x; ovat kiinteita eli ei-satunnaisia vakioita kaikille
i=1,2,...,nmi=1,2, ...,k

(i) Sdittgien véilla e ole lineaariga riippuvuuksa.

(iii) E(g)=0,i=1,2,...,n
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(iv)
(v)
(vi)

Var(g)=s*,i=12,...,n
Cor(g,e)=0,it1
e~N(@©,s),i=12 ...,n

Kommentteja standardioletuksiin

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

Sdlittgjan x; havaitut arvot x;; ovat kiinteita eli ei-satunnaisia vakioita kaikille
j=12,...,mi=12 ..,k

Lineaaristen regressomallien teoria nojaa voimakkaasti oletukseen (i).

Oletus (i) on kuitenkin sangen rgjoittava ja se voi toteutua kéytannossa vain sellaisissa
tilanteissa, joissa sdlittgjien arvot valitaan. Selittgjien arvot voidaan valita puhtaissa
koeasetel missa, mutta harvoin muunlaisissa tutkimusasetelmissa

Vaikka standardioletus (i) on sangen rgjoittava, tassi luvussa esitettavaa lineaaristen
regressiomallien teoriaa voidaan soveltaa - jos sopivat liséehdot patevét - myos
monissa sellaisissa tilanteissa, joissa sdlittgjien arvot ovat satunnaisia; ks.

kappaletta Yleinen lineaarinen malli ja satunnaiset selittgj at.

Sdittgjien vdlilla e ole lineaarida riippuvuuksia.

Asialooginen perustelu oletukselle (ii): Jos selittgja x; riippuu lineaarisesti muista
selittgjistd, muuttuja x; on sdlittgjana redundantti ja voidaan poistaa mallista.

Tekninen perustelu oletukselle (ii): Ehto (ii) takaa sen, etté pienimman neliésumman
menetel mé tuottaa regressiokertoimille by, by, by, ... , b ykskasitteiset estimaattorit
suljetussa muodossa

E(g)=0,1=1,2,...,n

Oletuksen (iii) mukaan kaikilla jd8nnos- €li virhetermeill&a g on sama odotusarvo.
Oletuksesta (iii) seuraa, ettéd mallin rakenneosan

E(Y) = by + bxy + D%, + L+ b, 1=12K,n
formuloinnissa el ole tehty systemaattista virhetta.
Var(g)=s*,i=12,...,n

Oletusta (iv) kutsutaan homoskedastisuusoletukseks ja sen mukaan kaikilla jgdnnos-
eli virhetermeill& @ on sama varianssi. Jos oletus (iv) patee, ja@nnostermeja g sanotaan
homoskedastisiksi.

Jos oletus (iv) el pade ja ja@nnostermien g varianssi vaihtelee, jddnnbstermgd g
sanotaan heter oskedastisiksi. Heteroskedastisuus tekee regressiokertoimien
tavanomaisista estimaattoreista tehottomia.

Homoskedastisuusoletusta voidaan testata tilastollisesti.

Oletuksien (iii) ja (iv) mukaan j&8nnos- €li virhetermit g vaihtelevat satunnaisesti nollan
ymparilla.

(v)

Cor(g,e)=0,it1
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Oletusta (v) kutsutaan korreloimattomuusoletukseksi ja sen mukaan jaannds- €l
virhetermit g elvat korreloi keskendan.

Jos oletus (v) e pade, j@édnndstermit g ovat korreloituneita. Korreloituneisuus tekee
regressiokertoimien tavanomaisista estimaattoreista tehottomia ja jopa harhaisa.

Korreloimattomuusoletusta voidaan testata tilastollisesti.
(Vi) e~N(,s%),i=12 ...,n

Oletusta (vi) kutsutaan nor maalisuusoletukseks ja sen mukaan j&8nnos- eli virhetermit
g ovat normaalijakautuneita. Oletus (vi) pitéd sisdllaan oletukset (iii) ja (iv).

Normaalisuusol etusta voidaan testata tilastollisesti.

Ellel asiasta erikseen huomauteta, oletamme jatkossa aina, etta oletukset (i)-(vi) patevat.
Oletukset (i)-(vi) takaavat sen, ettayleisen lineaarisen mallin estimointi ja testaus voidaan tehda
jatkossa esitettavalla tavalla; ks. kappaleet Usean selittdj an lineaarisen mallin estimointi ja Usean
selittdj an lineaarisen mallin parametre a koskevat testit.

Mallista tehtyjen oletuksia voidaan tutkia regress odiagnostiikan avulla; ks. lukua Regressio-
diagnostiikka. Slittdjien valintaan liittyvid ongelmia tarkastellaan luvussa Regressomallin
valinta.

On syytatietda, ettd osaa oletuksista (i)-(vi) voidaan lieventéa tai niista voidaan jopa luopua, mutta
talloin saattaa olla syyta kéyttda muita kuin tassd esitettavia estimointi- ja testausmenetelmia.
Selitettavan muuttujan ominaisuudet
Jos yleisté lineaarista mallia

Y = byt b%, + by, tL+ b X+ ,1=12,K,n

koskevat standardioletukset (i)-(vi) patevét, mallin selitettavan muuttujan y havaituilla arvoillay;, on
seuraavat stokastiset ominaisuudet:

(iii)’ E(y)=b,+bx, +b,x, +L+bx, ,i=12K,n
(iv)’ Va(y)=s*,i=1,2, ...,n

(v) Cor(y,y)=0,i? |

(vi)’ yi~N(E®M),s%),i=12,...,n

Mallin parametrit
Yleisen lineaarisen mallin
Yi =0y + bix; + by, +L+ bx, +,1=L2K,n
parametrega ovat malin regressiokertoimet by, by, by, ... , b sekajd8nnos- di virhetermien g
yhteinen varianss s?, jota kutsutaan jaénnésvarianssiksi. Koska regressiokertoimet bo, by, b,

..., bcjajdénndsvarianssi s% ovat tavallisesti tuntemattomia, ne on estimoitava muuttujien x,,
X2, ... , X jay havaituista arvoista.
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Mallin systemaattinen osa ja satunainen osa
Oletetaan, ettayleisté lineaarista mallia

Y. =b,+bx,+b,x,+L+bx, +e,i=12,K,n
koskevat standardioletukset (i)-(v) péatevéat. Talloin selitettdvan muuttujan y havaitut arvot y; voidaan
esttaa seuraavalla tavalla kahden osatekijan summana:

y.=E(y)+e,i=12,K,n
jossa osatekijda

E(y)=b,+bx,+b,x,+L+bx, ,i=12K,n
kutsutaan mallin systemaattiseks eli rakenneosaksi ja osatekijda g kutsutaan mallin satunnaiseks
osaksi. Mallin rakenneosa E(y;) riipuu sdlittgjienx ,j =1, 2, ... , k ssamista arvoista, mutta
standardioletusten pétiessa mallin satunnainen osa g ei riipu sdlittgjienx ,j =1, 2, ... , kK saamista
arvoista
Regressiotaso
Y leisen lineaarisen mallin

Y. =b,+bx,+b,x,+L+bx, +e ,i=1L2,K,n
systemaattinen osa

E(y)=b,+bx,+b,x,+L+bx, ,i=12K,n
médrittelee tason

y=b,+bx +b,x, +L+ b X
avaruudessa  “"*. Tasoa kutsutaan regr essiotasoksi. J&nnds- eli virhetermien g varianss s kuvaa
havaintopisteiden

(%1, %5, KK %0 %), 1 =12, K, n

vaihtelua regressiotason ympaérilla.

Regressiokertoimien tulkinta
Esitetéan yleisen lineaarisen mallin méaritteleman regressiotason
Y= by + b+ by + L+ bx

kertoimien by, by, ..., by tulkinta. Jos selittgjan x; arvo kasvaa yhdella yksikolla

X ® xj+1

J

ja kaikkien muiden selittdjien arvot pysyvat muuttumattomina, niin selittdjan x; regressiokerroin b
kertoo paljonko sdlitettdvan muuttujan y odotettavissa oleva arvo muuttuu:

E(y) ® E(y)+b,
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16.2. Yleisen lineaarisen mallin matriisiesitys
Yleinen lineaarinen malli
Yi = by + DX+ byx, L+ bx e, i1 =12,K,n

voidaan esittda matriisein muodossa

y=Xb+e
jossa
ey, u
€y, U
y=¢e,u
é u
eYna
on sdlitettavan muuttujan havaittujen arvojeny; , i =1, 2, ... , n muodostaman” 1-matriisi,
€ X, X, L X0
X:gl' X21 X22 L XZkH
W [ i
el Xu % L Xy
on selittdvan muuttujan havaittujen arvojen x; , i =1, 2, ... ,n,j =1, 2, ..., kjaykkosten
muodostaman” (k+1)-matriis,
éb,u
€b, U
-€y 0
€-2(
el a
&bt
on regressiokertoimien b, ,j =1, 2, ... , k muodostama (k + 1)" 1-matriisi ja
ée u
Ce, U
€=¢u
é U
nd
onjaannostermien g ,i =1, 2, ... , n muodostaman” 1-matriisi.

Odotusarvovektori ja kovarianssimatriisi
Olkoon

z2=(a, 2, ...,2)

satunnaismuuttujien z,, z, ... , Z, muodostama p-vektori.

M &aritellaan satunnaisvektorin z odotusarvovektori mkaavalla
n=E(2) = (E(2).E(z,).K E(z,))

p-vektorin m= E(2) i. alkio mon satunnaismuuttujan z odotusarvo:
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m=E(z),i=L2,K,p
M&éritellaan satunnaisvektorin z kovarianssimatriisi S kaavalla
X =Cov(2) =[s;]
p” p-matriisin S = Cov(2) i. rivin jaj. sarakkeen akio sj; on satunnaismuuttujien z ja z kovarianss:
s; =Cov(z,2) =E[(z - m)(z - m)]
Huomaa, ettd voimme kirjoittaa matriisimerkintja kayttaen
X =Cov(z) =E[(z- p)(z- n)¢

Standardioletukset matriisimuodossa
Jos yleisen lineaarisen mallin
y=Xb+e

selittgat xq, %o, ... , X Kiinteitd eli ei-satunnaisa muuttujia, mallia koskevat standardioletukset (i)-
(vi) voidaan esittéa matriisein seuraavassa muodossa:

(i) Matriisin X akiot ovat kiinteita eli ei-satunnaisia vakioita.
(i) Matriis X on taysiasteinen:

r(X) =k+1
(iii) E(e)=0
(iv)&(v)  Cov(e) =s°l
(vi) e Nn(O,szl)
Yllavektori O on n-ulotteinen nollavektori:
0=(0,0,...,0
jamatriisi | on n” n-yksikkbmatriisi:
éL 00 L Oy
©10L 00
| :go 01L oY
al oy
@ 00L 1g
Merkinta
¢ N_(0,s%)

tarkoittaa, ettd mallin jaédnnostermien muodostama vektori e noudattaa n-ulotteista multinormaali-
jakaumaa, jonka odotusarvovektori on

E(e)=0
jakovarianssmatriisi on

Cov(e) =s°l
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16.3. Yleisen lineaarisen mallin parametrien estimointi

Pienimman neliosumman estimointimenetelma
Olkoon

Y, = by +bx, + by, +L+bx +e,i=12K,n
yleinen lineaarinen malli, joka toteuttaa standardiol etukset.

Regressiokertoimet by, by, by, ... , b estimoidaan tavallisesti pienimman neliossumman (PNS-)
menetelmalla. PNS-menetelméssa regressiokertoimien estimaattorit maaratdan minimoimalla
jaannos- €li virhetermien g nelibsumma

n

é eiz :é (yi - bo' bl)ﬁl' bz)ﬁz' L- bk)ﬁk)z

i=1 i=1
regressiokertoimien by, b, by, ... , b suhteen.
Nelidsumman

ae

minimointi voidaan tehda derivoimalla neliosumma regressiokertoimien suhteen ja merkitsemalla
derivaatat nolliksi. Tama johtaa regressiokertoimien suhteen lineaariseen yhtal 6ryhmaan, jossa on (k
+ 1) yhtdléa Y htaloryhmélla on ratkaisu, jos standardioletus

(i) r(X)=k+1
patee. Y htdloryhman ratkaisuina saadaan regressiokertoimien by, by, bs, ... , bk PNS-estimaattorit.
Merkitdan estimaattoreita vastaavilla latinalaisilla kirjaimilla:

b = kertoimen b PNS-estimaattori, j =0, 1, 2, ... , k

Regressiokertoimien by, by, b, ... , bk PNS-estimaattoreiden by, by, by, ... , by lausekkeet on
mukavinta esittda matriisimuodossa; ks. seuraavaa kappaletta.

Regressiokertoimien vektorin PNS-etimaattori

Jos yleisen lineaarisen mallin
y=Xb+e

matriisin X sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia eli, jos standardioletus

(i) r(X) =k+1

pétee, niin vektorin b PNS-estimaattori b voidaan esittda matriisein muodossa
b=(XX)"'X¢

Perustelu:

Kirjoitetaan ensin
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(y- X(B+h))y - X(B+h))
=((y- XB)- Xh)&(y - Xp)- Xh)
=(y- XB)&y - XB)- 2h K&y - XB) +hXKh
=(y- XB)¢y - Xp) +2h&- X§ + XXB) + h&XXh
Antamalah ® 0 nahdaan, etta nelibmuodon
gk =(y - Xp)y - XB)
derivaattaon

ﬂiﬁ(y- XB)ty - XP) = 2(- X& + X XB)

Merkitsemélla derivaatta nollaksi saadaan normaaliyhtél o
- X+ XKB=0

jonka ratkaisuksi saadaan
B=b=(XX)X¢

Sama normaaliyhtdld kuin ylla saadaan myo6s derivoimalla neliomuoto
ek =(y- Xp)&y - XPp)

vektorin b suhteen, kun sovelletaan seuraavia matriisien derivointisaantoja:

)l
— BN KB =2XK
'ﬂﬁﬁ B B

)l
—pX§ =
'ﬂl}ﬁ & =X§

Ratkaisu vastaa neliosumman €' e minimid, koska
1‘[2

TBep

jossamerkinta 2X” X > 0 tarkoittaa sitd, ettéd matriisi 2X” X on positiivisesti definiitti.

(y- XB)€y - Xp) =2XXK >0

PNS-estimaattorin odotusarvovektori ja kovarianssimatriisi
Olkoon
b = (X&) X
yleisen lineaarisen mallin
y=Xb+e
regressiokertoimien vektorin b PNS-estimaattori.
Jos standardioletukset (i)-(v) patevét, niin
(i) E(b) =p
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(i) Cov(b) =s?(X¥)*
Perustelu:

Todetaan ensin, etta regressiokertoimien vektorin b PNS-estimaattorin b lauseke voidaan
kirjoittaa seuraavaan muotoon:

b=(X'X)™Xy=(X'X)X'(Xb+e)=b+ (X' X)X'e
() Koskaregressiokertoimien vektori ja b jamatriisi X ovat el-satunnaisia, niin
E(b) =E(b) + (X' X) ™ X'E(e) =b + (X' X)'X'0=Db
(i) Kohdasta (i) todistuksen mukaan
b- E(b)=b-b=XX)Xe
Koska matriis X on ei-satunnainen, niin
Cov(b) = E((b - E(b)(b- E(b))
= E((X'X) "X ee’X(X' X))
= (X' X)X E(ee)X(X'X)*
= (X' X)X (SPHX(X'X)?
= X X)X X(X'X)H
= SA(X'X)*!

Kohdan (i) mukaan PNS-estimaattori b on harhaton parametrivektorille b.

Jos standardioletusten (i)-(v) lisdks normaalisuusoletus (vi) patee, niin regressiokertoimien vektorin
b PNS-estimaattori b noudattaa (k + 1)-ulotteista multinormaalijakaumaa, jonka odotusarvovektori
on b jakovarianssmatriisi on s*(X"X)™

b Nia(B.s*(XX)™)

PNS-estimaattorin b normaalisuus seuraa siitd multinormaalijakauman ominaisuudesta, etta multi-
normaalijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien lineaarimuunnokset noudattavat multi-
normaalijakaumaa; lisdtietoja: ks. monistetta M onimuuttujamenetelmat.
Gaussin ja Markovin lause
Olkoon
y=Xb+e
yleinen lineaarinen malli, joka toteuttaa standardioletukset (i)-(v).
Gaussn jaMarkovin lause:
Regressiokertoimien vektorin b PNS-estimaattori
b=(XX)'X¢
on paras vektorin b lineaaristen ja harhattomien estimaattor eiden joukossa.
Perustelu:
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Olkoon
b =A'y
mielivaltainen regressiokertoimien vektorin lineaarinen ja harhaton estimaattori, jossa A
on ei-satunnainen (k + 1)" n-meatriisi.
Maéritelldén (k + 1)" n-matriisi A kaavalla
A=A"- (XK)'X§
Siten estimaattorin b™ lauseke voidaan kirjoittaa muotoon
b'=A"y
=[A+(XX) "Xy
=[A+(XK) ' XG(XP +¢)
=(AX+ 1B +[A +(XX) " XGe
ja
E(b’) = (AX+1)B+[A +(XK) 'XGE(e) = AXB+p

Siten estimaattori b™ voi olla harhaton parametrille b vain, jos

AX =0
jolloin siis
E(b’) =
ja
b" - E(b’)=b" - p=[A+(XX)'Xqe
Siten
Cov(b) =E[(b" - E(b"))(b" - E(b"))§
=E[(b - B)(b - B)4
= E{[A +(XX) " XGeefA +(XXK) ' X¢¢
=[A +(XK) " XGE(eeQ[ AC+ X (XX) ]
=57 [A +(XK) ' XG[AC+ X(XK) ]
=5 2[AA G AX(X ) 1+ (XK) X ACH(XX) Y
Koska

AX =0

tama lauseke sievenee muotoon
Cov(b") =S’ [AACL+(XK)™]

Koska matriisi AA¢ on positiivisesti semidefiniitti matriisi €l
AA®G 0

olemme todistaneet, etta
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Cov(b") =s 2[AACH (X)) ] 3 s%(XX)* =Cov(b)

Siten olemme todistaneet Gaussin ja Markovin lauseen, koska b* oli miglivaltainen.

Gaussin ja Markovin lauseen tulkinta

Regressiokertoimien vektorin b PNS-estimaattorin b paremmuudélla tarkoitetaan Gaussin ja

Markovin lauseessa seuraavaa: Josb™ on mielivaltainen regressiokertoimien vektorin b lineaarinen

ja harhaton estimaattori, niin talléin
Cov(b™) 3 Cov(b)
Huomautuksia:
Estimaattorin b’ lineaarisuus: b™ on muotoa
b" = Ay

jossa(k + 1)" n- matriisin A akiot eivat saa riippua selitettdvan muuttujan y havaituista

arvoista
Estimaattorin b™ harhattomuus:
E(b) =b
Merkinndla
Cov(b") 2 Cov(b)
tarkoitetaan Sitg, etta matriisi
Cov(b") - Cov(b)
on positiivisesti semidefiniitti matriis eli
a€Cov(b’) - Cov(b))a3 Okaikilleat 0

Epayhtalosta

a€Cov(b’) - Cov(b))a3 Okaikillea® 0
Seuraa erityisesti se, etta yksittéisten regressiokertoimien PNS-estimaattoreiden b, j =0, 1, 2, ... , k
varianssit ovat pienimpid mahdollisia lineaaristen ja har hattomien estimaattore den joukossa:
Jos b; on mika tahansa regressiokertoimen 4 lineaarinen ja harhaton estimaattori, niin

Var(b; )3 Var(b,), j =0,1,2,K,k
Tama nahddan valitsemalla vektoriks a vektori, jossa ainoa nollasta poikkeava akio 1 on
paikassa:

a=(0,K,0,1,0,K,0)

j.
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PNS-estimaattorin stokastiset ominaisuudet
Y leisen lineaarisen mallin
y=Xb+e
regressiokertoimien vektorin b PNS-estimaattorilla
b=(XK)'X¢
on standardioletuksien (i)-(vi) pétiessd seuraavat ominaisuudet:
(1) b onharhaton.
(2) b onparas(eli tehokkain) lineaaristen ja harhattomien estimaattor eiden joukossa.
(3) b ontyhjentava.
(4) b on (sopivin lisdehdoin) tarkentuva.
(5 b onnormaalinen.

Sovitteet ja residuaalit
Olkoot yleisen lineaarisen mallin
y,=b,+bx,+b,x,+L+bx, +e,i=12,K,n
regressiokertoimien by, by, b, ... , bk PNS-estimaattorit by, by, by, ... , bk.
Sovite
Y =by thx, +bx, +L+h X, i =12K,n
on estimoidun mallin selitettavalle muuttujalle y antama arvo havaintopisteessa
(X1, %,, K, %), 1 =1,2,K,n
Jos standardioletukset (i)-(v) patevét,
E(Y)=b,+bx,+b,x,+L+bx, ,i=12K,n
Residuaali
& =Y - ¥ =Y -b-bx - bx, - L-bx, ,i=L2K.n
on sdlitettévan muuttujan y havaitun arvon y; ja sovitteen y. erotus.
Jos standardioletukset (i)-(v) patevét,
E(e)=0,i=1,2K,n

Regressiomallin hyvyyden tutkimisessa voidaan kayttda hyvaks estimoidun mallin sovitteita ja

resduaalga:

(i) Regressomalli sdlittda selitettédvan muuttujan havaittujen arvojen vaihtelun sitéa paremmin
mit& [8hempéné estimoidun mallin sovitteet y. ovat selitettdvan muuttujan y havaittuja arvoja
Yi

(i) Regressomalli sdlittda selitettdvan muuttujan havaittujen arvojen vaihtelun sité paremmin
mita pienempi& ovat estimoidun mallin residuaalit g .
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Sovitteiden ja residuaalien matriisiesitykset
Olkoon
b=(XX)'X¢
yleisen lineaarisen mallin
y=Xb+e
regressiokertoimien vektorin b PNS-estimaattori.
Ma&éritell&8n sovitteiden y, ,i =1, 2, ... , n muodostama n-vektori kaavalla
y=Xb
Mé&aritellédn residuaalien e , 1 =1, 2, ... , n muodostama n-vektori kaavalla
e=y-y
Sovitteiden muodostama n-vektori § voidaan kirjoittaa seuraaviin muotoihin:
¥ =Xb=X(XX)*'X¢ =Py
jossan” n-meatriis
P =X (X&) *X¢
on symmetrinen jaidempotenti eli projektio:
P¢=P
P>=P
Residuaalien muodostama n-vektori e voidaan kirjoittaa seuraaviin muotoihin:
e=y-y
=y- Xb
=y - X(XK) X
= (I - X(X&) "Xy
=(1- P)y
=My
=M (XB +g) |[MX =0; ks. todistusta dlla
=Mzeg
jossan” n-meatriis
M=1-P=1-X(XX)Xd
on symmetrinen jaidempotenti eli projektio:
M¢=M
M?=M
Projektiomatriisit P jaM toteuttavat yhtalon
PM =MP=0
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Matriisi P on projektio matriisin X sarakeavaruuteen eli matriisin X sarakkeiden virittaméaan
vektorialiavaruuteen (tasoon). Tama ndhdaan seuraavallatavalla:

PX = X(X&)'X& =X
Matriiss M on projektio matriisin X sarakeavaruuden ortogonaaliseen komplementtiin eli

vektoriaiavaruuteen, joka on kohtisuorassa matriisin X sarakkeiden virittamaa vektorialiavaruutta
vastaan. Tama ndhdédn seuraavallatavalla:

MX=(-P)X=X-XP=X-X=0
Matriisgja P jaM koskevilla tuloksilla on keskeinen merkitys johdettaessa lineaarisen mallin
estimointiin ja testaukseen liittyvid jakaumatul oksia.
Sovitteiden ja residuaalien ominaisuudet

Sovitteillajaresiduaaeilla on seuraavat ominaisuudet:

0] ye=0

(ii) 1e=0

(iii) 1y=19

(iv) yy=yy+ee
Perustelu:

() Eddlaesitetyn mukaan sovitteiden ja vastaavien residuaalien muodostamat vektorit §
jaevoidaan esittaa projektiomatriisien P jaM avulla muodoissa

y =Py
e=My
Koska edella esitetyn mukaan PM =0, niin
YezyPMy=yPMy=0=y'PMy=yPMy=0
(i) Edelaesitetyn mukaan matriis M on projektio matriisin X sarakeavaruuden
ortogonaaliseen komplementtiin. Siten residuaalien muodostama vektori
e=My

on matriisin X sarakeavaruuden ortogonaalisessa komplementissa, joten vektori e on
kohtisuorassa matriisin X sarakeavaruutta eli matriisin X sarakkeiden virittdmaa tasoa
vastaan:

Xe=0
Sama tulos saadaan myo6s suoraan laskemalla:
X&=XEy - Xb) =X& - X&b=X6G - XK(XK)*X¢ =X - X¢=0

Koska mallissa on mukana vakio, matriisin X 1. sarakkeena on vektori 1 = (1, ..., 1).
Siten edelld esitetysta seuraa, etta

1&=0
(iii)  Suoraan sovitteiden ja residuaalien muodostamien vektorien mééritelmista ndhdaén, etta
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y=y+e

Siten
1 =16 +1e =16 +0=1¢

koska (ii)-kohdan mukaan 1&=0.

(iv) Suoraan sovitteiden ja residuaalien muodostamien vektorien mééritelmista ndhdaén, etta

y=y+e

Siten
y§ =y§ +ek+2ye=y§ +e

koska (a)-kohdan mukaan y&= 0.

Huomautuksia:

Kohdan (i) mukaan sovitteiden muodostama vektori § ja
residuaalien muodostama vektori e ovat ortogonaalisa. y

Kohdan (ii) mukaan residuaalien summa = 0,
jos mallissa on mukana vakio. e

Kohdan (i) mukaan selitettavan muuttujay
havaituilla arvoillaja sovittellla on sama summa,
jos mallissa on mukana vakio. y

v

Kohta (iv) on Pythagoraan lause (suorakulmaisessa kolmiossa kolmion hypotenuusalle
piirretyn nelion pinta-ala on sama kuin kolmion kateeteille piirrettyjen neliiden pinta-
alojen summa) n-ulotteisessa avaruudessa.

Ks. oikealla olevaa kuvaa.
Sovitteiden ja residuaalien stokastiset ominaisuudet
Sovitteiden muodostaman vektorin y odotusarvovektori ja kovarianssmatriisi:
(i) E(Y) =Xp
(i) Cov(y) =s P =5 X (X&) *X¢
Perustelu:
() KoskaPNS-estimaattori b on harhaton parametrille b, niin
E(Y) = E(Xb) = X E(b) = XpB
(i) Kohdasta (i) seuraa, etta
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Cov(y) =E[(Y - E()(Y - E(Y))¢
=E[(Xb- XB)(Xb- XB)¢
=XE[(b- B)(b- B)EXC
= X Cov(b)X¢
= X[s3(X&K)]X¢
=5 °X(XX) 'X¢
=s?*P

Residuaalien muodostama vektorin e odotusarvovektori ja kovarianssmatriisi:

(i) E(e) =0
(i) Cov(e) =s°M =s?(1 - P)=s?( - X(X¥&)*X9
Perustelu:

(i) Koskae=Mg, niin
E(e)=M E(e) =0
(i) Kohdasta(i) jasita, ettd e=Mg jaM on projektiomatriisi eli symmetrinen ja
idempotentti, niin
Cov(e) = E[(e- E(e))(e- E(€))¢

= E(ee
=E(MgeM
=M E(ecdM
=M (s %)M
:SZMZ
=s*M

Huomautus:
Residuaalit e ovat siis (lievasti) korreloituneita, vaikka jaanndstermit g on oletettu
korreloimattomiks.

Jaanndsvarianssin estimointi

Jos yleisen lineaarisen mallin standardioletukset (i)-(v) patevét, jaanndsvarianssin s harhaton
estimaattori on

jossa
estimoidun malinredduaali,i =1, 2, ..., n

o
I

havaintojen lukumaara
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k = (atojen) sdittgjien x lukuméara
Perustelu:
Todistetaan se, ettd estimaattori §° on harhaton j&&nndsvarianssille s
Todetaan ensin, etta
(n- k-1s :én e’ =ek
i=1
jossa residuaalien muodostama n-vektorilla e on esitysmuodot
e=y-y=y- Xb=My=Mg
jossan” n-meatriis
M=I-P=1-X(X&)*X¢
on symmetrinen ja idempotenti eli projektio:
M¢=M
M?=M
Koska
Cov(e) =s°I
Saamme suoraan laskemalla:
E(e®) = E(sM M¢)
= E(sMcg)
= E(trace(MeeQ)
= trace(M E(ge9)
=trace(M Cov(g))
=s?trace(M)
Véite tulee todistetuksi, kun toteamme, etta
trace(M) = trace(l , - X(X&) X9
=trace(l ) - trace(X(XX)*X¢
=n- trace((XX) "X )
=n- trace(l,,,)
=n- k-1
|

Egtimaattori & onresiduaaliene ,i=1, 2, ..., nvarianssi. Tama seuraa sita, etta mallissa on
vakiosdlittdj &, jolloin

jasiten myos
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14
e=— =0
nia:lq
jolloin
2 1 4 2 1 4 5
= -6e)y =
* n-k-l,a_l(q ) n-k-l,a_lel

Estimoitu regressiotaso
Yleisen lineaarisen mallin

Yi = byt bx, + by, tL+ b X+ ,1=12,K,n
regressiokertoimien by, by, by, ... , b PNS-estimaattorit by, by, by, ... , by maarittelevat tason
y=b, +bx +bx, +L +h x

avaruudessa "' Tasoa kutsutaan estimoiduksi regressiotasoksi. Jannosvarianssin s*
estimaattori ¢ kuvaa havaintopisteiden

(%1, %5, K, %, )T R i =1,2K,n

vaihtelua estimoidun regressiotason ymparilla.

16.4. Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste

Regressiomallin tehtdvana on selittéd selitettavan muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelu
sdlittdvien muuttujien xg, Xz, ... , X havaittujen arvojen vaihtelulla. Taman tehtévéan onnistumista
voidaan kuvata ns. varianssianalyysihajotelman avulla.

Hajotelmassa selitettévan muuttujan y havaittujen arvojen kokonaisvaihtelua kuvaava ns.
kokonaisneliosumma jaetaan kahden osatekijan summeaksi:

(i) Toinen osatekija kuvaa mallin selittamaé osaa kokonaisvaihtelusta.
(i)  Toinen osatekija kuvaa mallilla selittamétta jaanytta osaa kokonaisvaihtelusta.

Y leisen lineaarisen mallin selitettavan muuttujan y havaittujen arvojen y; vaihtelun mittaaminen
perustuu kokonaisneliGsummaan

SST=3 (v - 9)°
i=1
jossa
y=24y,
Nz i

on selitettévan muuttujan y havaittujen arvojen y; aritmeettinen keskiarvo. Selitettavan muuttujan y
havaittujen arvojen y; varianss voidaan mééritella kaavalla

, SST
S, =——
n-1

Residuaalien g vaihtelun mittaaminen perustuu jadnnosnelidsummaan
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SE=§ ¢

i=1

Koska mallissa on vakiosdlittgja, jolloin ae = O, residuaalien g varianss voidaan mézritella kaavalla

&= SSE
n-k-1
Koska
E(s) = 52

niin estimaattori s° on harhaton jéénnosvarianssille s° .
V oidaan osoittaa, etta jaanndsneliosumma on korkeintaan yhta suuri kuin kokonaisneliGsumma:

SSE £ SST
M &aritellaan erotus
SSM = SST - SSE
Koska
=a -y
i=1
jossa
7=L4y=2457
n' held

i=1

on selitettévan muuttujan y havaittujen arvojen y; aritmeettinen keskiarvo, erotusta SSM kutsutaan
mallineliGsummaksi.

Edell& esitetyn mukaan kokonaisneliosumma
SST=a (- v’
i=1

voidaan esittdd kahden osatekijan SSM ja SSE summana:

SST =SSM + SSE
jossa
=8 (5~
ja
SSE = a_leI
Perustelu:

Todistetaan varianssianalyysihajotelma matriislaskentaa kayttéen.
Todetaan ensin, ettd kokonaisneliosumma SST voidaan kirjoittaa muotoon
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SST=4 (v,-y)*=a y*- vy’ =y§- ny’

i=1 i=1
jossa
y = Y2 K Y,)
on sdlitettédvan muuttujan y havaittujen arvojen y, muodostama n-vektori.
Aikaisemmin saatujen tulosten mukaan residuaalien e muodostama n-vektori

e=(e.6,K.g)
voidaan esittda muodossa

e=My=(I-P)y
jossa matriisit

P =X(XX) 'X¢
ja

M=I-P

ovat symmetrisid jaidempotenttgja. Siten jaannosneliosumma SSE voidaan kirjoittaa muotoon
SE=Q & =e=yMy =y§- yPy
i=1
Tarkastellaan lopuksi mallineliosummaa SSM. Jos voimme osoittaa, etta
SM =y®y - ny*
varianssianalyysihajotelma on todistettu.

Olemme todenneet aikaisemmin, etté sdlitettavan muuttujan havaituilla arvoilla ja sovitteilla
on sama summea:

3 g
avy=ay
i=1 i=1
joten
s34y =145 5
Nz i Nig

SM=8-v2=a - 9°=a 9- ng =99 - ny?

i=1 i=1 i=1
jossa
Y= %K. ¥)
on sovitteiden y, muodostama n-vektori. Olemme todenneet aikaisemmin, etta

=Py
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jossamatriis P on symmetrinen jaidempotentti. Siten
y§ =y®y

ja
SM =99 - ny* =y®y - ny*

kuten halusmme.

Varianssianalyysihgjotelma
SST = SSM + SSE
voidaan edell& esitetyn todistetun mukaan esitté&d muodossa
SST =(y- yD&y- y) =(y- yD&y - y1) +e=SaM +SSE

Varianssianalyysihajotelman tulkinta
Varianssanalyysihgjotelmassa
SST =SSM + SSE

selitettédvan muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelua kuvaava kokonaisneliosumma SST on
hajotettu kahden osatekijan SSM ja SSE summaksi:

()  Mallindiésumma SSM kuvaa sité osaa sdlitettédvan muuttujan y havaittujen arvojen y;
vaihtelusta, jonka estimoitu malli on selittanyt.

(i) Jadnnosndidsumma SSE kuvaa Sité osaa selitettavan muuttujan y havaittujen arvojen y,
vahtelusta, jota estimoitu malli ei ole selittanyt.

Siten varianssianalyysihgjotelma kuvaa estimoidun regressiomallin hyvyytta:

(i)  Mitadsuurempi on malineliGsumman SSM osuus kokonaisneliosummasta SST, sita
paremmin estimoitu malli selittéa sdlitettavan muuttujan havaittujen arvojen vaihtelun.

(i)  Mit& pienempi on jaanndsneliosumman SSE osuus kokonaisneliosummeasta SST, sita
paremmin estimoitu malli selittda selitettdvan muuttujan havaittujen arvojen vaihtelun.

Selitysaste
Varianssianalyysihgjotelma

SST =S9M + SSE
motivoi tunnusiuvun

R2 =1- E :ﬂ

ST SST

k&yton regressiomallin hyvyyden mittarina. Tunnuslukua R? kutsutaan selitysasteeksi ja se mittaa
regressomallin selittamaa osuutta selitettdvan muuttujan havaintoarvojen kokonaisvaihtel usta.

Koska
0O£R*£1
selitysaste ilmaistaan tavallisesti prosentteina:

TKK @ llkka Mellin (2006) 357



Tilastolliset menetelméat 16. Yleinen lineaarinen malli

100° R? %
Voidaan osoittaa, etta
R? =[Cor(y, §)]°
jossa
Cor(y, ¥)
on selitettavan muuttujan y havaittujen arvojen y; ja sovitteiden § otoskorrelaatiokerroin.

Selitysasteen ominaisuudet
Sdlitysasteella R? on seuraavat ominaisuudet:

(i) 0O£R*£1
(i) Seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:
(1) =1
2 Kaikki residuaalit haviavét:
e =Okakillei=1,2,...,n
3 Kaikki havaintopisteet

(%1, %2, K, %, Y1), 1 =42 K, n

asettuvat samalle tasolle.

4 Malli selittaa taydellisesti selitettavan muuttujan y havaittujen arvojen y; vaihtelun.
(i) Seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:

(1) RF=0

() bi=b,=--=b=0

(©)) Malli e ollenkaan selitd selitettdvan muuttujan y havaittujen arvojen y; vaihtelua.

16.5. Tilastollinen paattely yleisesta lineaarisesta mallista
Olkoon

b=(XK)'X¢
yleisen lineaarisen mallin

y=Xb+e

regressiokertoimien vektorin b PNS-estimaattori.

Tarkastelemme t&ssa kappaleessa seuraavia yleista lineaarista mallia koskevia pééttelyn ongelmia:
Regressiokertoimien estimaattor eiden odotusarvot, varianssit ja otogakaumat
Regressokertoimien luottamusvalit
Yleistesti regression olemassaololle
Tegtit yksittaisille regressiokertoimille
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Regressiokertoimien estimaattoreiden odotusarvot, varianssit ja otosjakaumat

Olemme todenneet jo aikaisemmin, ettd jos standardioletukset (i)-(v) patevét, regressiokertoimien
vektorin b PNS-estimaattorilla

b = (X&) X
on seuraavat stokastiset ominaisuudet:
(i) E(b) =p
(i) Cov(b) =s *(X&)*

Jos myds standardioletus (vi) patee, PNS-estimaattori b noudattaa nor maalijakaumaa:
b Ny (B, s*(XX)?)
Perustelu:
Koska
b = (X&) X
ja
Y Noa(XB,s?)

PNS-estimaattorin b normaalisuus seuraa siita multinormaalijakauman ominaisuudesta, etta
multinormaalijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien lineaarimuunnokset noudattavat
multinormaalijakaumaa; ks. monistetta M onimuuttujamenetelmat.

Edella esitetysta seuraa, etté jos standardioletukset (i)-(v) péatevét, regressiokertoimen b PNS-
estimaattorilla by on seuraavat stokastiset ominaisuudet:

(i) E(b)=b,,i=012K,k
(if) D*(b) =sp5 =5 UXK) 1 § =012 K K
jossa
[(XX) ;0 ] =0L2K K
on matriisin

(XK)*

( +1). diagonaalialkio. Jos my6s standardioletus (vi) patee, PNS-estimaattori by noudattaa
normaalijakaumaa:

b, N(bj,s,fj), j=0,12K,k

Jos standardioletukset (i)-(v) péatevét, regressokertoimen b PNS-estimaattorin b; varianssin
D*(b) =5 =5 [(XK) ]+ ] Z0.L2K K

harhaton estimaattori on

TKK @ llkka Mellin (2006) 359



Tilastolliset menetelméat 16. Yleinen lineaarinen malli

D?(b,) = STXK) 1 11 - | =012 K K
jossa
2 1 61 2

e
n- k- 1,a:l :

on j&nndsvarianssin s2 harhaton estimaattori.

Jaanndsvarianssin otosjakauma

Olemme edella todenneet, ettd jaanndstermien g ,i =1, 2, ... , n varianssin €li jaénndsvarianssin s*
harhaton estimaattori on
,  SE 1 énl ¢

S = =
n-k-1 n-k-175
jossa
&=y - V=Y -b-bx-bx,-L-hx ,i=L2K,n

on estimoidun mallin residuaali. Voidaan osoittaa, ettd s* on riippumaton estimaattoreista bo, by,
..., bxjalisiks

(n- k- )&
SZ

c’(n- k-1

Tuloksen perustelu sivuutetaan.

Y hdistdmalla tama tulos edell& johdettuihin regressiokertoimien jakaumia koskeviin tuloksiin
seuraavat tarkedt jakaumatulokset:

t_bj'bj_ bj'bj
VTBb)  SIXK)

t(n- k-1, j=012K,k

Regressiokertoimien luottamusvalit jakertoimiakoskevat testit voidaan konstruoida ndiden
jakaumatulosten perusteella samalla tavalla kuin konstruoidaan luottamusvali ja yhden otoksen t-testi
normaalijakauman odotusarvolle tai yhden selittgan lineaarisen regressomallin kertoimille; ks. lukuja
Valiestimointi, Testit suhdeasteikollislle muuttujille ja'Yhden sdlittg an lineaarinen
regressomalli.

Regressiokertoimien luottamusvalit

Jos standardioletukset (i)-(vi) pétevét, regressiokertoimen b; luottamusvali luottamustasolla
(1- a) on muotoa

b +t,,,D(),j=012K,k

jossa
b; = regressiokertoimen b PNS-estimaattori
tt. = luottamustasoa(l - a) vastaavat luottamuskertoimet t-jakaumasta,

jonka vapausasteiden lukuméddraon (n- k- 1)
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I5(bj) = regressiokertoimen by PNS-estimaattorin varianssin harhaton
estimaattori

Regressiokertoimien luottamusvalien tulkintat
Regressiokertoimen b luottamustasoon (1 - a) liittyva luottamusvali

b +t,,,D(),j=012K,k
peittéé regressiokertoimen b; todenndkdisyydella (1 - a):

Pr(b - t,,D(b,) £ b, £b, +t,,,D(b)) =1- a, j=01,2K,k
Frekvenssitulkinta luottamusvélille: Jos otantaa toistetaan, otoksista konstruoiduista luottamus-
valeistda 100" (1 - a) % peittdd parametrin b, todellisen arvon ja100™ a % véeista el peita
parametrin b, todellista arvoa.

Yleistesti regression olemassaololle
Asetetaan nollahypoteesi
H,:b,=b,=LL=b,=0

Jos nollahypotees Hy pétee, selitettava muuttujay e riipu lineaarisesti yhdestékaan selittgasta x;, xo,
.., X . Jos nollahypotees Hy el pade, selitettavd muuttujay riippuu lineaarisesti ainakin yhdesta
selittgasta xa, Xz, ... , X -

Mé&aritellaan F-testisuure
_n-k-1_ R* _n-k-1 SM

F
k 1-R k SSE
jossa
R = estimoidun mallin sditysaste
SSM = estimoidun mallin mallinelidsumma
SSE = estimoidun mallin jdannésnelidsumma
Testisuure F vertaa toisinsa resduaalivarianssa
&= SSE
n-k-1
jamallivarianssia
1
¥ = oM

Oletetaan, etta standardioletukset (i)-(vi) patevét. Talloin testisuure F noudattaa nollahypoteesin Hy
patiessa F-jakaumaa vapausasteinkja(n- k- 1):

F F(kn-k-1)

Testisuureen F normaaliarvo eli odotusarvo nollahypoteesin H, pétiessa on (suurille n)
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n-k-1
n- k-3
Suuret testisuureen F arvot viittaavat siihen, etta nollahypoteesi H, el pade.

E(F) = »1

Testit yksittaisille regressiokertoimille
Asetetaan nollahypoteesi
Ho,:b,=0,j=012K,k
Jos nollahypoteesi Hoo péatee, mallissa ei ole vakiota. Jos nollahypoteesi Hy ,j = 1, 2, ..., k pétee,

selitettdva muuttujay e riipu lineaarisesti selittgjasta x; . Jos nollahypotees Hyj, j =1, 2, ... , ke
pade, sdlitettéva muuttujay riippuu lineaarisesti selittgjasta x;

Méaéritellaan t-testisuure

t; = ﬁl()é)j) ,j=012K,k
jossa
by = regressiokertoimen b PNS-estimaattori
If)(bj) = regressiokertoimen b, PNS-estimaattorin varianssin harhaton

estimaattori
Oletetaan, etta standardioletukset (i)-(vi) patevét. Taloin testisuure t; noudattaa nollahypoteesin
Hy, i b,=0,j=012K,k

patiessa t-jakaumaa vapausastein (n - k- 1):
t tin-k-1,j=012K,k

J

Testisuureen t; normaaliarvo eli odotusarvo nollahypoteesin Hy; pétiessa on
E;)=0,]=012K,k

Itseisarvoltaan suuret testisuureen arvot t; viittaavat siihen, etta nollahypotees Hy; e pade.

Nailla t-testeillda on keskeinen rooli selittgjien valinnassa malliin; ks. lukua Regressomallin valinta.

16.6. Ennustaminen yleisella lineaarisella mallilla

Selitettavan muuttujan odotettavissa olevan arvon ennustaminen
Oletetaan, etté sdlitettava muuttuja y saa arvon
Y=b,+bx +b¥%+L+bk +é&

kun sdlittgjét x;, X, ... , X Saavat arvot ¥, %,,K, ¥ . Mikéon paras ennuste selitettavan
muuttujan y odotettavissa olevalle arvolle

E(Y 1%, %, K, %) = b, + b + b,%, + L+ b %
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jos sdlittdjét x;, %o, ... , X Saavat arvot ¥, %,,K, ¥ ? Selitettévan muuttujan y ehdollinen odotusarvo
E(Y %, % K, %) kuvaasdlitettdvan muuttujan y keskimaaraisia arvoja sdlittéjien xq, X, ... , X
saamien arvojen funktiona.

Valitaan selitettdvan muuttujan ehdollisen odotusarvon E(Y| %, %, ,K, ¥, ) ennusteeks
(estimaattoriksi) lauseke

Y%, %, K, % =0, +b % +b,% + L +b.X,

jossa by, by, by, ..., b ovat regressiokertoimien by, by, by, ... , by PNS-estimaattorit. Voidaan
osoittaa, etta y| %, %,,K, ¥, on (ennustevirheen keskinelidvirheen mielessd) paraslineaarinen ja
har haton ennuste ehdolliselle odotusarvolle E(Y| %, %K, %,) .

Huomautus:

Ehdollinen odotusarvo E(¥| %, %, K, ¥ ) on kiinteille ¥, %,,K, % vakio, kun taas
ennuste Y| ¥, %K, ¥ on satunnaismuuttuja.

Selitettavan muuttujan odotettavissa olevan arvon ennusteen otosjakauma

Oletetaan, etta yleista lineaarista mallia koskevat standardioletukset (i)-(vi) patevat. Taloin
ennusteen

V1%, %, K, % =h, +b¥% +b% + L +b %
otog akauma on normaalijakauma:

¥1%, %, K, % ~ N(b, + bk + by%, +L+ b, s * GEXK) "2
jossa

2=(1%, %K, %)
on (k + 1)-vektori.

Selitettavan muuttujan odotettavissa olevan arvon luottamusvali

Oletetaan, etta yleista lineaarista mallia koskevat standardioletukset (i)-(vi) patevat. Taloin
ennusteen

Y%, %, K, % =0, +b ¥ +b,% + L +b.X,

luottamusvali luottamustasolla (1 - a) on muotoa

b, + Iy +B,%, + L+ ¥, £t,,,SEEXK)
jossa -ty ja+ ty, Ovat luottamustasoon (1 - a) liittyvéat luottamuskertoimet t-jakaumasta, jonka

vapausasteiden luku on (n - k— 1) jas® on ja8nndsvarianssin s harhaton estimaattori.

Vi muodostaa sdlittgjien x,, X, ... , X arvojen %, %,,K, % _.funktiona luottamusvyon estimoidun
regressiotason

y=h, +b¥ +b,% +L +b ¥
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ympérille.

Selitettavan muuttujan arvon ennustaminen
Oletetaan, etta selitettava muuttujay saa arvon
Y=b,+b¥ +b,¥%+L+bk +é&
kun sdlittgjét x,, X, ... , X Saavat arvot ¥, %,,K, ¥ . Mikéon paras ennuste selitettavan
muuttujan y arvolle ¥, kun selittdat xi, X, ... , X Saavat arvot %, %,,K, % ?

Valitaan selitettdvan muuttujan arvon ¥ ennusteeks (estimaattoriks) lauseke
Y% %, K, % =b, +b¥ +b¥ +L +b X

jossa by, by, by, ..., b ovat regressiokertoimien by, by, by, ... , by PNS-estimaattorit. Voidaan
osoittaa, etta ¥ | %, %,,K, ¥ on (ennustevirheen keskinelidvirheen mielessd) paraslineaarinen ja
har haton ennuste ehdolliselle odotusarvolle E(Y| %, % .K, %) .

Huomautus:

Seka selitettavan muuttujan y arvo ¥ ettaennuste ¥| %, %,,K, %, ovat satunnais-
muuttujia.

Selitettavan muuttujan arvon ennusteen otosjakauma

Oletetaan, etta yleistalineaarista mallia koskevat standardioletukset (i)-(vi) patevat. Taloin
ennustevirheen

Y- Y%, %, K %

otog akauma on normaalijakauma:

¥- ¥1%, %K, % ~N(0,5? gL+ 24X X) "2

Selitettavan muuttujan arvon luottamusvali

Oletetaan, etta yleista lineaarista mallia koskevat standardioletukset (i)-(vi) patevat. Taloin
sdlitettavan muuttujan y arvon ¥ luottamusvali luottamustasolla (1 - a) on muotoa

by +b +by% + L+ b % £t ,SE+HEXK) g

jossa- tap ja+ ty, ovat luottamustasoon (1 - a) liittyvéat luottamuskertoimet t-jakaumasta, jonka
vapausasteiden luku on (n - k— 1) jas® on ja8nndsvarianssin s harhaton estimaattori.

Vi muodostaa sdlittgjien x,, X, ... , X arvojen %, %,,K, % _.funktiona luottamusvydn estimoidun
regressiotason

y=h, +b¥ +b,% +L +b ¥

ympérille.
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Selitettavan muuttujan odotettavissa olevan arvon luottamusvali vs selitettavan
muuttujan arvon luottamusvali

Sdlitettavan muuttujan y arvon ¥ luottamusvy6 on leveampi kuin sdlitettévan muuttujan y arvon
odotusarvon E(¥| %, % ,K, % ) luottamusvyd. Tama johtuu Siita, etta selitettévan muuttujan y
keskimaar &isen arvon ennustaminen on helpompaa kuin sen yksittéaisen arvon ennustaminen.

16.7. Yleinen lineaarinen malli ja satunnaiset selittajat

Yleinen lineaarinen malli ja standardioletukset
Y leisessa lineaarisessa mallissa

y=Xp+e
on seuraavat osat:

y = sdlitettdvan muuttujan y havaittujen arvojen muodostama satunnainen
n-vektori

X = ddittgien xq, X, ... , X havaittujen arvojen ja ykkdsten muodostama
n" (k + 1)-matriis

b = regressiokertoimien muodostama tuntematon ja kiinted eli ei-satunnainen
(k + 1)-vektori

e = jaanndstermien muodostama ei-havaittu ja satunnainen n-vektori

Jos yleisen lineaarisen mallin slittgét xi, X, ... , X ovat kiinteita eli ei-satunnaisia muuttujia, mallia
koskevat standardioletukset voidaan esittdd matriisein seuraavassa muodossa:

() Matriisin X akiot ovat kiinteita eli ei-satunnaisia vakioita
(i) Matriis X on taysiasteinen:

r(X)=k+1
(iii) E(e)=0
(iv)&(v)  Cov(e) =s’l
(vi) g N,(Os?)

Selittajien satunnaisuus
Y leisen lineaarisen mallin

y=Xp+e
matriisin X satunnaisuus saattaa aiheuttaa vakavia ongelmia mallin estimoinnille ja mallia
koskevalle tilastolliselle paéttelylle. Jos matriis X on satunnainen, PNS-menetelma el valttaméatta
tuota harhattomia tai edestarkentuvia estimaattoreita regressokertoimille. Nain kéy esimerkiks

silloin, kun virhetermi ja selittgédt korreloivat. Jos regressiokertoimien PNS-estimaattorit eivat ole
harhattomia tai tarkentuvia, mallia koskevaa tavanomaista tilastollista paattelya el saa soveltaa.

Kysymys:
Milloin edella kiinteille selittgjille esitettya teoriaa voidaan soveltaa satunnaisilie selittgjille?
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Vastaus.

Kiinteille selittgjille esitettya teoriaa voidaan soveltaa esimerkiks silloin, kun jaannos- eli
virhetermit g toteuttavat kiinteille selittgjille esitetyt standardioletukset ehdollisesti selittgjien
X1, X2, ... , Xk havaittujen arvojen suhteen.

Tarkastelemme téssa kappal eessa lineaarisen regressiomallin méarittelemista sellaisellatavalla, joka
takaa sen, etta kiinteille selittgjille esitetty teoria pétee.
Regressiokertoimien vektorin PNS-estimaattorin harhattomuus
Olkoon
b = (X&) X
lineaarisen mallin
y=Xp+e
regressiokertoimien vektorin b PNS-estimaattori.
PNS-estimaattorin b lauseke voidaan kirjoittaa muotoon
b=p+(XX)'X¢&
Jos matriisi X on kiinted, estimaattori b on harhaton, koska standardioletuksen (iii) mukaan
E(e) =0
jolloin
E(b) = B+ (XX) "X () =p
Jos matriisi X on satunnainen, ei saa kirjoittaa
E(XX) X&) = (XX) ' XIE(e)

Sen sijaan PNS-estimaattorin b ehdollisessa odotusarvossa matriisin X suhteen matriisia X voidaan
pitéd” kiinteand” jasiten

E(b|X) =B +E((XK) ' X&|X) =B+ (XK) X | X)
PNS-estimaattori b on sis endollisesti harhaton €li
E(b|X)=p
josoletus
E(g|X)=0
patee. Taldin PNS-estimaattori b on myds (ehdottomasti) har haton, koska iteroidun odotusarvon
lain mukaan
E(b) = E(E(b | X)) =E(B) =P
Edell& esitetystd néhddén, etté ehdon
E(g|X)=0

voimassaol o ratkaisee sen, onko PNS-estimaattori b harhaton lineaarisen mallin egressiokertoimien
vektorille b.
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Voidaan osoittaa, etté vastaava korjaus muihin yleisen lineaarisen mallin standardioletuksiin (iii)-(vi)
"pelastaa’ kiinteiden selittgjien tapauksessa esitetyn teorian.

Huomautus:
Tilastotieteessd kohdataan tilanteita, joissa edes seuraavassa kohdassa esitettévat
modifioidut ehdot elvat pade.
Yleinen lineaarinen malli ja modifioidut standardioletukset satunnaisten selittgjien
tapaukselle
Jos yleisen lineaarisen mallin
y=Xp+e
Jos yleisen lineaarisen mallin sdlittgét xi, Xz, ... , X ovat satunnaismuuttujia, mallia koskevat
standardioletukset voidaan esittda matriisein seuraavassa muodossa:
()" Matriisin X alkiot ovat (vakioselittgan arvoja lukuun ottamatta) satunnaismuuttujia
(i) Matriisi X on taysiasteinen:
r(X)=k+1
(i) E(e|X)=0
(iv)'&(v)" Cov(g|X)=s"l
(vi)’ (e|X) N,_(0,s7%)
Modifioidusta standardioletuksesta (iii)” seuraa, etta
E(y | X)=Xp

Tama merkitsee sitg, etta selitettavan muuttujan y ehdollinen odotusarvo €li regressiofunktio
selittgjien havaittujen arvojen suhteen on lineaarinen. Modifioidusta standardioletuksesta (iii)” seuraa
edelleen, etta

E(ze)=0
jossa
z; = (L %1, %2, K, %)

Siten oletuksesta (iii)” seuraa, etté selittgjien arvot jajaannds- i virhetermit ovat korreloimattomia.

Kommentteja

Jos modifioidut standardioletukset (i)"-(vi)" péatevét, edella esitetty tavanomainen estimointi- ja
paéttelytekniikka ei-satunnaisille selittgjille patee.

On hyva kuitenkin tietda, ettd myos edella esitetyt modifioidut ehdot j&8nnos- eli virhetermellle

ovat melko rajoittavia ja etenkin aikasarjojen regressiomallien soveltamisen yhteydessa kohdataan
tilanteita, joissa eivat edes ndma modifioidut ehdot pade. Sellaisessa tilanteissa PNS-menetelmaa el
saa kayttaa mallin parametrien estimointiin. Tilastotiede tuntee kuitenkin menetelmig, joilla
regressiomallin parametrit voidaan estimoida (ainakin) tarkentuvasti myds monissa niista tilanteista,
joissa edella esitetyt modifioidut ehdot j&&nndstermeille eivat pade.
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17. Regressiomallin valinta

17.1. Regressiomallin valinta: Johdanto

17.2. Mallinvalintatestit

17.3. Mallinvalintakriteerit

17.4. Epaélineaaristen riippuvuuksien linearisointi

Regressoanalyysin perusongelma on seuraava: Kuvaako selitettévan muuttujan ja mahdollisten

selittgdkandidaattien riippuvuudelle spesifioitu eli tdsmennetty regressiomalli riippuvuutta oikein?
Tamén yleisen ongelman ehka kaikkein térkein osaongelma on se, onko malliin osattu valita oikeat
muuttujat oikeassa funktionaalisessa muodossa.

Tarkastelemme téssé luvussa selittavien muuttujien valintaa seka kahta tilastollista ratkaisua
sdlittgjien valintaongel maan:

M allinvalintatestit
M allinvalintakriteerit

muuttujan funktionaalisten muotojen valitsemista sellaisella tavalla, etta alkuperéisten muuttujien
valinen epalineaarinen riippuvuus saadaan linearisoiduks.

Avainsanat:

Akaikein informaatiokriteeri, Askeltava regressio, Askellus alaspéin, Epélineaarisuus, Estimaattori,
Estimointi, F-testi, Harha, Harhattomuus, Havainto, JédnndsnelioGsumma, Jaanndstermi, Jadnnos-
varianssi, Jaannosvarianssikriteeri, Keskinelidvirhe, Kokonaisneliosumma, Kokonaisvaihtelu, Korjattu
selitysaste, Korrelaatio, Kovarianssi, Lineaarinen regressiomalli, Linearisointi, Lineaarisuus, Malli,
Mallin hyvyys, Mallin valinta, MallineliGsumma, Mallowsin kriteeri, Merkitsevyystaso, Modifioidut
standardioletukset, Muunnos, Neliésumma, Odotusarvo, Otos, Otosjakauma, Otostunnusluku,
Parametri, Parsimonisuus, Pienimman nelidssumman estimaattori, Pienimmén nelidssumman
menetelm&, Rakenneosa, Regressioanalyysi, Regressiokerroin, Regressiomalli, Residuaali,
Sakkofunktio, Satunnainen osa, Schwarzin kriteeri, Selittdja, Selitettdva muuttuja, Selittdva muuttuja,
Selitysaste, Sovite, Spesifikaatio, Spesifiointi, Spesifiointivirhe, Standardioletus, Systemaattinen osa,
t-testi, Testi, Tdsmentaminen, Usean selittdjan lineaarinen regressiomalli, Vakioselittaja, Varianssi-
analyysihajotelma, Virhetermi, Usean selittdjan lineaarinen regressiomalli, Yleinen lineaarinen malli
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17.1. Regressiomallin valinta: Johdanto

Regressomallin selittgjiks on usein tarjollajoukko selittdj 8kandidaattej a tai -endokkaita ja
tilastollisen analyysin tehtéavana on |6ytaé kandidaattien joukosta oikeat tai parhaat. Selittgien
valintaa regressiomallin kutsutaan tavallisesti mallin valinnaks, vaikka oikeastaan kaikkea mika
liittyy mallin rakenneosan ja jaannostermin spesifioimiseen voidaan pit&d mallin valintana.

Huomautus:

| hannetapauksessa regressiomalli voidaan spesifioida asialoogisin, tutkittavan ilmion
taustateoriaan nojaavien syiden perusteella.

17.2. Yleinen lineaarinen malli

Oletetaan, ettéd muuttujieny jaxs, Xz, ... , X havaittujen arvojen vélilla vallitsee lineaarinen
tilastollinen riippuvuus, joka voidaan ilmaista yhtaolla

Yi =0y + bix; + by, +L+ bx, +,i1=L2K,n

jossa
yi = selitettdvan muuttujan y satunnainen ja havaittu arvo
havaintoyksikossi i
Xj = selittavan muuttujan eli sdlittgjan X; ei-satunnainen ja havaittu arvo

havaintoyksikossii, j= 1, 2, ... , k

e = jaannos- €l virhetermin esatunnainen ja ei-havaittu arvo
havaintoyksikoss i
bo = vakioselittdj an regressokerroin;
bo on ei-satunnainen ja tuntematon vakio
by = selittdjan x regressokerroin,j =1, 2, ..., k;
b; on ei-satunnainen ja tuntematon vakio
Tal6in yhtal6 méarittelee usean selittdj an lineaarisen regressomallin, jota kutsutaan yleiseks
lineaariseks malliksi.
Seuraavassa kertaamme yleisen lineaarisen mallin formuloinnin matriisein, mallia koskevat

standardioletukset ja padkohdat mallin parametrien estimoinnista; lisétietoja: ks. lukua Yleinen
lineaarinen malli.

Y leinen lineaarinen malli voidaan esittd4 matriisein muodossa
y=Xp+e
jossa
y = sditettdvan muuttujan y havaittujen arvojen muodostama satunnainen
n-vektori

X = sdittgjien xq, %o, ... , X havaittujen arvojen ja ykkdsten muodostama
n" (k + 1)-matriis

b = regressokertoimien muodostama tuntematon ja kiinted eli ei-satunnainen
(k + 1)-vektori
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e = jaadnnostermien muodostama ei-havaittu ja satunnainen n-vektori

Jos yleisen lineaarisen mallin sdlittgét x,, X, ... , X ovat kiinteita eli ei-satunnaisia muuttujia, mallia
koskevat standardioletukset esitetdan matriisein seuraavassa muodossa:

() Matriisin X akiot ovat kiinteita eli ei-satunnaisia vakioita
(i) Matriis X on taysiasteinen:

r(X)=k+1
(iii) E(e)=0
(iv)&(v)  Cov(e) =s’l
(vi) g N,(Os?)

Jos yleisen lineaarisen mallin sdittgét x,, X, ... , X ovat satunnaismuuttujia, mallia koskevat
modifioidut standardioletukset esitetdan matriisein seuraavassa muodossa:

()" Matriisin X alkiot ovat satunnaismuuttujia.
(i) Matriisi X on taysiasteinen:
r(X)=k+1
(iii)’ E(e]X)=0
(iv)'&(v)" Cov(g|X)=s"l
(vi)’ g|X N,_(0,s?)

Mallin rakenneosa ja jadnnésosa
Oletetaan, ettayleisté lineaarista mallia
y=Xp+e
koskevat standardioletukset patevét. Talloin selitettéva muuttujan arvojen vektori y voidaan esittda
seuraavallatavalla kahden osatekijan summana:
y=E(y[X)+e
Osatekija
E(y | X) =Xp
muodostaa mallin systemaattisen €li rakenneosan, joka riippuu sdittdjien x, X, ... , X« havaituista
arvoista. Jaannostermi e muodostaa mallin satunnaisen osan, jokaei riipu selittgien xa, Xz, ... , X
havaituista arvoista.
Regressiokertoimien PNS-estimaattorit ja niilden ominaisuudet
Y leisen lineaarisen mallin
Y. =b,+bx,+b,x,+L+bx +e ,i=1L2,K,n
regressiokertoimien
bo, b1, by, ..., b
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PNS- di pienimman nelidsumman estimaattorit
b, by, by, ..., b

minimoivat jadnnos- eli virhetermien g neliGsumman
é eiz :é (yi - bo' bl)ﬁl' bz)ﬁz' L- bk)ﬁk)z
i=1 i=1

kertoimien by, by, b, ... , bc suhteen.

Y leisen lineaarisen mallin y = Xp +¢& regressiokertoimien vektorin
b= (bo, bl, bz, . bk)

PNS-estimaaattori voidaan esittéa matriisein muodossa
b=(XX)*'X¢

PNS-estimaattorilla b on standardioletuksien (i)-(vi) pétiessi seuraavat stokastiset ominaisuudet:
E(b) =p
Cov(b) =s*(XX)*
b N.,(B,s*(XX)")

Estimoidun mallin sovitteet ja residuaalit seka niiden ominaisuudet
Olkoon

b = (b, by, by, ..., by
yleisen linearegressiokertoimien vektorin
b= (bo, by, b, ..., b)
PNS-estimaattori.
Mé&éritelldan estimoidun mallin sovitteet V. kaavalla
Y =y b, 0, +L+hx, i =12K,n
Maaritelldan estimoidun mallin residuaalit e kaavalla
§=Yi- % =¥ - B-bx - B, - L-Bx i=L2K.n
Sovitteiden muodostama n-vektori voidaan esittda maitriisein muodossa
¥ =Xb =X(XX)'X¢§ =Py
Residuaalien muodostama n-vektori voidaan esittda matriisein muodossa
e=y- §=(I- X(XX)*X9y =(I - P)y =My
Huomautus:

Koskaresduaalit kuvaavat estimoidun regressiomallin ja havaintoarvojen
yhteensopivuutta, monet regressiodiagnostiikan menetelmisté perustuvat estimoidun
regressomallin residuaaleihin tai niiden muunnoksin.
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Sovitteiden muodostamalla n-vektorilla § on seuraavat stokastiset ominaisuudet :
E(Y) =XB
Cov(y) =s?P =s2X (X&) 'X¢

Residuaalien muodostamalla n-vektorilla e on seuraavat stokastiset ominaisuudet :
E(e)=0
Cov(e)=s°M =s?(I - P)=s?(l - X(X&) X9

Huomautus:

Y lla olevan mukaan residuaalit g ovat yleensi seké heteroskedastisia etta
korreloituneita, vaikka jédnnostermit g on oletettu homoskedastisiks ja
korreloimattomiks.

Matriisit
P=X(XX)'X¢
M=I-P=I-X(X&)Xd
ovat symmetrisia jaidempotenttegja eli projektioita:

P¢=P P?=P

M¢=M M?=M
Lisiks

PM =MP=0

Matriisia P kutsutaan regressiodiagnostiikassa usein hattumatriisksi.

Jaannosvarianssin estimointi

Y leisen lineaarisen mallin j&anndstermien g varianssin eli jaanndsvarianssin s* harhaton
estimaattori on

jossa
e = egtimoidun malinredduaali,i=1,2,...,n
n = havaintojen lukumaara

k = (aitojen) sdittgjien x lukuméara

Yleisen lineaarisen mallin rakenneosa ja sen spesifiointi
Y leisen lineaarisen mallin
y=Xp+e
muotoilua ja siita teht&vien oletusten valintaa kutsutaan mallin spesifioinniksi i tasmentamiseks.
Oikean spesifikaation I6ytaminen mallin systemaattiselle osalle eli rakenneosalle
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E(y [ X) =X

on regressioanalyysin paétehtava, koska juuri mallin rakenneosa kuvaa selitettavan muuttujan y
riippuvuutta selittdjisté x, X, ... , X .

Lineaaristen regressiomallien estimointia, testausta ja ennustamista koskevat tulokset edellyttavét,
etta mallin rakenneosa on oikein spesfioitu. Virheet regressomallin rakenneosan spesifioinnissa
saattavat johtaa karkeisiin virheellisiin jontopdéatoksiin selitettdvan muuttujan ja selittgjien valisesta
riippuvuudesta.

Miksi oikeiden selittdjien loytaminen regressiomalliin on tarkeata?

Kun regressiomallin rakenneosalle etsitéén oikeata spesifikaatiota, keskeisend ongelmana on |6ytéa
malliin oikeat selittgjat:

(i) Josregressomallista puuttuu sithen kuuluvia selittgjid, mallin regressiokertoimien PNS-
estimaattorit ovat (yleensd) harhaisia.

(i) Josregressomallissa on turhia sdlittgjia, mallin regressiokertoimien PNS-estimaattorit ovat
(yleensd) tehottomia, mika merkitsee sitg, ettéa kertoimien varianssit ovat tarpeettoman suuria.

Huomautus:

Estimaattorin harhaisuus on paljon vakavampi ongelma kuin estimaattorin tehottomuus.

Miksi oikeiden selittdjien I0ytaminen regressiomalliin on vaikeata?
Oikeiden sdlittgjien I6ytaminen regressomalliin on vaikeata:

(i)  Hyvan regressomallin jaanndsneliosumma on pieni, mutta minké& tahansa selittdj an
lisddminen malliin pienentaa (ta el ainakaan kasvata) jadnnosnelidsummaa tai yhtéa-
pitavasti hyvéan regressiomallin selitysaste on korkea, mutta minka tahansa selittg an
lisddminen malliin kasvattaa (tal el ainakaan pienennd) selitysastetta.

(i)  Hyvanregressomallin kaikki selittgjét ovat tilastollisesti merkitsevia, mutta minka tahansa
selittgjakanditaatin poistaminen mallista tai lisédminen malliin saattaa muuttaa malliin
jé8vien tal siella jo olevien sdlittgjien tilastollista merkitsevyytta.

Puuttuvien selittdjien ongelma

Olkoon oikea malli selittavélle muuttujalle y muotoa

(1) y=XB +X.B, +¢

Oletetaan, etté estimoimme regressiokertoimien vektorin b, vaarasta mallista

2 y=Xp, +9o

josta siis puuttuu osa oikean mallin (1) sdlittgjista. Koska vaarastd mallista (2) puuttuu osa oikean
mallin (1) selittgjistd, vaaran mallin (2) jddnnostermi on muotoa

3=X,p, +e
Olkoon
b, = (xflxl)-lxﬁ’

kerroinvektorin b; PNS-estimaattori vaarasta mallista (2).
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Estimaattori b, on (yleensd) harhainen.
Perustelu:

Estimaattorin b, lauseke voidaan esittdd muodossa

b, = (ngl)-lxlql
= (X,) I XHX B, + X, B, +¢)
=By + (XX TXBGB, + (XX,) T XX e

Estimaattori b, on harhainen, koska

E(b,) =B, +(XX) "XK,B, * B,
ellei ehto

(X$X,) XX B, =0

pade. Tama ehto voi kdytannossa toteutua vain kahdellatavalla:

b,=0
tai

X, =0
Jos

b,=0

selitettavan muuttujan y havaitut arvot y; eivét riipu lineaarisesti matriisiin X liittyvista
sdlittgjista jaregressiokertoimien vektori b; voidaan estimoida harhattomasti mallista (2).

Jos
X, =0

matriisin X, sarakkeet ovat kohtisuorassa matriisin X, sarakkeita vastaan ja regressio-
kertoimien vektori b, voidaan estimoida har hattomasti mallista (2).

Huomautus:

Edella esitetyn nojalla ortogonaalisten selittdjien tapauksessa vektorin b komponentit
voidaan estimoida harhattomasti yhden selittdjan regressomalleista.

Selittgjien valinnan menetelmat

Regressiomallin selittdjien valintaan on tarjolla kaks erilaista menetelmaa:

() Mallinvalintateste) & kaytettéessa malliin pyritdan valitsemaan jotakin testausstrategiaa
kayttéen kaikki tilastollisesti merkitsevat selittgjat.

(i) Mallinvalintakriteereitd kaytettdessd malliin valitaan selittgjiksi kaikkien tarjolla olevien
sdlittgien joukosta sellainen osgjoukko, joka optimoi k&ytetyn kriteerifunktion arvon.
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17.3. Mallinvalintatestit

Hyvassa regressiomallissa kaikki regressiokertoimet ovat tilastollisesti merkitsevid. Regressio-
kertoimen b merkitsevyytté testataan tilastollisesti testaamalla nollahypoteesia

Ho . bj =0
Jos nollahypotees H, ja4 testissi voimaan, selitettéva muuttujay ei riipu mallin mukaan lineaarisesti
kerrointa b, vastaavasta selittgjasta x; . Sen sijaan, jos nollahypotees Ho hylatéan testissa, selitettéva

muuttujay riippuu mallin mukaan lineaarisesti kerrointa b vastaavasta selittgjasta x;, jolloin sanotaan,
ettaregressiokerroin b jamyds sita vastaava selittgja x; ovat tilastollisesti merkitsevia.

Sdlittgjan merkitsevyytta testaavia tilastollisia testegja kutsutaan mallinvalinnassa mallinvalinta-
testeiks. Tavallisesti testeind kdytetdan tavanomaisella t-testilla: ks. luvun Yleinen lineaarinen
malli kappaletta Tilastollinen paattely yleisesta lineaarisesta mallista.

Kun mallinvalinnassa kéytetéén mallinvalintatestejg, tavoitteena on ottaa malliin mukaan kaikki
tilastollisesti merkitsevét sdlittgét ja sulkea mallin ulkopuolelle kaikki tilastollisesti ei-merkitsevét
selittgjét.

Mallinvalintatesteja kaytettdessi muodostetaan tavallisesti ensin [ahtdmalli, johon tilastollisesti
merkitsevat selittajat pyritdan lisddmaan ja josta el-merkitsevat pyritaan poistamaan. Tilastollisesti
merkitsevien sdlittgjien lisddminen malliin ja ei-merkitsevien selittgjien poistaminen mallista
mallinvalintatestien perusteella ei kuitenkaan ole ongelmatonta, koska selittdj an tilastolliseen
merkitsevyyteen vaikuttaa yleensa se, mitd muita selittdjid mallissa on testaushetkdla. Siten
testien suoritug arjestys saattaa vaikuttaa siihen, mika malli tulee valituks.

Kun mallista poistetaan tilastollisesti ei-merkitsevia selittdjid kohdataan seuraavat ongelmat:

() Ei-merkitsevid selittgjia poistettaessa poistamigérjestys saattaa vaikuttaa lopputulokseen.

(i)  Seittgan poistaminen mallista saattaa muuttaa aikaisemmin ei-merkitsevana poistetun
selittgdkandidaatin merkitsevaks, jos se otettaisin takaisin malliin.

Kun malliin lisataan tilastollisesti merkitsevia selittdjia kohdataan seuraavat ongelmat:

()" Merkitsevia selittgjia lisattaessa lisddmigarjestys saattaa vaikuttaa lopputulokseen.

(i) Selittgjan lisédminen malliin saattaa muuttaa mallissa olevan, ennen uuden sdlittgjan
lisB8mista merkitsevan sdlittgjan ei-merkitsevaks.

Mallinvalintatestien soveltamisen ongelmat ovat johtaneet erilaisten askellusstrategioiden

kehittdmiseen. Esittelemme t&ssa 2 strategiaa:

Askellus alaspéin
Askeltava regresso
Huomautus:
Eri strategiat saattavat johtaa eri mallehin!

Alapain askellus

Alaspain askelluksessa kaytettava mallinvalintastrategia:

(1) Otetaan lahtomalliin mukaan kaikki selittdjakandidaatit.

(2) Vadlitaan mallinvalintatesteissa kytettava merkitsevyystaso Out.
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(3) Estimoidaan mali niilla selittgillg, jotka ovat mallissa.

(4) Testataan merkitsevyystasoa Out kayttaen kaikkien mallissa olevien sdlittgjien tilastollista
mer kitsevyytta.

(5) Joskaikki mallissa olevat sdlittgjét ovat tilastollisesti merkitsevid, malli on valmis.

(6) Poigtetaan mallin e-merkitsevista selittgjista se, jota vastaava p-arvo on suurin.

(7) Paataan vaiheeseen (3).

Askel muodostuu vaiheista (3)-(7).

Huomautus:

Vaihe (3) eli mallin estimointi uudelleen on valttdméton joka askeleessa. Tama johtuu
Sitd, ettd — lukuun ottamatta ortogonaalisten selittgjien tapausta — estimointitulokset
muuttuvat yleensa joka askeleessa.

Askeltava regressio

Askeltavassa regr essiossa kaytettava mallinvalintastrategia:

(1) Muodostetaan lahtémalli.

(2) Valitaan kaks mallinvalintatesteissa kytettavaa merkitsevyystasoa In ja Out.

(3) Estimoidaan mali niilla selittgillg, jotka ovat mallissa.

(4) Testataan vuorotellen merkitsevyystasoa In kayttéen kaikkien ko. askeleessa mallin ulko-
puolella olevien sdlittgjakandidaattien tilastollista merkitsevyyttd malliin lisattyina.

(5 Testataan merkitsevyystasoa Out kayttaen kaikkien mallissa olevien sdlittgjien tilastollista
mer kitsevyytta.

(6) Josmdliin liitettyna tilastollisesti merkitsevia selittgékandidaatteja 10ytyy, lisatdan malliin
kandidaateista se, jota vastaava p-arvo on pienin.

(7) Jos mallissa on tilastollisesti ei-merkityksellisia sdlittgjia, poistetaan niista se, jota vastaava
p-arvo on suurin.

(8 Josmadliin e voida liittéa uusia selittjid elka siita poistaa yhtéén siina olevaa sdlittgdd, malli
on valmis.

(9) Paataan vaiheeseen (3).
Askel muodostuu vaiheista (3)-(9).
Huomautus:

Vaihe (3) eli mallin estimointi uudelleen on valttdméton joka askeleessa. Tama johtuu
Sitd, ettd — lukuun ottamatta ortogonaalisten selittgjien tapausta — estimointitulokset
muuttuvat yleensa joka askeleessa.

17.4. Mallinvalintakriteerit

Hyvén regressiomallin jaannosneliGsumma SSE on pieni tai — mik& on sama asia— sdlitysaste R?
on korkea. Saattais olla houkutteleva gjatus valita tarjolla olevista sdlittgdkandidaateista malliin ne,
joiden muodostama joukko minimoi jadnndsnelidsumman (tai maksmoi selitysasteen).
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Jadnnosnelibsumman minimointia (tai selitysasteen maksimointia) ei kuitenkaan voida kayttaa mallin
valintaan: Jannosnelidsumma SSE pienenee tai e ainakaan kasva (selitysaste R? kasvaa tai €
ainakaan pienene) aina, kun malliin lisataan selittgja. Siten jaanndsneliosumman minimointi (tai
selitysasteen maksimointi) johtaa aina kaikkien tarjolla olevien selittgjien valintaan.

M allinvalintakriteer eissd jd8nndsneliosummaan liitetéén sakkofunktio, jonka arvo riippuu
estimoitavien regressio-kertoimien lukuméérasta. Sakkofunktio kasvattaa kriteerifunktio arvoa,
elleivat malliin lisatyt selittgjat pienenna jaanndsneliosummaa tarpeeks paljon. Mallinvainta-
kriteereita voidaan pitéa tieteellisen paéttelyn keskeisen periaatteen - principle of parsimony:
yksinkertainen selitys tosiasioille on parempi kuin monimutkainen - kiteytyksina tilastollisten mallien
maailmaan.

Mallivalintakriteerien yleinen muoto

Olkoon
y= Xpo +g

lineaarinen regressiomalli, jossa selittgjien lukuméaéra on (vakiosdlittgja mukaan luettuna) p=k + 1 ja
olkoon

b, =(X¢X, ) ' X¢y

regressiokertoimien vektorin b, PNS-estimaattori seké&
SSE, =(y- X b, )ky- X b))

olkoon vastaava jadnndsnel i Gsumma.

Useimmat mallinvalintakriteerit voidaan esittéa muodossa
C(p,n) =87+ pxf(n)

jossa

SSE

p
n

$2=

on jaanndsvarianssin s? suurimman uskottavuuden (SU-) estimaattori mallista, jossa on p selitt&jaa

jaf(n) on positiivinen havaintojen ja havaintojen lukumé&aran funktio.

Kriteerifunktiolla C(p,n) on seuraavat ominaisuudet:

(i) Jéénndsvarianssin s* SU-estimaattorin $§ ﬁ arvo pienenee (tai e ainakaan kasva), jos malliin
lisitédn sdlittgja.

(i)  Termin p%(n) arvo kasvaa, jos malliin lisitaan sdlittgja.

Kriteerifunktion C(p,n) arvo pienenee siis vain, jos estimaattori S ﬁ pienenee tarpeeks paljon, kun

malliin lisataan selittgja. Kriteerifunktion termia pX(n) kutsutaan sakkofunktioks.

Mallinvalintakriteereiden soveltaminen

Oletetaan, ettatarjolla olevia sdlittgjdkandidaattien lukumaérd on g.
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() Maaraaan kriteerifunktion arvo kaikille mahdollisille selittdjakandidaattien yhdistelmille eli
kaikille malleille, joissaon p sdlittgga, kunp=1, 2, ... , q.

(i) Valitaan malliin selittgjiks se selittgékandidaattien yhdistelmé, joka optimoi kriteerifunktion
arvon.
Mallinvalintakriteereita
Tilastotieteen kirjallisuus tuntee useita erilaisia mallinvalintakriteereitd. Esittelemme tassa 5 kriteeria:
JaannoOsvarianssikriteeri
Korjattu selityaste
Mallowsin C,
Akaiken informaatiokriteeri AIC
Schwarzin Bayedainen informaatiokriteeri SBIC
Teoreettisesti vahvimmat perustelut on esitetty C,-, AlC- ja SBIC-kriteereille.
Huomautus:
Eri kriteerit saattavat johtaa eri malleihin!

Voidaan osoittaa, etta kaikilla téssa esiteltavilla kriteereilld on seuraava hyvyysominaisuus: Kriteerit
tuottavat asymptoottisesti (so. jos havaintojen lukumaaran annetaan kasvaa ragjatta) mallin, joka on
harhaton sind mielesss, ettd mallista el jaa pois malliin kuuluvia sdlittgjia. Kuitenkin vain SBIC-
kriteeri tuottaa asymptoottisesti mallin, joka on tehokas siina mielessg, ettd mallissa el ole turhia
sdittgjia.

Jaannosvarianssikriteeri

Jaannosndidsummaa SSE;, el sellaisenaan voida kayttda mallin valinnassa, koska se pienenee (tai el
ainakaan kasva) aina, kun malliin lisétéan selittgjia.

Mééritellaén jaannosvarianssikriteeri s kaavalla

SSE . §?
= grpre
n-p n-p

jossa
SSE, =ns; =(y- X B,)&- X B,)

on jaannosneliosumma mallista, jossaon p £ g sdlittgda. Jaannosvarianssikriteerin mukaan paras
vertailtavista malleista on se, joka minimoi kriteerifunktion sf) arvon.

Huomautus:
Jadnnbsvarianssikriteerin sﬁ arvo saattaa kasvaa, elleivat malliin lisityt selittéjéat
pienenné estimoidun mallin j&&nndsneliosummaa SSE;, tarpeeks paljon.
Korjattu selitysaste

Sdlitysastetta R? ei sellaisenaan voi kéyttda mallin valinnassa, koska se kasvaa (tai ei ainakaan
pienene) aina, kun malliin lisdtaan selittgjia
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Maaritellaan korjattu selitysaste R? kaavalla

R=1- N1,
P n- p SST

jossa
SSE, =ns; =(y- X, B, )¢y - X,B,)

on jaannosneliosumma mallista, jossaon p £ g sdlittgda ja
SST =(n- 1)55

on muuttujan y vaihtelua kuvaava kokonai snelidsumma. Korjatun selitysasteen mukaan paras
vertailtavista malleista on se, joka maksimoi kriteerifunktion ﬁ; arvon.

Huomautuksia:
Korjatun selitysasteen ﬁ; arvo saattaa pienentya, elleivat malliin lisétyt selittgjét kasvata
estimoidun mallin selitysastetta tarpeeksi paljon.

Korjattu selitysaste ﬁ; jajéénnosvarianssikriteeri ovat ekvivalentteja, koska ne johtavat
samaan malliin.

Mallowsin C,
Maaritellaan M allowsin Cy-kriteeri kaavalla

C_SSE
p S;

+2p-n

jossa
SSE,=ns; =(y- X B,)&- X,B,)

on jaannosnelidsumma mallista, jossaon p £ g sdlittgda ja
(n- g)s; = SSE,

missa q on kaikkien selittgjakandidaattien lukuméadra. Mallowsin kriteerin mukaan paras
vertailtavista malleista on se, joka minimoi kriteerifunktion C, arvon.

Mallowsin Cy-kriteerista tunnetaan useita ekvival entteja muotoja. Madritellaan kriteerifunktiot C¢ ja
C¢ kaavoilla

C¢=SSE, +(2p- n)s?
ja
2
CgI:§§+2pX%

Kriteerifunktioiden C_, C¢ ja C$ minimointi johtaa tasméalleen samaan malliin.
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Olkoon bp vektorin by estimaattori, joka perustuu p £ q sdlittéjakandidaattiin, milla tarkoitetaan sitg,
etta ne kertoimet, joita vastaavat selittdjat on jatetty pois mallista, merkitaan vektorissa by nolliks.
Mallowsin Cy-kriteeri on vektorin by, estimaattorin by prediktiivisen keskineliGvirheen

PMSE(b;) =Egb; - B, ) XX, (B! - B,)H
approksimatiivisesti harhaton estimaattori eli

E(C¢) » PMSE(b)
josmdliny =X B +¢ harhaon pieni.

Akaiken infornaatiokriteeri
Méaéritelladn Akaiken informaatiokriteeri AlC kaavala

A

AIC:sA§+2p><?p

(7))

jossa
. SSE,
S, =
n

on jéénndsvarianssin s* SU-estimaattori mallista, jossaon p £ q selittgjaéa Aikaiken informaatio-
kriteerin mukaan paras vertailtavista malleista on se, joka minimoi kriteerifunktion AlC arvon.

Akaiken informaatiokriteeri on approksimatiivisesti harhaton estimaattori mallin Kullbackin ja
Leiblerin informaatiolle.

Schwarzin Bayeslainen informaatiokriteeri

M&éritelléan Schwarzin kriteeri SBIC kaavalla

log(n)$?2
SBIC:§§+2p><—g() :
Jossa
SSE
22
s, = np

on jéénndsvarianssin s* SU-estimaattori mallista, jossaon p £ q selittgjaé Schwarzin kriteerin
mukaan paras vertailtavista malleista on se, joka minimoi kriteerifunktion SBIC arvon.

Schwarzin kriteeri maksimoi approksimatiivisesti mallin posteriori-todennakéisyyden sopivasti
valitulle priori-jakaumien perheelle.

17.5. Tilastolliset menetelmat tilastollisen mallin valinnassa: Kommentteja
Tilastollisen mallin valinnassa kaytettavét tilastolliset kriteerit:

(i) Vadlittu malli selvida diagnostisista tarkistuksista; ks. lukua Regress odiagnostiikka.

(i)  Valitun mallin parametrit ovat tilastollisesti merkitsevi&; ks. kappaletta M allinvalintatestit.
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Tilastollisia malleja ei pida koskaan valita pelkastaan tilastollisin kriteerein.
Tilastollisen mallin valinnassa kaytettavét asial oogiset kriteerit:

(i) Ovatko mallin parametrit tulkittavissa?

(i)  Ovatko mallin parametrit jarkevan merkkisia ja jarkevan kokoisia?
(i)  Kuvaako malli todellisuutta mielekkaalla tavalla?

Asialoogisia kriteereitd el voida asettaa tilastotieteesta kasin. Vain tutkimuksen kohteena olevan
ilmidn perustellinen tuntemus ja ilmi6ta koskeva teoria mahdollistavat asialoogisten kriteerien
asettamisen.

Tilastolliset mallit pitd& aina alistaa myds asialoogisiin tarkistuksiin.

17.6. Epaélineaaristen riippuvuuksien linearisointi

Jos sdlitettavan muuttujan y tilastollinen riippuvuus sdlittgjista x;, X, ... , X« on epélineaarinen,
riippuvuuden analysointi vaatii yleensi epélineaarisen regressomallin rakentamista. Sivuutamme
epélineaaristen regressiomallien késittelyn téssa

Joskus sdlitettavan muuttujan y ja sdlittavien muuttujien xg, X,, ... , X valinen epdlineaarinen
tilastollinen riippuvuus voidaan kuitenkin linearisoida selitettdvan muuttujan ja selittdjien sopivilla
muunnoksilla niin, etta linearisoinnin tuloksena syntynyt transformoitu malli toteuttaa yleisen
lineaarisen mallin standardioletukset. Rajoitumme tassa linearisoivien muunnosten kayton
kuvaamiseen yhden sdlittdjan tapauksessa.

Linearisointi yhden selittgjan regressiomalleissa
Olkoot
Vi,i=12,...,n
selitettédvan muuttujan y havaittuja arvojaja
X,i=1,2,...,n

selittdvan muuttujan x havaittuja arvoja, jotka liittyvét kaikillei =1, 2, ... , n samaan havainto-
yksikkoon.

Oletetaan, etté sdlitettavan muuttujan y tilastollinen riippuvuus selittgjasta x on epalineaarista.
Sanomme, etta selitettdvan muuttujan y ja sdlittgjan x vélinen epdlineaarinen tilastollinen riippuvuus
voidaan linearisoida, jos on olemassa bijektiiviset kuvaukset f ja g niin, etta muunnetuille
havaintoarvoille

(f(x),9(y)),i1=L2K,n
pétee regressiokertoimien by ja b, suhteen lineaarinen esitys
f(y)=b,+bg(x)+e,i=12K,n

jossa jdannostermit g toteuttavat yleisen lineaarisen mallin standardioletukset. Talodin
transformoituun malliin voidaan soveltaa tavanomaisia lineaarisen mallin estimointi- ja
testaustekniikoita.
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Linearisoivien muunnosten etsiminen

Parhaimmillaan linearisoivat muunnokset f ja g l6ytyvét taustateorian kuten fysiikan tal taloustieteen
avulla. Sopivien muunnosten etsimisissa voidaan kuitenkin usein k&yttaa apuna tilastografiikkaa:

()  Piirretéén selitettavan muuttujan y ja selittgan x havaituista arvoista pistediagrammi
(x,y),1=L2,K,n

(i) Piirretédn selitettavan muuttujan y ja selittgan x havaittujen arvojen muunnoksista
pistediagrammit

(9(x). f(¥%)).i=L2K,n
funktioiden f ja g kaikille mahdollisille kandidaateille.
Muuttujien y jax tilastollisen riippuvuuden epédlineaarisuus nakyy pistediagrammin
(x,y),1=L2,K,n

pistepilven tai -parven kdyryytena. Jos funktiot f ja g onnistuvat linearisoimaan muuttujien y ja x
valisen epdlineaarisen tilastollisen riippuvuuden, pistediagrammin

(9(x). f(y%)).i=1L2K,n
pistepilvessi tai -parvessa el ndy kayryytta.
Sopivien muunnosten f ja g etsimisessa auttaa usein myds seuraava tekniikka:
()  Estimoidaan transformoidut mallit
f(y)=b,+bg(x)+e ,i=12K,n
funktioiden f ja g kaikille mahdollisille kandidaateille.
(i)  Piirretéén estimointituloksista seuraavat residuaalikuviot:
Standardoidut residuaalit sovitteita vastaan:

(f(y).Sd(g)),i=12K,n
Standardoidut residuaalit selittdjan arvoja vastaan:
(x,Std(e)),i=L2,K,n

Jos funktiot f ja g eivdt onnistu linearisoimaan muuttujien y ja x epdineaaristatilastollista
riippuvuutta, residuaalikuvioiden pistepilvissa nakyy kayryytta. Sen sijaan, jos funktiot f jag
onnistuvat linearisoimaan muuttujien y ja x epédlineaarisen tilastollisen riippuvuuden,
residuaalikuvioiden pistepilvissa el ndy kayryytta.

Linearisoivia muunnoksia

Allaolevataulukko esittda sellaisia funktioiden f ja g kombinaatioita, joiden on monissa
sovellustilanteissa havaittu tuottavan linearisoidun esityksen

F(y) = b, + 5,9(x)

muuttujien y ja x tilastolliselle riippuvuudelle.
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g(x)
f(y) X VX log(x)
y y = b, +bx y=b,+b,/x y = b, + b,10g(x)
Yy Vy=by+bx| Yy=by+b/x| Yy=b,+blog(x)
log(y) | loa(y) = b, + byx | log(y) = b, + by/x | log(y) = b, + b, log(x)

Olkoot funktiot f ja g kuten esityksessa

fF(y) = b, + 5,9(x)

edella Allaolevataulukko esittdd yht&lon ratkaisuja muuttujan y suhteen.

g(x)
f(y) X 1/x log(x)
y y=b, + bx y=b,+b,/x y= b, + b log(x)
1 1 b 1 ~ 1
S T BTN LY.
g bl [} 0 g bl [}
log(y)| y=e"e™ y = e/ y =ePxh

Vaatimukset muunnoksille

On syyta huomata, etté ei riita, etta valitut muunnokset tuottavat lineaarisen mallin, joka sopii hyvin
havaintoihin, vaan kaytettavien muunnosten pitaa toteuttaa selitettévan muuttujan ja selittgan
kayttaytymiseen liittyvét loogisuusehdot:

(i)  Muunnosfunktioiden maarittely- ja arvoalueiden pit&a liittya loogisella tavalla selitettévan

muuttujan ja selittggdn mahdollisten arvojen alueisin.

(i)  Muunnosfunktioiden asymptoottisen kayttaytymisen pitda vastataloogisellatavalla
selitettédvan muuttujan ja selittgyan mahdollisten arvojen kéyttaytymista niiden dérialueilla.
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18. Regressiodiagnostiikka

18.1. Yleinen lineaarinen malli ja regressiodiagnostiikka
18.2. Regressiografiikka

18.3. Poikkeavat havainnot

18.4. Regressiokertoimien vakioisuus

18.5. Multikollineaarisuus

18.6. Homoskedastisuus ja heteroskedastisuus

18.7. Autokorrelaatio

18.8. Normaalisuus

18.9. Mallin ennustuskyky

Regressoanalyysin perusongelma on seuraava: Kuvaako selitettévan muuttujan ja sdlittgjien
riippuvuudelle spesifioitu eli tAsmennetty regressiomalli riippuvuutta oikein?

Tamén yleisen ongelman térked osaongelma on se, patevatkd mallista tehdyt ol etukset.

Mallista tehtyjen ol etusten tarkistamista kutsutaan tavallisesti regressiodiagnostiikaksi. Oletusten
tarkistaminen tapahtuu tutkimalla mallista saatavia estimointituloksia. Ajatuksena on se, etta
spesifioinnissa tapahtuneiden virheiden pitaisi nakya estimointitul oksissa.

Mallia pidetdan hyvana, jos mallista tehdyt oletukset ja estimointitulokset ovat sopusoinnussa. Jos
estimointitulokset eivét ole sopusoinnussa mallista tehtyjen oletuksen kanssa, katsotaan usein, etta
selitettavan muuttujan ja selittdjien riippuvuudelle spesifioitu malli el kuvaa oikein riippuvuutta.

Avainsanat:

Aikasarjadiagrammi, Apuregressio, Autokorrelaatio, Bowmanin ja Shentonin testi, Chow-testi,
Cookin etaisyys, Diagnostinen testi, Durbinin ja Watsonin testi, Ennustaminen, Ennuste, Ennustus-
virhe, F-testi, Harha, Harhattomuus, Hattumatriisi, Heteroskedastisuus, Homoskedastisuus,
Jaannosnelidsumma, Jaannéstermi, Jaannosvarianssi, c-testi, Keskihajonta, Kokonaisneliosumma,
Korrelaatio, Korrelaatiomatriisi, Kovarianssi, Kovarianssimatriisi, Kuntoisuusluku, Leverage,
Lineaarinen regressiomalli, Lineaarinen riippuvuus, Malli, Mallin hyvyys, Mallineliésumma, Matriisin
aste, Modifioidut standardioletukset, Momenttimatriisi, Multikollineaarisuus, Normaali havainto,
Normaalisuusoletus, Ominaisarvo, Painotettu pienimman nelidssumman menetelma, Parametri,
Pienimman nelidssumman estimaattori, Pienimman nelidssumman menetelma, Pistediagrammi,
Poikkeava havainto, Poistoresiduaali, Rakenneosa, Rankit Plot -kuvio,

Regressiodiagnostiikka, Regressiografiikka, Regressiokerroin, Regressiomalli, Residuaali,
Residuaalidiagrammi, Satunnainen  osa, Selittdjien valinta, Selittaminen, Selitettdva muuttuja, Selittdja,
Selittdva muuttuja, Sovite, Spesifikaatio, Spesifiointi, Spesifiointivirhe, Stabilointi,
Standardioletus, Standardointi, Systemaattinen  osa, Testi, Tdsmentaminen, Usean selittdjan lineaarinen
regressiomalli, Vakioparametrisuusoletus, Vakioselittdja, Varianssi, Varianssianalyysihajotelma,
Varianssin inflaatiotekija, Vipuluku, Virhetermi,

Wilkin ja Shapiron testi, Usean selittdjan lineaarinen regressiomalli, Yleinen lineaarinen malli
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18.1. Regressiomallit ja regressiodiagnostiikka

Oletetaan, etté tavoitteena on selittal selitettdvan muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelu
sdlittdvien muuttujien eli sdlittdjien x;, X, ... , X havaittujen arvojen vaihtelun avulla. Sita varten
selitettavan muuttujan y tilastolliselle riippuvuudelle selittgjista xq, Xz, ... , X« pyritéddn rakentamaan
tilastollinen malli, jota kutsutaan regressiomalliksi.

Olkoon
¥ = f( X KoxoB) +e,1=12K,n

selitettavan muuttujan y regressomalli selittgjien xy, Xz, ... , X suhteen. Taloin

yi = selitettdvan muuttujan y satunnainen ja havaittu arvo havaintoykskossa i
xj = selittavn muuttujan x havaittu arvo havaintoykskossai, j = 1, 2, ... , k
€ = satunnainen jaei-havaittu jaannos- eli virhetermi havaintoyksikossa i

Sdlittgjien xq, X, ... , X havaittujen arvojen funktio
F (%10 %2, K, %5 B)

muodostaa mallin systemaattisen osan €eli rakenneosan ja jaéénnostermi ¢ muodostaa

mallin satunnaisen osan. Mallin systemaattinen osa kuvaa selitettévan muuttujan y tilastollista
riippuvuutta selittgjista x, Xz, ... , X . Malin systemaattisen osan médaradva funktio f riippuu
parametrista

b = (bl, bz, vee bk)
joka tarkemmin méérada funktion f muodon.
Huomautus:

Tavallisesti parametrin b arvo on tuntematon ja se on siksi estimoitava havainnoista.

Regressioanalyysin peruskysymykset
(i) Kuvaako malli selitettavan muuttujan ja selittgien valista riippuvuutta siséllollisesti oikein?

Tama kysymys ei ole tilastotieteellinen ja siihen vastaaminen vaatii tutkittavaa ilmiota
kuvaavan taustateorian tuntemusta

(i) Kuvaako malli selitettavan muuttujan ja sdlittgien valista riippuvuutta tilastollisesti oikein?
Tama kysymys on tilastotieteellinen ja siihen voidaan pyrkia vastaamaan tilastotieteen
keinoin.

Regressioanalyysin peruskysymykset ja regressiodiagnostiikka

Regressiomallia voidaan pitéa tilastollisesti oikeana, jos mallista saadut estimointitulokset ovat
sopusoinnussa mallia koskevien oletuksien kanssa. Siksi regressomallia koskevien oletuksien
tarkistaminen — eli regressiodiagnostiikka — muodostaa keskeisen osan regressioanalyysin
soveltamista

Regressiodiagnostiikassa kaytetéén seuraavia menetelmi&

Estimoinnin onnistumista havainnollistetaan tilastogr afiikalla.
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Estimoinnin onnistumista kuvataan diagnostisilla tunnuduvuilla.

Mallia koskevia oletuksia testataan diagnostisilla testeilla.

Regressiomallin spesifiointi

Tilastollisen mallin muodon ja mallia koskevien oletuksien médrittelemisté kutsutaan mallin
spesifioinniksi eli tdsmentamiseksi. Maériteltyd mallia kutsutaan spesifikaatioks tai
tasmennykseks.

Regressiomallin spesifioiminen tarkoittaa seuraavien valintojen tekemista:

(i) Seitettdvan muuttujan ja selittgjien valinta.

(i) Systemaattisen eli rakenneosan funktionaalisen muodon ja parametroinnin valinta.

(iii)  Selitettdvan muuttujan ja selittgjien funktionaalisen muodon valinta.

(iv) Jaannostermia koskevien stokastisten oletuksien valinta.

Valinnat (i)-(iii) littyvét ensisijaisesti regressomallin rakenneosan spesifiointiin, kun taas valinta (iv)
liittyy ensisijaisesti regressomallin jaannostermin spesifiointiin.

Huomautus:

Valinnat (i)-(iv) eivét ole toisistaan riippumattomia.

18.2. Yleinen lineaarinen malli

Oletetaan, ettéd muuttujieny jaxs, X, ... , X havaittujen arvojen vélilla vallitsee lineaarinen
tilastollinen riippuvuus, joka voidaan ilmaista yhtaolla

Yi = by + b%, + by, tL+ b X+ ,1=12,K,n

jossa
y, = selitettdvan muuttujan y satunnainen ja havaittu arvo
havaintoyksikossd i
Xj = selittavan muuttujan eli sdlittgjan X; ei-satunnainen ja havaittu arvo

havaintoyksikossii, j= 1, 2, ... , k

e = jaannos- €l virhetermin esatunnainen ja ei-havaittu arvo
havaintoyksikossi i

bo = vakioselittdj an regressokerroin;

bo on ei-satunnainen ja tuntematon vakio
by = selittdjan x regressokerroin,j =1, 2, ..., k;
b; on ei-satunnainen ja tuntematon vakio
Tal6in yhtal6 méarittelee usean selittdj an lineaarisen regressomallin, jota kutsutaan yleiseks
lineaariseks malliksi.
Seuraavassa kertaamme yleisen lineaarisen mallin formuloinnin matriisein, mallia koskevat

standardioletukset ja padkohdat mallin parametrien estimoinnista; lisétietoja: ks. lukua Y leinen
lineaarinen malli.
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Y leinen lineaarinen malli voidaan esittd4 matriisein muodossa
y=Xp+e
jossa
y = sditettdvan muuttujan y havaittujen arvojen muodostama satunnainen
n-vektori
X = sdittgjien xq, %o, ... , X havaittujen arvojen ja ykkdsten muodostama
n" (k + 1)-matriis

b = regressokertoimien muodostama tuntematon ja kiinted eli ei-satunnainen
(k + 1)-vektori

e = jaanndstermien muodostama ei-havaittu ja satunnainen n-vektori

Jos yleisen lineaarisen mallin sdlittgét x,, X, ... , X ovat kiinteita eli ei-satunnaisia muuttujia, mallia
koskevat standardioletukset esitetdan matriisein seuraavassa muodossa:

() Matriisin X akiot ovat kiinteita eli ei-satunnaisia vakioita
(i) Matriis X on taysiasteinen:

r(X)=k+1

(iii) E(g)=0

(iv)&(v) Homoskedastisuus- ja korreloimattomuusol etus:
Cov(g) =s°I

(vi) Normaalisuusoletus:
¢ N_(0,s7%)

Jos yleisen lineaarisen mallin sdlittgat x,, X, ... , X ovat satunnaismuuttujia, mallia koskevat
modifioidut standardioletukset esitetdan matriisein seuraavassa muodossa:

()" Matriisin X alkiot ovat satunnaismuuttujia.
(i) Matriisi X on taysiasteinen:

r(X)=k+1

(iii)” E(e|X)=0

(iv)"&(v)" Homoskedastisuus- ja korrel oi mattomuusol etus:
Cov(g|X) =57l

(vi)” Normaalisuusoletus:
g|X N _(0,s2)

Mallin rakenneosa ja jadnnésosa
Oletetaan, ettayleisté lineaarista mallia
y=Xp+e
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koskevat standardioletukset patevét. Talloin selitettéva muuttujan arvojen vektori y voidaan esittda
seuraavallatavalla kahden osatekijan summana:

y=E(y[X)+e
Osatekija

E(y | X) =Xp
muodostaa mallin systemaattisen €li rakenneosan, joka riippuu sdlittdjien x, X, ... , X« havaituista
arvoista. Jaannostermi e muodostaa mallin satunnaisen osan, jokaei riipu selittgien xa, Xz, ... , X
havaituista arvoista.
Regressiokertoimien PNS-estimaattorit ja niilden ominaisuudet
Y leisen lineaarisen mallin

Y. =b,+bx,+b,x,+L+bx, +e ,i=1L2,K,n

regressiokertoimien

bo, by, by, ..., b
PNS- di pienimman nelidsumman estimaattorit
bo, by, by, ..., b

minimoivat jadnnos- eli virhetermien g neliGsumman
é eiz :é (yi - bo' bl)ﬁl' bz)ﬁz' L- bk)ﬁk)z
i=1 i=1

kertoimien by, by, b, ... , bc suhteen.

Y leisen lineaarisen mallin y = Xp +¢& regressiokertoimien vektorin
b = (bo, bl, bz, vee bk)

PNS-estimaaattori voidaan esittéa matriisein muodossa
b=(XX)*'X¢

PNS-estimaattorilla b on standardioletuksien (i)-(vi) pétiessi seuraavat stokastiset ominaisuudet:
E(b) =p
Cov(b) =s*(XX)™*
b N.,(B,s*(XX)")

Estimoidun mallin sovitteet ja residuaalit seka niiden ominaisuudet
Olkoon
b = (bo, by, by, ... , by)
yleisen linearegressiokertoimien vektorin
b =(bo, bu, by, ..., B)
PNS-estimaattori.
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Mé&éritelldan estimoidun mallin sovitteet V. kaavalla
i =b, +bXx, +b,x, +L+bx, ,i=12,K,n
Maaritelldan estimoidun mallin residuaalit e kaavalla
§=Yi- % =¥ - B-bx - B, - L-Bx i=L2K.n
Sovitteiden muodostama n-vektori voidaan esittda matriisein muodossa
y=Xb= X(X(D()'lxﬁy =Py
Residuaalien muodostama n-vektori voidaan esittéa matriisein muodossa
e=y- §=(I- X(XX)*X9y =(I - P)y =My
Huomautus:

Koskaresduaalit kuvaavat estimoidun regressiomallin ja havaintoarvojen
yhteensopivuutta, monet regressiodiagnostiikan menetelmisté perustuvat estimoidun
regressomallin residuaaleihin tai niiden muunnoksin.

Sovitteiden muodostamalla n-vektorilla § on seuraavat stokastiset ominaisuudet:
E(Y) =XB
Cov(y) =s°P =s2X (X&) 'X¢

Residuaalien muodostamalla n-vektorilla e on seuraavat stokastiset ominaisuudet:
E(e) =0
Cov(e)=s°M =s?(I - P)=s?(l - X(X&) X9

Huomautus:

Y lla olevan mukaan residuaalit g ovat yleensi sekéa heteroskedastisia etta
korreloituneita, vaikka jédnnostermit g on oletettu homoskedastisiks ja
korreloimattomiks.

Matriisit
P=X(XX)'X¢
M=1-P=1-X(XX)X¢
ovat symmetrisia jaidempotenttgja eli projektioita:

P¢=P P?=P

M¢=M M?=M
Lisiks

PM =MP=0

Matriisia P kutsutaan regressiodiagnostiikassa usein hattumatriisksi.
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Jaannosvarianssin estimointi

Y leisen lineaarisen mallin jaanndstermien g varianssin €li jaanndsvarianssin s* harhaton
estimaattori on

jossa
e = edgtimoidun malinredduaali,i=1,2,...,n
n = havaintojen lukumaara

k = (atojen) sdittgjien x lukuméara

Yleisen lineaarisen mallin rakenneosan spesifiointi

Y leista lineaarista mallia
y=XB+e

sovellettaessa padasiallinen kiinnostus kohdistuu mallin systemaattisen osan eli rakenneosan
E(y|X) = Xp

oikeaan spesifiointiin eli tasmentamiseen, koska mallin rakenneosa kuvaa selitettdvan muuttujan y
riippuvuutta selittdjisté x, Xz, ... , X . Virheet mallin rakenneosan spesifioinnissa johtavat
virheellisin johtopaétoksiin selitettévan muuttujan ja sdittgjien valisesta riippuvuudesta.

Spesifiointivirheet mallin rakenneosassa:

(i) Sovelletaan lineaarista mallia, vaikka selitettavan muuttujan y riippuvuus selittgjista x, Xo,
..., X« @ olelineaarista.

(i) Mallissaonvaarat selittdjat:
Mallista puuttuu sdlittgjia.
Mallissa on liikaa sdlittgjia.
(i) Selitettdva muuttuja jaltal selittgjdt ovat mallissa vaar assa funktionaalisessa muodossa.
(iv) Oletetaan virheellisesti, etta regressiokertoimet ovat vakioita.
Kommenttg a:
Epalineaaristen regressomallien kasittely sivuutetaan tassa esityksessa.
SHlittgjien valinta on regressioanalyysin keskeisid — ja vaikeimpia— ongelmia; ks. lukua
Regressiomallin valinta.

Sopiva selitettédvan muuttujan jaltai selittgjien muunnos saattaa linearisoida selitettavan
muuttujan ja selittdjien epélineaarisen riippuvuuden; ks. lukua Regressomallin valinta.

Parametrien vakioisuutta on mahdollista testata; ks. kappaletta Parametrien
vakioisuus.

Vain huoléllinen perehtyminen tutkittavan ilmion taustateoriaan mahdollistaa
regressiomallin rakenneosan spesifioinnin oikein.
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Spesifiointivirheet regressomallin rakenneosassa tulevat tavallisesti esiin estimoidun
mallin residuaaleissa.
Yleisen lineaarisen mallin jdAdnndsosan spesifiointi
Vaikkayleisté lineaarista malia
y=Xp+e
sovellettaessa padasiallinen kiinnostus kohdistuu mallin systemaattisen osan eli rakenneosan
E(y|X) =Xp
oikeaan spesifiointiin, on syytd huomata, ettd mallin jéannostermille
e
valittu spesifikaatio eli tdsmennys vaikuttaa seka estimointimenetelmén valintaan ettd mallista
tehtavaan tilastolliseen paéttelyyn.
Spesifiointivirheet mallin jA8nnostermissa:
(i) Oletetaan virheellisesti, ettd jddnnostermi e on homoskedastinen jakorreloimaton.
(i) Oletetaan virheellisesti, ettd jddnndstermi e on nor maalinen.
Kommenttg a:

Jos jadnnostermia koskeva homoskedastisuus- tai korreloimattomuusoletus el pade,
regressiokertoimien PNS-estimaattorit elvét ole parhaita Gaussin ja Markovin lauseen
mieless; ks. lukua Regressomallin erityiskysymyksia.

Jos jaanndstermia koskeva normaalisuusoletus e pade, t- ja F-jakaumiin perustuva
tilastolliset testit elvat valttaméatta ole patevia.

Spesifiointivirheet regressomallin jadnndstermissa nakyvét tavallisesti estimoidun mallin
resduaaleissa.

Estimoidun mallin residuaal eissa havaittu heter oskedastisuus, korreloituneisuus tai
epanormaalisuus e kuitenkaan valttamatta merkitse sitd, ettd mallin jadnnostermi on
spesifioitu vaarin.

Residuaalien heter oskedastisuus, korreloituneisuus tai epanor maalisuus saattavat
indikoida myos sité, ettd mallin rakenneosa on spesifioitu vaarin.

Spesifiointivirheiden vaikutukset

Regressioanalyysissa paakiinnostus kohdistuu oikean spesifikaation 16ytamiseen regressomallin
systemaattiselle osalle eli rakenneosalle, koska juuri rakenneosa kuvaa selitettavan muuttujan
riippuvuutta selittgjistéd. Regressiomallin jaannostermin spesifikaatio vaikuttaa kuitenkin
voimakkaasti seka mallin estimointiin etta testaukseen.

On syytd huomata, ettd rakenneosalle valittu spesifikaatio vaikuttaa tavallisesti mallin ja&&nnos-
termille valittavaan spesifikaatioon ja kdantéen jadnnostermille valittu spesifikaatio vaikuttaa mallin
rakenneosalle valittavaan spesifikaatioon.

Monet regressiodiagnostiikan menetelmét perustuvat siihen, etté seka regressiomallin rakenneosan
etta jaanndstermin virheellinen spesifiointi nékyvét tavallisesti estimoidun mallin residuaaleissa.
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Diagnostiset tarkistukset

Regressiomallin spesifikaation tilastollista validiteettia on aina syyta tutkia alistamalla malli
seuraavien diagnostisten tarkistusten kohteeks:

(i)  Onko havaintojen joukossa regressioanalyysin tuloksia vaaristvia poikkeavia havaintoja?
(i)  Ovatko regressiokertoimet vakioita?

(iii) Ovatko sdlittgét itsendisa?

(iv) Ovatko malin jd&anndstermit homoskedastisa?

(v) Ovatko malin jdannostermit korreloimattomia?

(vi) Ovatko mallin jdanndstermit normaalisia?

On syyta muistaa, ettd voimakkain testi mille tahansa tieteelliselle selitysmallille on sen kyky
ennustaa. Siksi regressiomallgja sovellettaessa on aina syyta testata mallin ennustuskykyéa
tavanomaisten diagnostisten tarkistusten liséks.

18.3. Regressiografiikka

Regressiomallin hyvyytta voidaan tutkia mallista saatuja estimointituloksia havainnollistavien
graafisten esitysten avulla.

Regressografiikan standardikuviot:

(i)  Kuviot, joiden avulla estimoidun mallin sovitteita verrataan selitettavan muuttujan
havaittuihin arvoihin.

(i)  Kuviot, joiden avulla havainnollistetaan estimoidun mallin residuaalien kayttaytymista.

Pistediagrammit

Koska hyvélla regressomallilla estimoidun mallin sovitteet ovat 1ahella selitettdvan muuttujan
havaittuja arvoja, mallin hyvyytta voidaan tutkia vertaamalla sovitteita selitettdvan muuttujan
havaittuihin arvoihin piirtamalla niiden riippuvuutta havainnollistava pistediagrammi:

Piirretéan sovitteet . selitettdvan muuttujan y havaittuja arvoja y; vastaan eli esitetdan lukuparit
(v,¥),i=L2,K,n
pisteindavaruudessa  *. Regressomalli on siti parempi mité |ahempéna pisteet suoraa, jonka
kulmakerroin = 1.
Pisteiden
(v,¥),i=L2,K,n

muodostaman pistepilven tai -parven kayryys viittaa mallin rakenneosan vaaraan spesifikaatioon eli
tasmennykseen. Poikkeavat havainnot erottuvat tavallisesti em. suorasta muita pisteita kauempana
olevina pisteina.

Regressiomallin hyvyyden mittarina voidaan kayttéa selitettévan muuttujan y havaittujen arvojeny; ja
estimoidun mallin sovitteiden y, otoskorrelaatiokerrointa

Cor(y, )
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Jos estimoitu regressomalli on lineaarinen ja mallissa on vakio,
[Cor(y, )I* =R
jossa R? on estimoidun mallin selitysaste.

Residuaalidiagrammit

Koska hyvélla regressiomallilla estimoidun mallin residuaalit ovat pienid, regressomallin hyvyytta
voidaan tutkia piirtdmalla estimoidun mallin residuaaleista kuviot, joita kutsutaan residuaali-
diagrammeiksi:

(i) Piirretéan resduaalit e sovitteita . vastaan eli esitetdén lukuparit

(¥.,e),i=1,2,K,n

pisteindavaruudessa .
(if)  Piirretddn resduaalit e eri salittdjien x, X, ... , X havaittuja arvoja x; vastaan eli esitetaén
lukuparit
(%.6),i=12K,n, j=12K,k
pisteindavaruudessa  °.

Oikein tdsmennetyn regressiomallin residuaalidiagrammissa pisteet muodostavat vaakasuoran
vyOmaisen pistepilven tai -parven eli kuvion pisteet muodostavat edettéessa vasemmalta oikealle
yleisiimeeltéén tasalevedn pilven, jossa e ndy poikkeavia havaintoja.

Pistepilven kéyristyminen viittaa regressiomallin rakenneosan vaaraan spesifikaatioon i
tasmennykseen. Syit&:

(i) Selitettdvan muuttujan riippuvuus selittgjista el ole lineaarista.

(i) Mallissa el oleoikeita selittdjia.

(iii) Selitettdva muuttuja jaltal selittgjét eivat ole oikeassa funktionaalisessa muodossa.

Jos pistepilvi el ole tasaleved (esm. pilvi levenee oikedlle tal vasemmalle), regressomallin
jadnnostermi saattaa olla heteroskedastinen. On kuitenkin syyté huomata, etta estimoidun mallin
residuaalien heteroskedastisuus saattaa viitata myos mallin rakenneosan vaar&an spesfikaatioon
eli tdsmennykseen.

Aikasarjadiagrammit

Aikasarjojen regressiomalleissa oletetaan, etta havainnot on jarjestetty gjassa niin, etta
havaintoindeksin

i=1,2,...,n
arvot viittaavat perékkaisiin gjanhetkiin.
Huomautus:
Aikasarjoissa havaintoindeksina kaytetdan usein kirjainta t:
t- time

Aikasarjojen regressomallien spesifikaation hyvyytta tutkitaan tavallisesti piirtamalla seuraavat
aikasarjadiagrammit:
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(i) Piirretéén selitettavan muuttujan y havaitut arvot
y.,i=12,K,n
jaestimoidun mallin sovitteet
y.,i=12,K,n
aikasarjoina samaan kuvioon.
(i)  Piirretdan estimoidun mallin residuaalit
e,i=12K,n
aikasarjana.
Aikasarjadiagrammit ovat pistediagrammeja, joissa ko. muuttujan arvot piirretéan aikaa vastaan ja
liséks gassa perdkkéisiin havaintoihin liittyvét pisteet yhdistetéan janalla.
Regressiomalli on sité parempi, mita |ahempana estimoidun mallin sovitteiden muodostama aikasarja
y,i=12,K,n
kulkee sdlitettdvan muuttujan havaittujen arvojen muodostamaa aikasarjaa
y.,i=12,K,n
tal - mikdonsamaasia- mita pienempié ovat residuaalit
e,i=12K,n
Aikasarjadiagrammeista ndhdéén mina gjanhetkind malli selittéa selitettavan muuttujan kayttéytymista
hyvin ja mind huonosti. Jos residuaaliaikasarjan muodostama pistepilvi ei ole tasalevea (esm. pilvi
levenee oikedlle tal vasemmalle), regressiomallin jdannostermi saattaa olla heter oskedastinen. On

kuitenkin syytd huomata, etta estimoidun mallin resduaalien heter o-skedastisuus saattaa viitata
my6s mallin rakenneosan vadraan spesifikaatioon eli tdsmennykseen.

Myos jgdnnostermin korreloituneisuus tulee usein esille residuaaliaikasarjan sisdisessa
rytmiikassa (autokorrelaatiorakenteessa). On kuitenkin syytd huomata, etté residuaaliaikasarjan
korreloitunei suus saattaa kuitenkin viitata my6s mallin rakenneosan vaaraan spesifikaatioon eli
tasmennykseen.

18.4. Poikkeavat havainnot

Poikkeavalla havainnolla (engl. outlier) tarkoitetaan havaintoa, joka eroaa jossakin mielessa
merkitsevasti muista havainnoista.

Tilastollisen analyysin kannalta havaintoa voidaan pitda poikkeavana, jos se vaaristaa tilastollisen
analyysin tulokset:

(i)  Jos havainnon poistaminen muuttaa olennaisesti tilastollisen analyysin tuloksia, havainto on
poikkeava.

(i)  Jos havainnon poistaminen ei olennaisesti muuta tilastollisen analyysin tuloksia, havainto on
normaali.

Regressioanalyysissa poikkeavat havainnot saattavat aiheuttaa seuraavia vaikeuksia:
(i)  Malinvalinta vaikeutuu.

TKK @ llkka Mellin (2006) 394



Tilastolliset menetelmat 18. Regressiodiagnostiikka

(i)  Mallin estimointi hankaloituu.
(i) Malliakoskevatilastollinen paattely saattaa vaaristya.

Regressioanalyysissa poikkeavien havaintojen tunnistamiseen kaytetaan seka graafisia menetelmia
etta erityisesti niiden tunnistamiseen konstruoituja tunnuslukuja. Poikkeavat havainnot voidaan usein
tunnistaa suoraan residuaalidiagrammeista; ks. kappaletta Regressiogr afiikka.

Tassé kappaleessa tarkastellaan seuraavia poikkeavien havaintojen tunnistamiseen tarkoitettuja
tunnuslukuja:

Resduaalit

Standardoidut residuaalit
Poistoresiduaalit

Standardoidut poistoresduaalit
Vipuluvut €li leverage-luvut
Cookin etaisyydet

Jos poikkeavia havaintoja havaitaan, ollaan vaikean ongelman edessa: mité poikkeaville havainnoille
tehdaan? Joskus poikkeavat havainnot kannattaa poistaa aineistosta, joskus taas ne kannattaa
korjata " normaaleiks’” havainnoiksi; emme kasittele tata kysymysta téssa esityk sessa enempaa.

Residuaalit
Olkoon
Yi = by + %, + by, tL+ b X+ ,1=12,K,n

yleinen lineaarinen malli, jossa

yi = selitettdvan muuttujan y satunnainen ja havaittu arvo havaintoykskossa i
xj = selittavan muuttujan di selittgan x havaittu arvo havaintoyksikossai ,
i=1,2, ...,k
b, = vakiosalittgjan tuntematon regressokerroin
by = sdittdjan x tuntematon regressokerroin, j =1, 2, ... , k
= satunnainen ja ei-havaittu jadnnos- €li virhetermi havaintoyksikossa i

Olkoot

bo, by, by, ..., by
regressiokertoimien

bo, bv, by, ..., b

PNS-estimaattorit. M&aritell&&n estimoidun mallin sovitteet y. kaavalla

Vi =b, +bx;, +bx, +L+h %, ,i =L2,K,n
Méaaritelladn estimoidun mallin resduaalit e kaavalla
§=Yi- % =¥ - B-bx - B, - L-Bx i=L2K.n
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Estimoidun mallin residuaaleja g voidaan kayttaa poikkeavien havaintojen tunnistamiseen:
Voimakkaasti muista residuaaleista poikkeavat residuaalit saattavat viitata poikkeaviin havaintoihin.

Standardoidut residuaalit

Koska estimoidun mallin PNS-residuaalit e ovat yleensi heter oskedastisia, regressio-diagnostiikassa
tarkastellaan PNS-residuaalien sijasta usein standardoituja residuaal g a.

Residuaalin g varianss on

D*(e)=s?(- h),i=12,K,n
jossa

h =[P]. .i=12K,n
on hattumatriisin

P = X(X&)1X¢

i. diagonaaliakio. Standardoidut €li studentisoidut residuaalit Std(e) saadaan PNS-residuaaleista
e kaavdla

_ 8 . _
Std(e) =——,i =1,2,K,n
D(e)

Standardoidun residuaalin Std(e) kaavassa
D*(g) =s°(- h),i=12K,n
onresiduaalin g varianssin estimaattori, jossa

=L S
n-k-1.5

on j&nndsvarianssin s2 harhaton estimaattori.
Standardoituja residuaaleja Std(e) voidaan kayttaa poikkeavien havaintojen tunnistamiseen:

Jos estimoitu regressiomalli on riittéva kuvaamaan kaikkia havaintoja, standardoitujen
residuaalien itseisarvot saavat vain pienella todennakoisyydella suurempia arvoja kuin 2.5-3.
Lukuarvoja 2.5-3 suuremmat standardoitujen residuaalien itseisarvot saattavat viitata poikkeaviin
havaintoihin. Standardoitujen residuaalien itseisarvoja voidaan verrata Studentin t-jakaumasta
sopivasti valittuun Kriittiseen rajaan.

Poistoresiduaalit
Poikkeavia havaintoja voidaan etsié poistoresiduaalien avulla:
(i) Estimoidaan malli siten, ettd havainto i jétetéan pois.

(i) Maarétéan havaintoa i vastaava poistoresiduaali selitettavan muuttujan y havaitun arvony; ja
ilman havaintoa i estimoidun mallin muuttujalle y antaman arvon erotuksena (ennuste-
virheend).

Havaintoa i vastaava poistoresiduaali mittaa ilman havaintoa i estimoidun mallin kykyéa ennustaa
selitettavan muuttujan y arvo havainnossai.
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Poistoresiduaalit d; saadaan PNS-residuaaleista e kaavalla
d :1_ihi i=12,K,n
jossa
h =[P]. .i=12K,n
on hattumatriisin
P =X(XX) 'X¢
i. diagonaalialkio.
Estimoidun mallin poistoresiduaalgja d; voidaan kayttaa poikkeavien havaintojen tunnistamiseen:
Voimakkaasti muista poistoresiduaaleista poikkeavat poistoresiduaalit saattavat viitata poikkeaviin
havaintoihin.
Standardoidut poistoresiduaalit

Koska estimoidun lineaarisen regressiomallin poistoresiduaalit d; ovat yleensa heter oskedastisia,
regressiodiagnostiikassa tarkastellaan poistoresiduadlien sijasta usein standardoituja
poistoresiduaal gja.

Poistoresiduaalin d; varianssi on

2

D?(d)) =->

h i=12,K,n

jossa

h =[P]. .i=12K,n
on hattumatriisin

P = X(X&)1X¢

i. diagonaaliakio. Standardoidut €li studentisoidut poistoresiduaalit Std(d;) saadaan poisto-
residuaaleista d; kaavalla

Std(di)zb((jé) i=12K,n

jossa
2 0
D*(d)=—",i=1,2K,n
@)= i=t
on poistoresiduaalin d; varianssin estimaattori, jossa s(zi) on j&nndsvarianssin s harhaton
estimaattori mallista, josta havainto i on jatetty pois.
Standardoituja poistoresiduaalgja Std(d;) voidaan kayttaa poikkeavien havaintojen tunnistamiseen:

Jos estimoitu regressiomalli on riittéva kuvaamaan kaikkia havaintoja, standardoitujen
poistoresiduaalien itseisarvot saavat vain pienella todennakoi syydella suurempia arvoja kuin 2.5-3.
Lukuarvoja 2.5-3 suuremmat standardoitujen poistoresiduaalien itseisarvot saattavat viitata
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poikkeaviin havaintoihin. Standardoitujen poistoresiduaalien itseisarvoja voidaan verrata Studentin t-
jakaumasta sopivasti valittuun Kriittiseen rajaan.

Vipuluvut

Poikkeavia havaintoja voidaan etsid vipulukujen €li leverage-lukujen avulla:

Havaintoa i vastaava vipuluku (leverage) hii , 1 =1, 2, ..., n on hattumatriisin
P =X(XX) 'X¢

i. diagonaalialkio:

hi :[P]ii ’i :LZ’K’n
Vipuluvut h;; ovat verrannollisia havaintopisteiden
(Xil’)ﬁz’K')ﬂk) Jd=1L2,K,n

etaisyyksiin selittavien muuttujien x4, X, ... , Xc havaittujen arvojen x; aritmeettisten keskiarvojen
muodostamasta pisteesta

(%, %, K, %)
Vipulukuja h;; voidaan kayttéa poikkeavien havaintojen tunnistamiseen:
Jos havaintoa i vastaava vipuluku (leverage) h;; on selvasti muita suurempi, havainto i on syrjassa
selittdvien muuttujien muihin havaintoarvoihin ndhden. Syrjassa olevat havainnot saattavat vaaristaa
regressioanalyysin tulokset.
Cookin etaisyydet
Poikkeavia havaintoja voidaan etsid Cookin etaisyyksien avulla:

(i) Estimoidaan malli niin, ettd kaikki havainnot ovat mukana ja lasketaan estimoidulle mallille
sovitteet y, ,1 =1,2,K,n.

(i) Estimoidaan malli jattamélla pois havainto i ja lasketaan ilman havaintoa i estimoidun mallin
selitettavalle muuttujalle y antamaarvo Y, kaikille havaintoyksikéillel = 1, 2, ..., n.

(i) Verrataanlukuja ¥, ja ¥, toisinsa
Cookin etaisyydet D; saadaan kaavalla

D = é |n:1(9| - 9I(i))2
' (k+1)s°

jossa

1 &
32: 2
n- k- 1ia:1q

on jéénndsvarianssin s> harhaton estimaattori, joka on marétty, kun mallin estimoinnissa on kéytetty
kaikkia havaintoja.

Cookin etaisyydet D; voidaan laskea myos kaavalla
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b - SHE), h
' k+1 1-h
jossa Std(e) on havaintoai vastaava standardoitu residuaali ja
h =[P]. .i=12K,n
on hattumatriisin
P =X (X&) *X¢
i. diagonaalialkio.
Cookin etéisyyksia D; voidaan ké&yttda poikkeavien havaintojen tunnistamiseen:
Jos havaintoa i vastaava Cookin etéisyys
Di>1,i=1,2,...,n
tal on selvasti muiden havaintojen Cookin etéisyytta suurempi, havainto kannattaa ottaa erikois-
tarkasteluun.
Tilastografiikka ja poikkeavien havaintojen tunnistaminen

Poikkeavien havaintojen tunnistamiseen tarkoitettujen tunnuslukujen k&yttoa voidaan usein helpottaa
sopivillagraafisilla estykslla.

Talloin poikkeavien havaintojen tunnistamiseen kéytetyn tunnusduvun havaintokohtaiset arvot
T,i=12,...,n

piirretdan havaintonumeroa vastaan pistediagrammina
,T),i=42,...,n

jossa tunnusluku T; voi olla esimerkiks mika tahansa tunnusluvuista residuaali, standardoitu
residuaali, poistoresiduaali, standardoitu poistoresiduaali, vipuluku tai Cookin etéisyys.

18.5. Regressiokertoimien vakioisuus
Kun yleinen lineaarinen malli spesifioidaan muodossa
Y. =b,+bx,+b,x,+L+bx, +e ,i=12,K,n
spesifikaatioon sisdltyy implisiittisesti mallin regressiokertoimia koskeva vakiopar ametrisuus-
oletus: Regressiokertoimet
bo, b1, by, ..., b

ovat samat kaikille havainnoillei = 1, 2, ... , n. Lisdks mallia koskeviin standardioletuksiin kuuluu
homoskedastisuusoletus eli jaanndsvarianssia koskeva vakioparametrisuusoletus:

Va(e)=s?%,i=12,K,n

Homoskedastisuusoletuksen testaamista késitelldan kappaleessa Homoskedastisuusja hetero-
skedastisuus.

Testi regressiokertoimien vakioisuudelle
Jaetaan havainnot
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i=1,2,...,n
kahteen osaan:
Osal: i=12,..,h h kpl
Osa2: i=h+1,h+2 ...,n (n=h)kpl
Oletetaan lisdks, etta
h3 k+1
Muodostetaan kaks lineaarista regressomallia:
() Kéytetddn mallissa (1) havaintojai =1, 2, ... , h.
(i) Kéytetddn mallissa (2) havaintojai =1, 2, ..., n.
Malli (1) voidaan esittda matriisein muodossa
Yo = XBy +8,
jossa Xy, on hx(k + 1)-matriisi. Tehdd8n mallista (1) seuraavat oletukset:
r(x,)=k+1
g, N,(0,s1)
Malli (2) voidaan esittda matriisein muodossa
Yo = XB, +£,
jossa X, on nx(k + 1)-matriisi. Tehdddn mallista (2) seuraavat oletukset:
r(x,)=k+1
N (0,s?l)

€

Huomaa, ettd mallin (2) n” (k + 1)-matriisi X, voidaan esittéd muodossa
exzu
jossa(n—h)" (k + 1)-matriis X, on liittyy havaintoihin
i=h+1,h+2 ...,n
Estimoidaan molemmat mallit (1) ja (2) PNS-menetelmalla. Olkoon
SSE, = jédnnosneliosumma mallista (1)
SSE, = ja@dnnosneliosumma mallista (2)
Muodostetaan F-testisuure
_n-k-1 S5, - S5,
n- h SSE,

F

Jos nollahypoteesi

. — 2 2
HO' l}n_l}h’sn _sh

patee, testisuure F noudattaa F-jakaumaa vapausastein (n—h) ja(n—k—1):
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F F(n-hn-k-12
Suuret testisuureen arvot viittaavat siihen, etta oletus parametrien vakioisuudesta el pade.
Testi tunnetaan ekonometriassa nimella Chow-testi.

Testin toinen muotoilu
Ennustetaan sdlitettévan muuttujan y arvot havaintoyksikoissa
i=h+1,h+2, ...,n
edella méaritellylla regressomallilla (1):
§ =5 +bix, +bpx, +L+bix, i =h+1h+2K,n
jossa
by = (b, b, b, K, b))
regressiokertoimien mallin (1) regressiokertoimien vektorin p, PNS-estimaattori.
Olkoon
u=(U,,,u,,.K,u,)
ennustevirheiden
u=y-¥,i=h+Lh+2K,n
muodostama (n — h)-vektori. Vektorilla u on seuraavat stokastiset ominaisuudet:
E(u)=0
Cov(u) =s2(1 + X,(XE8X,) *X9)
jossa X, on havaintoihinj =h+ 1, h+ 2, ... , nliittyvd osa matriisista X,, . Olkoon lisaks s
tavanomainen harhaton estimaattori mallin (1) jdénnosvarianssille s ?.
Talodin matriis
Cov(u) = (I + X,(X8X,) *X§)
on ennustevirheiden vektorin u kovarianssimatriisin Cov(u) estimaattori.
Chow-testisuure nollahypoteesille
Ho: B, =B, So =S¢
voidaan edellé olevia merkintoja kayttéden esittdd muodossa
:n_—lhuﬂféov(u)]‘lu
Chow-testisuureella F on siten seuraava tulkinta: Chow-testisuure F testaa havainnoistai = 1, 2, ... ,

h estimoidun mallin (1) kykya ennustaa selitettdvan muuttujan y arvoja havainnoissa
i=h+1h+2 ...,n
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18.6. Multikollineaarisuus
Olkoon

y=Xp+e
standardioletukset toteuttava yleinen lineaarinen malli. Standardioletuksen (ii) mukaan selittgjien
X1, X2, ... , X« havaittujen arvojen ja ykkosten muodostama mukaan n” (k + 1)-matriisi X on
taysiasteinen:

r(X)=k+1

Vaatimus Siitg, ettéa matriisi X on taysiasteisuudesta merkitsee sitg, ettd matriisin X sarakkeiden on
oltavalineaarisesti riippumattomia.

Regressiokertoimien vektorin b PNS-estimaattori on
b = (X&) X

PNS-estimaattorin b kovarianssimatriisi on
Cov(b) =s*(X&)*

Y leisen lineaarinen mallin regressiokertoimien vektorin b PNS-estimaattorin ja sen kovarianssi-
matriisin kaavoista ndhddan vaittomasti: Jos matriisi X on vajaa-asteinen, PNS-estimaattoriaja
sen kovarianssmatriisia el voida muodostaa em. kaavailla.

Jos yleisen lineaarisen mallin selittéavien muuttujien havaittujen arvojen muodostama n” (k + 1)-
matriis X on vajaa-asteinen €li

r(X) <k+1
niin PNS-estimointi el siis ole tavanomaisessa mielessa mahdollista. Eras mahdollinen tapa ratkaista
tama ongelma on poistaa mallista niin monta selittgjaa, etta jajelle jddneiden sdittgjien havaittujen

arvojen (jaykkosten) muodostama matriisi on tysiasteinen. Emme késittele vajaa-asteisten
lineaaristen regressiomallien tapausta t&ssa enempéa.

Multikollineaarisuus
Jos matriisi X on taysiasteinen eli
r(X)=k+1

mutta matriisin X sarakkeet ovat |&hes lineaarisesti riippuvia, sanomme, etta mallin selittgét ovat
multikollineaarisia. Multikollineaarisuus saattaa hankal oittaa seké regressomallin estimointia etta
mallista tehtavaa tilastollista paattelya. Voimakas multikollineaarisuus saattaa hankal oittaa myos
mallin valintaa; lisdtietoja mallin valinnasta: ks. lukua Regressomallin valinta.

Koska multikollineaarisuus on — toisin kuin eksakti lineaarinen riippuvuus — suhteellinen
ominaisuus, voidaan puhua multikollineaarisuuden asteesta. Mita vahaisempaa on selittgjien multi-
kollineaarisuus, sitd itsendisempié ovat sdittdjét selitettavan muuttujan kayttéytymisen selittgjind. Jos
selittgdt ovat multikollineaarisia, ne selittavét jossakin mielessi saman osan selitettdvan muuttujan
kéayttaytymisesta.

Varianssin inflaatiotekija

Oletetaan, etta selitettavaéa muuttujaa y selitetdan lineaarisella regressiomallilla, jonka sdlittgjiné ovat
muuttujat X, Xz, ... , X« . Olkoon by selittgan x; regressiokertoimen b PNS-estimaattori. Talldin
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1 s?
2 n —
1- RJ' é -:1()%‘ } Xj)2

Var(b)) =

jossa Rj2 on selitysaste lineaarisesta regressiomallista, jonka selitettdvana muuttujana on
alkuperaisen mallin sdlittgja x; ja selittgina ovat kaikki muut alkuperéisen mallin selittgjista.
Regressiokertoimen b, varianssin kaavassa esiintyvaa tekijaa

1

2 )
j

VIF = ——, ] =12K k

kutsutaan selittgda x; vastaavaks varianssin inflaatiotekij aks.
Jos sdlittgjat xy, Xo, ... , X ovat ortogonaalisia eli korreloimattomia,

RP=0,j=12K,k
ja
VIF, =1, j=12K kK

Jos sdlittga x, voidaan esittéa muiden selittdjien xq, X, ... , Xi-1, Xj+1, ... , Xk lineaarikombinaationa,

RJ.2 =1
ja
VIF, = +¥
Kaavasta
SZ
Var(bj):VIFjvo . —
a izl(XiJ' - %)

nahdaén edelleen seuraavaa:

(i) Estimaattorin b; varianss on sité suurempi, mité suurempi on vastaava varianssin
inflaatiotekija VIF; .

(i)  Estimaattorin b; varianss on sité pienempi, mita pienempi on vastaava varianssin
inflaatiotekija VIF; .

Sdlittgien voimakasta multikollineaarisuutta pidetéén usein haitallisena, kun taas selittgjien
mahdollisimman suurta ortogonaalisuutta pidetéén usein tavoiteltavana. Esimerkiks ns. puhtaissa
koeasetel missa, joissa selittdvien muuttujien arvot voidaan valita, arvot pyritdan valitsemaan siten,
etta selittgjista tulee ortogonaalisia (tai |dhes ortogonaalisia).

Nyrkkisdantond multikollineaarisuuden haitallisuuden arvioimisessa kdytetdan joskus seuraavaa
sdantoa Jos

VIF; > 10
jollekinj =1, 2, ..., kmultikollineaarisuudesta saattaa olla haittaa.
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Momenttimatriisi, otoskovarianssimatriisi ja otoskorrelaatiomatriisi
Slittgjien x;, Xz, ... , X havaittujen arvojen momenttimatriis A =[ as] on k™ k-matriis, jonkar.
rivin ja s. sarakkeen akio a;s on muuttujien x; ja Xs havaittujen arvojen tulomomentti
a,=a (% - X)(%- %), r=12K,k, 512K k
i=1
jossa
- _1¢9 .
Nz

on selittgan x, havaittujen arvojen aritmeettinen keskiarvo. Sdlittégjien xi, X, ... , X havaittujen
arvojen momenttimatriis A voidaan esittda matriisein muodossa

A=(Z-1294Z- 129 =Z® - nZ Z¢

jossa

N
I

aitojen sdlittgjien xq, Xo, ... , X havaittujen arvojen muodostaman” k-matriisi

NI
I

aitojen sdittgjien xy, X, ... , X havaittujen arvojen aritmeettisten
keskiarvojen muodostama k-vektori

Selittgjien x;, Xz, ... , X havaittujen arvojen otoskovarianssmatriisi S=[ ss] on kK k-matriisi, jonka
r. rivinjas. sarakkeen akio ss on muuttujien X, ja Xs havaittujen arvojen otoskovarianss

1 ¢
Ss :ﬁa (Xr - )_(r)(XS- Ys)’r =12K,k,s=12K,k
- i=1

jossa
- _1¢9 .
X, ==—a X%, =L2K,k
Nz

on selittgan x, havaittujen arvojen aritmeettinen keskiarvo. Erityisesti

— 2 ;=
on selittgan x, havaittujen arvojen otosvarianssi. Selittgjien x;, X, ... , X havaittujen arvojen otos-
kovarianssimatriis S voidaan esittéd matriisein muodossa

-1 (z-1z9¢z-120=-1 A
n-1 n-1

jossa

Z = aitojen sdittgien xq, Xy, ... , X havaittujen arvojen muodostama
n" k-matriisi

NI
I

aitojen sdittgjien xy, X, ... , X havaittujen arvojen aritmeettisten
keskiarvojen muodostama k-vektori

A = aitojen sdittgjien xy, Xz, ... , X havaittujen arvojen muodostama
K" k-momenttimatriis
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Selittgjien x;, Xz, ... , X havaittujen arvojen otoskorrelaatiomatriisi R = [ r,s] on k" k-matriisi, jonka
r. rivinjas. sarakkeen akio r.s on muuttujien x. ja Xs havaittujen arvojen otoskorrelaatio

= 1 =12K.K, s=12K.K

rs

SS
jossa
Ss = muuttujien X jaxs havaittujen arvojen otoskovarianssi
S = ﬁ = on muuttujan x; otoskeskihajonta

S = 4/S¢ = Onmuuttujan xs otoskeskihgjonta

Sdlittgjien x4, X, ... , X« havaittujen arvojen otoskorrelaatiomatriis R voidaan esittéa matriisein
muodossa

R=D'SD*
jossa

(0]
I

aitojen sdittdjien xy, X, ... , X havaittujen arvojen muodostama
otoskovarianssmatriisi

diag(s, s, K, s.)

aitojen sdlittgjien xq, X, ... , X havaittujen arvojen otoskeskihajontojen
S, S, ... , & muodostama diagonaalimatriisi

O
I

Multikollineaarisuuden tutkiminen

Sdlittgjien xq, X, ... , X« multikollineaarisuutta voidaan tutkia — paits tarkastelemalla sdlittgjia
vastaavia varianssin inflaatiotekijoita — tutkimalla my6s seuraavien matriisien ominaisarvoja (ja
ominaisvektoreita):

(i) Aitojen sdlittgjien x;, Xz, ... , X havaittujen arvojen nxk-matriisista Z saatava kxk-meatriisi Z°Z
(i) Sdittgien xq, Xz, ... , X havaittujen arvojen momenttimatriis A

(i) Sdittgien xq, Xz, ... , X havaittujen arvojen kovarianssimatriis S

(i)  Selittgjien xq, Xz, ... , X havaittujen arvojen korrelaatiomatriis R

Multikollineaarisuuden mittarina voidaan kayttda matriisin kuntoisuuslukua eli suurimman ja
pienimman ominaisarvon suhdetta.

18.7. Homoskedastisuus ja heteroskedastisuus
Olkoon
y=Xp+e
standardioletukset toteuttava yleinen lineaarinen malli. Standardioletuksen (iv) mukaan kaikilla
mallin j&annostermeill&a ¢ on sama varianssi:

Va(e)=s?%,i=12,K,n
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Téata oletusta kutsutaan homoskedastisuusoletukseks. Jos homoskedastisuusoletus el pade, niin
sanomme, etta jdannostermit ovat heter oskedastisia ja kirjoitamme

Va(e)=s?,i=12,K,n
Tal6in siis on olemassa indeksit r jas Siten, etta

Va(e)=s>t sZ=Val(e)

Heteroskedastisuuden vaikutukset

Gaussin ja Markovin lauseen (ks. lukua Yleinen lineaarinen malli) mukaan yleisen

lineaarisen mallin regressiokertoimien PNS-estimaattorit ovat parhaita kertoimien lineaaristen ja
harhattomien estimaattoreiden joukossa, jos mallia koskevat standardiol etukset patevat. Erityisesti
estimaattorreiden varianssit ovat pienimpid mahdollisia

Jos regressomallin jddnnostermit g ovat heteroskedastisia, niin Gaussin ja Markovin lauseen ehdot
eivét toteudu, jolloin regressiokertoimien PNS-estimaattoreiden varianssista tulee tar peettoman
suuria, mill& on seuraavat vaikutukset regressiokertoimia koskevaan tilastolliseen paéttelyyn (ks.
lukua Yleinen lineaarinen malli):

() Regressiokertoimien luottamusvaleisté tulee tarpeettoman leveita.
(i) Regressiokertoimia koskevista testisuureiden arvoista tulee tar peettoman pienia.

Lisdtietoja: Ks. luvun Erityiskysymyksia yleisen lineaarisen mallin soveltamisessa kappaletta
Y leistetty pienimman nelibsumman menetelmé.

Heteroskedastisuuden havaitseminen

Jaannostermien heteroskedastisuus voidaan usein havaita estimoidun mallin hyvyytta
havainnollistavista res duaalidiagrammei sta:

(i)  Piirretéan standardoidut residuaalit Std(e) sovitteita y, vastaan:
(5,,Std(g)) ,i =L2,K,n

(i)  Aikasarjojen regressomalleissa resduaalit e piirretdan yleensa aikasarjana:
(,e),i=12,..,n

Jos residuaalidiagrammin pistepilvi e ole tasaleved (esim. pilvi levenee Sirryttéessi kuviossa oikesalle
tal vasemmalle), regressomallin jd8nnstermi saattaa olla heter oskedastinen.

Heteroskedastisuuden testaaminen

Olkoon
y,i=12,K,n

estimoidun lineaarisen mallin tuottama sovite ja
e,i=12K,n

vastaava residuaali. M&rataén selitysaste R? apuregressiosta
e =a,+a,y +d ,i=1L2K,n
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Jos homoskedastisuusoletus

Va(e)=s?,i=12,K,n
pétee testisuure nR? noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti ¢*-jakaumaa yhdella
vapausastedlla:

nR* . c*Q)
Suuret testisuureen nR? arvot johtavat homoskedastisuusoletuksen hylk&&miseen.
Huomautus:

Y m. homoskedastisuustesti saattaa reagoida myos regressiomallin rakenneosan vaaraan
spesifikaatioon.

Siten ym. homoskedastisuustestin testisuureen merkitseva arvo el saa
automaattisesti johtaa toimenpiteisiin, joilla pyritdan korjaamaan jaannostermin
heteroskedastisuus.

Varianssin stabiloivat muunnokset

Sopiva selitettavan muuttujan arvojen muunnos saattaa stabiloida jédnndstermien varianssin.

Seuraavaan taulukkoon on koottu joukko tallaisia muunnoksia:

Heteroskedastisuuden | Varianssin stabiloiva
tyyppi MuuNNos

S?u vakio ye=y

s*u E(y) ye=Jy
sTHEY[L-E(y)] | ye=arcsin(\y)

s> u[EW] ye=log(y)

18.8. Autokorrelaatio
Olkoon
y=Xp+g

standardioletukset toteuttava yleinen lineaarinen malli. Standardioletuksen (v) mukaan mallin
jéénndstermit g ovat korreloimattomia:

Cor(e,g)=0,i1 1|

Téata oletusta kutsutaan korreloimattomuusoletuk seksi. Jos korrel oimattomuusol etus el pade, niin
onolemassal * i sSiten, etta

Cor(e. )" 0

jasanomme, ettd jaénndstermit ovat korreloituneita.
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Korreloituneisuuden vaikutukset

Gaussin jaMarkovin lauseen (ks. lukua Yleinen lineaarinen malli) mukaan yleisen

lineaarisen mallin regressiokertoimien PNS-estimaattorit ovat parhaita kertoimien lineaaristen ja
harhattomien estimaattoreiden joukossa, jos mallia koskevat standardioletukset patevat. Erityisesti
estimaattorreiden varianssit ovat pienimpid mahdollisia

Jos regressomallin jd8nnostermit g ovat korreloituneita, niin Gaussin ja Markovin lauseen ehdot
eivét toteudu, jolloin regressiokertoimien PNS-estimaattoreiden varianssista tulee tar peettoman
suuria, mill& on seuraavat vaikutukset regressiokertoimia koskevaan tilastolliseen pééttelyyn (ks.
lukua Yleinen lineaarinen malli):

() Regressiokertoimien luottamusvaleisté tulee tarpeettoman leveita.
(i) Regressiokertoimia koskevista testisuureiden arvoista tulee tar peettoman pienia.

Lisdtietoja: Ks. luvun Erityiskysymyksia yleisen lineaarisen mallin soveltamisessa kappaletta
Yleistetty pienimman neliGsumman menetelméa.

Jaannostermien korreloituneisuus on [ahinna aikasarjojen regressomallien ongelma.

Aikasarjojen regressiomallit ja autokorrelaatio

Aikasarjojen regressiomalleissa kiinnitetéén huomio jédnnstermien korreloituneisuuden tyyppiin,
jota kutsutaan autokorrelaatioks. Oletetaan siis, ettéd havainnot ovat aikaj arjestyksessa ja olkoon g
lineaarisen mallin

y,=b,+bx,+b,x,+L+bx, +e,i=12,K,n
jaannostermi. Koska havainnot ovat aikajérjestyksesss, jaannostermit  muodostavat aikasarjan.
Koska lineaarista mallia koskevan standardioletuksen (i) mukaan
E(e)=0,i=1L2,K,n
jéénndstermien @ muodostaman aikasarjan t. autokovarianss g voidaan mééritella kaavalla
g =E(ee.,),i=t+1Lt+2,K,n,t =0,,2,K,n- 1
Erityisesti
g,=Var(e)=s?,i=12,K,n
on aikasarjan g varianss.
Huomautus:
Autokovarianssit g eivat riipu ganhetkestai.
Olkoot

g = jddnndstermien g t. autokovarianss

(2]
Jaanndstermien @ muodostaman aikasarjan t. auto-korrelaatiokerroin r, mééritelldan kaavalla

Var(g) = s* = jd&nndstermien g varianss

=% t=012K,n-1

0
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Huomautus:
Autokorrelaatiot r, eivat riipu ganhetkestai.

Autokorrelaatiokertoimilla r; on seuraavat ominaisuudet:

(i) ro=1
(i) r,=r,
(iii) |r, |EL

Durbinin ja Watsonin testi 1. kertaluvun autokorrelaatiolle
Tarkastelemme seuraavassa ldhemmin 1. kertaluvun autokorrelaation testaamista.
Asetetaan nollahypoteesi

Hy:r,=0

jossa ry on 1. kertaluvun autokorrelaatiokerroin. Maéritelldan Durbinin ja Watsonin testisuure
kaavalla

ale-e,)’
DW = =2

2

g

Qoo

i=1
jossag ,i=1,2, ..., nonestimoidun malin resduaali. Voidaan osoittaa, ettd on odotettavissa, etta
DW» 2

jos nollahypotees Hy pétee. Suuret DW-testisuureen poikkeamat sen normaaliarvosta » 2 johtavat
nollahypoteesin Hy hylk&&miseen.

Durbinin ja Watsonin testisuureella on seuraavat ominaisuudet:

0] OEDWEA4

(ii) DW» 0 U ro»+1
(iii) DW» 2 U ri»0
(iv) DW» 4 U ri»-1

Durbinin ja Watsonin testisuureen jakauma ei ole mitéan tavanomaista tyyppia, mutta DW-
testisuureen kriittisid arvoja on taulukoitu ja useat tilastolliset ohjelmistot tulostavat DW-testisuureen
kriittisia arvojajalta DW-testisuureen arvoja vastaavia p-arvoja.

Huomautuksia:

Durbinin ja Watsonin testi on autokor rel aatiotestind varsin rajoittunut, koska testi
kiinnittd& huomiota vain 1. kertaluvun autokorrelaatioon. Korkeamman kertaluvun auto-
korrelaatiolle kayttokelpoisiatestejd ovat esimerkiksi Boxin ja Piercen testi jaerés

L agrangen kertoj atesti; ks. kirjaa Aikasarja-analyysi.

Vaikka nollahypoteesi Hy kiinnittd8 huomiota vain jaéénnéstermien 1. kertaluvun auto-
korrelaatioon, Durbinin ja Watsonin testilla on kuitenkin keskeinen rooli regressio-
diagnostiikassa.
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Tama johtuu dita, etta testilla on voimaa monia erilaisia mallin spesifioinnissa
tapahtuneita virheita vastaan. Siten Durbinin ja Watsonin testisuureen merkitseva
arvo el saa automaattisesti johtaa toimenpiteisiin, joilla pyritéan korjaamaan
jadnnoster min autokorreloituneisuus.

18.9. Normaalisuus
Olkoon
y=Xp+e
standardioletukset toteuttava yleinen lineaarinen malli. Standardioletuksen (vi) mukaan mallin
jéénndstermit g ovat normaalisa:
e N(0,s?),i=12,.,n

Téata oletusta kutsutaan nor maalisuusoletukseksi. Jos oletus (vi) e pade, jddnnostermit ovat
epanormaalisia.
Epanormaalisuuden vaikutukset

Jos regressomallin jédnnostermit g elvét ole normaalisia, t- ja F-jakaumiin perustuvatilastollinen
paéttely el valttamétta ole enda patevad. Tamajohtuu sitd, ettd regressiokertoimien PNS-
estimaattoreiden otogakaumat eivét talloin ole (ainakaan eksaktisti) normaalisia.

Huomautuksia:

Vaikka jédnndstermit g elvét oliskaan normaalisia, t- ja F-jakaumiin perustuva
tilastollinen pééttely on kuitenkin yleensi suuntaa-antavaa, jos poikkeamat
normaalisuudesta ovat kohtuullisia

Vaikka jédnndstermit g elvét oliskaan normaalisia, t- ja F-jakaumiin perustuva
tilastollisen paéttelyn kayttda voidaan usein perustella asymptoottisilla argumenteilla so.
argumentellla, joissa vedotaan suurten otosten teoriaan.

Regressiomallien jd8nnos- eli virhetermien normaalisuutta voidaan tutkia usealla eri tavalla. Monet
tilastolliset ohjelmistot tarjoavat esmerkiks toisen tai molemmat seuraavista testeista:

Bowmanin ja Shentonin testi
Rankit Plot -kuvio seka Wilkin ja Shapiron testi

Kadttelemme tassa vain Bowmanin ja Shentonin testid. Rankit Plot —kuvion ja Wilkin ja Shapiron
testin kayttoa normaalisuuden testaamisessa kéasitelld8n luvussa Y hteensopivuuden,
homogeenisuuden jariippumattomuuden testaaminen.

Bowmanin ja Shentonin testi
Olkoon

14 ;
m=—a (e-¢)
Ny

residuaalien g r. keskusmomentti, jossa
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S|k

_ 3

e=—ase

i=1

onresiduaalien e aritmeettinen keskiarvo (= 0, jos regressomalli on lineaarinen ja mallissa on vakio).
M &éritelléan residuaalien vinous kaavalla

m,

rng;/z

jaresiduaalien huipukkuus kaavalla

Cl:

Bowmanin ja Shentonin testi ja&&nnéstermin normaalisuudelle perustuu c*testisuureeseen
ct =Lt
Jos nollahypoteesi j&anndstermin normaalisuudesta pétee, testisuure ¢ noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti ¢>-jakaumaa 2:lla vapausasteella:
c?~, c*(2)
Testisuureen ¢® normaaliarvo eli odotusarvo nollahypoteesin H, pétiessi on (approksimatiivisesti)
E(c?) =2
Normaaliarvoaan merkitsevasti suuremmat c*-testisuureen arvot viittaavat siihen, etté nollahypoteesi
Ho e péde.
Huomautus:

Bowmanin ja Shetonin normaalisuustesti saattaa reagoida myos regressomallin
rakenneosan vaaraan spesifikaatioon.

Siten Bowmanin ja Shentonin testisuureen merkitseva arvo e saa automaattisesti
johtaa toimenpiteisiin, joilla pyritdan korjaamaan jadnndoster min normaalisuus.

Normaalisuustestit saattavat reagoida myds regressio-mallin rakenneosan vadraan spesifikaatioon.

Siten normaalisuustestien testisuureiden merkitsevét arvot elvat saa automaattisesti johtaa
toimenpiteisiin, joilla pyritédan korjaamaan jédnndstermin epanor maalisuus.

18.10. Mallin ennustuskyky

Jossakin mielessa voimakkain mahdollinen testi minka tahansa toddllisuutta kuvaavan mallille on
mallin kyky ennustaa.

Olkoon
@D y. =b,+bx,+b,x,+L+bx +e,i=12,K,n
yleinen lineaarinen mallissa, jossa
Vi
Xjj

selitettavan muuttujan y havaittu arvo havainnossai

selittgjan x; havaittu arvo havainnossa i
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Oletetaan, etta seka sdlitettavasta muuttujasta y etté selittgjista xa, xo, ... , X on kaytettavissa
havaintoarvot havainnoista

i=1,2,...,nn+1n+2 ...,n+h (n+h)kpl
Estimoidaan mallin (1) parametrit havainnoista
i=1,2,...,n

Kéaytetdan havainnoistai = 1, 2, ... , n estimoitua mallia selitettdvan muuttujan y arvojen y;
ennustamiseen havainnoissa

i=n+1n+2 ..,n+h
Olkoon
y=Xp+e
lineaarinen malli havainnoillei = 1, 2, ... , n matriisimuodossa. Mallissa X onn” (k + 1)-matriig, jolle
r(X)=k+1
ja
¢ N_(0,s%)
Olkoon
b = (X&) X
vektorin b PNS-estimaattori havainnoista
=12, ...,n

Muodostetaan sdlittgjien xi, X, ... , X havaituistaarvoista x; havainnoissai =n+1,n+2,...,n+h
vektori

Zi:(lixilaxi21--- 1X|k)1|:n+11n+211n+h

Muodostetaan vektoreistaz h” (k + 1)-matriisi X, , jossa vektorit z ovat riveind. Taldin selitettavan
muuttujan y havaittujen arvojen y; havaintoihin

i=1,2,...,n
perustuvat ennusteet havainnoissa

i=n+1L,n+2 ...,n+h
saadaan kaavasta

y=z®,i=n+Ln+2,K,n+h
javastaavat ennustevir heet saadaan kaavasta

u=y-9,i=n+lLn+2,K,n+h
Muodostetaan ennustevirheista u; h-vektori

U = (Un+1s Uns2,y «-+ 5 Unen)
Ennustevirheilla

u=y-9=y-zb,i=n+ln+2K,n+h
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on seuraavat stokastiset ominaisuudet:
E(u)=0
Var(y) =s?(1+zqXK)"z)
Vastaavasti ennustevirheiden muodostamalla h-vektorilla
U = (Un+1s Une2,y «-- 5 Unen)
on seuraavat stokastiset ominaisuudet:
E(u)=0
Cov(u) =s%(1 + X, (XX) *X8)

Muodostetaan ¢?-testisuure

c?= gh u
-a 2
i=n+1 S
jossa u; on ennustevirhe havainnossa i jas* on tavanomainen havainnoistaj = 1, 2, ... , n méérétty

harhaton estimaattori jaannésvarianssille s* . Estimoitu malli ennustaa huonosti, jos testisuure ¢
saa suuria arvoja.

Asetetaan regressiomallin (1) parametrien samuutta otos- ja ennustejaksoilla koskeva nolla-hypoteesi
Ho: B, =B,,5 =5,

jossaindeks 1 viittaa ganjaksoon
i=1,2,...,n

jaindeks 2 viittaa gjanjaksoon
i=n+1,n+2 ...,n+h

Jos nollahypoteesi H, pétee, edella maaritelty c*-testisuure noudattaa c*-jakaumaa vapausastein h:
c® c?)

Suuret testisuureen arvot viittaavat siihen, etta oletus parametrien vakioisuudesta el pade.

Regressiomallin ennustekykya voidaan testata myos parametrien vakioisuutta testaavalla Chow-
testill4. Itse asiassa tissi esitetty ctestisuure ja Chowtesti ovat |aheistd sukua toisilleen ja antavat
asymptoottisesti eli suurilla havaintojen lukumé&érill& saman tuloksen.
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19.  Erityiskysymyksia yleisen lineaarisen mallin soveltamisessa

19.1. Erityiskysymyksia yleisen lineaarisen mallin soveltamisessa: Johdanto
19.2. Yleistetty pienimman neliosumman menetelmé
19.3. Rajoitettu pienimman neliosumman menetelméa

19.4. Instrumenttimuuttujamenetelma

Tarkastellemme téssa luvussa seuraavia yleisen lineaarisen mallin soveltamisen erityiskysymyksia

Jos yleisen lineaarisen mallin standardioletuksiin kuuluvat homoskedastisuus- tai
korreloimattomuusoletukset eivat pade, niin regressiokertoimien PNS-estimaattorit
eivat ole optimaalisia. Optimaaliset estimaattorit voidaan tall6in tuottaa yleistetylla
pienimman nelibsumman menetelmalla.

Jos yleisen lineaarisen mallin regressiokertoimia sitoo lineaarinen side-ehto tai rajoitus,
niin regressiokertoimien PNS-estimaattorit eivat ole optimaalisia. Optimaaliset
estimaattorit voidaan tallGin tuottaaraj oitetulla pienimman neliGsumman
menetelmalla.

korreloivat jadnndstermien kanssa, niin regressiokertoimien PNS-estimaattorit elvét
ole harhattomia eik& edes tarkentuvia. Téllaisessa tilanteessa PNS-menetelméé el saa
kayttaa regressiokertoimien estimointiin. Jos selittgien korvaamaan voidaan |0yt&a
ns. instrumentti eli keinomuuttujat, voidaan regressiokertoimille tuottaa
tarkentuvat estimaattorit instrumenttimuuttujamenetelmalla.

Avainsanat:

Ehdollinen odotusarvo, Ei-satunnaisuus, Estimaattori, Estimointi, F-testi, Gaussin ja Markovin lause,
Harha, Harhattomuus, Heteroskedastisuus, Homoskedastisuus, Instrumenttimuuttuja, Instrumentti-
muuttujamenetelma, Jaanndsneliosumma, Jadnnostermi, Jaannodsvarianssi, Keskihajonta,
Kokonaisneliossumma, Korrelaatio, Kovarianssi, Lagrangen menetelma, Lineaarinen regressiomalli,
Lineaarisuus, Malli, Mallineliésumma, Minimointi, Modifioidut standardioletukset, NeliGsumma,
Normaalisuusoletus, Odotusarvo, Otos, Otosjakauma, Otostunnusluku, Painotettu pienimman
nelidssumman menetelm&, Parametri, Pienimman nelibsumman estimaattori, Pienimman

nelibsumman menetelma&, Rajoitettu pienimman neliGsumman estimaattori, Rajoitettu pienimman
nelibssumman menetelma&, Rajoitus, Rakenneosa, Regressioanalyysi, Regressiofunktio,
Regressiokerroin, Regressio- malli, Residuaali, Satunnaisuus, Satunnainen osa, Selittaja,
Selitettdva muuttuja, Selittava muuttuja, Selitysaste, Side-ehto, Sovite, Standardioletus,
Systemaattinen osa, Tarkentuvuus, Tehokkuus, Testi, Usean selittdjan lineaarinen regressiomalli,
Vakioselittdja, Varianssianalyysihajotelma, Virhetermi, Usean selittdjan lineaarinen regressiomalli,
Yleinen lineaarinen malli, Yleistetty pienimman neli6- summan estimaattori, Yleistetty pienimman

neliGssumman menetelméa
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19.1. Erityiskysymyksia yleisen lineaarisen mallin soveltamisessa: Johdanto

Yleinen lineaarinen malli

Oletetaan, ettéd muuttujieny jaxs, X, ... , X havaittujen arvojen vélilla vallitsee lineaarinen
tilastollinen riippuvuus, joka voidaan ilmaista yhtaolla

Y = byt bx, + by, tL+ b X+ ,1=12,K,n

jossa
yi = selitettdvan muuttujan y satunnainen ja havaittu arvo
havaintoyksikossi i
Xj = selittavan muuttujan eli sdlittgjan X; ei-satunnainen ja havaittu arvo

havaintoyksikossii, j= 1, 2, ... , k

e = jaannos- €l virhetermin esatunnainen ja ei-havaittu arvo
havaintoyksikossd i

bo = vakioselittdj an regressokerroin;
bo on ei-satunnainen ja tuntematon vakio

by = selittdjan x regressokerroin,j =1, 2, ..., k;
b; on ei-satunnainen ja tuntematon vakio
Tal6in yhtal6 méarittelee usean selittdj an lineaarisen regressomallin, jota kutsutaan yleiseks
lineaariseks malliksi.
Seuraavassa kertaamme yleisen lineaarisen mallin formuloinnin matriisein, mallia koskevat

standardioletukset ja padkohdat mallin parametrien estimoinnista; lisétietoja: ks. lukua Y leinen
lineaarinen malli.

Y leinen lineaarinen malli voidaan esittd4 matriisein muodossa
y=Xp+e
jossa
y = sditettdvan muuttujan y havaittujen arvojen muodostama satunnainen
n-vektori

X = sdittgjien xq, X, ... , X havaittujen arvojen ja ykkdsten muodostama
n" (k + 1)-matriis

b = regressokertoimien muodostama tuntematon ja kiinted eli ei-satunnainen
(k + 1)-vektori

e = jaanndstermien muodostama ei-havaittu ja satunnainen n-vektori

Jos yleisen lineaarisen mallin slittgét x,, X, ... , X ovat kiinteita eli ei-satunnaisia muuttujia, mallia
koskevat standardioletukset esitetdan matriisein seuraavassa muodossa:

(i) Matriisin X akiot ovat kiinteita eli ei-satunnaisia vakioita
(i) Matriis X on taysiasteinen:
r(X)=k+1
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(iii) E(g)=0

(iv)& (v) Homoskedastisuus- ja korrel oimattomuusol etus:
Cov(e) =s°I

(vi) e N _(0,52)

Jos yleisen lineaarisen mallin sdlittgat x,, X, ... , X ovat satunnaismuuttujia, mallia koskevat
modifioidut standardioletukset esitetdan matriisein seuraavassa muodossa:

()" Matriisin X alkiot ovat satunnaismuuttujia.
(i) Matriisi X on taysiasteinen:

r(X)=k+1

(iii)” E(e|X)=0

(iv)"&(v)" Homoskedastisuus- ja korrel oi mattomuusol etus:
Cov(g|X) =57l

(vi)’ g|X N,_(0,s?)

Regressiokertoimien PNS-estimaattorit ja niilden ominaisuudet
Y leisen lineaarisen mallin
Yi = by + b%, + by, tL+ b X+ ,1=12,K,n

regressiokertoimien

bo, by, by, ..., b
PNS- di pienimman nelidsumman estimaattorit
bo, by, by, ..., b

minimoivat jadnnos- eli virhetermien g neliGsumman
é eiz :é (yi - bo' bl)ﬁl' bz)ﬁz' L- bk)ﬁk)z
i=1 i=1

kertoimien by, by, b, ... , bc suhteen.

Y leisen lineaarisen mallin y = Xp +¢ regressiokertoimien vektorin
b= (bo, bl, bz, . bk)

PNS-estimaaattori voidaan esittéa matriisein muodossa
b=(XX)*'X¢

PNS-estimaattorilla b on standardioletuksien (i)-(vi) pétiessi seuraavat stokastiset ominaisuudet:
E(b) =p
Cov(b) =s*(XX)*
b N.,(B,s*(XX)")
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Gaussin ja Markovin lause
Olkoon
y=Xb+e
yleinen lineaarinen malli, joka toteuttaa standardioletukset (i)-(v). Tall6in pétee
Gaussin jaMarkovin lause:
Regressiokertoimien vektorin b PNS-estimaattori
b=(XX)'X¢

on paras vektorin b lineaaristen ja harhattomien estimaattor eiden joukossa.

Gaussin ja Markovin lauseen tulkinta

Regressiokertoimien vektorin b PNS-estimaattorin b paremmuudella tarkoitetaan Gaussin ja
Markovin lauseessa seuraavaa: Josb™ on mielivaltainen regressiokertoimien vektorin b lineaarinen
ja harhaton estimaattori, niin talléin

Cov(b’)* Cov(b)
Huomautuksia:
Estimaattorin b’ lineaarisuus: b™ on muotoa
b = Ay

jossa(k + 1)" n- matriisin A akiot eivat saa riippua selitettdvan muuttujan y havaituista
arvoista.

Estimaattorin b™ harhattomuus:
E(b) =b
Merkinndla
Cov(b") 2 Cov(b)
tarkoitetaan Sitg, etta matriisi
Cov(b") - Cov(b)
on positiivisesti semidefiniitti matriis eli
a€Cov(b’) - Cov(b))a3 Okaikillea! 0
Epayhtdosta
a€Cov(b’) - Cov(b))a3 Okaikillea! 0

Seuraa erityisesti se, etta yksittaisten regressiokertoimien PNS-estimaattoreiden b, j =0, 1, 2, ... , k
varianssit ovat pienimpid mahdollisia lineaaristen ja har hattomien estimaattore den joukossa:
Jos b; on mika tahansa regressiokertoimen 4 lineaarinen ja harhaton estimaattori, niin

Var(b; )3 Var(b,), j =0,1,2,K,k
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Gaussin ja Markovin lauseen mukaan tavallinen PNS-estimaattori b on siis paras regressio-
kertoimien vektorin b lineaaristen ja harhattomien estimaattoreiden joukossa, jos standardi-
oletukset (i)-(v) patevét. Tama el tarkoita sitd, etté regressiokertoimien vektorille b el vois 16ytya
(jossakin mielessd) PNS-estimaattoreita parempia estimaattoreita, jos siirrytdan pois lineaaristen
ja harhattomien estimaattoreiden joukosta tai standardioletuksista (i)-(v) luovutaan.

Kun PNS-estimaattori ei ole paras

Tarkastelemme tassa luvussa kahta tilannetta, joissa regressiokertoimien vektorin b PNS-
estimaattori b on kylla harhaton, mutta ei ole optimaalinen:

(@  Jos homoskedastisuus- ja korrel oimattomuusol etus
(iv)&(v)  Cov(g)=s’l
e pade, niin ns. yleistetty PNS-estimaattori on parempi kuin PNS-estimaattori b.

(b) Jos lineaariset side-ehdot tai rajoitukset sitovat vektorin b alkioita, niin ns. rajoitettu PNS-
estimaattori on parempi kuin PNS-estimaattori b.

Kun PNS-estimaattoria el saa kayttaa

Tarkastelemme téssa luvussa myos erasté sellaista tilannetta, jossa yleisen lineaarisen mallin
regressiokertoimien vektorin b PNS-estimaattori b e ole harhaton eiké edes tarkentuva, jolloin
PNS-estimaattoria el voi pitaa kelvollisena estimaattorina vektorille b. Nain tapahtuu esim.
tilanteessa, joissa selittdja on stokastinen ja korreloi jadnnoster min kanssa. Joskus vektorille

b voidaan téllaisessa tilanteessa kuitenkin muodostaa tarkentuva estimaattori ns.
instrumenttimuuttujamenetelmalla.

19.2. Yleistetty pienimman neliosumman menetelméa
Yleista lineaarista mallia
y=Xp+e
koskevien standardioletuksien (iv) ja (v) mukaan
Cov(g) =s°l
Oletuksen (iv) mukaan jaannostermit g ovat homoskedastisia €li niilla on sama varianssi:
Var(g)=s*,i=1,2,...,n
Oletuksen (v) mukaan jd@nndstermit g ovat korreloimattomia:
Cor(g,q)=0,it1
Korvataan oletukset (iv)& (V) ja (vi) oletuksilla
(iv) &(v)’ Cov(g) =s*V
(vi)’ g N(0,s2V)
jossaV on positiivisesti definiitti n” n-matriisi. Oletuksien (iv) &(v) ja (vi)” mukaan ja&annostermit g
saavat olla seka heteroskedastisia €li erivarianssisia etta korreloituneita.

Huomautus:
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Koska matriis V oletettiin positiivisesti definiitiks, niin se on epasingulaarinen jasilla
on kadanteismatriisi.

Regressiokertoimien vektorin b yleistetty PNS-estimaattori saadaan minimoimalla neliomuoto

(y- X)W *(y - XB)

vektorin b suhteen. Vektorin b yleistetty PNS-estimaattoriks saadaan

bos =(XW IX) ' XW 1ty

Merkinnéssa: GLS= Generalized Least Squares.
Perustelu:

Olkoon
y=Xb+e, Xn (k+1)

yleinen lineaarinen malli, joka toteuttaa tavanomaiset oletukset paitsi, etta jadnndstermin e
kovarianssmatriisi on muotoa

Cov(e) = sV
jossa V on positiivisesti definiitti n” n-matriisi.
Koska matriis V on oletettu positiivisesti definiitiksi, se on epasingulaarinen ja liséks péatee
ns. Cholesky-hajotelma: On olemassa epasingulaarinen n” n-ylakolmiomatriisi U siten, etta

VvV =UU’
Kerrotaan nyt regressioyhtd o
Q y=Xb+e
vasemmalta matriisilla U™, jolloin saamme yht&lon
(2) Uly=UXb+U"e
Y htél6 (2) voidaan kirjoittaa muotoon
3 z=Tb+d
jossa

z = Uly

T =UX

d =U'e

Y htalo (3) méarittelee yleisen lineaarisen mallin, jonka jaanndstermi toteuttaa tavanomai set
ol etukset.

Todetaan ensin, etta
E(d)=E(U'e)=U'E(e =U'0=0
Liséks mallin (3) jéanndstermi d on sek& homoskedastinen etté korreloi maton:
Cov(d) = E{[d—E(d)][d-E(d)]}
= E(dd)
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E[U "ee’(U™")]
U 'E(ee)(U)?
U 'Cov(e)(U")*
sUtvuyt
sUtuu (Ut

= s

Sovelletaan tavanomaista PN S-keinoa regressioyhtal6on (3), jolloin regressiokertoimien
vektorin b PNS-estimaattoriksi saadaan (GLS = Generalized Least Squares):

(TT) T’z

X (UHUX) X UHUly
X (U U)Xy Uy
(X" (UU) X)X (UU) Yy
XV IX)IX'Vly

bGLS

Yleistetyn PNS-estimaattorin odotusarvo ja kovarianssimatriisi

Olkoon

y=Xp+e
standardioletukset (i)-(iii) ja modifioidut standardiol etukset
(iv) &(v)’ Cov(g) =s*V

toteuttava yleinen lineaarinen malli. Edella todettiin, ettéa parametrivektorin b yleistetty PNS
estimaattori on

bos =(XW IX) ' XW 1ty

()  Yleistetty PNS-estimaattori bg s on harhaton parametrivektorille b:
E(bes) = b

(i)  Yleistetyn PNS-estimaattorin bg, s kovarianssmatriisi on
Cov(bers) = S°(X 'V IX) !

Perustelu:

(i)  Suoraan laskemalla saadaan:

E(bes) = E[(X'V'X)'X'V'Yy]

(X' VX)XV E(Y)

X'V X)XV Xb

=b
(i)  Yleistetyn PNS-estimaattorin bg s kaavaa johdettaessa malli
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y=Xb+e
muunnettiin malliks
z=Th+d
jossa
z = Uly
T =U
d =U'e
ja U on epéasingulaarinen ylakolmiomatriis joka toteuttaa ehdon
VvV =UU
Siten

Cov(berg) = S*(TT) ' = SA(X V' IX)t

Modifioitu Gaussin ja Markovin lause yleistetylle PNS-estimaattorille
Olkoon

y=Xp+e
standardioletukset (i)-(iii) ja modifioidut standardioletukset
(iv) &(v)’ Cov(g) =s*V

toteuttava yleinen lineaarinen malli.
Gaussin ja Markovin lause yleistetylle PNS-estimaattorille:
Regressiokertoimien vektorin b yleistetty PNS-estimaattori
bos =(XW IX) *X& 1ty

on paras (eli tehokkain) vektorin b lineaaristen ja harhattomien estimaattor eiden joukossa.

Perustelu:
Y leistetyn PN S-estimaattorin bg s kaavaa johdettaessa malli
Q y=Xb+e
muunnettiin malliksi
3 z=Tb+d
jossa
z = Uly
T =UX
d =U'e
ja U on epésingulaarinen ylakolmiomatriisi joka toteuttaa ehdon
VvV =UuU
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Koskamalli (3) toteuttaa ns. tavanomaiset oletukset, regressiokertoimien vektorin b PNS-
estimaattori

bas =(TT) 'T'z=(X' VX)X V'y
on Gaussin ja Markovin lauseen mukaan paras regressiokertoimien vektorin b lineaaristen ja

harhattomien estimaattoreiden joukossa mallissa (3) ja esimerkiks parempi kuin tavallinen
PNS-estimaattori b. Tama merkitsee sit§, etta matriis

Cov(b) - Cov(bgLs) = SAX'X) - s3(X 'V IX)*t
on oltava positiivisesti semidefiniitti kaikilleV > 0.

Y leistetty PNS-estimaattori néhddan parhaaks lineaaristen ja harhattomien estimaattoreiden
joukossa my6s suoraan laskemalla vetoamatta Gaussin ja Markovin lauseeseen.

Olkoon
b =Hy
jokin regressiokertoimien vektorin b lineaarinen ja harhaton estimaattori. Taldin
E(b) = E(Hy) = HE(y) =HE(Xb +e) =HXb =b
josta seuraa, etta
HX =1
M &&ritell&8n matriisi C yhtalolla
H=XVX)XV*'+C
Koska edella esitetyn mukaan
HX = (X' VX)X VIX+CX =1 +CX =1
niin valttamétta
CX=0
Siten
Cov(b") = Cov(Hy)
=E{[Hy — E(Hy)][Hy —E(HY)]'}
=E{[Hyy'H’}
=HE(yy")H"
= S"HVH’
=X VX)XV T+ CIVI(X VX)XV +C)
= s (X'VIX) '+ s'CviC
= Cov(bgLg) + S°CV'C’

Koska matriis CV''C” on ei-negatiivisesti defiiniitti, véite yleistetyn PNS-estimaattorin
paremmuudesta on todistettul.
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Erityisesti yleistetty PNS-estimaattori b, s on modifioitujen standardioletusten (i)-(iii) ja (iv) &(v)°
pétiessa parempi kuin tavallinen PNS-estimaattori b:
Cov(b) ® Cov(b,..)

Yleistetyn PNS-estimaattorin stokastiset ominaisuudet

Y leisen lineaarisen mallin regressiokertoimien vektorin b yleistetylla PNS-estimaattorilla b s on
modifioitujen standardioletuksien (i)-(iii), (iv)' & (v) ja(vi) pétiessi seuraavat stokastiset
ominai suudet:

(1) bgg onharhaton.
(2) by paras(€li tehokkain) lineaaristen ja harhattomien estimaattoreiden joukossa.
(3) by onnormaalinen.

Lisaks voidaan osoittaa, etta b, s on (sopivin liséehdoin) tarkentuva.

Laskettava yleistetty PNS-estimaattori
K &ytannossa modifioitujen standardioletuksien (iv) &(v)” ja (vi) jaénndstermin e kovarianssi-
matriisissa
Cov(g) =s*V
esintyvan’ n-matriisi V on tuntematon. Koska matriisissaVV on
n(n + 1)/2
vapaata parametria, matriisiaV el voida sellaisenaan estimoida n:std havainnosta.
Oletetaan sk, etta kovarianssimatriis V riippuu tuntemattomista parametreista
a, @, ..., O
jossa
m < n (= havaintojen lukumaéard)
Tavallisesti haluamme, ettd m on selvasti pienempi kuin n:
m<<n

Oletetaan lisaksi, etta parametrit @, @, ... , d, voidaan estimoida tarkentuvasti eli siten, etta
estimaattorit havaintojen lukumaaran kasvaessa léhestyvét stokastisesti parametrien oikeita arvoja.

Muodostetaan parametreista ai, @, ... , dn m-vektori d:
d=(d, &, ..., dy
Kéaytetaén kovarianssmatriisille V merkintéa
V) =V(a.a,K,.a,)
korostamaan matriisin V riippuvuutta parametreista @, @, ... , dy.
Olkoon V(3) matriisin V(d) estimaattori, joka saadaan sijoittamalla parametrin d paikalle sen
tarkentuva estimaattori 6 . Taloin
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bis = (XEV(9)] X)X ¢V (@)] 'y
on regressiokertoimien vektorin b tarkentuva estimaattori, jota kutsutaan usein laskettavaksi (engl.
feasible).
Matriis V voidaan spesifioida eli esittéd parametrointi tekemalla sopivia oletuksia mallin ja&nnés-
termin e heter oskedastisuus- tal kovarianssirakenteesta. Esmerkiks tietyn tyyppisissa aikasarjojen
regressiomalleissa matriis V voidaan spesifioida jagnndstermin autokorrel aatiorakenteen
perusteella.
Painotettu PNS-estimaattori
Oletetaan, etta yleinen lineaarinen malli

y=Xp+e
toteuttaa modifioidut standardioletukset (i)-(iii), (iv) &(v) ja (vi)’, muttaj&&nndstermin e
kovarianssmatriisissa

Cov(e) =s 2V
esintyva matriis V on diagonaalinen:

V =diag(z},Z,K,Z)
jossa luvut

zZ =Va(e),i=12,K,n
ovat tunnettuja. Taloin jaédnndstermit ovat korreloimattomia, mutta ne saavat yleisessa tapauksessa
ollaheteroskedastisia.
Taloin regressiokertoimien vektorin b yleistetyn PNS-estimaattorin kaavassa

bos =(XW IX) *X& 1ty
matriisn V kdanteismatriis on muotoa

vVt =diag(l/ 22,1/ Z2,K 1/ Z%)
Talloin estimaattoria b, ¢ kutsutaan tavallisesti painotetuks PNS-estimaattoriksi.

Nimitys painotettu PNS-estimaattori johtuu Sitd, etté estimaattori voidaan muodostaa soveltamalla
tavallista PNS-menetel maa muunnettuihin havaintoarvoihin, jotka saadaan kertomalla alkuperéiset
havaintoarvot

Vi, Xi1, X2, ooe s X, 1 =1, 2, ..., N
painoilla
Yz,i=12 ...,n

19.3. Rajoitettu pienimman neliosumman menetelméa
Oletetaan, etta standardioletukset (i)-(v) toteuttavan yleisen lineaarisen mallin
y=Xp+e

TKK @ llkka Mellin (2006) 424



Tilastolliset menetelmat 19. Erityiskysymyksia yleisen lineaarisen mallin soveltamisessa

jossaX onn” (k +1)-matriisi, n3 k+1, r(X) = k +1, regressiokertoimia b sitoo lineaarinen rajoitus
eli side-ehto

Rp=r
jossaR onm’ (k +1)-matriis, m£ k +1, r(R) =m.
Huomautus:
Josehto RP =r pétee, regressiokertoimet b eivéat voi varioida vapaasti (k + 1)-

ulotteisessa avaruudessa  “™, vaan ainoastaan ehdon méaéritteleméassa mrulotteisessa
lineaarisessa aliavaruudessa (= m-ulotteisella tasolla).

Regressiokertoimien vektorin b rgoitettu PNS-estimaattori saadaan minimoimalla neliomuoto
(y- Xp)&y - XB)
vektorin b suhteen ottamalla huomioon side-ehto
Rp=r
Tamaon sidottu aariarvotehtava, joka voidaan ratkaistaan Lagrangen keinolla. Vektorin b
rajoitettu PNS-estimaattori on
b, =b+UR®(r - Rb)

jossa
U=(X&)"*
S=(RUR¢™
ja
b=UX%

on vektorin b tavallinen PNS-estimaattori.
Merkinnassa: R = Restricted.
Perustelu:
Oletetaan, etta
y=Xb+e, Xn (k+1)

on tavanomaiset ol etukset toteuttava yleinen lineaarinen malli, jonka regress okertoimien
vektoria b sitoo lineaarinen rajoitustai side-ehto

Rb=r
jossaR taysiasteinen m’ (k + 1)-matriis, m£ k +1.
Minimoidaan neliosumma
ee=(y- Xb)(y- Xb)
side-ehtojen
Rb=r
vallitessa. Kaytetdan tahan Lagrangen keinoa.
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Minimoitava funktio on muotoa
f(b) = (y- Xb)(y- Xb)+2 "(Rb - r)
zyy-2b°Xy+b' X' Xb+2 'Rb- 2 r
jossa2l on Lagrangen kertoimien muodostama (k + 1)-vektori (kerroin 2 on mukana
mukavuussyistd).

Derivoidaan funktio f(b) sekd muuttujan b etté kerroinvektorin | suhteen ja merkitdén
derivaatat nolliksi:

0) wﬂ—g}):-2X®+ZX®(B+ZR(&:0
. it ) _ Cop =
(i) —'nx 2RB- 2r =0

Yhtal6t (i) ja (i) muodostavat yhtélosysteemin, jossa tuntemattomina ovat vektorit b jal .
Kerroinvektori | voidaan eliminoida yhtaldista, jonka jalkeen b saadaan ratkaistuksi.

Kerrotaan yhtald (i) vasemmalta matriisilla R(X X) * (jaluvulla - 1/2), jolloin saadaan:
R(X'X) X'y - Rb =R(X'X) 'Rl

Koska matriis R(X"X) 'R” on tiysiasteinen m m-matriisi, vektori | voidaan ratkaista tasté
yhtélosta. Ottamalla samalla huomioon yhtalo (i), saadaan ratkaisuksi

| =(RX'X)'R)Y(Rb- Rb)=(RX'X)'R)Y*Rb- r)
missa
b=(XX)'Xy
tavanomainen PNS-estimaattori vektorille b.
Sijoitetaan saatu vektorin | lauseke yhtal6on (i), jolloin saadaan yhtéo
-Xy+XXp+R(R(X'X)'R)*(Rb-r)=0
Ratkaisemalla b tésta yhtél sté saadaan regressiokertoimien vektorin b rajoitettu tai sidottu
PNS-estimaattori:
br=b- (X' X)'R(RX'X)'R)YRb - r)

Rajoitetun PNS-estimaattorin odotusarvo ja kovarianssimatriisi

Oletetaan, etta standardioletukset (i)-(v) toteuttavan yleisen lineaarisen mallin
y=Xp+e

regressiokertoimia b sitoo lineaarinen rgjoitus eli side-ehto
Rp=r

Edellatodettiin, ettd parametrivektorin b rajoitettu PNS-estimaattori on
br=b- (X'X)'R'(RX'X) 'R (Rb - r)
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() Rajoitettu PNS-estimaattori br on harhaton parametrivektorille b:
E(bg) =b
(i) Raoitettu PNS-estimaattorin bg s kovarianssimatriisi on
Cov(bg) = S[(X'X) ' - (X' X) 'R (RX'X)'R)TR(X'X) Y
Perustelu:
(i)  Suoraan laskemalla saadaan:
E(br) = E[b- (X'X)'R'(RX'X)'R)Rb - r)]
E(b) - (X" X) 'R (R(X"X)'R)RE(b) - r)
b- (X' X)'R'(RX'X)'R)™*Rb - r)
=b
(i) Oletetaan, ettargjoitukset Rb = r patevét. Merkitsemélla
C=(X'X)'R’
voidaan  rgoitetun PNS-estimaattorin b lauseke kirjoittaa muotoon
br=b - C(C'X'XC)(Rb - r)
Koska
b=b+ (X X)'X'e
saadaan yhtélo
br- b=[(X"X)*- C(C'X'XC)'C']Xe
Koska oletimme, ettd Rb = r, jolloin bg on harhaton parametrivektorille b, niin
Cov(br) = E{[(br- E(br)][(br- b)]'}
= E[(br- b)(br- b)]
= [(X'X)'- C(C'X'XC)'C'IX E(e€)X[(X'X) ' - C(C'X'XC)'C]
= S(X'X) - C(C'X'XC)'CIX X[(X'X) - C(C'X'XC)™'C]
= S(X'X)'- c(C'X'XC)'C]
= SIXX) - (X X)'R(RXCX)IR)TRXX) ]

Modifioitu Gaussin ja Markovin lause rajoitetulle PNS-estimaattorille
Oletetaan, etta standardioletukset (i)-(v) toteuttavan yleisen lineaarisen mallin
y=Xp+e
regressiokertoimia b sitoo lineaarinen rgjoitus eli side-ehto
Rp=r
Edellatodettiin, etta parametrivektorin b rajoitettu PNS-estimaattori on
br=b- (X'X)'R'(RX'X) 'R (Rb - r)
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Gaussin ja Markovin lauserajoitetulle PNS-estimaattorille:
Regressiokertoimien vektorin b rajoitettu PNS-estimaattori
b, =b+UR®(r - Rb)
on paras (eli tehokkain) sellaisten vektorin b lineaaristen ja harhattomien estimaattoreiden
joukossa, joille side-ehto
Rp=r
pétee.
Erityisesti rgjoitettu PNS-estimaattori b, on standardioletuksien (i)-(v) jaside-endon Rb =r
patiessa parempi kuin tavallinen PNS-estimaattori b:

Cov(b) 3 Cov(byg)
Perustelu:
Olemme aikaisemmin todenneet, etta
Cov(b) = s*(X"X)*
jaolemme johtaneet edella tuloksen
Cov(bg) = S[(X'X) ' - (X' X) 'R (RX'X)'R)TR(X'X) Y
Siten samme suoraan laskemalla:
Cov(b) - Cov(bgr) = s*(X"X) 'R (RX'X) 'R )T R(X'X)™*
mik& on selvasti ei-negatiivisesti definiitti matriis.

Rajoitetun PNS-estimaattorin stokastiset ominaisuudet

Y leisen lineaarisen mallin regressiokertoimien vektorin b rajoitetulla PNS-estimaattorilla b, on
standardioletuksien (i)-(vi) jaside-ehdon Rb = r pétiessi seuraavat stokastiset ominaisuudet:

(1) by onharhaton.
(2) by paras (eli tehokkain) lineaaristen ja harhattomien estimaattoreiden joukossa
(3) b, onnormaalinen.
Lisaks voidaan osoittaa, etta b, on (sopivin lisdehdoin) tarkentuva.
Rajoitusten testaus
Asetetaan nollahypoteesi
H,:RB=r
jaméaéritelldan F-testisuure
= (r - Rb)®(r - Rb)

ms’
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jossa
b=UX§
on vektorin b tavallinen PNS-estimaattori ja

1
s’ = - Xb)¢y - Xb
Y XDy Xb)
vastaava jéénnodsvarianssin s> harhaton estimaattori. Jos standardioletukset (i)-(vi) ja nollahypotees
Ho pétevét, testisuure F noudattaa F-jakaumaa vapausastein mjan —k — 1.

F F(mn-k-1

Suuret testisuureen F arvot merkitsevét sitg, etta nollahypotees Ho on hylattava.
Edella esitetty F-testisuure nollahypoteesilie

Hy:Rp=r
voidaan kirjoittaa myds muotoon

_n-k-1 S5 - SSE
m SSE

F

jossa
SSE =(y- Xb)¢y - Xb)
on jaédnnosnelibsumma tavallisesta PN S-estimaattorista b ja
SSE; = (y - Xbg)&y - Xbg)
on jaannosnelidsumma rgjoitetusta PNS-estimaattorista br .
Y leisen lineaarisen mallin soveltamisen yhteydessd on tapana tarkastella nollahypoteesien
Hor : b= b == b =0
ja
Ho :5=0,j=12,...,k
testaamista; ks. lukua Yleinen lineaarinen malli.

Nollahypoteesiin Hor kohdistettu testi on yleistesti regression olemassaololle. Jos nollahypoteesi Hor
J&8 voimaan, selitettava muuttujan y havaitut arvot eivat riipu lineaarisesti yhdenkdan selittgjan x,,
X2, ... , Xk havaituista arvoista.

Nollahypoteesiin Hy kohdistetulla testilla testataan sdlittgjan x5 ,j =1, 2, ... , k vaikutusta
selitettdvaan muuttujaan y. Jos nollahypotees Hy; jé& voimaan, selitettdva muuttujan y havaitut arvot
eivat riipu lineaarisesti sdlittganx , j = 1, 2, ... , k havaituista arvoista

Nollahypoteesien Hor jaHg , j = 1, 2, ... , k asettaminen merkitsee lineaaristen side-ehtojen
esttAmista regressio-kertoimille by, b, ... , b.. Siten yleisen lineaarisen mallin soveltamisen

yhteydessé nollahypoteeseille Hor jaHgj , j = 1, 2, ... , k eSitetyt testit ovat erikoistapauksia tassa
tarkastellusta yleisesta testista lineaarisilie side-ehdoille.
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Rajoitusten spesifiointi

Regressiokertoimia koskevat rajoitukset seuraavat tavallisesti tutkimuksen kohteena olevaan
satunnaisiimioon liittyvasta taustateoriasta (kuten taloustieteesté tai ekonometriasta), mutta myos
monet tilastolliset hypoteesit voidaan esittéd regressiokertoimia koskevien side-ehtojen muodossa
Jos side-ehdot vastaavat jotakin taustateorian hypoteesia, pyritaén esitetty hypotees vahvistamaan
ta kumoamaan side-ehtojen testaamisella.

19.4. Instrumenttimuuttujamenetelméa
Olkoon
y=Xp+e

yleisen lineaarisen mallin matriisiesitys, jossa

y = sditettdvan muuttujan y havaittujen arvojen muodostama satunnainen
n-vektori

X = sdittgjien xq, %o, ... , X havaittujen arvojen ja ykkdsten muodostama
n" (k + 1)-matriis

b = regressokertoimien muodostama tuntematon ja kiinted eli ei-satunnainen
(k + 1)-vektori

e = jaanndstermien muodostama ei-havaittu ja satunnainen n-vektori

Jos yleisen lineaarisen mallin slittgét x,, X, ... , X ovat kiinteita eli ei-satunnaisia muuttujia, mallia
koskevat standardioletukset voidaan esittdd matriisein seuraavassa muodossa:

() Matriisin X akiot ovat kiinteita eli ei-satunnaisia vakioita
(i) Matriis X on taysiasteinen:
r(X)=k+1
(iii) E(e)=0
(ivV)&(v) Cov(g)=s?I
(vi) ¢ N_(0,s7%)

Y leisen lineaarisen mallin selittdjien satunnaisuus saattaa aiheuttaa vakavia ongelmia mallin
estimoinnille ja mallia koskevalle tilastolliselle p&éttelylle. Jos matriisi X on satunnainen, PNS-
menetelma ei valttamatta tuota harhattomia tai edestarkentuvia estimaattoreita regresso-
kertoimille. Nain kdy esmerkiks silloin, kun virhetermi ja selittgjét korreloivat. Josregresso-
kertoimien PNS-estimaattorit eivat ole harhattomiatai tarkentuvia, mallia koskevaa tavan-
omaista tilastollista paattelya ei voida soveltaa.

Regressiokertoimien vektorin PNS-estimaattorin harhattomuus
Olkoon

b=(XK)'X¢
yleisen lineaarisen mallin

y=Xp+e
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regressiokertoimien vektorin b PNS-estimaattori. PNS-estimaattorin b lauseke voidaan kirjoittaa
muotoon

b=p+(XX)'X¢&
Jos matriisi X on kiinted, estimaattori b on harhaton, koska standardioletuksen (iii) mukaan E(e) =
0, jolloin

E(b) =B +(XK) "X (&) =p
Jos matriisi X on satunnainen, e saakirjoittaa

E((XX) X&) = (X&) * X E(e)

Sen sijaan PNS-estimaattorin b ehdollisessa odotusarvossa matriisin X suhteen matriisia X voidaan
pitda " kiinteand” ja siten

E(b|X) =B +E((XK) ' X&|X) =B+ (XK) X | X)
PNS-estimaattori b on sis endollisesti harhaton €li

E(b[X)=p
jos oletus

E(e|X)=0

patee. Taldin PNS-estimaattori b on myds (ehdottomasti) har haton, koska iteroidun odotusarvon
lain mukaan

E(b) = E(E(b | X)) =E(B) =P
Edella esitetysté nahdéén, etté ehdon
E(e|X)=0
voimassaol o ratkai see sen, onko PNS-estimaattori b harhaton lineaarisen mallin regressio-

kertoimien vektorille b. VVoidaan osoittaa, etté vastaava korjaus muihin yleisen lineaarisen mallin
standardioletuksiin (iii)-(vi) pelastaa kiinteiden selittgjien tapauksessa esitetyn teorian.

Jos yleisen lineaarisen mallin sdlittgat x,, X, ... , X ovat satunnaismuuttujia, mallia koskevat
standardioletukset voidaan esittda matriisein seuraavassa muodossa:

()" Matriisin X alkiot ovat (vakioselittgan arvoja lukuun ottamatta) satunnaismuuttujia
(i) Matriisi X on taysiasteinen:
r(X)=k+1
(iii)’ E(e|X)=0
(iv)'&(v)" Cov(g|X)=s"l

(vi)’ (e|X) N,_(0,s%)
Modifioidusta standardioletuksesta

(i) E(e|X)=0
seuraa, etta
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E(y [X)=XB

Taméa merkitsee sitg, etta selitettdvan muuttujan y ehdollinen odotusarvo €li regressiofunktio
sdlittgien havaittujen arvojen suhteen on lineaarinen.

Modifioidusta standardioletuksesta
(iii)’ E(e|X)=0
seuraa, etté
E(zg)=0,i=1,2,K,n
jossa
z, =(Lx,%,,K,x.),i=12,K,n
Siten oletuksesta (iii)” seuraa, etta selittgjien arvot jajaannds- i virhetermit ovat korreloimattomia.

Jos modifioidut standardioletukset (i)"-(vi)” pétevét, tavanomainen ei-satunnaisille sdlittgjille esitetty
estimointi- ja paéttelytekniikka pétee.

Myos edella esitetyt modifioidut ehdot jaénndseli virhetermeille ovat melko rgjoittavia ja etenkin
aikasarjojen regressiomallien soveltamisen yhteydessa kohdataan tilanteita, joissa eivét edes ndméa
modifioidut ehdot pade. Téallaisissa tilanteissa PNS-menetelmaa el saa kéyttéa mallin parametrien
estimointiin.
Tilastotiede tuntee kuitenkin menetelmig, joilla regressomallin parametrit voidaan estimoida
(ainakin) tarkentuvasti myds monissa niissa tilanteissa, joissa edelld esitetyt modifioidut ehdot
jéénndstermeille elvat pade. Erés naista menetelmista on instrumentti muuttuj amenetel ma.
Instrumenttimuuttujamenetelma
Tarkastellaan nyt tilannetta, jossa yleisen lineaarisen mallin

y=Xp+e
selittgét Xy, X, ... , Xk Ovat satunnaismuuttujia jaliséks korreloivat mallin jd8nnostermin e kanssa.
Taloin

E(e|X)#0
jolloin regressiokertoimien vektorin p PNS-estimaattori b on seka harhainen etté ei-tarkentuva.
Olkoon

wi,i=1,2,...,n,j=12, ..,k

muuttujan w; havaittu arvo havaintoyksikdssé i ja muodostetaan havaintoarvoista wij nx(k + 1)-
matriis W, jossa ensmméinen sarake on ykkosten muodostama. Oletetaan, ettd matriisilla W on
Seuraavat ominaisuudet:

0) E(e|W)=0

(i) r(WX)=k+1

Tal6in sanomme, etta muuttujat
Wi, Wa, ..., Wk

kelpaavat instrumenteiks sdlittgille
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X1y X2y won s X
Muuttujiawy, Ws, ... , W kutsutaan tavallisesti instrumentti- tai valinemuuttujiksi.
Huomautuksia:

Ehdon (i) mukaan instrumenttimuuttujat Wy, W, ... , W eivat saa korreloida mallin
jéénndstermin e kanssa.

Ehdon (ii) mukaan instrumenttimuuttujien wi, We, ... , W, pitda korreloida selittgjien x;,
X2, ... , Xk kanssa niin voimakkaasti, etta matriis W”X on epasingulaarinen.

Ma&éritellaan yleisen lineaarisen mallin regressiokertoimien vektorille g instrumenttimuuttuja-
estimaattori kaavalla

b, =(W&) 'W§
Merkinnassa: 1V = Instrumenta Variable.
Voidaan osoittaa, etté instrumenttimuuttujaestimaattori by, on sopivin, matriisien
WW, WX, We
asymptoottista kayttaytymista koskevin lisdehdoin regressiokertoimien vektorin p tarkentuva
estimaattori.

Voidaan osoittaa, etta instrumenttimuuttujaestimaattorin b,, kovarianssimatriisi on suurissa
otoksi ssa approksimatiiivisesti muotoa

Cov(b,,) =, $2[ XN (W) "WK]

jossa
g2-_ 1
n- k-1
ja
t§=y- Xb,

I nstrumenttimuuttujaestimaattoria koskeva tilastollisessa paattel yssa (esm. regressiokertoimien
luottamusvél eissi ja kertoimia koskevat testeissd) nojataan tahan tulokseen.
Instrumenttien spesifiointi

Sopivat instrumentit 10ydetdan tavallisesti tutkimuksen kohteena olevaan satunnaisiimioon liittyvasta
taustateoriasta (kuten taloustieteesta tai ekonometriasta).
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