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Satunnaismuuttujien muunnokset ja
niiden jakaumat

Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
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Satunnaismuuttujien muunnokset ja
niiden jakaumat: Mitda opimme? — 1/3

o Téssaluvussatarkastellaan seuraavia ongelmia:

(i)  Jos satunnaismuuttujan jakauma tunnetaan, mita voidaan sanoa
sen jonkin muunnoksen jakaumasta?

(i)  Jos satunnaismuuttujien jakaumat tunnetaan, mita voidaan
sanoa niiden summan jakaumasta?

(i11)  Jos satunnai smuuttujien jakaumat tunnetaan, mita voidaan
sanoa niiden minimin ja maksimin jakaumasta?

» Ei ole mahdollistalOytaa yleista tulosta, joka antaa satunnai smuuttujan
mielivaltaisen muunnoksen jakauman (ongelma (i)), mutta ongelma (i)
voidaan ratkaista monissa erikoistilanteissa esittamalla lisdehtoja,
jotkargoittavat sallittujen muunnosten luokkaa.
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Satunnaismuuttujien muunnokset ja
niiden jakaumat: Mita opimme? — 2/3

 Ongelmalle (i) 10ytyy ratkaisu, jos rg oitutaan muunnoksiin, joilla on
kaanteismuunnos.

 Kahden riippumattoman satunnaismuuttujan summan ja
osamairin jakaumat Saadaan erikoistapauksena ongelman (i)
ratkai susta kaksi ul ottei sten satunnai smuuttujien tapauksessa.

e Useamman satunnaismuuttujan summan jakauma (ongelma (ii))
voidaan |0ytaa kayttamalla apuna momenttieméifunktiota; lisétietoja
momenttieméafunktiosta: ks. lukua Momenttiemafunktio ja
karakteristinen funktio.

 Ongelma(iii) voidaan ratkaista kayttamalla pelkastaan kertyma- ja
tiheysfunktion maaritelmia.
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Satunnaismuuttujien muunnokset ja
niiden jakaumat: Mita opimme? — 3/3

o Sovelluksina esitettavadlle teorialle tassa luvussa johdetaan mm.
X>-, F- jat-jakaumien tiheysfunktioiden lausekkeet (jakaumien
médrittely: ks. lukua Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia).

o Lisdks tarkastellaan mm. seuraavia esimerkke &

—  satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen jakauma erikois-
tapauksenaan normaalijakautuneen satunnaismuuttujan
lineaarimuunnoksen jakauma (ks. lukua Jatkuvia jakaumia)

—  Bernoulli- ja binomijakautuneiden satunnaismuuttujien
summan jakauma (ks. lukua Diskreetteja jakaumia)

—  Poisson-jakautuneiden satunnaismuuttujien summan
jakauma (ks. lukua Diskreetteja jakaumia)

—  normaalijakautuneiden satunnaismuuttujien summan
jakauma (ks. lukua Jatkuvia jakaumia)
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Satunnaismuuttujien muunnokset ja
niiden jakaumat: Esitiedot

o Egtiedot: ks. seuraavia lukuja:
Satunnaismuuttujat ja todennakoisyysjakaumat
Jakaumien tunnusluvut
Diskreetteja jakaumia
Jatkuvia jakaumia
Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia
Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja todennakoisyysjakaumat

Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio
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Satunnaismuuttujien muunnokset ja
niiden jakaumat: Lisatiedot

» Esitettya teoriaa sovelletaan mm. satunnaismuuttujien
lineaarimuunnoksien jariippumattomien satunnaismuuttujien
summien jakaumia koskevissa tarkastel uissa seuraavissa luvuissa:

Diskreetteja jakaumia
Jatkuvia jakaumia

Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia
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Satunnaismuuttujien muunnokset ja
niiden jakaumat

>> Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

Avainsanat
Aidosti monotoninen muunnos
Cauchyn jakauma
Ei-monotoninen muunnos
Kertymafunktio
X2(1)-jakauma
Kaanteismuunnos
Lineaarimuunnos
Muunnos
Satunnaismuuttuja
Studentin t-jakauma
Tiheysfunktio
Todennédkoisyysjakauma
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Lineaarimuunnoksen jakauma

« Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio
on

fx(X)
e Muodostetaan satunnaismuuttujan X lineaarimuunnos
Y=a+bX
jossaajab # 0 ovat vakioita.
« Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio on

1 y—a
Y(Y)—m ( 0 j
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Lineaarimuunnoksen jakauma:
Kommentti

e Satunnaismuuttujan X lineaarimuunnoksen
Y=a+ bX(ajab# 0vakioita)

jakauma on siis aina samaa tyyppia kuin satunnais-
muuttujan X jakauma.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Lineaarimuunnoksen jakauma:

Todistus 1/4

e Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f,(x).
 Olkoon
Y=a+ bX
jossaajab # 0 ovat vakioita.

* Muodostetaan ensin satunnaismuuttujan Y kertymafunktio, josta
satunnai smuuttujan Y tiheysfunktio saadaan derivoimalla.

e Jaetaan tarkastelu kahteen osaan:
(i) b>0
(i) b<O
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Lineaarimuunnoksen jakauma:

Todistus 2/4

e Josb >0, satunnaismuuttujan Y = a + bX kertymafunktio on
F (y)=Pr(Y <y)=Pr(a+bX <vy)

= Pr(x < y_aj
b
=5
b
o Derivoi mallasatunnaismuuttujan Y tiheysfunktioks saadaan

L) =4 R =SR2
dy dy

b

b L b
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Lineaarimuunnoksen jakauma:

Todistus 3/4

o Josb <0, satunnaismuuttujan Y = a + bX kertymafunktio on
F (y)=Pr(Y <y)=Pr(a+bX <y)

- Pr(x > y_aj
b

:1—Pr(x sy_aj
b

a5

» Derivoimalla satunnaismuuttujan Y tiheysfunktioks saadaan

d _d_(y-a
f(y)——yF(y)— dyF( n j

Bf (ybaj

CT
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Lineaarimuunnoksen jakauma:

Todistus 4/4

o Kalvoilla2/4 ja3/4 johdetut kaavat satunnaismuuttujan Y tiheys-
funktiolle f.(y) voidaan yhdistéa yhdeks kaavaksi:

Satunnaismuuttujan Y = a + bX tiheysfunktio on kaikille b # O:

1 y—a
fY(y) —m fx (Tj
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

Valilla (0,1) jatkuvaa tasaista jakaumaa noudattavan
satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen jakauma

o Oletetaan, etta satunnaismuuttuja X noudattaa jatkuvaa tasaista
jakaumaa (ks. lukua Jatkuvia jakaumia) valilla (0,1):

X~ Uniform(0,1)

»  Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on
f,.(x)=1,0<x<1

o Olkoon
Y=a+bX(ajab>0vakioita)

o Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktioksi saadaan

f(y) =3 asysath

o Siten Y noudattaa jatkuvaa tasaista jakaumaa valilla (a, a + b):
Y ~ Uniform(a, a + b)
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Standardoitua normaalijakaumaa noudattavan

satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen jakauma

Oletetaan, etta satunnai smuuttuja X noudattaa standardoitua
normaalijakaumaa (ks. lukua Jatkuvia jakaumia):

X~N(O, 1)
Satunnai smuuttujan X tiheysfunktio on

f. (X) = %exp{—%xz}
Olkoon
Y=a+bX(ajab# 0 vakioita)
Satunnai smuuttujan Y tiheysfunktioks saadaan

f(y)_lle_ { (ybaj}

Siten Y noudattaa normaalijakaumaa parametrein ajab? :
Y ~N(a, b?
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Normaalijakaumaa noudattavan

satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen jakauma

Oletetaan, etta satunnai smuuttuja X noudattaa nor maalijakaumaa
parametrein W ja o2 (ks. lukua Jatkuvia jakaumia):

X~N(y, 09
Satunnai smuuttujan X tiheysfunktio on

1 1 x=pY
fx(x"amex"{ z( ; j}

Olkoon
Y=a+ bX(ajab# 0vakioita)
Satunnai smuuttujan Y tiheysfunktioks saadaan

_ 1 _1(y-a-buY
fY(y)_|b|aﬂeXp{ 2( bo j}

Siten Y noudattaa normaalijakaumaa parametrein a + by jab?c? :
Y ~N(a+ by, b°c?)
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Monotonisten muunnosten jakaumat

« Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio
on

fx(X)
e Muodostetaan satunnalsmuuttujan X muunnos
Y = h(X)
jossa funktio h on aidosti monotoninen ja jatkuvasti
derivoituva.

e Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio on

f,(y) = f, (h(y)| T
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Monotonisten muunnosten jakaumat:

Todistus 1/4

« Olkoon jatkuva satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f,(x).
 Olkoon
Y = h(X)
jossa h on aidosti monotoninen jajatkuvasti derivoituva funktio.
o Taldin satunnaismuuttujan Y kertymafunktio on
F (y) =Pr(Y <y) =Pr(h(X) <y)
o Jaetaan tarkastelu kahteen osaan:
(i) Funktio h on aidosti vaheneva.
(i) Funktio h on aidosti kasvava.
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Monotonisten muunnosten jakaumat:

Todistus 2/4

 QOletetaan engin, etta funktio h on aidosti vaheneva.

» Koskafunktio h oletettiin aidosti vahenevaks, silla on kdante sfunktio
h=L, joka my6s on aidosti véheneva.

e Siten satunnaismuuttujan Y kertyméafunktio on
R (y) =Pr(Y <y) =Pr(h(X) <)
=Pr(h™(h(X)) 2h™(y))
=Pr(X =h™(y))
=1-Pr(X <h™(y))

=1-F (h™(y)
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Monotonisten muunnosten jakaumat:

Todistus 3/4

» Derivoimalla satunnaismuuttujan Y kertymafunktion lauseke saadaan
satunnai smuuttujan Y tiheysfunktioksi

oA
()= 5 R ) =~ ()
= -1, (h'l(y))(dh dy(y’]

 Koskafunktion h kdanteisfunktio h™ oletettiin aidosti vahenevaksi,
niin
-1
dh(y) _,,
dy
 Voimme siiskirjoittaa:

f(y)=1 (hl(Y))‘

dh™(y)

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Monotonisten muunnosten jakaumat:

Todistus 4/4

Jos funktio h on aidosti kasvava, myos kaantei sfunktio h™ on aidosti
kasvava, jolloin

-1
dh(y) .,
dy
Siten my0s tassa tapauk sessa pétee

f,(y)= f (hl(y))‘dh_ )

TKK
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Lineaarimuunnos monotonisena muunnoksena

« Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio
on

fx(X)
e Muodostetaan satunnaismuuttujan X lineaarimuunnos
Y=a+bX
jossaajab # 0 ovat vakioita.
« Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio on

1 y—a
Y(Y)—m ( 0 j
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

Lineaarimuunnos monotonisena muunnoksena:

Todistus

e Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f,(x).

o Olkoon
Y=a+bX(ajab# 0vakioita)

o Taloin
y=h(x) =a+bx,b #0
x=h(y)=2"2
(y) »
dh(x):b
dx
joten

f(y) = f, (h‘l(y))‘Olh (y)‘ i (Laj
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

Cauchyn jakauma

Oletetaan, etta satunnai smuuttuja X noudattaa jatkuvaa
tasaista jakaumaa (ks. lukua Jatkuvia jakaumia) Valilla
(-2, +112):

X~ Uniform(-772, +772)
Muodostetaan satunnai smuuttujan X muunnos

Y = tan(X)
Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio on

11
fY(y)_lTDl'l'yz

Satunnai smuuttujan Y jakaumaa kutsutaan Cauchyn
jakaumaksi.

TKK
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

Cauchyn jakauma:
Tiheysfunktion johto 1/2

Oletetaan, etta satunnai smuuttuja X noudattaa jatkuvaa tasaista
jakaumaa vdlilla (-772, +772), jolloin sen tiheysfunktio on

f (X) =Urm, —-m2< X< +772
Olkoon
Y = h(X) = tan(X)
Muunnos
y = h(x) = tan(x)
on aidosti kasvava ja sen kdanteismuunnoksen
x = h7(y) = arctan(y)
derivaatta on
dh™(y) darctan(y) 1
dy - dy 1+ y

2
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

Cauchyn jakauma:
Tiheysfunktion johto 2/2

Siten satunnaismuuttujan Y = tan(X) tiheysfunktioksi saadaan

f,(y)= f (hl(y))‘dh_ W) - ﬂalf—y

Satunnai smuuttujan Y jakaumaa kutsutaan Cauchyn jakaumaksl.

TKK
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Cauchyn jakauma ja

Studentin t-jakauma

* Voidaan osoittag, etta Cauchyn jakauma on sama kuin
Studentin t-jakauma yhdelli vapausasteella (ks. lukua

Normaalijakaumastajohdettujajakaumia) eIi, jOS
X~ Uniform(-772, +772)
ja
Y = tan(X)
niin
Y ~ t(1)
* Huomautus:

Cauchyn jakaumalla el ole momentteja €li silla e ole edes
odotusarvoa.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Ei-monotonisten muunnosten jakaumat

 Jos satunnaismuuttujaan sovelletaan ei-monotonista
muunnosta, el ole mahdollista |6ytaa yleistd muunnoksen
jakaumaa ja sen tiheysfunktiota koskevaa tul osta.

« ElI-monotonisten muunnosten tapauksessa joudutaan
tarkastelu tekemaan tapauskohtai sesti.

e Seuraavassatarkastellaan esimerkkina y*(1)-jakauman
(kS. lukua Normaalijakaumasta johdettujajakaumia) ti heysfunktion
johtoa.
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

x?(1)-jakauma

o Oletetaan, etta satunnai smuuttuja X noudattaa
standardoitua normaalijakaumaa:

X ~N(0, 1)
o Maaritelldan satunnaismuuttuja
Y = X?
e Satunnaismuuttuja Y noudattaa x?-jakauman méaaritelman
mukaan ¥?>-jakaumaa yhdella vapausasteella:

Y~ x4(1)
e Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio on
1 -1 Y
fW(y)=——=y e ?
Y N2
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
x?(1)-jakauma:
Tiheysfunktion johto 1/2

Oletetaan, etta satunnai smuuttuja X noudattaa standardoitua
normaalijakaumaa:

X~N(0, 1)
o TAldin

Y =X2~ x¥(1)
o Olkoon ®(-) standardoidun normaalijakauman N(O, 1) kertyméafunktio.
e Satunnaismuuttujan Y = X2 kertymafunktio on

R, (y) =Pr(Y <y) =Pr(X* <)

=Pr(| X [<4/y)
=Pr(—y £X s+\/§)
= d(\Jy) - H(~/y)
=20(,Jy) -1
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
x?(1)-jakauma:
Tiheysfunktion johto 2/2

» Standardoidun normaalijakauman N(O, 1) tiheysfunktio on

d'(x) —dicb(x) —ie ; ¢

J2m

jossa ®(-) on standardoidun normaalijakauman N(O, 1) kertymafunktio.
e Siten satunnai smuuttujan Y = X2 ~ ¥2(1) tiheysfunktioks saadaan

f(y)— RO ——y[2¢(f y) -1]

= @' il
Y) s

T

Ly
2@ 2
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Satunnaismuuttujien muunnokset ja
niiden jakaumat

Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

>> Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten
jakaumat

Avainsanat
Boxin ja Millerin muunnos
Jacobin determinantti
Kaanteismuunnos
Muunnos
Normaalijakauma
Satunnaisluvut
Satunnaismuuttuja
Tasainen jakauma
Tiheysfunktio
Todenndakoisyysjakauma
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

Bijektiivisten muunnosten jakaumat 1/3

Olkoot X jaY jatkuvia satunnaismuuttuja, joiden
yhtel g akauman tiheysfunktio on

fyr(X, )
Maéritel|aan satunnal smuuttujat
U=9g(XY)
V=h(XY)
Tehdadn muunnoksesta
u=g(xy)
O 3 _
v=Nn(X,YV)
seuraavalla kalvolla esitettavéat ol etukset.

TKK
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Bijektiivisten muunnosten jakaumat 2/3

e Oletukset muunnoksesta (L):
(1) Muuttujat x jay voidaan ratkaista yhtal oryhmasta (0)
yksikasitteisesti muuttujien u jav funktioina.

(i) Funktioillagjah on jatkuvat osittaisderivaatat
muuttujien x jay suhteen.

(i11) Muunnoksen ([) Jacobin determinantti on nollasta
poikkeava alueell a, jossa tiheysfunktio f,.(X, y) on

positiivinen:
o(u,v) _ ou L(?v_au é?v 40
0(X,y) 0x oy 0y OX
kaikillexjay, joillef, (X, y) > 0.
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Bijektiivisten muunnosten jakaumat 3/3

o Josoletukset (1)-(ii1) patevét, satunnaismuuttujien U jaV
yhteigakauman tiheysfunktio on

au,v)|

o(x,y)

jossa x jay ratkaistaan kalvon 1/3 yhta oryhmasta (0).

fov (U,V) = T, (X, Y)

TKK (c) llkka Mellin (2005) 38



Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Normaalijakauman generointi

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta 1/2

o COletetaan, etta satunnaismuuttujat X ja'Y ovat

riippumattomia ja noudattavat jatkuvaa tasaista jakaumaa

(ks. lukua satkuvia jakaumia) Valilla (0, 1):
X~ Uniform(0, 1)
Y ~ Uniform(0, 1)
Xy
o Maéritelldan satunna smuuttujat
U = cos(27tX)+/—2log(Y)

V =sin(2rrX)/-2log(Y)

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Normaalijakauman generointi

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta 2/2

e Satunnaismuuttujat U ja 'V ovat riippumattomia ja
noudattavat standardoitua normaalijakaumaa (ks. lukua

Jatkuviajakaumia)Z

U ~ N(0, 1)
V ~N(0, 1)
uov
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Normaalijakauman generointi

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta: Todistus 1/5

o Oletetaan, etta satunnaismuuttujat X ja 'Y ovat riippumattomia ja
noudattavat jatkuvaa tasaista jakaumaa vdlilla (0, 1):

X~ Uniform(0, 1)
Y ~ Uniform(0, 1)
Xay

e Olkoot

U = cos(271X)/-2log(Y)
V =sin(2rX)./-2log(Y)

o Tarkastellaan yhtalorynmaa

{u = cos(277X)/ -2log(y)
(a .
v =sin(27x),/-2log(y)

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumia
Normaalijakauman generointi

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta: Todistus 2/5

o Yhtadoryhman
q {u = cos(271x)/-2l0g(y)

v =sin(277x),/-2log(y)

ratkaisut muuttujien x jay suhteen saadaan yhtal6ista

cos(271x) = u
u® +v?
3 SiN(271x) = v
u® +v?
1 2 2
RN IRIN
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumia
Normaalijakauman generointi

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta: Todistus 3/5

* Muunnoksen (0J Jacobin determinantti on

o(u,v) _ ou DQv _ou Lc?v
o(X,y) 0x dy oy 0OX

:[—Zﬂsin(Zm)\/—Zlog(y)][% ~Sin(27m) }

yy/—2log(y)

—COS(277X)
[271cos(2nx)\/ 2Iog(y)] [%y\/—ZIog(y)}
_2n
Y
o Koskay> 0, niin
6(u,v)¢0

o(x,y)
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumia
Normaalijakauman generointi

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta: Todistus 4/5

o Satunnaismuuttujien X ja'Y yhtelgakauman tiheysfunktio on
f (X, y)=1,0<x<1,0<y<1
e Siten satunnaismuuttujien U ja V yhteigakauman tiheysfunktio on
-1
o(u,v) =Y ,0<x<1,0<y <1
o(x,y)

27T
« Sijoittamallatdhan x jay lausuttuna muuttujien u jav funktiona
saadaan

f, (U,v) :%Texp{—%(u2 +v2)}

fov (U, V) = T (X y)‘

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumia
Normaalijakauman generointi

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta: Todistus 5/5

e Nyt
(@) f(uvF S-ept Ju V)

_ 1 1,1 1 2}

= ——eXpy ——Uu’ } [F=—=6expy —V
NGYs p{ 2 } 277 p{ 2

= fy (U) T, (v)

jossaf,(u) jaf(v) ovat standardoidun normaalijakauman N(O, 1)
tiheysfunktioita.

» Koska satunnaismuuttujien U ja V yhteigakauman tiheysfunktio
voidaan esittéa satunnaismuuttujien U ja'V reungjakaumien tiheys-
funktioiden tulona, satunnaismuuttujat U ja'V ovat riippumattomia.

o Yhtalosta () nahdaan lisdks se, etta satunnaismuuttujat U jaVv
noudattavat standardoitua normaalijakaumaa N(O, 1).
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumia
Normaalijakauman generointi

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta: Kommentteja

e Muunnosta

(u = COS(Z]TX)\/—ZlOg(y)
v =sin(27x),/-2log(y)

kutsutaan tavallisesti Boxin ja Miillerin muunnokseksi.

e BoxinjaMullerin muunnos tarjoaa eréan keinon
generoida normaalijakautuneita satunnaislukuja tasaista
jakaumaa vdlilla (0, 1) noudattavista satunnai sluvuista.

O
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Satunnaismuuttujien muunnokset ja
niiden jakaumat

Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
>> Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Rilppumattomien satunnaismuuttujien
summan jakauma

Avainsanat
Binomijakauma
Jacobin determinantti
Kertymafunktio
X>-jakauma
Momenttiemafunktio
Normaalijakauma
Poisson-jakauma
Satunnaismuuttuja
Satunnaismuuttujien summan jakauma
Tiheysfunktio
Todenndakoisyysjakauma

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Satunnaismuuttujien riippumattomuus

Olkoot X ja Y riippumattomia jajatkuvia satunnais-
muuttujia.

Taloin niiden yhtelgakauman tiheysfunktio
Fyv(X Y)

voldaan esittéda satunnaismuuttujien X ja 'Y reunajakaumien
tiheysfunktioiden f,(x) jaf,(y) tulona

Fyer(X: Y) = T (0 (Y)

TKK
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Rilppumattomien satunnaismuuttujien

summan jakauma

o Olkoot XjaY riippumattomia jajatkuvia satunnais-
muuttujia, joiden tiheysfunktiot ovat f,(X) jafy).

e Muodostetaan satunnaismuuttujien X ja’Y summa
U=X+Y
e Satunnaismuuttujan U tiheysfunktio on

f,(u) = T f, (U—x) f, (X)dx
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Rilppumattomien satunnaismuuttujien

summan jakauma: Todistus 1/3

o Olkoot XjaY riippumattomia jajatkuvia satunnaismuuttujia, joiden
tiheysfunktiot ovat f,(x) jafAy).

« Koska satunnaismuuttujat X ja'Y ovat riippumattomia,
Fir (% Y) = FAY)E(X)

e Olkoot
U=X+Y
V=X

o Satunnaismuuttujien X ja'Y summan jakauma saadaan maaraamalla
satunnaismuuttujan U reunajakauma satunnaismuuttujien U jaV
yhtei g akaumasta.

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Rilppumattomien satunnaismuuttujien

summan jakauma: Todistus 2/3

o Tarkastellaan muunnosta
U=x+y
O { _
V=X
Muunnoksen (0) k&anteismuunnos;

y=u-v
X=V

e Muunnoksen (L) Jacobin deter minantti:
o(u,v) _ ou L@v _ou Lc?v
0(X,y) Ox oy o0y o0x
=10-101
=-1#0

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Rilppumattomien satunnaismuuttujien

summan jakauma: Todistus 3/3

e Siten satunnaismuuttujien U = X + YjaV = X yhteigakauman
tiheysfunktio on

fuv (U, V) = Ty (X, Y)‘
=L () (Y] 1|

=1, (VT (u-v)

o Summan U = X + Y tiheysfunktio saadaan tasta satunnai smuuttujan U
reunajakauman tiheysfunktiona:

f, (u) = jfuv (u,v)dv = j‘ofx (V) f, (u-v)dv

o(u, v)

= T f. (X) f, (U—x)dx
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma

X°-jakauma 1/3

o Tarkastellaan riippumattomien satunnaismuuttujien
summan jakaumaa koskevan yleisen tuloksen sovelluksena
)(Z-jakauman (kS. lukua Normaalijakaumastajohdettujajakaumia)

tiheysfunktion lausekkeen johtoa.
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma

X°-jakauma 2/3

o QOletetaan, etta satunnal smuuttujat
X, Xy ey X

ovat riippumattomia ja noudattavat standardoitua
normaalijakaumaa:

Xy Xy oo, X O
Xi~N(0,1),i=1,2,...,n
o Maéritelldan satunnaismuuttuja
Y = X7+ X2+ +X?
 Satunnaismuuttuja Y, noudattaa x?-jakauman maaritelman
mukaan ¥*>-jakaumaa n:llid vapausasteella:

Y, ~ X(n)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma

X°-jakauma 3/3

e Satunnaismuuttujan
Yn ~X Z(n)
tiheysfunktio on

ln—l —ly

f,(y)=Cy? e~
* Normeerausvakio C, saadaan kaavasta
1
C =

n 1 i
22 r ()
2

jossal (-) on Eulerin gammafunktio:
M(2)= jt“e“dt
0

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
X°-jakauma:

Tiheysfunktion johto 1/10

Oletetaan, etta satunnai smuuttuj at

Xy Koy ooy X,

ovat riippumattomia ja noudattavat standardoitua normaalijakaumaa:
Xy Xgy oo, X O
X ~N(@0,1),i=12,...,n

Taloin

Yo = X7+ X A+ X0~ XA (n)
Kaytetéan satunnai smuuttujan Y,, tiheysfunktion lausekkeen

in—l —iy

f.(y)=C)y? e?

perustelemiseen taydellista induktiota ja yleista tulosta
rilppumattomien satunnai smuuttujien summan jakaumalle.

TKK
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma

X°-jakauma:
Tiheysfunktion johto 2/10

Olkoon n = 1.

Tassa luvussa on jo todettu (ks. kappal etta Satunnaismuuttujien
muunnosten jakaumat), etta

Y =X~ X0
ja satunnaismuuttujan Y; tiheysfunktio on

f.(y) :%

y_Ee_Ey
Koska . .
C1 = =

)

22[

satunnal smuuttujan
Yo = X7+ X A+ X0~ XA (n)
tiheysfunktion lauseke pétee, kunn = 1.

TKK
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
X°-jakauma:

Tiheysfunktion johto 3/10

Tarkastellaan seuraavaks erikseen tapaustan = 2.

K oska satunnai smuuttujat X, ja X, on oletettu riippumattomiksi, myos
satunnaismuuttujat X; jaX: ovat riippumattomia.

Siten voimme soveltaa satunnal smuuttujaan
Y, =X+ X~ x°(9)

riippumattomien satunnaismuuttujien summan tiheysfunktion kaavaa:
1

oo - 11y, 1L,
()= [fy-2f(2dz =C} [(y-2) 2e 2 2% 2'dz
) 0

S I
=C,e 2 j(y—z) 27 2dz
jossa C, on muuttujan y suhteen vakio. ’

TKK
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
X°-jakauma:

Tiheysfunktion johto 4/10

o Tapausn=2jatkuu ...
o Sjoituksellaz = yt integraali

1 1

1, i
f,(y)=Ce ? [(y-2) °z °dz
0

saadaan muokatuksi muotoon
1

f,(y) =Cie 2 [(y—yt) 2(yt) 2yc

1 1

’ Ja-t) 2t 2dt
0

L
=C,e ?

1
Y
— 2
=C,e
1 1

jossaC, =C, j (1-t) 2t 2dt on muuttujan y suhteen vakio.
0

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
X°-jakauma:

Tiheysfunktion johto 5/10

o Tapausn=2jatkuu ...
e Siten satunnaismuuttujan
Y, = X7 A X e+ X0~ X (N)
tiheysfunktion lauseke

L -1y

f(y)=Cy? e?
pétee, kunn=2:

1
f,(y)=C,e 2

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
X°-jakauma:

Tiheysfunktion johto 6/10

 Yleneninduktio-askedl n—-1 - n.
e Induktio-oletus:
Satunnai smuuttujan
Yoy = X7 +X5 o+ X~ x*(n D)
tiheysfunktio on

1 1
“(n-1)-1 -=
2( ) y

foa(y)=C..Y e’

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
X°-jakauma:

Tiheysfunktion johto 7/10

Induktio-askel n—1 — njatkuu ...
Koska satunnaismuuttujat X, , X, , ..., X on oletettu

riilppumattomiksi, myds satunnaismuuttujat Y., = X7 + X5 +--- + X2

jaX? ovat riippumattomia.
Siten voimme soveltaa satunna smuuttujaan
Yo=Y+ X0 =X XS e X X~ ()

riippumattomien satunnaismuuttujien summan tiheysfunktion kaavaa:

- “(y-2) =(n 1,
f(y)= jf(y 2f (2)dz=C' j(y 2) 26 2P Ty,

1 1 3
_— _n—_
2 2

—Ce2 _[(y Z) 2dz

jossa C. on muuttujan y suhteen vakio.

TKK
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
X°-jakauma:

Tiheysfunktion johto 8/10

* Induktio-askel n—1 - njatkuu ...
. Sijoituksellaz—ytintegraali

113

f (y)= Ce2 j(y Z) 272" 2(z

saadaan muokatuksi muotoon
1 3

f(y)=Ce? j (y=yt) 2(y1)? ?ydz

1 o
2[1 t)2t2 2dt
0

113

jossaC =C/ j(l t) 2t2" 2dt on muuttujan y suhteen vakio.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
X°-jakauma:
Tiheysfunktion johto 9/10

* Induktiopéaéttely jatkuu ...

* Yhdistamallakalvojen 2/10-8/10 tulokset ndhdaan, etta satunnais-
muuttujan
Y, = X7 X+ X0~ x*(n)
tiheysfunktion lauseke

ln—l —ly
f,(y)=Cy?* e?
patee kakillen=1, 2, 3, ...

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
X°-jakauma:

Tiheysfunktion johto 10/10

e Maarataan viela normeerausvakio C, .
Todetaan ensin, ettatiheysfunktio f toteuttaa seuraavan ehdon:

En—l —iy

[Lmay=c, [y e ?ay =1
0 0

Sijoituksellay = 2t tama integraali saadaan muokatuksi muotoon

En * ln—l
2°°C, [t? e'dt=1
0

Siten normeerausvakion C_ arvoks saadaan

C,=— !
~n N

2 r(_j
2

jossal (-) onwEuIerin gammafunktio:
M(2)= _[tz‘le‘tdt

0

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Momenttiemafunktio

e Olkoon X satunnaismuuttuja.
o CQOletetaan, etta odotusarvo
my(t) = E(e)
on olemassa kaikille
t O (=h, +h)
jossa h > 0 on vakio.

o Tdlloin funktiota m,(t) kutsutaan satunnaismuuttujan X ja
sen jakauman momenttiemafunktioksi € momentit
generoivaksi funktioksi.

o Lisétietoja ks. lukua Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 67



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan

momenttiemafunktio

e Olkoot
Xiy Xoy ove y X,

riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden momentti-
emafunktiot ovat

My (D), my(t), ..., My(D)

e Tdaldin summan
X=X+ X+ =+ X
momenttiemifunktio on satunnalsmuuttujien
X1, Xy, -, X momenttiemafunktioiden tulo:

my(t) = my(t)my(t) - my(t)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Bernoulli-jakaumaa noudattavien satunnais-

muuttujien summan jakauma

Olkoot
Xiy Xoy ove y X,

riippumattomia satunnai smuuttujia, jotka noudattavat
samaa Bernoulli-jakaumaa parametrilla p:

Xy Xy oony X O
Xi ~Bernoulli(p) ,1=1,2, ... ,n
Tdaloin satunnaismuuttujien X, X,, ... , X, summa

Y=X;+ X+ + X
noudattaa binomijakaumaa (ks. lukua piskreetteja jakaumia)
parametrein (n, p):

Y~Bin(n, p)

TKK
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Bernoulli-jakaumaa noudattavien satunnais-

muuttujien summan jakauma: Perustelu 1/2

e QOletetaan, etta

Xy Koy oo, X O
Xi~Bernoulli(p) ,1=1,2,...,n
« Talloin satunnaismuuttujien X, X,, ... , X, momenttiemafunktio on
muotoa

m@t)=q+pe,i =12,...,n
o Lisdtietoja ks. lukua Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio.
e Muodostetaan satunnaismuuttujien X, X,, ... , X summa:
Y=X + X+ -+ X

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Bernoulli-jakaumaa noudattavien satunnais-

muuttujien summan jakauma: Perustelu 2/2

* Riippumattomien satunnaismuuttujien summan momenttiemafunktiota
koskevan tuloksen mukaan satunnaismuuttujan

Y=X + X, + -+ X
momenttiemafunktio on
m, (t) = m(t)m,(t)---m,(t)
=(q+pe')(a+pe)--(q+pe)
=(q+pe)’
« Koskamy(t) on binomijakauman Bin(n, p) momenttiemafunktio, niin
Y=X +X,+ -+ X ~Bin(n, p)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Binomijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien

summan jakauma

Ol koot
Xy Xoy veey X
riippumattomia satunnai smuuttujia, jotka noudattavat
binomijakaumia parametrein (n, , p), (N, , p), ..., (N, P):
Xy Xy ovny X, 0
Xi~Bin(n,p),1=1,2,... ,k
Tdalloin satunnaismuuttujien X, X,, ... , X, summa

Y=X;+X,+ -+ X,
noudattaa binomijakaumaa (ks. lukua piskreetteja jakaumia)
parametrein (n; + n, + -+ N, P):
Y~Bin(n,+n,+--+n.,p)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Binomijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien

summan jakauma: Perustelu 1/2

e Oletetaan, etta
Xy Koy ey X O
X ~Bin(n,p),1=1,2, ...,k
« Talloin satunnaismuuttujien X,, X,, ... , X, momenttiemafunktiot ovat
muotoa

m@t)=(q+pe)",i=12,...,k
o Lisdtietoja ks. lukua Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio.
e Muodostetaan satunnaismuuttujien X, X, ... , X, summa:
Y=X + X, + -+ X,
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Binomijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien

summan jakauma: Perustelu 2/2

* Riippumattomien satunnaismuuttujien summan momenttiemafunktiota
koskevan tuloksen mukaan satunnaismuuttujan

Y=X +X,+ -+ X,
momenttiemafunktio on
m, (t) = m(t)m,(t)---m(t)
=(q+pe)*(q+pe)=---(q+pe)™
— (q + Ioet)nl+n2+...+nk
« Koskamy(t) on binomijakauman Bin(n, + n, + --- + n,, p) momentti-
emafunktio, niin
Y=X +X,+ -+ X ~Bin(n,+n, + -+ n,, p)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Poisson-jakaumaa noudattavien

satunnaismuuttujien summan jakauma

Ol koot
Xy Xoy veey X
riippumattomia satunnai smuuttujia, jotka noudattavat
Poisson-jakaumia parametrein A; , A, , ... , A,
Xy Xy ovny X 0
Xi ~Poisson(A) ,1=1,2, ... ,k
Tdaloin satunnaismuuttujien X, X,, ... , X, summa

Y=X;+X,+ -+ X,
noudattaa Poisson-jakaumaa (ks. lukua piskreetteja
jakaumia) parametrillaA; + A, + -+ A, :

Y ~ Poisson(A; + A, + -+ A)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Poisson-jakaumaa noudattavien satunnais-

muuttujien summan jakauma: Perustelu 1/2

e QOletetaan, etta

Xy Koy ey X O
X ~Poisson(A) ,1=1,2, ... ,K
« Talloin satunnaismuuttujien X,, X,, ... , X, momenttiemafunktiot ovat
muotoa

m(t)=e"“"?i=12,..,k
o Lisdtietoja ks. lukua Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio.

e Muodostetaan satunnaismuuttujien X, X, ... , X, summa:
Y:X1+X2+ "'+Xk
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Poisson-jakaumaa noudattavien satunnais-

muuttujien summan jakauma: Perustelu 2/2

Riippumattomien satunnaismuuttujien summan momenttiemafunktiota
koskevan tuloksen mukaan satunnaismuuttujan

Y=X +X,+ =+ X,
momenttiemafunktio on
m, (t) = m (t)m,(t)---m(t)

= g ED (@D (€D

— A(M Ayt A (6 )
=€
Koska m(t) on Poisson-jakauman Poisson(A; + A, + - + A)
momenttiemafunktio, niin
Y=X/+X,+ -+ X ~Poisson(A; + A, + -+ A))

TKK
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Normaalijakaumaa noudattavien

satunnaismuuttujien summan jakauma

e Olkoot
Xiy Xoy vy Xy

riippumattomia satunnai smuuttujia, jotka noudattavat
normaalijakaumia parametrein (1,,0;), (W, ,07),...,(1U,,0:):

Xy Xoy vy X O
X ~N(u,07),i=1,2,...,k
« Talloin satunnaismuuttujien X, X,, ... , X, summa

Y=X + X+ -+ X,
noudattaa normaalijakaumaa (ks. lukua Jatkuvia jakaumia)
parametrein (4 + fh, +--- + i , 0y +0, +-- +0,);
2 2 2
Y ~ N(:u1+:uz tee-t U, 0 YO, - +0k)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Normaalijakaumaa noudattavien satunnais-

muuttujien summan jakauma: Perustelu 1/2

e QOletetaan, etta

Xy Koy vy X O
X ~N(u,0%),i=1,2,...,k
« Talloin satunnaismuuttujien X, X,, ... , X, momenttiemafunktiot ovat
muotoa

m(t) =exp(ut +10t?) ,i =12,...,k
o Lisdtietoja ks. lukua Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio.
e Muodostetaan satunnaismuuttujien X, X, ... , X, summa:
Y=X + X, + -+ X,
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Normaalijakaumaa noudattavien satunnais-

muuttujien summan jakauma: Perustelu 2/2

* Riippumattomien satunnaismuuttujien summan momenttiemafunktiota
koskevan tuloksen mukaan satunnaismuuttujan

Y=X + X, + -+ X,
momenttiemafunktio on
m, (t) =m (t)m,(t)---m(t)
= exp(i4t +30,1°) exp(pit +505°)---exp(f4t +5 0, t%)
=exp((ty + fhy ++ + Ut +5(07 +0; ++- +O)°)
« Koskamy(t) on normaalijakauman
N(w, + i, +- +u , o7 +o; +-- +g.) momenttieméfunktio, niin

Y =X, +X, 4+ X, ~ N(l +ld, +- +h , 02 +02 +-- +07)
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Satunnaismuuttujien muunnokset ja
niiden jakaumat

Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma

>> Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Rilppumattomien satunnaismuuttujien

osamaaran jakauma

Avainsanat

F-jakauma

Jacobin determinantti

Kertymafunktio

Normaalijakauma

Satunnaismuuttuja

Satunnaismuuttujien osamaaran
jakauma

Studentin t-jakauma

Tiheysfunktio

Todenndakoisyysjakauma

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Satunnaismuuttujien riippumattomuus

Olkoot X ja Y riippumattomia jajatkuvia satunnais-
muuttujia.

Taloin niiden yhtelgakauman tiheysfunktio
Fyv(X Y)

voldaan esittéda satunnaismuuttujien X ja 'Y reunajakaumien
tiheysfunktioiden f,(x) jaf,(y) tulona

Fyer(X: Y) = £ (0 (Y)

TKK
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Rilppumattomien satunnaismuuttujien

osamaaran jakauma

o Olkoot XjaY > 0riippumattomia jajatkuvia satunnais-
muuttujia, joiden tiheysfunktiot ovat f,(X) jafy).

o Maéritelldan satunnaismuuttuja
U=X/Y
e Osaméiaran U = X/ Y tiheysfunktio on

fo ()= [ yix (uy) f, (y)dy

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Rilppumattomien satunnaismuuttujien

osamaaran jakauma: Todistus 1/3

o Olkoot XjaY > 0 riippumattomia jajatkuvia satunnaismuuttujia,
joiden tiheysfunktiot ovat f,(X) jaf/y).

o Koskasatunnaismuuttujat X ja'Y ovat riippumattomia,
Fxr(%: Y) = FAY)E(X)

e Olkoot
U=X/Y
V=Y

e Satunnaismuuttujien X ja'Y osamadaran jakauma saadaan maaraamalla
satunnaismuuttujan U reunajakauma satunnaismuuttujien U jaVv
yhtei g akaumasta.
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Rilppumattomien satunnaismuuttujien

osamaaran jakauma: Todistus 2/3

o Tarkastellaan muunnosta
0 {U : X/'y
v=y
e  Muunnoksen (0) k&anteismuunnos;
X=Uv
o
e Muunnoksen (L) Jacobin deter minantti:
o(u,v) _ ou D@v _ou ﬁv
0(X,y) 0x 0y 0y o0x

13
y y

=1/y#0

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Rilppumattomien satunnaismuuttujien

osamaaran jakauma: Todistus 3/3

e Siten satunnaismuuttujien U = X/ YjaV =Y yhteigakauman
tiheysfunktio on

fov (U, V) = T, (X, y)‘

= ()1, (Y)Y
= Vi (uv) 1y (V)

o Osamaaran U = X/ Y tiheysfunktio saadaan tasta satunnai smuuttujan
U reunajakauman tiheysfunktiona:

o(u, v)

f, (u) = j‘o fuy (U, v)dv= vax (uv) f, (v)dv

= [ yix (uy) f, (Y)dy
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

F-jakauma 1/4

o Tarkastellaan riippumattomien satunnais-
muuttujien osamaéran jakaumaa koskevan yleisen tuloksen
sovelluksena F-jakauman (ks. lukua Normaalijakaumasta

johdettuja jakaumia) tiheysfunktion lausekkeen johtoa.
o QOletetaan, etta satunnal smuuttujat
X X, o b Xy Y, Yo, ) Y,

ovat riippumattomia ja noudattavat standardoitua
normaalijakaumaa:

Xy, %oy o s X Yy Yy o, Y O
X ~N(0,1),i=12, ..., m
Y ~N@©,1),i=12 ...,n
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

F-jakauma 2/4

o Maaritel&an satunnaismuuttujat
X=X+ X>+--+X2
Y :Y12 +Y22 +... +Yn2
e Satunnaismuuttujat X ja'Y ovat riippumattomia ja x4-

jakauman méaéaritelman mukaan X noudattaa y?-jakaumaa
m:|l& vapausasteellaja Y noudattaa y?-jakaumaa n:ll&

vapausasted! |a:
X ~ x*(m)
Y~ x*(n)
Xy
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

F-jakauma 3/4

Maéaritel|aan satunnal smuuttuja

= X/m: n E}(
Yn mY
jossaslis
X ~ x*(m)
Y ~ x*(n)
Xy

Satunnaismuuttuja F noudattaa F-jakauman maaritelman
mukaan F-jakaumaa vapausastein m ja n:

F~F(m, n)

TKK
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

F-jakauma 4/4

e Satunnaismuuttujan
F~F(m, n)
tiheysfunktio on

I_(YTH‘nj m m+n
2 m)z T m \ 2
e =— <77 (nj y? (1+ij

M — | =

2l
jossal (-) on Eulerin gammafunktio:
M(2)= _[tz‘le“dt
0

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

F-jakauma:
Tiheysfunktion johto 1/6

o Madritelldan satunnaismuuttuja

F="

| m Y
jossa
X ~x*(m),Y ~ x*(n), X OY
. Tdldin
F ~F(m, n)

o Kaytetdan satunnaismuuttujan F tiheysfunktion lausekkeen

r(m—m) m m+n

_ 2 m )2 g—l m 2

fF(y)_r(mjr(nj(n) Yy (1+nyj
2 2

perustel emiseen yleista tulosta rii ppumattomien satunnai smuuttujien
osamaaran jakaumalle.
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
F-jakauma:
Tiheysfunktion johto 2/6

o Madritelldan satunnaismuuttuja

Z:ﬁ
Y

jossa
X~ x*(m),Y ~ x*(n), X OY
*  X?(n)-jakauman tiheysfunktio on muotoa (ks. kappaletta

Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma):
1

g -1,
f.(y)=Cy® e?
1

1
22 r(ﬂ)
2

r(2)= jt“e‘tdt
0

C, =

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
F-jakauma:

Tiheysfunktion johto 3/6

* Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaar an tiheysfunktion

kaavan mukaan satunnaismuuttujan Z = X/Y tiheysfunktio on
1 n

T » m_]_ -= -1 _E
f,(2)= [y (@)f(y)dy=C,C, j y(zy)? e y? e?dy

m
B ——1 Lz
5 (1+2)y

=Cij(zy) y2 ez dy

 Kun integraalissatehdaan sijoitus (1 + y)z = t, saadaan

00 m—:|. E—:|. 1
,@2=CC, [z |" [ =] e?
1tz 1+z 1+z 1+z

_m+n o

= Canz2 (1+2) _[t 3mm _1e__t
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
F-jakauma:
Tiheysfunktion johto 4/6

e Satunnaismuuttujan Z = X/Y ti heysfunktion lausekkeen

_m+tn o

f(2)=C,C.22 (1+2) jt " o

Integraalin
oo —(m m)—l —lt
jt 2 dit

0

Integroitava on y2(m + n)-jakauman tiheysfunktion ydin.

e Siten

00 1
—(m+m)—1 . 1
jt 20t =——
C

0 m+n

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

F-jakauma:
Tiheysfunktion johto 5/6

Sijoittamallavakioiden C ., C_jaC, , , lausekkeet paikoilleen saadaan
satunnaismuuttujan Z = X/Y tiheysfunktioks

o
f ()=t eg) 2 = 2 ) it ag)

(5r)

Satunnai smuuttujan

n
F=—[—~F(mn
— 57~ F(mn)

saadaan satunnaismuuttujan Z = X/Y tiheysfunktiosta lineaari-
muunnoksella

F=7
m

TKK
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

F-jakauma:
Tiheysfunktion johto 6/6

« Soveltamalla satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen tiheysfunktion
kaavaa (ks. kappal etta Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat)
saadaan F(m, n)-jakauman tiheysfunktioksi

r(m—mj m m+n
_ 2 m )2 g—l m 2
2 2
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

t-jakauma 1/4

o QOletetaan, etta satunnal smuuttujat
Xy Y, Y, 0, Y

n

ovat riippumattomia ja noudattavat standardoitua
normaalijakaumaa:

X, Yy, Yy, o, Y. O
X ~N(0, 1)
Y ~N@©,1),i=12 ...,n

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

t-jakauma 2/4

o Méaaritelldan satunnaismuuttuja
Y=Y2+Y] + +Y?
e Satunnaismuuttujat X ja'Y ovat riippumattomia, X
noudattaa standardoitua normaalijakaumaa N(O, 1) jaY

noudattaa y?-jakauman maaritelman mukaan y?-jakaumaa
n:|l& vapausastedl |a:

X ~ N(0,1)
Y ~ x°(n)
X OY
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

t-jakauma 3/4

o Méaaritelldan satunnaismuuttuja

'W'mf

jossaslis
X ~ N(0,1

Y ~ x*(n)
X 0Y

e Satunnaismuuttujat noudattaa t-jakauman maaritelman
mukaan Studentin t-jakaumaa vapausastein n (ks. lukua

Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia)Z

t ~t(n)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

t-jakauma 4/4

e Satunnaismuuttujan
t ~t(n)
tiheysfunktio on

r(””) i
1 2 1 zj 2
f (y)= 1+—
W= r(”j( Ly
2
jossal (-) on Eulerin gammafunktio:

M(2)= _[tz‘le“dt
0

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
t-jakauma:

Tiheysfunktion johto 1/4

Madritel|d8n satunnai smuuttuja
[ = \/HL
Y

| JY
jossa
X ~N(0,1),Y ~ x*(n), X OY
Taloin
t~t(n)
Kaytetdan satunnai smuuttujan t tiheysfunktion lausekkeen

r(”—ﬂj 1
1 2 1 2
fL(y) = (1+—y2j

Jnr (Qj n
2
perustelemisessa hyvaks sitg, etta
t2~F(1, n)

TKK
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
t-jakauma:

Tiheysfunktion johto 2/4

o Jakauman F(1, n) tiheysfunktio on

R

fF(Z):r(l)\/l_z_[r(n)(%jzﬁ1(1+lzj :
2 2

r(”_”) o

2 ) 1 (ngj :

ey

2

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

t-jakauma:
Tiheysfunktion johto 3/4

 Koska
t=+/z
jossa
z~F(1, n)
pétee seuraavatulos, kuny > O:
PrO<t<y)=5Pr(0<|t|<Yy)
=1Pr(0<t® <y?)
=1Pr(0<z<y?)

= 1R (y")

jossa F on jakauman F(1, n) kertymafunktio.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
t-jakauma:
Tiheysfunktion johto 4/4

 Derivoimallayhtal6
Pr0<t<y)=4F.(y")
saadaan satunnai smuuttujan t tiheysfunktioksi, kuny > O:
f(y) = Vi (¥%)
e Siten jakauman t(n) tiheysfunktioks saadaan lopulta

r(n_-l_l) n+1
1 L2 ) 1.2
o

2

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Satunnaismuuttujien muunnokset ja
niiden jakaumat

Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma

Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
>> Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat

Avainsanat

Eksponenttijakauma
Kertymafunktio

Maksimi

Minimi
Satunnaismuuttuja
Tiheysfunktio
Todennédkoisyysjakauma

TKK
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien minimin jakauma 1/2

o QOletetaan, etta satunnal smuuttujat
X, X, ey X

ovat riippumattomia ja noudattavat samaa jakaumaa,
jonka kertymafunktio on F(X):

X, Xy s ooy X O
X ~F(X),i=12 ..,n

¢ Olkoon satunnaismuuttuja X,y satunna smuuttujien
Xy X5, oo, X, minimi:

X =min{ X, X;, ..., X}
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien minimin jakauma 2/2

e Satunnaismuuttujan
X =min{X;, X5, ..., X}
kertymafunktio on
Foy=1-[1-FX)]"
e Jos satunnaismuuttujat X, , X, , ..
janiiden tiheysfunktio on
f(x) = F (X)
niin satunnai smuuttujan
X =min{X;, X;, ..., X}
tiheysfunktio on
fay = n[1 = F)]"H(X)

., X, ovat lisaks jatkuvia

TKK (c) llkka Mellin (2005)

109



Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien minimin jakauma:
Perustelu 1/3

e QOletetaan, etta

Xy Xgy oo, X O
X~FX,i=12,..,n
e Olkoon

Xy = Min{X;, Xy, .., X}
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien minimin jakauma:
Perustelu 2/3

o Soveltamalla kertymafunktion maaritelmaa, komplementti-
todennakdisyyden kaavaa ja satunnaismuuttujien X, , X, , ... , X
riippumattomuutta satunnaismuuttujan

Xy =min{ X, , X,, ..., X}
kertyméfunktioks saadaan:

F(l)(x) = Pr(X(l) < X)
:1—Pr(X(1)
=1-Pr(X;>xja X, >xja...ja X, >X)
=1-Pr(X; >x)Pr(X, >x)---Pr(X, >X)
=1-[1-Pr(X; =X)][1-Pr(X, <x)]---[1 -Pr(X, <X)]
=1-[1-F)[1-F()]---[1 -F(x)]
=1-[1-F(x)]"

n

> X)
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien minimin jakauma:

Perustelu 3/3

o Oletetaan lisékd, etta satunnaismuuttujat X, , X, , ... , X ovat jatkuvia
janiiden tiheysfunktio on

f(x) = F (%)
o TAalGin satunnai smuuttujan
Xy =min{X;, Xy, ..., X}

tiheysfunktio saadaan derivoimalla satunnaismuuttujan X,
kertyméfunktion lauseke:

fi (9 = Fiy () = {1-[L=F (4]}

= -n[1-F(X)]""[-F'(x)]
=n[1-F(x)]"™ f (X
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien minimin jakauma:

Eksponenttijakauma 1/2

o Oletetaan, etta riippumattomat satunnai smuuttujat

X, Xy, ..., X, noudattavat samaa eksponenttijakaumaa (ks. lukua
Jatkuvia jakaumia) parametrinaan A :
X3 Xy, X, O
X ~Exp(1),i=12,...,n
e Satunnaismuuttujien X, , X, , ... , X, kertymafunktio:
F(x)=1-e™

e Satunnaismuuttujien X, , X, , ... , X tiheysfunktio:
f(x)=F'(x) =Ae™™
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien minimin jakauma:

Eksponenttijakauma 2/2

Madritel|d8n satunnai smuuttuja

Xy =min{X,, X, ..., X}
Satunnaismuuttujan X ;, kertymafunktio:

Fo () =1-[1-F(¥)]" =11 -1 ™)’

=1-e™
Satunnaismuuttujan X, tiheysfunktio:

: d i
foy (X) = Fyy (X) :&(1—6 )
=nle ™
Siten samaa eksponenttijakaumaa Exp(A) noudattavien satunnais-
muuttujien X, , X, , ..., X, minimi X,y noudattaa eksponentti-

jakaumaa parametrinaan nA :
Xy ~ Exp(nA)

TKK
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien maksimin jakauma 1/2

o QOletetaan, etta satunnal smuuttujat
X, X, ey X

ovat riippumattomia ja noudattavat samaa jakaumaa,
jonka kertymafunktio on F(X):

X, Xy s ooy X O
X ~F(X),i=12 ..,n

* Olkoon satunnaismuuttuja X, satunna smuuttujien
X1 Xy, oo, X, maksimi:

Xy = max{ Xy, X5, ..., X}
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien maksimin jakauma 2/2

e Satunnaismuuttujan
Xy = max{ X, Xy, ..y X}
kertymafunktio on
Fy = [FOI]"
e Jossatunnaismuuttujat X, , X, , ... , X, ovat lisdks jatkuvia
janiiden tiheysfunktio on
f(x) = F (X)
niin satunnai smuuttujan
Xy = max{ Xy, X5, ..., X}
tiheysfunktio on
fry = N[FGI]"H(X)

(c) llkka Mellin (2005)
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien maksimin jakauma:
Perustelu 1/3

e QOletetaan, etta

Xy Xgy oo, X O
X~FX,i=12,..,n
e Olkoon

Xy = max{ X, X, , ..., X}
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien maksimin jakauma:
Perustelu 2/3

o Soveltamalla kertyméafunktion maaritelmaa ja satunnai smuuttujien
Xy, Xy, .., X, riippumattomuutta satunnai smuuttujan

X(n) =max{X,,X,, ..., X}

kertymafunktioks saadaan:

Foy (X) =Pr(X,, £X)
=Pr(X,sxjaX,<xja...jaX, <X)
=Pr(X,; £ x)Pr(X, £x)---Pr(X, £X)
=F(X)F(X)---F(X)

=[FI"
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien maksimin jakauma:

Perustelu 3/3

o Oletetaan lisékd, etta satunnaismuuttujat X, , X, , ... , X ovat jatkuvia
janiiden tiheysfunktio on

f(x) = F (%)
o TAalGin satunnai smuuttujan
Xy = max{ X, X, , ..., X}

tiheysfunktio saadaan derivoimalla satunnaismuuttujan X,
kertyméfunktion lauseke:

£, (%) =FL (%) :%[F(x)]“

=n[F(x)]""F'(x)
=n[F(x)]"" f(x)
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien maksimin jakauma:

Eksponenttijakauma 1/2

o Oletetaan, etta riippumattomat satunnai smuuttujat

X, Xy, ..., X, noudattavat samaa eksponenttijakaumaa (ks. lukua
Jatkuvia jakaumia) parametrinaan A :
X3 Xy, X, O
X ~Exp(1),i=12,...,n
e Satunnaismuuttujien X, , X, , ... , X, kertymafunktio:
F(x)=1-e™

e Satunnaismuuttujien X, , X, , ... , X tiheysfunktio:
f(x)=F'(x) =Ae™
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien maksimin jakauma:

Eksponenttijakauma 2/2

Madritel|d8n satunnai smuuttuja
Xy = max{ Xy, Xy, ..., X}
Satunnaismuuttujan X, kertymafunktio:
Foy () =[F(Q]" =(1-€™)"
Satunnaismuuttujan X, tiheysfunktio:

, d —Axyn
fiy (X) = Fy (X) :&(1—6 ™)

— nAe—/\X(l_ e—)IX)n—l
Siten samaa eksponenttijakaumaan Exp(A) noudattavien
satunnalsmuuttujien X, , X, , ... , X, maksmi X, & noudata mitaan
tavanomaista jakaumaa toisin kuin niiden minimi X,y , joka noudattaa
eksponenttijakaumaa parametrinaan nA .
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