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Todennakoisyys ja sen maaritteleminen:
Mita opimme? — 1/2

Opimme millainen reaalimaailman ilmid on satunnaisiimi6 ja mita
tarkoitetaan, kun puhutaan tapahtumien todennak 6isyyksista.

Opimme, etta ilmion satunnaisuus el merkitse ilmion tuloksen
mielivaltaista vaihtelua.

Esitamme kolme naiivia maaritelmaa todennak oisyydelle:

(i) Empiirisen todennakdisyyden maaritelman mukaan
tapahtuman todennakdisyys on tapahtuman (tilastollisesti
stabiili) suhteellinen frekvenss ilmion toistokertojen joukossa.

(i) Klassisen todennéak6isyyden maaritelman mukaan tapahtuman
todennakdisyys on tapahtumalle suotuisien tulosvaihtoehtojen
suhteellinen frekvenss.

(ili) Tapahtuman todenndkdisyys on tapahtuman sattumisen
mahdollisuuden mitta.
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Todennakoisyys ja sen maaritteleminen:
Mita opimme? — 2/2

Opimme myas, etta satunnaisiimion tilastollisen mallin €li toden-
nakoisyysmallin on sisdllettava kuvaus ilmion tulosvaihtoehdoista ja
niiden todennakdisyyksista.

Jotta satunnaisiimidista ja niiden tulosvaihtoehdoista voitaisiin puhua
tasmallisesti, méarittelemme todennak disyyslaskennan perus-
kasitteet otosavaruus, tapahtuma jaalkeistapahtuma.

Ndemme myads, kuinka todenndkoisyysaskennan peruskasitteille
voidaan antaa joukko-opilliset tulkinnat seka esittelemme toden-
nakoisyyden perusominaisuudet.
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Todennakoisyys ja sen maaritteleminen:
Lisatiedot

 Todennakdisyyslaskennan perusoperaatiot japeruslaskusaannot
esitelléan luvussa

Todennékdisyyden peruslaskusaannot
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Todennakoisyys ja sen maaritteleminen

>> Deterministisyys ja satunnaisuus
Todennékdisyyden maaritteleminen
Todennékdisyyden perusominaisuudet

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Deterministisyys ja satunnaisuus

Avainsanat
Deterministinen ilmi6
Frekvenssi
Koetoisto
Peli
Peli luontoa vastaan
Reilu peli
Satunnaisilmio
Satunnaiskoe
Stokastinen ilmio
Suhteellinen frekvenssi
Tilastollinen stabiliteetti
Todennadkoisyyden frekvenssitulkinta
Tulosvaihtoehto
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Deterministisyys ja satunnaisuus
Deterministiset ilmiot

Reaalimaailman ilmi6 on deterministinen, jos ilmion
alkutilan perusteella voidaan tarkasti ennustaa ilmion
lopputila €li tulos.

Deterministisen iIlmion alkutila maaraa tarkasti 1lmién
lopputilan eli tul oksen.

Deterministisia ilmioita kutsutaan usein eksakteiks tai
kausaalisiks.
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Deterministisyys ja satunnaisuus
Deterministiset ilmiot:

Esimerkkeja

Monia fysiikan, kuten klassisen mekaniikan, tutkimia ilmioita pidetaan
tavallisesti deterministisina.

Esimerkiksi kappaleen lentorata voidaan ennustaa hyvin tarkasti, jos
tunnetaan kappal een paino, |ahtonopeus, |&htokulma, [&htGsuunta,
Ilmanvastus jne.

Huomautuks a
—  Deterministisista ilmioista tehtaviin havaintoihin liittyy
hyvin usein luonteeltaan satunnaisia havaintovirheita.

—  Deterministisiin ilmidihin saattaa liittya ennustamattomuutta,
jota kutsutaan kaaokseks.
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Deterministisyys ja satunnaisuus
Satunnaisilmiot

 Reaalimaailman ilmid on stokastinen ilmio i
satunnaisiimig, jos silla on seuraavat ominai suudet:

(1) 1Imi0 voi péédtya alkutilastaan useisiin erilaisiin
lopputiloihin el ilmidlla on useita erilaisia vaihto-
ehtoisia tuloksia.

(i) Imion alkutilan perusteella el voida tarkasti ennustaa

Ilmion lopputilaa eli sitd, mika mahdollisista tulos-
valhtoehdoista realisoituu €i toteutuu.

(111) Vaikkailmion lopputilaa e voida ennustaa tarkasti,
tulosvai htoehtojen suhteellisten frekvenssien i
osuuksien nahdaan ilmion toistuessa kayttaytyvan
saannonmukai sesti.
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Deterministisyys ja satunnaisuus

Satunnaisilmiot:
Esimerkkeja 1/2

» Biologiset ilmiot o Tilastallisen tutkimus-
— sukupuolen masraytyminen aineiston keruu
— perinnollisyys — otoksen poiminta

« Havaintovirheiden syntyminen — satunnaistus empiirisissa
empiirisissa tutkimuksessa kokeissa

* |hmisen ominaisuuksien o Uhkapelit
periytyminen — rahanheitto
— fyysiset ominaisuudet — korttipdlit
— henkiset ominaisuudet — |otto
— suorituskyky — ruletti

o Kvanttimekaniikan ilmio6t — arpajaiset
— radioaktiivinen hajoaminen e Yhteiskunnalliset ilmiot
— hiukkasfysiikan ilmiot — sosiologiset ilmi6t

— taloustietedlliset ilmiot
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Deterministisyys ja satunnaisuus
Satunnaisilmiot:

Esimerkkeja 2/2

e Satunnaisiimididen tulosta el voida ennustaa tarkasti, mutta ilmion
toistuessa mahdollisten tulosvai htoehtojen suhteellisten frekvenssien
eli osuuksien havaitaan kayttaytyvan sdannénmukai sesti.

o Esmerkkea sdédnndnmukai suuksista satunnaisiimi6issa:
—  Satunnaisesti valitun ihmisen alykkyysosamaaraa el tiedet,

mutta alykkyysosaméaarét jakautuvat suurissa ihmisgoukoissa
normaalijakauman mukaan.

—  Havaintovirheen suuruutta el voida ennustaa yksittéiselle
havainnolle, mutta havaintovirheet jakautuvat suurissa
haval ntomaarissa usein normaalijakauman mukaan.

—  Radioaktiivisen aineen yksittéisen atomin haoamishetkeé el
voida ennustaa, mutta puoliintumisaika on jokaiselle
radioaktiiviselle aineelle ominainen vakio.
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Deterministisyys ja satunnaisuus
Satunnaisuus el ole mielivaltaisuutta

| lmiBn satunnaisuudella tarkoitetaan sitg, etta ilmion tulos
vaihtelee ilmion toistuessatavalla, jota e voida ennustaa
tarkasti.

Satunnaisiimion tulos e kuitenkaan saa 1lmion toistuessa
vaihdella mielivaltaisalla tavalla.

Satunnaisilmion sdannonmukai sten piirteiden on tultava
esille ilmion toistuessa.
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Deterministisyys ja satunnaisuus

Tilastollinen stabiliteetti

e Satunnaisiimion toistuessa ilmenevaa saanndnmukai suutta
kutsutaan tilastotieteessa tilastolliseks stabiliteetiksi.

o Jossatunnaisiimio e oletilastollisesti stabiili, Sitd el voida
mallintaa tilastollisillamallellla

e Huomautus:

Tilastollisen stabiliteetin idea saa matemaattisesti tdsmallisen
muotoilun ns. suurten lukujen laissa; ks. lukua
Konvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet.
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Deterministisyys ja satunnaisuus
Tilastollinen stabiliteetti:

Esimerkki 1/2

» Heitetdan virheetonta eli harhatonta rahaa toistuvasti ja pidetéan
Kirjaa kruunien suhteellisesta osuudesta €li frekvenssista.

e Yksttaisen heiton tulosta e voida ennustaa.

« Kruunien suhteellinen frekvenss vaihtelee heittoja toistettaessa, mutta
|ahestyy virheettoman rahan tapauksessa lukua 1/2 siten, etta suuret
poikkeamat luvusta 1/2 tulevat yha epatodennakoisemmiksi €li
harvinaisemmiksi.

e Huomautuksa:

—  Luku 1/2 e ole kruunien suhteellisen frekvenssin raja-arvo
tavanomai sessa mielessa.

—  Tapa, jollakruunien suhteellinen frekvenssi 1ahestyy lukua 1/2,
on esimerkki ns. stokastisesta konver genssista.
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Deterministisyys ja satunnaisuus

Tilastollinen stabiliteetti:
Esimerkki 2/2

f/n

Esimerkki kruunan suhteellisen frekvenssin f/n
kehittymisesté pitkassa rahanheittosarjassa

0.5 A

10 100 1000

Heiton numero n (log)

10000
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Deterministisyys ja satunnaisuus

Satunnaisilmiot, tilastolliset mallit ja
todennakodisyyslaskenta 1/2

Tilastotieteen tentavana on rakentaa (tilastollisia) mallgja,
joiden avulla voidaan kuvata ja selittda mekanismit, jotka
tuottavat tiedot tutkimuksen kohteena olevasta reaali-
maailman ilmiosta.

Koska tilastollisissa tutkimusasetel missa il mi6ta koskeviin
tietoihin sisdltyy satunnaisuutta ja epavar muutta,
tilastollisia mallg a rakennettaessa sovelletaan

todennékoi syyd askentaa.
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Deterministisyys ja satunnaisuus

Satunnaisilmiot, tilastolliset mallit ja
todennakadisyyslaskenta 2/2

o Satunnaisiimidlle voidaan rakentaatilastollisiamallgja
vain, jos ilmididen tulokset elvat vaihtele mielivaltaisella
tavalla.

 EiI-midivaltaisuudella tarkoitetaan sitg, ettailmion

toistuessa tul osvai htoehtojen suhteelliset frekvenssit €|
osuudet kayttaytyvat tilastollisesti stabiilisti.
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Deterministisyys ja satunnaisuus
Satunnaiskokeet ja koetoistot:

Maaritelmat

Kutsumme satunnaisiimiota usain satunnaiskok eek sl.
Esmerkkg &

—  Lapsen sukupuolen maaraytymismekanismi munasolun
hedel maittyessa on satunnai skoe.

—  Nopanheitto on satunnaiskoe.

Kutsumme satunnaisiimion esiintymiskertaa usein
koetoistoks.

Esmerkkg &

—  Yksittaisen lapsen sukupuolen maaraytyminen on koetoisto.
— Yksittéinen nopanheitto on koetoisto.
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Deterministisyys ja satunnaisuus

Satunnaiskokeet ja koetoistot,
tilastollinen stabiliteetti ja reilun pelin vaatimus

e Satunnaiskokeen toistaminen samoissa olosuhteissa —ts.
kokeen olosuhteiden vakiointi — takaa tavallisestl sen, etta
satunnai skokeen tulokset kayttaytyvét tilastollisest
stabiilisti.

« Vaatimus satunnaiskokeen tulosten kayttaytymisen
tilastoll1sesta stabiliteeti sta voidaan tulkita vaatimukseksi
rellusta pelista.
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Deterministisyys ja satunnaisuus
Reilu vs epareilu peli:
Esimerkki 1/3

Pelaat Mr. Ebenezer Scroogea vastaan pelia, jolla on seuraavat
saannot:

(i)  Mr. Scroogella on hallussaan useita erilaisia noppia, joiden
siiméalukuja et tieda.
(i) Mr. Scrooge valitsee nopistaan yhden.

(i) Et saaottaa Mr. Scroogen valitsemaa noppaa kétees, mutta
Mr. Scroogen on heltettava valitsemaansa hoppaa niin monta
kertaa kuin haluat.

(iv) Jokaisen heiton jalkeen Mr. Scroogen on ndytettava sinulle
heiton tulos eli siiméluku, joka on nopan yldg &aneella tahkolla.

(v) Voitat ennalta sovitun rahasumman, jos saat selville
Mr. Scroogen heittdman nopan silmaluvut.
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Deterministisyys ja satunnaisuus
Reilu vs epareilu peli:
Esimerkki 2/3

Saat Mr. Scroogen heittaman nopan silmaluvut selville, jos toistatat
nopanheittoa riittdvan monta kertaa ja tarkkailet heittojen tuloksena
esiintyvien siimélukujen suhteellisia frekvensse a.
Oletetaan esimerkiksi, ettda Mr. Scroogen valitseman nopan silmauvut
ovat

1,1,1,2,2,3
Taldin tuntuu ilmeiseltg, etta silmalukujen

1,2,3
suhteel listen frekvenssien on jakauduttava pitk&ssa heittosarjassa
suunnilleen suhteessa

3:2:1
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Deterministisyys ja satunnaisuus
Reilu vs epareilu peli:
Esimerkki 3/3

o Oletetaan, ettd Mr. Scrooge vaihtaa salaa noppaansa pelin aikana.

o Talldin et voi voittaa pelid, koska Mr. Scrooge rikkoo tietamattas
pelin sdantoa (ii) vastaan.

« Vaatimusrellusta pelista tarkoittaa sitg, etta tallaista séantdjen
rikkomista el saa tapahtua.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Deterministisyys ja satunnaisuus

Tilastollinen tutkimus on pelia luontoa vastaan 1/3

o Tilastollista tutkimusta voidaan kuvata peliksi luontoa
vastaan.

o Tilastollisessa tutkimuksessa pyritéan tekemaan luonnon
tilaa koskevia johtopaatoksia luonnon tilasta kerattyjen
havaintojen perustedl la.

* Luonnon tila on sitg, etta luonnolla on kadessaan joukko
"pelikorttga’.

« Tutkijan tavoitteena on ottaa selville luonnon kadessa
olevat "kortit”.

e Luonnon tavoitteena on salata kadessaan olevat ” kortit”
tutkijalta.
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Deterministisyys ja satunnaisuus

Tilastollinen tutkimus on pelia luontoa vastaan 2/3

Peli koostuu eristd, joissa jokaisessa tutkija vol katsoa
yhden satunnaisesti valitsemansa ” kortin” luonnon
kadesta — tdma on havaintojen keraamista.

Tutkijavol saada selville luonnon tilan eli luonnon
kadessa olevat "kortit” pelaamalla riittavan monta eraa li
keraamalla riittavasti havaintoja.
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Deterministisyys ja satunnaisuus

Tilastollinen tutkimus on pelia luontoa vastaan 3/3

o Tilastollisessa tutkimuksessa pyritdan satunnaisiimiota
koskevien havaintojen perusteella paattelemaan, millainen
on havainnot tuottanut mekanismi.

o Pa&ittely e onnistu, jos havainnot tuottanut mekanismi e
ole jossakin mielessa pysyva dli tilastollisesti stabiili.

« Oletus havainnot tuottaneen mekanismin pysyvyydesta
voidaan tulkita oletukseks siitd, etté luonto pelaa reilusti
eikariko pelin sdantgja vastaan vaihtamalla pelin aitkana
salaa kadessaan olevia” korttgja’.
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Deterministisyys ja satunnaisuus
Tilastollinen tutkimus on pelia luontoa vastaan:

Kommentteja

Tilastotiede tuntee my0s sellaisia menetelmig, joilla
voidaan pyrkia paljastamaan muutokset havainnot
tuottaneessa mekani smissa.

Tilastollisen tutkimuksen kohteena ovat usein seuraavat

Kysymykset:

(1) Onko havainnot tuottaneessa mekanismissa
tapahtunut muutoksia?

(i) Mitka ovat tapahtunel den muutosten syyt?

Jotta tilastotiede pystyis mallintamaan muutokset ja
niiden syyt, muutokset eivat saa kuitenkaan tapahtua
mielivaltaisella tavalla, vaan niissa on oltavajokin
systemaattinen piirre.
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Todennakoisyys ja sen maaritteleminen

Deterministisyys ja satunnaisuus
>> Todennékdisyyden maaritteleminen
Todennékdisyyden perusominaisuudet

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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TodennakoOisyyden maaritteleminen

Avainsanat

Empiirinen todennakaoisyys

Frekvenssi

Klassinen todennékdisyys

Suhteellinen frekvenssi

Suotuisa tulosvaihtoehto

Tapahtuma

Tilastollinen stabiliteetti

Todennakoisyyden frekvenssitulkinta
ja empiirinen todennakoisyys

Todennakoisyyden frekvenssitulkinta
ja klassinen todennakoisyys

Todenndkoisyyden méaaritteleminen

Todennadkoisyyden naiivit maaritelmat

Todenné&koisyys

Todennakoisyys mittana

Tulosvaihtoehto
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Todennakdisyyden maaritteleminen
Todennakoisyyden naiivit maaritelmat

e Satunnaisiimididen tapahtumien todennakoisyydelle
voldaan esittda seuraavat naiivit maaritelmat:

(1) Tapahtuman (empiirinen) todennakdisyys on
tapahtuman suhteellinen frekvenssi ilmion
toistokertojen joukossa.

(i) Tapahtuman (klassinen) todennakdisyys on
tapahtumalle suotuisien tulosvaihtoehtojen
suhteellinen frekvenss.

(111) Tapahtuman todennakoisyys on tapahtuman
sattumisen mahdollisuuden mitta.
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Todennakdisyyden maaritteleminen
Todennakoisyyden naiivit maaritelmat:

Kommentteja

Maaritelmia kutsutaan naiivelk s, koska ne elvét
maarittel e todennakdi syytta matemaattisesti tasmallisella
tavalla.

Todennakdisyyden tasmallinen maaritteleminen tapahtuu
ns. Kolmogorovin aksioomien avulla.
Ks. lukua Todennéksisyyden aksioomat.

Kolmogorovin aksioomien olennaisena sisdltona on se,
ettatodennak disyys on mitta matemaattisen mitta-
teorian tarkoittamassa mielessa.

Todennak0oisyyden naiivit maaritelmat voidaan sisdllyttaa
Kolmogorovin aksioomien muodostamaan kehikkoon
todennakoisyyden tulkintoina.
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Todennakdisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Maaritelma 1/2

Tarkastellaan satunnaiskoetta, jota voidaan toistaa siten,
etta seuraavat ehdot patevét:

(1) Kokeen olosuhteet sailyvat muuttumattomina
koetoistosta toi seen.

(i) Koetoistot ovat riippumattomia siina mielessa, etta
yhdenkaan koetoiston tulos & riipu siita mita tuloksia
muista koetoi stoi sta saadaan.
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Todennakdisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Maaritelma 2/2

Tarkkaillaan jonkin tulosvaihtoehdon esiintymista
koetoistojen aikana.

Jos tulosvai htoehdon suhteellinen frekvenssi eli osuus
|dhestyy jotakin kiintedta |ukua koetoi stojen lukumaéran
kasvaessa rgjatta, lukua kutsutaan tulosvaihtoehdon
empiiriseks todennakoisyydeks.
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Todennakdisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakaoisyys ja
suhteellinen frekvenssi 1/2

o Toistetaan satunnaiskoetta n kertaa.

o Tarkkaillaan jonkin tulosvaihtoehdon esiintymista koe-
toistojen atkana.

o Olkoon f ko. tulosvaihtoehdon frekvenss €I lukuméaaréa
koetoi stojen joukossa.

e Talbin

n

on ko. tulosvaihtoehdon suhteellinen frekvenss €l
suhteellinen osuus koetoi stojen joukossa.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Todennakdisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakaoisyys ja
suhteellinen frekvenssi 2/2

* Annetaan koetoistojen lukumaéran n kasvaa ragjatta.
* Oletetaan, etta (jossakin mielessa)

i—> P, kunn — +oo
n

e Tdaloinluku p on ko. tulosvaihtoehdon empiirinen toden-
nakoisyys.
e Huomautus:

Suhteel lisen frekvenssin f/n rgjakayttaytyminen koetoistojen
lukumé&aran n kasvaessa el ole tavanomai sta lukujono-
konvergenssia.

Todennakdisyyslaskennan konvergenssikasitteita kasitell&an
luvussaKonvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet.
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Todennakdisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Kommentteja

Tulosvaihtoendon empiirinen todennakadisyys on tulos-
vaihtoehdon suhteellinen frekvenss " pitkassa juoksussa”.

Empiirisen todennakdi syyden maaritelma edellyttaa tul os-
vaihtoehtojen suhtedllisilta frekvenssalltatilastollista
stabiliteettia:

Tulosvaihtoehdon empiirisesta todennakadisyydesta el ole
mielekasta puhua, ellel tulosvaihtoehdon suhteellinen
frekvenss kayttaydy satunnaiskoetta toistettaessa
tilastollisesti stabiilisti.

Matemaattista todenndkoi syytta voidaan pitda empiirisen
todennaksisyyden kasitteen idealisointina.
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Todennakdisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Ongelmat maaritelmassa 1/2

e Empiirinen todenndkoisyys on empiirinen kasite siind
mieless4, etta tulosvai htoehdon suhteellisen frekvenssin
f/n madradminen vaatii satunnaiskokeen toistamista ja
havaintojen ker &amista satunnai skokeen tuloksista.

o Tulosvaihtoehdon empiirista todennakaoisyytta el
kuitenkaan voida — nimestaan huolimatta — maar ata
kokeellisesti, koska suhteellisen frekvenssin tilastollisen
stabiliteetin empiirinen todentaminen vaatisi satunnais-
kokeen tolstami sta aar ettbman monta kertaa.

e Empiirisen todennakdisyyden kasite ei anna mahdollisuutta
puhua sellaisten tapahtumien todenndkdisyyksista, joista el
ole havaintoja.
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Todennakdisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Ongelmat maaritelmassa 2/2

Empiirisen todennadkadi syyden méaaritelmassa esiintyva
suhteellisen frekvenssin rgja-arvo e ole hyvin maaritelty:
Mikaan el takaa, ettd médritelmassa esiintyvarga-arvo on
olemassa.

Empiirista todenndkoisyytta voidaan pikemminkin
pitéatilastollisesti stabiilisti kayttaytyvan suhteellisen
frekvenssin ominaisuutena kuin todennakaoi syyden
maaritelmana.
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Todennakdisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakaoisyys ja
todennakdisyyden frekvenssitulkinta

o COletetaan, etta toistamme jotakin satunnaiskoetta ja
tarkkailemme jonkin tulosvai htoendon suhteellista
frekvenss & koetoistojen atkana.

 Todennakoisyyden frekvenssitulkinnan mukaan
ko. tulosvaihtoehdon suhteellinen frekvenss vaihtelee
satunnaisesti koetoistosta toiseen, mutta saa keskimaarin
tul osvai htoehdon todennakai syytta |ahella olevia arvoja.

Vahvistavatko havainnot tdman on empiirinen kysymys.
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Todennakdisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Esimerkki laadunvalvonnasta 1/3

 Osalatteistae tayta ankarialaatukriteereita
 Merkitéan:

K = Laite on kelvollinen

V = Laiteon vialinen

o Oletetaan, etta vialliset laitteet syntyvét tuotannossa taysin
satunnaisesti.

o Erdanapaivanavamistettujen laitteiden joukossa on 6 viallista laitetta.
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Todennakdisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Esimerkki laadunvalvonnasta 2/3

e Satunnaisiimio: L aitteen laatu

o Koetoisto: Vamistetaan 1 laite

o Koetoistojenlkmn: 300

e TulosvaintoehtoV: Laiteon vialinen

e Vidlisten laitteiden frekvenssi:
f=6

o Vidlisten laitteiden suhteellinen frekvenss:
f 6 1

= =—=0.
n 300 30

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Todennakdisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Esimerkki laadunvalvonnasta 3/3

Oletetaan, etta viallisten laitteiden suhteellinen osuus pysyy paivasta
toiseen suunnilleen samana €li, etta vialisten laitteiden suhteellinen
osuus kayttaytyy tilastollisesti stabiilisti.

Taloin suhtedllistafrekvenssia

p:i: 6 _1 =0.02
n 300 50

on jarkevaa kutsua todennékoisyydeks saadaviallinen laite, jos
tehtaalla valmistettujen laitteiden joukosta poimitaan satunnaisesti

1 laite tarkastettavaksi.
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Todennakdisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Esimerkkl otannasta 1/4

V éestétilaston mukaan Suomen vaesto jakautui vuoden 1998 lopussa

miehiin janaisiin seuraavasti:

Miehet 2 516 000
Naiset 2 643 600
Yhteensa |5 159 600

Tyypillisessa otantatutkimuksessa tutkimuksen kohteet valitaan
poimimalla satunnaisotos kaikkien suomalaisten joukosta.

Satunnai sotoksen poimintaa voidaan kuvata arvontana, jossa jokaista
suomalaista vastaa yks arpalippul.

Todennakadisyys poimia tietty henkilo on

1

5159600

TKK
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Todennakdisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Esimerkkl otannasta 2/4

Suomalaisten lukuméaara: 5 159 600
Miesten lukuméaara eli frekvenss: 2 516 000

Miesten suhtedllinen osuus di suhted linen frekvenss kaikkien
suomalaisten joukosta:
2516000 0.488

5159600
Naisten lukuméaara eli frekvenss: 2 643 600

Naisten suhteellinen osuus eli suhtedllinen frekvenss kaitkkien
suomalaisten joukosta:
2643600 0.512

5159600
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Todennakdisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Esimerkki otannasta 3/4

Koska suomalaisia on nadinkin paljon, miesten ja naisten suhteel liset
frekvenssit voidaan tulkita empiirisen todennakdisyyden méaaritelman
mukaan todennakdisyyksiks.

Siten todennakaisyys, etta satunnaisesti suomalaisten joukosta
poimittu henkilé on mies, on
2516000 0.488

5159600
Siten todennékaisyys, etta satunnaisesti suomalaisten joukosta
poimittu henkil® on nainen, on

2643600 _ ...,

5159600
Todenndkdisyys poimia suomalaisten joukosta nainen on suurempi
kuin todennakdisyys poimia mies, koska naisia on enemman.

TKK
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Todennakdisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Esimerkkl otannasta 4/4

Oletetaan, etta suomalaisten joukosta poimitaan arpomalla yha uusia
1 000 henkil6n satunnaisotoksia.

Taldin otokseen poimittujen miesten ja naisten suhteel liset osuudet
vaihtelevat otoksesta toiseen, mutta otokseen poimituista henkil 6ista
keskimaarin
00x 2516000 _
5159600
on miehiaja keskimaarin
00 2643600 _ 51204
5159600

on naisia
Tilastollinen stabiliteetti on sitg, etta nama suhdeluvut pysyvét
otoksesta toiseen suunnilleen samoina.

48.8 %
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Todennakdisyyden maaritteleminen
Klassinen todennakoisyys:

Maaritelma

o Tarkastellaan satunnaisiimiota, johon liittyy n yhta toden-
nakoi sta tulosvaihtoehtoa.

« Tarkastellaan satunnaisiimion puittei ssa tapahtumaa,
johon liittyy k yhta todennakaista tul osvaihtoehtoa, joita
sanotaan ko. tapahtumalle suotuisiks.

o Ko. tapahtuman klassinen todennakoisyys p on
tapahtumalle suotuisien tul osvai htoehtojen suhteellinen
frekvenss eli tapahtumalle suotuisien tulosvaihtoehtojen
osuus satunnaisiimion kaikista tulosvaihtoehdoista:

k
p="
n
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Todennakdisyyden maaritteleminen
Klassinen todennakoisyys:

Kommentteja

o Klassisen todenndkdisyyden kasite sopii erityisesti
uhkapelien analysointiin.

» Uhkapeleissa pelitapahtumien todennakdisyydet voidaan
tavallisesti maarata paattelemalla ne pelin sdannoista

o Historiallisesti todennakdisyyd askenta sai alkunsa 1600-
luvulla juuri uhkapelehin liittyvien ongelmien ratkai su-
yrityksista.

» Tulosvaihtoehtojen lukumaarien laskeminen on usein
epdatriviaall tehtava ja apunatarvitaan kombinatoriikaks
kutsuttua matematiikan osa-al uetta.

Ks. lukuaKlassinen todennakdisyys ja kombinatoriikka.
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Todennakdisyyden maaritteleminen

Klassinen todennakoisyys:
Ongelmat maaritelmassa

Klassisen todennakoisyyden méaritelma el anna
mahdollisuutta puhua sellaisten tapahtumien toden-
nakoisyyksista, joihin liittyvat tulosvaihtoehdot eivét ole
yhta todennakdisia.

Klassisen todennakoisyyden méaritelma el anna
mahdollisuutta puhua sellaisten tapahtumien toden-
nakoisyyksista, joihin liittyy aarettdbman monta

tul osvai htoehtoa.
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Todennakdisyyden maaritteleminen
Klassinen todennakodisyys ja

todennakdisyyden frekvenssitulkinta

o COletetaan, etta toistamme jotakin satunnaiskoetta ja
tarkkailemme jonkin tulosvai htoendon suhteellista
frekvenss & koetoistojen atkana.

 Todennakoisyyden frekvenssitulkinnan mukaan
ko. tulosvaihtoehdon suhteellinen frekvenss vaihtelee
satunnaisesti koetoistosta toiseen, mutta saa keskimaarin
tul osvai htoehdon todennakai syytta |ahella olevia arvoja.

Vahvistavatko havainnot tdman on empiirinen kysymys.
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Todennakdisyyden maaritteleminen
Klassinen todennakoisyys:

Esimerkki nopanheitosta 1/2

Heitetdan noppaa.

Talloin tulosvaihtoehtoja on 6 kpl:
Siimduvut 1, 2, 3,4, 5,6

Tarkastellaan tapahtumia
A =" Silmduku on parillinen”
B="SiImauku< 3"

Tapahtumalle A suotuisia tulosvaihtoehtoja on 3 kpl:
Siimauvut 2, 4, 6

Tapahtumalle B suotuisia tulosvaihtoehtoja on 2 kpl:
Siiméluvut 1, 2
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Todennakdisyyden maaritteleminen
Klassinen todennakoisyys:

Esimerkki nopanheitosta 2/2

Tapahtuman A =" Silméaluku on parillinen” todenndkdisyys on
3 1
p="=

Siten tapahtuma A on todennakaoisempi kuin tapahtuma B.
Oletetaan, etta heitét noppaa useita kertoja.

Todennakai syyden frekvenssitulkinnan mukaan on odotettavissa, etta
keskimaarin 1/3 heitoista antaa tulokseksi tapahtuman B ja tapahtuma
A eslintyy heittojen tuloksena useammin kuin tapahtuma B.
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Todennakdisyyden maaritteleminen
Todennakoisyys mittana:

Maaritelma

o Hydodyllisen mielikuvan todenndkdisyyden luonteesta
antaa seuraava naiivi maaritelma:

Todennakadisyys on mitta, jolla mitataan satunnaisiimion
tapahtumavai htoehtojen sattumisen mahdollisuutta.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Todennakdisyyden maaritteleminen
Todennakoisyys mittana:

Kommentteja 1/2

Maaritelméa e tayta hyvan maaritelman tunnusmerkke a,
koska se on kehamaaritel ma:

Sattumisen mahdol lisuus ja todenndkdisyys tarkoittavat
suunnilleen samaa.

Kuitenkin on totta, etta Kolmogorovin aksioomien mukaan
todenndkdisyys on mitta matemaattisen mittateorian
tarkoittamassa mielessa.

Kolmogorovin aksioomien mukaan todennakaoi syysmitta
kayttaytyy samallatavalla kuin pinta-alamitta paitsi, etta
todenndkoisyysmitalla on ylargana ns. varman
tapahtuman todennakadisyys.
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Todennakdisyyden maaritteleminen
Todennakoisyys mittana:

Kommentteja 2/2

e Todenndkoisyyden laskuséantdja voidaan havainnollistaa
joukko-opissa kaytettavien Venn-diagrammien avulla
 Venn-diagrammien idea:
(1) Tapahtumiakuvataan tasoalueilla.
(1) Tapahtumien todennakdisyyksia kuvataan
tasoalueiden pinta-aloilla.
e Venn-diagrammien kaytto todenndkoisyyslaskennan
laskusaantdjen havainnollistamisessa perustuu siihen, etta

todennakaoisyydella on mittana (1ahes kaikki) samat
ominaisuudet kuin pinta-alalla.
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Todennakoisyys ja sen maaritteleminen

Deterministisyys ja satunnaisuus
Todennékdisyyden maaritteleminen
>> Todennakoisyyden perusominaisuudet

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Todennakoisyyden perusominaisuudet

Avainsanat

Alkeistapahtuma
Alkio

Joukko

Joukko-opin relaatiot
—  kuulua joukkoon
— o0sajoukko
Joukko-oppi
Mahdoton tapahtuma
Osajoukko
Otosavaruus
Perusjoukko
Stokastinen malli

Symmetriset alkeistapahtumat

Tapahtuma

Tilastollinen malli

Todennéakoisyyden
frekvenssitulkinta

Todennékoisyyden
perusominaisuudet

Todennékoisyyksien vertailu

Todennékoisyys

Todennakoisyysmalli

Tulosvaihtoehto

Tyhjéa joukko

Varma tapahtuma

Venn-diagrammi

Aarellisen otosavaruuden tapahtumat

Aarellinen otosavaruus
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Satunnaisilmiot ja niiden tilastolliset mallit

Tilastotieteen tehtavana on kehittéa satunnaisiimioille
tilastollisa mallg a, joiden avulla pyritédan tekema&an
satunnaisiimidita koskevia johtopaatoksia.
Satunnaisiimioiden tilastolliset mallit perustuvat
todennakdisyyslaskentaan ja siks niita kutsutaan usein
my0s stokastisiksi malletks eli todennakdisyysmalleiks.

TKK
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Todennakdisyysmalli

satunnaisilmion tilastollisena mallina

o Satunnaisiimion tilastollisessa mallissa eli toden-
nakoisyysmallissa eli stokastisessa mallissa on kaks
0saa:

(1) Satunnaisiimion kaikkien mahdollisten tulos-
vaihtoehtoj en kuvaus.

(i) Tulosvaihtoehtojen todennak6isyyksien kuvaus.

o Satunnaisiimion tilastollinen malli esitetéan tavallisesti
satunnaisilmidn tulosvaihtoja numeerisessa muodossa
Kuvaavaan satunnai smuuttujan ja sen todennakoi syys-
jakauman avulla.

Ks. lukua Satunnaismuuttujat ja todennakdisyysjakaumat.
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Tilastollisten mallien rakentaminen ja

tilastollisen tutkimuksen tavoitteet 1/2

« Tilastollisen tutkimuksen paatavoitteena on tilastollisen
mallin rakentaminen tutkimuksen kohteena olevalle
satunnaisiimioille.
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Tilastollisten mallien rakentaminen ja

tilastollisen tutkimuksen tavoitteet 2/2

o Tilastollisen mallin rakentamisen tyovaiheet:
(1) Mallin muodostaminen ilmidlle.
(2) lImidta koskevien havaintojen keraaminen.

Ks. lukuaTilastollisten aineistojen keraaminen ja mittaaminen.
(3) Mallin parametrien estimaointi.

Ks. lukuaTilastollisten mallien parametrien estimointi.

(4) Mallin jahavaintojen yhteensopivuuden testaaminen.

Jos mallissa havaitaan puutteita vaiheessa (4),
pal ataan vaiheeseen (1).
Ks. luentosarjaa Tilastollisen analyysin perusteet.
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Todennakoisyyslaskenta ja joukko-oppi

e Todennakoisyyslaskennan historian téarkeimpiateoreettisia
oivalluksiaon ollut se, etta satunnaisiimion tapahtumia
voidaan ka&sitellajoukkoina.

o Siks seuraavassa palautetaan mieleen joukko-opin perus-
maaritelmat.

e Huomautus:

Taydellisempi esitys joukko-opin peruskasitteista ja
-maaritelmista on koottu liitteeks Joukko-oppi.
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Joukko-opin perusmaaritelmat:

Joukko ja sen alkiot

Joukko on kokoelma olioita, joita kutsutaan joukon
alkioiks.
Joukko on hyvin maaritelty, jos sen alkiot tunnetaan.

Merkitaan joukon ja sen alkioiden valista relaatiota
seuraavasti:

(1) sonjoukon A alkio €i skuuluu joukkoon A:
sLJA

(1) se olejoukon A alkio éi se kuulu joukkoon A:
SLTA

TKK
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Joukko-opin perusmaaritelmat:

Osajoukko

e Olkoot A jaB kaksi joukkoa.
o Josjokaisellejoukon B alkiolle s pétee, etta
slUB=sUA

niin sanomme, etta joukko B on joukon A osajoukko tai,
ettajoukko B sisaltyy joukkoon A.

 Merkinta
Joukko B on joukon A osajoukko:
B Ata Al B

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Joukko-opin perusmaaritelmat:

Tyhja joukko

o Joukkoontyhja, jossihen @ kuulu yhtéan alkiota.
« Tyhjdajoukkoa merkitédan symbolilla
[]
o Josjoukko [J ontyhja, e ole olemassa oliotas, jolle
S

e Tyhjajoukko [0 on jokaisen joukon osajoukko eli mieli-
valtaiselle joukolle A pétee:

LT A

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Otosavaruus ja alkeistapahtumat

e Satunnaisiimion kaikkien mahdollisten tulosvaihtoehtojen
joukkoa kutsutaan otosavar uudeksi.

e Otosavaruuden alkioita kutsutaan alkeistapahtumiksi.
e Merkinnét:

(1) Otosavaruutta (engl. sample space) merkitaan
tavallisesti isollakirjaimella S.

(i) Otosavaruuden Salkiota merkitaan usein vastaavalla
pienelakirjamellas.
o Jossiisakeistapahtuma s kuuluu otosavaruuteen S,
merkitaan:

SIS
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Otosavaruus ja alkeistapahtumat:

Kommentteja

o (Otosavaruus muodostaa perusjoukon, jossa satunnais-
IlmiOn tul osvai htoehtoja tarkastel laan.

e Satunnaisiimioté el voida“purkaa’ otosavaruuden
alkei stapahtumia alkeellisempiin tulosvaihtoehtoi hin.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet

Tapahtumat 1/2

e Olkoon Sotosavaruus dli tarkasteltavan satunnaisiimion
kaikkien mahdollisten tulosvaihtoehtojen joukko.

e Tarkasteltavan satunnaisiimion tapahtumat ovat
otosavaruuden S alke stapahtumien muodostamia
joukkoja.

o Siten tapahtumat ovat tarkasteltavaan satunnaisiimioon
liittyvan otosavaruuden S osajoukkoja.
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet

Tapahtumat 2/2

e Jossis A on jokin otosavaruuden Stapahtuma, niin
Al S
eli
SUA= slS
jossa s on tapahtumaan A kuuluva alkel stapahtuma.

 Kun sanomme, etta tapahtuma A sattuu, tarkoitamme
sita, etta jokin tapahtumaan A kuuluva alkes-
tapahtuma s sattuu.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 69



Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Otosavaruus, alkeistapahtumat ja tapahtumat:

Esimerkki sukupuolen maaraytymisesta

e Satunnaisiimio:

L apsen sukupuolen maaraytyminen
e (Otosavaruus:

S={Tytt6, Poika}
o Alkeistapahtumat:

S, = Tytto

s, = Poika

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Otosavaruus, alkeistapahtumat ja tapahtumat:

Esimerkki 1 nopanheitosta

o Satunnaisiimio:
Nopanheiton tulos
e (Otosavaruus:
Silmaukujen joukko S={1, 2, 3, 4, 5, 6}
o Alkeistapahtumat:
Silmauvut 1, 2, 3,4, 5, 6
o Esimerkki tapahtumasta:
A =" Silmauku on parillinen” = {2, 4, 6}
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Otosavaruus, alkeistapahtumat ja tapahtumat:

Esimerkki 2 nopanheitosta 1/3

o Satunnaisiimio:
Tulokset kahdesta nopanheitosta
e Otosavaruus S
Silmaukuparien (i, j) (36 kpl) joukko, jossa
| = 1. nopanheiton siiméluku,i=1,2,3,4,5,6
] =2.nopanheiton silmaluku, j=1,2,3,4,5,6
s={(LY), (12), 13), @4, (15, (16),
(21), (2,2), (2,3), (24), (2,9), (2,6),
(31, (32), (33), (34), (35), (36),
(4.1), (4.2), (493), (44), (49), (46),
51, 5,2, (53), (54). (55, (56),
(6,0, (6,2), (6,3, (6,4), (6,5), (6,6)}
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Todennékdisyyden perusominaisuudet
Otosavaruus, alkeistapahtumat ja tapahtumat:

Esimerkki 2 nopanheitosta 2/3

 Otosavaruuden akiot voidaan esittéa seuraavana taul ukkona;

(i, )) ] =tulos 2. nopan heitosta
| = tulos

1. nopan- 1 2 3 4 ) 6

heitosta
1 1,011,221 @3)](1,4)1](1,5)](1,6)
2 2,1012,2)]1(2,3)|(2,4) 1 (2,5 | (2,6)
3 3,1)]13,2)13,3)1(3,4)1(3,5 | (3,6)
4 41)]14,2)14,3)| 4,49 ]4,5) 1 (4,6)
5 5,0)]165,2)15,3) 15,4 15,5 ]| (5,6)
6 (6,1)] (6,2) | (6,3) | (6,4) ] (6,5) | (6,6)
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet

Otosavaruus, alkeistapahtumat ja tapahtumat:

Esimerkki 2 nopanheitosta 3/3

o Esimerkki tapahtumasta:

A ="Kummallakin nopalla saadaan sama silmaluku”
={(1.1). (22), (3,3), (44), (5,5), (6,6)}
 Esmerkiksi:
(2,2)0A
(6,) A
AOS

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Varma tapahtuma ja mahdoton tapahtuma

Varma tapahtuma

e Tapahtumaon varma, jos se eslintyy aina,
kun satunnaisiimid toistuu.

e Otosavaruus Son varma tapahtuma.
Mahdoton tapahtuma

e Tapahtumaon mahdoton, jos se @ vol esiintya koskaan,
kun satunnaisiimid toistuu.

» Tyhjajoukko [J on mahdoton tapahtuma.
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Varma tapahtuma ja mahdoton tapahtuma:

Esimerkit rahan- ja nopanheitosta

Esimerkki 1:

Rahaa heitettéessa tuloksena on aina joko kruunatai klaava.

Tapahtuma

S={Kruuna, Klaava}
on varma.

Esimerkki 2:

Tavallista noppaa heitettéessa siiméaluku 7 el voi ollatuloksena.
Tapahtuma {7} on mahdoton.

TKK
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Todennakoisyyden perusominaisuudet

e Olkoon Sotosavaruus, jossa satunnaisiimiota
tarkastellaan.

« Jokaisen tapahtuman

AlOS
todennakaoisyys Pr(A) on reaaliluku valilla[0,1]:

O<Pr(A) <1

« Varman tapahtuman Stodennakadisyyson 1.
Pr(S) =1

 Mahdottoman tapahtuman L] todennakdisyys on O:
Pr(L¥ O
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Todennakdisyyksien vertailu

e JOS
Pr(A) > Pr(B)
niin sanomme;

" Tapahtuma A on todennak disempi
kuin tapahtuma B”

tai
" Tapahtuma B on epatodennak 6isempi
kuin tapahtuma A”

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Todennakoisyyksien vertailu ja

todennakdisyyden frekvenssitulkinta

e Mitatodennakadisempi tapahtuma on,
sitd useammin tapahtumalla on taipumus esiintya
satunnaisiimion toistuessa el sitéa suurempi on tapahtuman
havaittu suhteellinen frekvenss.

o Mita epatodennakdisempi tapahtuma on,
sitd harvemmin tapahtumalla on taipumus esiintya
satunnaisilmion toistuessa eli sita pienempi on tapahtuman
havaittu suhteellinen frekvenss.
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Lukumaarafunktio

e Olkoon
n(A)
funktio, joka kertoo joukon A alkioiden lukumaaran.
o Kutsumme funktiotan(-) lukumaarafunktioks.

o Jossiisjoukon A akioiden lukumé&araon k, niin
n(A) =k
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Aarelliset otosavaruudet

e Olkoon otosavaruus S aarellinen joukko ja olkoon
n(S)=n
otosavaruuden S alkei stapantumien eli alkioiden luku-
Madra.

* Merkitaan alkeistapahtumia seuraavallatavalla:
S, =12,...,n

e Tallodin otosavaruus Svoidaan méaaritella luettelemalla sen
akiot;

S={s.S,....5,}
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Aarelliset otosavaruudet:

Alkeistapahtumien todennakdisyydet

« Adrellisen otosavaruuden
S={S, S ... s S}
dkestapahtumiens;, s,, ... , S, todenndkdisyyksien
Prs)=p;,1=1,2,...,n
on toteuttava ehto

Z p =1
=
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Aarelliset otosavaruudet:

Tapahtumien todennakdisyydet

e Olkoon A aarellisen otosavaruuden Stapahtuma eli AL S
e Talointapahtuman A todennakadisyys Pr(A) on

Pr(A) = Z P

il§0A

e Summassa lasketaan yhteen kaikki todennakoisyydet

pi = Pr(s)
joilles OA.
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet

Symmetriset alkeistapahtumat ja
niiden todennakoisyydet

e Oletetaan, etta aarellisen otosavaruuden
S={s,S,, ..., S}

dkestapahtumiens;, s, ... , S, todennakdisyydet ovat
yhta suuria:

Pr(s) :%,i =12,...n

o Tdlloin sasnomme, etta alkeistapahtumat s;, S,, ... , S, ovat
symmetrisia.
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Symmetriset alkeistapahtumat ja

klassinen todennakdisyys 1/2

o Olemme maaritelleet tapahtuman klassisen toden-
nakoi syyden tapahtumalle suotuisien tulosvai htoehtojen
suhteellisena frekvenssina satunnaisilmion kaikista
tulosvaihtoehdoista (ks. kappal etta Todennaksisyyden

mééritteleminen).

e (Olkoot otosavaruuden

S={S1 Sy -+ S
dkestapahtumat s;, S, ... , S, sSymmetrisia:

Pr(s) :%,i =12,...n
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Symmetriset alkeistapahtumat ja

klassinen todennakdisyys 2/2

« Olkoon A otosavaruuden Stapahtuma, johon liittyvien
alkeistapausten lukumaara on k:

AlS
N(A) =k<n=n(9
e Tdalloin tapahtuman A klassinen todennékdisyys on

Pr(A) :E
n
jossasis
K=n(A)

n=n(S
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Symmetriaoletus ja uhkapelit

o Usaimmissa uhkapeleissa pelin saannot edellyttavat, etta
peliin liittyvat alke stapahtumat ovat symmetrisia.
o Tyypillisid uhkapelien sdanndissa esitettyja symmetria-
vaatimuksia ovat seuraavat:
(1) Kaytettévien pelivalineiden (esim. nopan, rahan tai
rulettipydran) on oltava fysikaalisesti symmetrisia.
(i1) Kaytettavilla pelivaineilla (essm. arpalipuillatai
korteilla) on oltava sama todennékaoisyys tulla
valituiks tai jaetuiks.
e Huomaa, etta vaatimus (i1) edellyttaa pelivaineiden (esim.
arpalippujen tai korttien) huolellista sekoittamista.
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Symmetriaoletus:

Kommentteja

o Otosavaruuden alkeistapahtumien symmetrisyytta voidaan
vain harvoin perustella uhkapelien ulkopuol e la

o Oletus alke stapahtumien symmetrisyydestd on oletus, jota
voidaan testata tilastollisesti, jos ko. satunnaisiimiosta
kerétdan havaintoja.

o Klassisen todennakdisyyden maaritelma edellyttaa sitg,
etta otosavaruus on aarellinen ja sen alkel stapahtumat ovat
symmetrisia.
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Todennéakdisyyden perusominaisuudet
Symmetriset alkeistapahtumat:

EsimerkKi

e Satunnaisiimio:
Tulos nopanheitosta
 Otosavaruus S
Siimdukujeni =1, 2, 3, 4, 5, 6 joukko:
S={1,23,4,5, 6}
* Oletus nopan vir heettdmyydesta voidaan pukea seuraavaan muotoon:

Pr(i) =%,i =1,2,3,4,5,6

» Siten oletus noppien virheettbmyydesta merkitsee oletusta
akeistapahtumieni =1, 2, 3, 4, 5, 6 symmetrisyydesta.
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