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Moniulotteisia todennakoisyysjakaumia:
Mita opimme? — 1/2

o Té&ssaluvussatarkastellaan kahta moniulotteista todennak6isyys-
jakaumaa:
(i) Multinomijakauma on binomijakauman (ks. lukua Diskreetteja
jakaumia) moniulotteinen yleistys.

1) Kaksiulotteinen normaalijakauma on normaalijakauman
J J
(ks. lukua Jatkuvia jakaumia) moniulotteinen yleistys.
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Moniulotteisia todennakoisyysjakaumia:
Mita opimme? — 2/2

Multinormaalijakaumalla on seuraavat ominaisuudet:

(i)  Multinormaalijakauman reunajakaumat ovat normaalisia.

(i) Multinormaalijakauman ehdolliset jakaumat ovat normaalisia.
(iti) Multinormaalijakauman ehdolliset odotusarvot ovat lineaarisia.

(iv) Multinormaalijakauman tapauksessa korreloimattomuudesta
seuraa riippumattomuus, mika ei ole yleisesti totta.

Huomautus.

Satunnaismuuttujien riippumattomuudesta seuraa aina niiden
korreloimattomuus.
Kaksiul otteinen normaalijakauma ja sen useampi ul otteinen
yleistys multinormaalijakauma muodostavat teoreettisen perustan
lineaaristen regressiomallien teorialle satunnaisten salittgjien
tapauksessa.
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Moniulotteisia todennakoisyysjakaumia:
Esitiedot

o Egtiedot: ks. seuraavia lukuja:
Satunnaismuuttujat ja todennakoisyysjakaumat
Jakaumien tunnusluvut
Diskreetteja jakaumia
Jatkuvia jakaumia

Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja todennakoisyysjakaumat

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Moniulotteisia todennakoisyysjakaumia

>> Multinomijakauma
Kaksiulotteinen normaalijakauma

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Multinomijakauma

Avainsanat

Binomijakauma

Multinomi
Multinomijakauma
Multinomikerroin

Ositus
Pistetodennakoisyysfunktio
Reunajakauma
Yhteisjakauma

TKK
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Multinomijakauma
Multinomijakauman tausta 1/3

e Multinomijakauma on binomijakauman (ks. lukua
Diskreetteja jakaumia) Yl€lStys useamman toisensa
poissulkevan tapahtuman tilanteeseen.

 Olkoon A, A,, ..., A, otosavaruuden Sositus.
o Taloin:
ANA=0,i#]

S=A0AIT A,

« Olkoot tapahtumien A, A,, ... , A, todennakoisyydet:
Pr(A)=p,1=1,2, ...,k
py+p,+ I+ p. =1
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Multinomijakauma

Multinomijakauman tausta 2/3

« Maaritellaan satunnaismuuttujat X ,1=1, 2, ... , k
Xi = Tapahtuman A, esiintymisten lukumaara
n-kertai sessa toi stokokeessa

e Taldin
X. ~Bin(n, p),1=12,...,k
jossa
p=Pr(A),1=1,2,...,k
o Lis&ks

)(1+)(2+...+)(k =N
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Multinomijakauma

Multinomijakauman tausta 3/3

Multinomijakaumalla tarkoitetaan satunnaismuuttujien

X Xy, o X
yhtel 5 akaumaa.
Huomautus:
Satunnai smuuttuja X; elvat ole riippumattomia, koska niita sitoo
toisiinsa ehto
X+ X, +---+ X, =n
jossa toistokokeiden lukumaara n on kiintea luku.

TKK
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Multinomijakauma

Multinomijakauma ja sen
pistetodennakoisyysfunktio

Satunnaismuuttujat X,, X, ... , X, noudattavat (k — 1)-
ulotteista multinomijakaumaa, j0s niiden yhtei§akauman
pistetodennikoisyysfunktio on muotoa
Pr(X,=n jaX,=n,ja... jJaX, =n,)
n!

—_ ey Ny
- P By - Py
n'nt---n/!

jossa
p1+p2+"'+pk =1
n+n,+---4n =n
Merkinta
Xy X, ..., X)) OMultinom(py, Py, --- Py s N)
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Multinomijakauma
Multinomijakauman ominaisuuksia

Jos k = 2, niin multinomijakauma yhtyy binomijakaumaan:

I:)rMuItinom(Xl = n_L jaxz =N _n_L) = I:)rBin(Xl :n_L)
Multinomijakauman yksiulottel set reunajakaumat ovat
binomijakaumia.

Multinomitodennakoi syydet saadaan korottamalla
multinomi (p, + p, + 0¥ p,) potenssiin n:

(p+ P+ +p)" =an!n2!j“

jossa summa lasketaan yli kaikkien lukujenn,, n,, ... , n,
joille patee ehto
n,+n,+ U n =n

N A0 n
PP P
n!
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Moniulotteisia todennakoisyysjakaumia

Multinomijakauma
>> Kaksiulotteinen normaalijakauma

TKK (c) llkka Mellin (2005)

13



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Avainsanat
Ehdollinen jakauma
Ehdollinen odotusarvo
Ehdollinen varianssi
Ellipsi
Ellipsin eksentrisyys
Ellipsin paaakselit
Kaksiulotteinen normaalijakauma
Kovarianssimatriisi
Normaalijakauma

Ominaisarvot
Ominaisvektorit
Paaakselihajotelma
Regressiofunktio
Regressiosuora
Reunajakauma
Tasa-arvoellipsit
Tiheysfunktio
Yhteisjakauma
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Kaksiulotteinen normaalijakauma

Kaksiulotteinen normaalijakauma on normaalijakauman
(ks. lukua satkuvia jakaumia) kaksiulotteinen yleistys.

Huomautus,

Normaalijakauman yleistysta p-ul ottei seen avaruuteen (p > 1)
kutsutaan multinormaalijakaumaksi.

TKK
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Kaksiulotteinen normaalijakauma ja sen
tiheysfunktio 1/2

o Satunnaismuuttujat X ja'Y noudattavat kaksiulotteista
normaalijakaumaa, j0os niiden yhtelgakauman
tiheysfunktio on muotoa

1
fXY ! =
(X, Y) 20, o meX{ 2(1- XY)Q( y)}
jossa

_| X7 Hy YK | _ X—Hy || Y K

PR
 Merkint&

(X, Y) ONy (s Ly OxZ5 OV, Pxy)

TKK (c) llkka Mellin (2005) 16



Kaksiulotteinen normaalijakauma
Kaksiulotteinen normaalijakauma ja sen

tiheysfunktio 2/2

o Kaksiulotteisen normaalijakauman

NL (L s O%, OV, Pyy)

parametrien on toteuttava seuraavat ehdot:
—00 < ff, < +0o o, >0
—00 < [, < +oo g, >0

—1<py <+l

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Kaksiulotteinen normaalijakauman parametrit

Olkoon

(X, Y) ONy(tys Ly OxZ5 OV, Pxy)
Kaksiulotteisen normaalijakauman parametreina, jotka
taysin méaraavat jakauman, ovat satunnaismuuttujien X ja
Y odotusarvot ja varianssit seka niiden korrelaatio:

E(X)=py  Va(X) =0}
EY)=p,  Va(Y)=o;
Cor(X,Y) = Oy

Lisaks
Cov(X,Y) =0, = P00,

TKK
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Tiheysfunktion ominaisuudet

« Kaksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktio
muodostaa pinnan

Z=fy(X, y)
kolmiul ottel sessa avaruudessa.

* Pinnallaon maksimi satunnaismuuttujien X ja 'Y odotus-
arvojen L4 ja L, maaraamassa jakauman todennakoisyys-
massan painopisteessa (L, L)

e Pinnan muodon maaréavat tasa-arvoellipsit

(x=w Y (Y= ) o (X (Y A
=51 | o Y| -2on "5 V5
=c (vakio)

TKK (c) llkka Mellin (2005) 19



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Tasa-arvoellipsien ominaisuudet 1/3

Kaksiulotteisen normaal ijakauman tiheysfunktion
muodostaman pinnan muodon méaaraavillatasa-
arvoellipseill& on seuraavat ominaisuudet:

(1) Ellipsien keskipisteena on jakauman todennakoisyys-
massan painopiste

(L, L)

(i1) Ellipsien eksentrisyys on seka korrel aatiokertoimen
Py Elta standardipoikkeamien oy ja oy, funktio.

(111) Ellips on sité eksentrisempi mita voimakkaammin
satunnaismuuttujat X ja Y ovat korreloituneita el
mit& suurempi on

Oyl

TKK
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Tasa-arvoellipsien ominaisuudet 2/3

(1iv) Jos

Pxy =0
ellipsien padakselit ovat koordinaattiakseleiden

suuntai set.
(v) Jos
Pxy =0
jalisdks
Oy = Oy
niin ellipsit ovat ympyraoita.
(vi) Jos

Pxy = %1
niin elipsit surkastuvat janoiks.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Tasa-arvoellipsien ominaisuudet 3/3

o Tasa-arvoellipsien padakselit ovat satunnaismuuttujien X

ja’Y kovarianssimatriisin

2
O-X JXY

2
O-XY O-Y
ominaisvektoreiden suuntaiset ja niiden pituudet
suhtautuvat toisiinsa kuten matriisin 2 ominaisarvojen

neliojuuret.

Y. =

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Jakauman maarittely

 Olkoon
(X,Y) IIN,(4, 3,2, 1,0.7)
o Jakauman parametrit ovat

E(X)=u, =4 Var(X) =g, =2
E(Y)=pu, =3 Var(Y) =o? =1
Cor(X,Y)=p,, =0.7

e Siten

Cov(X,Y) = p,,0, 0, =0.7 x+/2 x1 =0.9899

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Tiheysfunktion kuvaaja

 Olkoon

(X,Y) IUN,(4, 3,2, 1,0.7) o2
jolloin

p=4 0y =2

U, =3 o =1
Pxy =0.7

0.1 ’

I

i) ‘w W

e

S~

=
e
z—

—}

e

|
« Kuvaoikealla esittéajakauman

tiheysfunktiota :
Fxr(%: Y)

— Sy,
—

i

TKK
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Tasa-arvoellipsien yhtalot

Olkoon
(X,Y) IIN,(4, 3,2, 1,0.7)

Jakauman todenndkoi syysmassan painopisteend on piste
(L 1) = (4, 3)

Jakauman tiheysfunktion muodostaman pinnan muodon maaraavét
tasa-arvoellipsit

Q(x,y) = ( 7 j (VT?DJ _2x0_7(x\/—§4j(y1—3j
= c (vakio)

Ellipsien keskipisteena on jakauman todenndk6isyysmassan painopiste
(L, 1) = (4, 3)

TKK
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

EsimerkKki:
Kovarianssimatriisi

Olkoon
(X,Y) IIN,(4, 3,2, 1,0.7)
Taldin satunnaismuuttujien X ja'Y kovarianssimatriisi on

[ 2
y = Oy va}

2
_ O-XY O-Y

—_ 0-)2( pXYUX O-Y:|
:pXYUX UY UYZ

_ 2 0.7x+/2 x1

|0.7x+/2x1 1

2 0.9899}

09899 1

TKK
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Kovarianssimatriisin paadakselihajotelma 1/6

e Olkoon
> = ULU’

kovarianssimatriisin Z padakselihajotelma, jossa L. on matriisin
ominaisarvojen muodostama diagonaalimatriis ja U on vastaavien
ominaisvektor elden muodostama ortogonaalinen matriis, jossa
ominaisvektorit ovat sarakkeina.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 27



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Kovarianssimatriisin paadakselihajotelma 2/6

o Olkoot
A2 A,
matriisin £ ominaisarvot ja
u; = (Uyg, Uyy)
Uy = (Uyy, Upp)
niita vastaavat ominaisvektorit.
e Tdloin
L=[% O o]t b
O AZ ’ u21 u22
ja
U'2U=L
UUu=0U =1

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Kovarianssimatriisin paadakselihajotelma 3/6

e Olkoon A kovarianssimatriisin 2 ominaisarvo.
o Taldin A toteuttaa yhtalon

2_
det():—}llz):det{ax A ZXY}
O 0Oy—A

=A% =(ox +0y)A +o50y —0%, =0
e Taman 2. asteen yhtal 6n ratkai sut saadaan kaavasta
T}, + 0% +\(0%, ~ R)* +4d%,
2

A=

 Ratkaisuiks saadaan
A, =2.6091
A, =0.3909

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Kovarianssimatriisin paadakselihajotelma 4/6

e Olkoon u = (uy, U,) Kovarianssimatriisin £ ominaisarvoa A vastaava
ominaisvektori.

o Taldin u toteuttaa matriisiyntalon
Xu=Au
« Koskavaadimme, etta
u'u=u’+ui =1
niin vektori u = (u,, U,) saadaan ratkaistuks yhta 6rynmasta

(U>2< — Ay, +ou, =0

o + (07 —Au, =0

AN

2 2 _
U tu; =1

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Kovarianssimatriisin paadakselihajotelma 5/6

 Ominaisarvoa
A, =2.6091
vastaavaks ominaisvektoriks saadaan
u, = (u,4, U,;) =(0.8517, 0.5240)
e Ominaisarvoa
A, =0.3909
vastaavaksi ominaisvektoriks saadaan
u, = (U,, Uy,) = (—0.5240, 0.8517)

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Kovarianssimatriisin paadakselihajotelma 6/6

e Kovarianssimatriisin

2:[U§ UXZY}:[ ° 0-7*/5}:[ 2 0.9899}

Ow Oy 0742 1 09899 1
pisaksdlihajotel maks

> =ULU
saadaan Siis

L — Al O _ 26091 O
0 A 0  0.3909
U= Uy Uy | _ 0.8517 -0.5240
Uy Uy 0.5240 0.8517
jossa L on matriisin £ ominaisarvojen muodostama diagonaalimatriisi

jaU on vastaavien ominaisvektorelden muodostama ortogonaalinen
matriisi, jossa ominaisvektorit ovat sarakkena.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 32



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Tasa-arvoellipsit ja niiden paaakselit 1/4

 Olkoon
(X,Y) OON,(4, 3,2, 1,0.7)

« Jakauman tiheysfunktion muodostaman pinnan muodon maaraavien
tasa-arvoellipsien paaakselit letkkaavat jakauman todenndkoisyys-
massan painopisteessa

(ty 2 i) = (4,3)

 Tasaarvodlipsien padakseleiden pituudet suhtautuvat toisiinsa kuten

kovarianssimatriisin Z ominaisarvojen
A, =2.6091
A, =0.3909

nelidjuuret ja vastaavat ominaisvektorit maaraavat padakseleiden
suunnat.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 33



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Tasa-arvoellipsit ja niiden paaakselit 2/4

Tasa-arvod lipsien padaksel eiden suuntaisten suorien yhtal 6t ovat

y=a +bXx
y=a, +hX
jossa
0.5240

b =2 = =0.6152
u, 0.8517

a =, —bu, =3-b x4 =0.5390
ovat suurempaa ominaisarvoa 2.6091 vastaavan, pitempaan
padaksealiin liittyvan suoran kertoimet ja

p, =Yz = 0817 - 5r5y
u, 05240

a, = U, —b,u, =3 -b, x4 =9.5015
ovat pienempaa ominaisarvoa 0.3909 vastaavan, lyhyempaan
padaksaliin liittyvan suoran kertoimet.

TKK
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Esimerkki:

Tasa-arvoellipsit ja niiden paaakselit 3/4

e Olkoon
(X,Y) ON,(4, 3,2, 1,0.7)
jolloin

py=4 0y =2
U, =3 o =1
Pxy =0.7

« Kuvaoikealla esittéajakauman
tiheysfunktion kuvag an tasa-
arvoellipsg 4, jotka vastaavat
(likim&érin) todennakoisyyksia
68 %, 95 % ja 99.7 %.
Esimerkiksi uloimman ellipsin
sisdan jaan. 99.7 % jakauman
todennakdisyysmassasta.

10

N,(4, 3,2, 1,0.7)

(K 1y )

10

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:

Tasa-arvoellipsit ja niilden paaakselit 4/4

* QOlkoon
(X,Y) ON,(4, 3,2, 1,0.7) 10
» Kuvaoikeallaesittéajakauman 8 |
tiheysfunktion kuvag an tasa- 5 |

arvoellipsg 4, jotka vastaavat
(likim&arin) todennakoisyyksia

68 %, 95 % ja 99.7 %. 2
o Kuvaan on lisdks piirretty tasa- o1

arvoellipsien padakselien
suuntaiset suorat

N,(4, 3,2, 1,0.7)

10

y =0.5390 +0.6152 xx
y =9.5015-1.6254 xx

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Reunajakaumat

Voidaan osoittaa, etta kaksiulotteisen normaalijakauman
reunajakaumat ovat normaalisa:

X UN(uy, 0y°)
Y ON(¢4, 0v)
janiiden ti heysfunkti ot ovat

f,(X) = J_ exp{ (XU:’XN

f, (y) = J— exp{ [yaﬁ’”

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

EsimerkkKi:
Reunajakaumat
N(4, 2) N, 1)

0.5 0.5

04 0.4

0.3 0.3

0.2 0.2

0.1 0.1

0 0 ‘
-2 - 2 4 10

e Olkoon

(X, Y) ON,(4,3,2,1,0.7)

Kuvat ylla esittévét satunnaismuuttujien X ja'Y reunajakaumia:

X ON(4, 2)
Y ON(3, 1)

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Korreloimattomuus vs riippumattomuus

* Kaksiulotteisen normaalijakauman tapauksessa
satunnaismuuttujien X ja Y korreloimattomuus on
yhtapitavaa niiden riippumattomuuden kanssa.

e Huomautuksa:

—  Satunnaismuuttujien riippumattomuudesta seuraa aina niiden
korrel oimattomuus.

—  Satunnaismuuttujien korreloimattomuudesta el yleisesti seuraa
niiden riippumattomuus.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 39



Kaksiulotteinen normaalijakauma
Korreloimattomuus vs riippumattomuus:

Perustelu 1/3

o Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat X ja'Y noudattavat kaksiulotteista
normaalijakaumaa:

(X, Y) ONo(ty, Hy, O4F, O Piy)

e Jossatunnaismuuttujat X ja 'Y ovat riippumattomia, niin ne ovat myos
korreloimattomia, koska satunnai smuuttujien riippumattomuudesta
Seuraa aina niiden korrel oimattomuus; ks. lukua Moniulotteiset
satunnaismuuttujat ja todennakoisyysjakaumat.

» Oletetaan nyt, ettd satunnaismuuttujat X ja'Y korreloimattomia €li
Pxy =0

TKK (c) llkka Mellin (2005) 40



Kaksiulotteinen normaalijakauma
Korreloimattomuus vs riippumattomuus:

Perustelu 2/3

» Kaksiulotteisen normaalijakauman ti heysfunktio on

1
f , =
xv (X%, Y) S eX{ 20 XY)Q( y)}
(x=u Y (Y Y o (X (Y
=[G <[ 1gte aee "2 2
e Jos =0, niin
1 "H( [)ﬂ
2110, 4, 2 o9 a,

ooV Ay Y
_@mxexp{ (o] ﬁqex{ (v N
= £, (0 1, (y)

fur (X Y) =

TKK (c) llkka Mellin (2005) 41



Kaksiulotteinen normaalijakauma
Korreloimattomuus vs riippumattomuus:
Perustelu 3/3

e Jossispy, =0, niin
fxr (6 Y) = T (9 Ty (y)

jossaf,(x) jaf(y) ovat satunnaismuuttujien X ja 'Y reunajakaumien
tiheysfunktiot.

« Koskaoletuksesta p,, = O seuraa, etta kaksiulotteisen
normaalijakauman tiheysfunktio voidaan esittéa reunagjakaumiensa
tiheysfunktioiden tulona, niin satunnaismuuttujat X ja'Y ovat talloin
rippumattomia; ks. lukua Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja
todennakoisyysjakaumat.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 42



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Ehdolliset jakaumat 1/2

o Kaksiulotteisen normaalijakauman ehdolliset jakaumat
ovat normaalisia:

(X ‘Y =y)~N (/JXY’J>2<Y)
jossa
o
Uy, =E(XY =y) =4, +py U—X(y —14,)

Y

o,, =Va(X|Y =y) =(1-p%,)0%

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Ehdolliset jakaumat 2/2

Kaksiulotteisen normaalijakauman ehdolliset jakaumat
ovat normaalisia:

(Y‘X =X~ N(:uvx ’J\?x)
jossa
0.
Moy =EY X =X) =4, Hoxy (X =)

X

oy =Var(Y|X =x) =(1-py, )0y

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Ehdolliset jakaumat:
Perustelu 1/4

» Egitetddn perustelu kaksiulotteisen normaalijakauman ehdollisten
jakaumien normaalisuudelle tarkastelemalla satunnaismuuttujan Y
ehdollista jakaumaa satunnaismuuttujan X suhteen (ehdolla X = x).

e Olkoon
frr (X, Y)

satunnaismuuttujien X ja'Y yhteigakauman
tiheysfunktio

fyx (Y|X) = satunnaismuuttujan Y ehdollisen jakauman
tiheysfunktio satunnaismuuttujan X suhteen

f. (X) = satunnaismuuttujan X reunajakauman tiheysfunktio
» Ehdollisen jakauman tiheysfunktion maaritelman mukaan
fo (X,
fyp (y 1) =25 Y)

fx (X)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Ehdolliset jakaumat:
Perustelu 2/4

o Kaksiulotteisen normaalijakauman ti heysfunktio for (X, Y):

1
f YY) =
XY(X y) Zﬂo_xq(mex { 2(1_ XY)Q( y)}

0. ) :(X_/ij +(y—ﬂvj _prv(x—ﬂx j(y_ﬂvj
O-X O-Y O-X O-Y

 Satunnaismuuttujan X reung akauman tiheysfunktio f, (X):

e 4

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Ehdolliset jakaumat:
Perustelu 3/4

« Nahdaan (melko) helposti, etta

frr (X, Y)
fy (X)

fY|X (y[x) =

= ! exp{
\/Zﬂd (1_ :Civ)

1

20—3 (1_ :0>2<Y)

Q(y 1) {y—yy P (X —ux)}

X

QY| X)}

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Ehdolliset jakaumat:
Perustelu 4/4

e Siten satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma satunnai smuuttujan X
suhteen (ehdolla X = x) on normaalinen:

(Y[X =x) ~N(tx, Tv )
jossa
0.
My =E(Y X =X) =1, +pyy U—Y(x —Hy)

X

oy =Va(Y|X =x) =(1-p%,)oy
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Ehdolliset odotusarvot

Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo €li
regressiofunktio satunnaismuuttujan Y suhteen

g
E(X ‘Y - y) = Uy T Py O_—X(y _:UY)

Y

on lineaarinen satunnaismuuttujan Y arvojen y suhteen.

Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo €li
regressiofunktio satunnai smuuttujan X suhteen

0.
E(Y|X =x) =4, +pXYU—Y(x —Uy)

X

on lineaarinen satunnaismuuttujan X arvojen x suhteen.

TKK
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Regressiosuorat

o Kaksiulotteisen multinormaalijakauman regressiokayr at
ovat suoria, joiden yhta 6t voidaan kirjoittaa satunnais-
muuttujan X saamien arvojen X funktioina seuraaviin
muotoihin:

(1) y:nregressiosuora x:n suhteen:

.
y=ﬂv+pXYJ—Y(x—ﬂx)

X
(1) X:nregressiosuoray:n suhteen:

1 o
Y=y X (X~ )
IOXY O-X

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Regressiosuorien ominaisuudet 1/5

e QOlkoon

9
Y=H +IOXY0_—Y(X_/’[X)

X
Y:N regressiosuora x:n suhteen ja

1l o
Y= py X (X~ Uy )
XY O-X
X:N regressiosuora y:n suhteen.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Regressiosuorien ominaisuudet 2/5

* Regressiosuorilla on seuraavat ominaisuudet:

() Molemmat regressiosuorat kulkevat jakauman
todennakoi syysmassan painopisteen (L4, L) Kautta,

(i) Molempien regressiosuorien kulmakertoimillaja
satunnaismuuttujien X ja 'Y korrelaatiokertoimella
Pyy ON alNa Sama merkki:

— Suorat ovat nousevia, j0os oy > 0.
— Suorat ovat laskevia, jos py, < 0.

(111) y:nregressiosuora x:n suhteen on aina loivempi kuin
X:N regressiosuora y:n suhteen, koska

Py <1
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Regressiosuorien ominaisuudet 3/5

(Iv) y:nregressiosuorax:n suhteen on sita jyrkempi mita
voimakkaammin satunnaismuuttujat X ja Y ovat
korreloituneita eli mitéa suurempi on

1Ol
(V) X:nregressiosuoray:n suhteen on sita loivempi mita
voimakkaammin satunnaismuuttujat X ja Y ovat
korreloituneita eli mitéa suurempi on

Oy
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Regressiosuorien ominaisuudet 4/5

(vi) Molemmat regressiosuorat ovat sita jyrkempia mita
suurempi on satunnaismuuttujan Y varianssi

oy

(vil) Molemmat regressiosuorat ovat sita jyrkempia mita

pienempi on satunnaismuuttujan X varianss
2
O-X
(vill) Regressiosuorat yhtyvat tdsmdlleen silloin, kun

p==1
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Regressiosuorien ominaisuudet 5/5

(IX) Jos =0, niin regressiosuorat ovat kohtisuorassa
toislaan vastaan jay.n regressiosuora X:n suhteen on

Y=H
jaX:n regressiosuoray.n suhteen on
X = Hy

jolloin y:n saamat arvot eivat riipu x:n saamista
arvoistajax:n saamat arvot eivat riipu y:n saamista
arvoista.
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Regressiosuorat 1/2

o Olkoon
(X,Y) OON,(4, 3,2, 1,0.7)
* y:nregressiosuora muuttujan x suhteen on
o
Y= My + Oy (X~ Hy)

X

1
=3+0.7—(x—-4) =1.0201 +0.4950x
N

* XN regressiosuora muuttujan y suhteen on

1 o
Y=y +—— X (X~ Uy )
XY JX

_3+ix—(x _4) = 1.0406 +1.0101x

7

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Regressiosuorat 2/2

* QOlkoon
(X,Y) OON,(4, 3,2, 1,0.7)

» Kuvaoikeallaesittéajakauman
tiheysfunktion kuvag an tasa-
arvoellipsg 4, jotka vastaavat
(likim&&rin) todennékadisyyksia
68 %, 95 % ja 99.7 %.

« Kuvan suorista loivempi

y =1.0201+0.4950 x x

oN y:n regressiosuora x:n suhteen
jasuorista jyrkempi

y = -1.0406 +1.0101 xx
ON X:N regressiosuora y:n suhteen.

10

N,(4, 3,2, 1,0.7)

10
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Regressiosuorat ja standardointi

Regressiosuorat voidaan kirjoittaa standardoitujen
muuttujien

yr:y_ﬂY )(:X_HX
g, Oy
funktiolna seuraaviin muotoihin:
Y = P X y:n regressiosuora x:n suhteen
! 1 . ' .
y = ,0— X X:N regressiosuora y:n suhteen
XY

Sandardoitujen muuttujien valisten regressiosuorien
kulmakertoimet ovat siis toistensa kaantei slukuja.

TKK
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Ehdolliset varianssit 1/2

o Satunnaismuuttujan X ehdollinen varianssi
satunnai smuuttujan Y suhteen on korkeintaan ynta suuri
kuin satunnai smuuttujan X varianssi:

0< a =(1-pi, )05 <05
. Jossns,oXY :t 0, niin satunnaismuuttujan X ehdollinen
Jakauma satunnai smuuttujan Y suhteen vaihtelee x:n
regressiosuoran ymparilla vahemman kuin satunnais-
muuttuja X oman painopisteensa ympaérilla
o Lisaks pdtee, etta

2 _ —
Ow =0 = pn=%1
2 _ 2 _

Oy =0x = Pyxy =0
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Ehdolliset varianssit 2/2

o Satunnaismuuttujan Y ehdollinen varianssi
satunnal smuuttujan X suhteen on korkeintaan yhta suuri
Kuin satunnaismuuttujan Y varianssi:

O< 0-3|x - (1_10)2(Y)0-$ = 0-3
e Jossiis o Z 0, niin satunnaismuuttujan Y ehdollinen
Jakauma satunnaismuuttujan X suhteen vaihtelee y:n
regressiosuoran ymparilla vahemman kuin satunnais-
muuttuja Y oman pai nopisteensa ymparilla
o Lisaks pdtee, etta

2 _ —
Oux =0 = Py, =41
2 _ 2 —

Oux =0y = Py =0
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Ehdolliset varianssit:
Kommentti

o Satunnaismuuttujan X ehdollisen varianssin kaavasta
J>2<w = (1_10)2(Y)0-$
ja satunnaismuuttujan Y ehdollisen varianssin kaavasta
0-3|x = (1_ p)Z(Y)J)Z(
nahdaan valittomasti, etta kumpikaan ehdollisista
variansseista el riipu entomuuttujan arvoista.

« Siten kaksiulotteisen normaalijakauman kummankaan
ehdollisen jakauman todennakoisyysmassan vaihtelu
vastaavan regressiosuoran ymparilla el riipu ehto-
muuttujan arvoista.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

EsimerkKki:
Ehdolliset varianssit

o Olkoon
(X,Y) ~N,(4,3,2,1,0.7)
« Satunnaismuuttujan Y ehdollinen varianssi satunnaismuuttujan X
suhteen on
0<oy, =(1-p5)0; =(1-0.7°) x1 =0.51 <1 =0,
» Satunnaismuuttujan X ehdollinen varianss satunnaismuuttujan Y
suhteen on

2
0= oy,

=(1-p:,)0; =(1-0.7°) x2 =1.02 <2 =07,
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