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Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio:
Mitd opimme? — 1/2

Téassa luvussa tarkastellaan satunnaismuuttujien momentti-
emifunktioita eli momentit generoivia funktioita ja karakteristisia
funktioita, jotka ovat paljon kiytettyja tyovalineina todenndkoisyys-
laskennassa ja matemaattisessa tilastotieteessd.

Satunnaismuuttujan momenttiemafunktion tai karakteristisen funktion
avulla voidaan helposti johtaa satunnaismuuttujan momentit; ks.
lukua Jakaumien tunnusluvut.

Monet tarkedt todenndkoisyyslaskennan ja matemaattisen tilasto-
tieteen teoreemat voidaan todistaa katevastt momenttieméafunktion tai
karakteristisen funktion avulla; ks. lukuja Satunnaismuuttujien
muunnokset ja niiden jakaumat ja Konvergenssikésitteet ja raja-
arvolauseet.
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Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio:
Mitd opimme? — 2/2

« Johdamme tassa luvussa tavallisimpien diskreettien ja jatkuvien
todennakoisyysjakaumien (ks. lukuja Diskreetteja jakaumia ja
Jatkuvia jakaumia) momenttiemdfunktiot.

e Lisdksi ndytamme, miten kasiteltyjen jakaumien odotusarvot ja
varianssit (ks. lukua Jakaumien tunnusluvut) johdetaan momentti-
emafunktion avulla.

* On syyta huomata, etti kaikilla todenndkoisyysjakaumilla ei ole
momenttiemdfunktiota, mutta kaikille jakaumille voidaan mddrdtd
karakteristinen funktio ja siksi kaikissa pitemmalle menevissa
todennakoisyyslaskennan ja matemaattisen tilastotieteen
esityksissd sovelletaan karakteristista funktiota.

« Tassd luvussa esitelladn myos tdrkeimmedt karakteristisen funktion
ominaisuudet.
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Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio:
Esitiedot

« Esitiedot: ks. seuraavia lukuja:
Satunnaismuuttujat ja todennakoisyysjakaumat
Jakaumien tunnusluvut
Diskreetteja jakaumia
Jatkuvia jakaumia

Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja todennakoisyysjakaumat
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Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio:
Lisatiedot

* Momenttiemafunktiota sovelletaan riippumattomien satunnais-
muuttujien summien jakaumien maardaamiseen luvussa

Satunnaismuuttujien muunnokset ja niiden jakaumat

« Momenttiemafunktiota sovelletaan keskeisen raja-arvolauseen
todistamiseen luvussa

Konvergenssikéasitteet ja raja-arvolauseet
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Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio
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Momenttiemafunktio

Avainsanat
Momentit generoiva funktio
Momentti
Momenttiemafunktio
Odotusarvo
Riippumattomien satunnaismuuttujien
summan jakauma
Taylorin sarja
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Momenttiemafunktio
Momenttiemafunktion maaritelma

e Olkoon X satunnaismuuttuja.
o Qletetaan, ettid odotusarvo
m,(t) = E(e")
on olemassa kaikille
t U (=h, +h)
jossa & > 0 on vakio.

 Talloin funktiota m,(f) kutsutaan satunnaismuuttujan X ja
sen jakauman momenttiemafunktioksi ¢li momentit
generoivaksi funktioksi.
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Momenttiemafunktio
Momenttiemafunktion maaritelma:

Kommentteja 1/2

Satunnaismuuttujan momenttiemafunktio eli momentit
generoiva funktio ei vdlttamadtta ole olemassa.

Momenttiemafunktion

m,(t) = E(e¥)

olemassaolo tarkoittaa sita, ettd odotusarvo

E(e™)

on darellinen.
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Momenttiemafunktio
Momenttiemafunktion maaritelma:

Kommentteja 2/2

« Satunnaismuuttujan X momenttiemafunktio
my(1) = E(e”)
riippuu vain argumentista t.

 Jos satunnaismuuttujan X momenttiemafunktio m () on
olemassa, niin

m0)=E(e’) = B(1) = 1
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Momenttiemafunktio
Diskreettien satunnaismuuttujien

momenttiemafunktio

* Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka
pistetodenndkoisyysfunktio on

f(x) =Pr(X =x)
* Jos satunnaismuuttujan X momenttiemafunktio on
olemassa, niin se saadaan kaavalla

my(t) =EB(e™) =) " f(x)
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Momenttiemafunktio
Jatkuvien satunnaismuuttujien

momenttiemafunktio

e Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka
tiheysfunktio on

Sx)
* Jos satunnaismuuttujan X momenttiemafunktio on
olemassa, niin se saadaan kaavalla

+ oo

my(t) =E(e") = [e" f(x)dx

— 00
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Momenttiemafunktio

Momenttieméafunktion yksikasitteisyys

Jos satunnaismuuttujan X momenttiemafunktio

mx(1) = E(e”)
on olemassa jossakin pisteen f = 0 ymparistossa, se on

yksikésitteinen ja maaraa tiysin satunnaismuuttujan X
todennakoisyysjakauman.

Tama merkitsee seuraavaas:

Jos satunnaismuuttujilla U ja V on sama momentti-
emdfunktio, satunnaismuuttujat U ja V' noudattavat samaa
todenndkoisyysjakaumaa.
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Momenttiemafunktio

Momenttiemafunktion yksikasitteisyys:
Seuraus 1/2

* Momenttiemafunktion yksikdasitteisyyttda kaytetaan
usein hyvaksi todennakoisyyslaskennan ja matemaattisen
tilastotieteen lauseiden todistuksissa seuraavalla kalvolla
esitettavassa tilanteessa.
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Momenttiemafunktio

Momenttiemafunktion yksikasitteisyys:
Seuraus 2/2

o Tehtdvdnd on selvittdd, mikd on satunnaismuuttujan U
jakauma.

* Oletetaan, ettd satunnaismuuttujan U momenttiemafunktio

m(t)
yhtyy pisteen ¢t = 0 ymparistdossa satunnaismuuttujan
momenttiemafunktioon

mi?)
jonka todennakoisyysjakauma tunnetaan.
« Talloin momenttiemafunktion yksikasitteisyydesta seuraa,

cttd satunnaismuuttuja U noudattaa samaa jakaumaa
Kuin satunnaismuuttuja V.
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Momenttiemafunktio
Momenttiemafunktio ja

satunnaismuuttujan momentit

Olkoon
m (1) = E(e*)

satunnaismuuttujan X momenttiemafunktio eli momentit

generolva funktio.

Momentit generoivalla funktiolla m (¢) on kaikkien
kertalukujen derivaatat pisteessa t =0 ja

d'm, (1)

p =E(X"=a, ,k=123,...

t=0

jossa
o, = E(X¥)

on satunnaismuuttujan X K. (origo-) momentti.
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Momenttiemafunktio

Momenttiemafunktio ja
satunnaismuuttujan momentit: Perustelu

* Olkoon
m(t) = E(e")
satunnaismuuttujan X momentit generoiva funktio.
« Talloin
k k
w0l _d* gy
|, dt -
— E d_ketX
dt*
t=0
=E(X"e")|
=E(X")
= ak
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Momenttiemafunktio

Momenttiemafunktio ja
satunnaismuuttujan momenttien maaraaminen

e Satunnaismuuttujan ja sen jakauman momentit voidaan
johtaa kdtevdsti kayttamalla hyvaksi jakauman momentit
generoivan funktion derivaattoja; ks. edellisia kalvoja.
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Momenttiemafunktio

Momenttiemafunktio ja
satunnaismuuttujan odotusarvo ja varianssi

* Satunnaismuuttujan X odotusarvo u, 2. momentti o, ja
varianssi 02 saadaan seuraavilla kaavoilla:

dm (1)
=a, =E(X) =—=
M =a, =E(X) i |
d’m, (1)
a, =E(X*) =<
2 ( ) dt2 1:0

o’ = Var(X) =E[(X -p)’] =a, -a;
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Momenttiemafunktio

Momenttiemafunktion Taylorin sarjakehitelma

* Olkoon
m,(t) = E(e™)

satunnaismuuttujan X momenttiemafunktio.

* Momenttiemafunktio m (¢) voidaan kehittad Taylorin
sarjaksi

m ()= B =2 —a,
k=0 IV - k=0 I -

jossa
a, =E(X")

on satunnaismuuttujan X k. momentti.
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Momenttiemafunktio

Momenttiemafunktion Taylorin sarjakehitelma:
Johto

 Olkoon
m,(t) = E(e™)

satunnaismuuttujan X momenttieméafunktio.

« Kehitetddn eksponenttifunktio e Taylorin sarjaksi:

=y
k=0
e Ottamalla tistd sarjakehitelmista odotusarvo saadaan:

m, (£) = E(e”) = E(Z(t j

it B(X")
k= 0

k

°°t

—a
k
o k!
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Momenttiemafunktio

Momenttieméafunktion Taylorin sarjakehitelma ja
satunnaismuuttujan momentit

 QOlkoon

m, () = E(e™) ‘Z E(X’) Z

j=0 J J ! J
satunnaismuuttujan X momenttiemafunktlon Taylorin sarjakehitelmad.

. Derivoidaan tama sarj akehitelma termeittdin #:n suhteen:

(t) +k tj —
E E X/ E —a.,, , k=12.3,...
Il‘ < 0]' ( ) 4 Jjtk

j=0
« Valitsemalla tissa ¢ = 0, saadaan edella esitetty tulos:

k
% :E(Xk)ZO’k,k =1,2,3,...

t=0
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Momenttiemafunktio
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan

momenttiemafunktio

 Qlkoot
Xl,Xz, o o o ,Xn

riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden momentti-
emdfunktiot ovat

m(0), my(2), .., m (0
e Talloin summan
X=X+X,++X
momenttiemafunktio on satunnaismuuttujien
X, X5, ..., X, momenttiemafunktioiden tulo:

my(t) = my(t)my(t) - m,(¢)
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Momenttiemafunktio
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan

momenttiemafunktio: Perustelu 1/2

* Olkoot
X, X5 oo X,
riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden momenttiemdfunktiot ovat
my(8), ma), ..., m, (1)
« Madritelladn satunnaismuuttuja
X=X+ X+ +X

« Kaytamme hyvaksi sit, etta riippumattomien satunnaismuuttujien
tulon odotusarvo on tulon tekijoiden odotusarvojen tulo (ks. lukua
Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja todenn&akoisyysjakaumat).
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Momenttiemafunktio
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan
momenttiemafunktio: Perustelu 2/2

« Siten
my (1) = E[exp(zX)]
= E[exp(#(X, + X, +--- + X ))]
= E[exp(tX, +1X, +--- +1X )]
= Elexp(tX,) exp(tX,)---exp(tX,)]
= E[exp(tX, )] E[exp(tX, )]--- E[exp(tX, )]
=my ()my (t)---my (t)
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Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio

Momenttiemafunktio

>> Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
Jatkuvien jakaumien momenttieméafunktioita
Karakteristinen funktio

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita

Avainsanat
Diskreetteja jakaumia: Momentit generoiva funktio
Bernoulli-jakauma Momentti
Binomijakauma Momenttiemafunktio
Diskreetti tasainen jakauma Odotusarvo
Geometrinen jakauma Varianssi

Negatiivinen binomijakauma
Poisson-jakauma
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Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita

Diskreetteja todennakaoisyysjakaumia 1/2

« Tarkastelemme seuraavien diskreettien todenndkoisyys-
jakaumien momenttiemafunktioita eli momentit
generoivia funktioita:

—  Diskreetti tasainen jakauma
— Bernoulli-jakauma

— Binomijakauma

— Geometrinen jakauma

— Negatiivinen binomijakauma
— Poisson-jakauma

» Lisdtietoja diskreeteistd todennakoisyysjakaumista:
ks. lukua Diskreetteja jakaumia.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 29



Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita

Diskreetteja todennakadisyysjakaumia 2/2

» Jokaisen tarkasteltavan jakauman momenttieméfunktiolle
esitetdan johto.

« Johdettua momenttiemafunktioita sovelletaan jakauman
odotusarvon, 2. momentin ja varianssin mddrddamiseen.
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Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita

Diskreetti tasainen jakauma

« Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa diskreetti
tasaista jakaumaa.

« Talloin sen pistetodenndkoisyysfunktio on

f(x)=Pr(X =x) :l,x =X,
n

k=12,....,n

jossa {x;, X, ... , x,; on reaaliakselin erillisten pisteiden
muodostama joukko.

« Diskreetin tasaisen jakauman momenttieméfunktio on
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Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita
Diskreetti tasainen jakauma:

Momenttiemafunktion johto

« Jos satunnaismuuttuja X noudattaa diskreettid tasaista jakaumaa, niin

sen momenttiemdfunktio on

m (0 =Be) = Y e" ()
=Y e f(x)
o]
= ;e .
B

n =

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita

Diskreetti tasainen jakauma:
Odotusarvo ja varianssi 1/2

« Diskreetin tasaisen jakauman momenttiemdfunktio on

my (1) = %Zetxk
k=1

e 1. derivaatta pisteessa ¢ = 0:

dm,, (t 1 ¢ . 1 ¢
O] xet ==Y x,
dt |, nis N =
e 2. derivaatta pisteessa ¢ = 0:
d’m, ( 1S 5. 1
O =15 | =23
dt /=0 n ;- =0 n =
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Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita

Diskreetti tasainen jakauma:
Odotusarvo ja varianssi 2/2

» Siten diskreetin tasaisen jakauman odotusarvo u, 2. momentti a, ja
varianssi 02 saadaan seuraavilla kaavoilla:

y:E(X):aI:de(t) :l X, =X
dt |-, nio
d’m, (1) 1 &
a, =B(X?)=—ZX == x;
2 ( ) dt2 tZO n; k

2
o’ =Var(X)=a, -a; ZLZx,f —(lekj
n n

k=1 k=1
1 & _
:_Z('xk _x)z
N =

TKK (c) llkka Mellin (2005)

34



Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita
Bernoulli-jakauma

* Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoulli-
jakaumaa Ber(p).

« Talloin sen pistetodenndkoisyysfunktio on

f(x)=Pr(X =x)=p'¢™,0<p <l,q =1 —p
x=0,1

* Bernoulli-jakauman momenttieméafunktio on

m, (1) =q + pe'

TKK (c) llkka Mellin (2005) 35



Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita
Bernoulli-jakauma:

Momenttiemafunktion johto

« Jos satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoulli-jakaumaa Ber(p), niin
sen momenttiemdfunktio on

my (1) =E(e™) =) " f(x)

=™ xPr(X =0) +e™ xPr(X =1)
=q + pe

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita
Bernoulli-jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 1/2

« Bernoulli-jakauman Ber(p) momenttiemdfunktio on

m, (1) =q + pe’
e 1. derivaatta pisteessa ¢ = 0:

dm, (¢
L) TR
dt =0 t=0
e 2. derivaatta pisteessa ¢ = 0:
d”m, (1) :
REEE: S = pe =
| P =P

TKK (c) llkka Mellin (2005)

37



Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita
Bernoulli-jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 2/2

» Siten Bernoulli-jakauman Ber(p) odotusarvo u, 2. momentti o, ja
varianssi 0?2 saadaan seuraavilla kaavoilla:

dm. (1)
dt

Iu:E(X):al =

t=0

2
a, =E(x) =4O -,

dt

t=0
o’ =Var(X)=a,-a] =p —-p’
= Pq

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita
Binomijakauma

* Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa binomi-
jakaumaa Bin(n, p).

« Talloin sen pistetodenndkoisyysfunktio on

S (x)=Pr(X =x) =(njpxq”"‘ ,0<p<l,q=1-p
X

x=0,1,2,....,n
* Binomijakauman momenttiemafunktio on

my(t)=(q + pe')’
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Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita
Binomijakauma:

Momenttiemafunktion johto 1

« Jos satunnaismuuttuja X noudattaa binomijakaumaa Bin(n, p), niin sen
momenttiemdfunktio on

my(t) =E(e”") =) " f(x)
. x n X _n—x
—;e (xjp q
. n I\NX _n—x
—;(Xj(pe) q

=(q + pe')"
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Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita
Binomijakauma:

Momenttiemafunktion johto 2

Jos satunnaismuuttuja X noudattaa binomijakaumaa Bin(n, p), niin se
voidaan esittaa riippumattomien, samaa Bernoulli-jakaumaa Ber(p)
noudattavien satunnaismuuttujien

X, Xy oo s X,
summana:
X=X+ X+ +X,
Koska riippumattomien satunnaismuuttujien summan momentti-

emdfunktio on summan tekijoiden momenttiemdfunktioiden tulo (Ks.
kappaletta Momenttiemafunktio), niin

my (1) = E(e™) =my (1) Xmy (1) X--- Xm, ()
=(q +pe')x(q +pe') x--- X(q +pe')
=(q + pe')"

TKK
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Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita
Binomijakauma:

Odotusarvo ja varianssi 1/2

* Binomijakauman Bin(n, p) momenttiemdfunktio on

my (1) =(q + pe')’
e 1. derivaatta pisteessa ¢ = 0:

de(t) — n(q +pet)n—1pet :np
dt | -
e 2. derivaatta pisteessa ¢ = 0:
2
% :I:n(n _1)(q +pel)n—2petpet +n(q _I_pet)n—lpet]
t=0

=npe' (q + pe')"| (n=pe' +(q +Pet)]‘

=np +n(n —l)p2

t=0

t=0

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita
Binomijakauma:

Odotusarvo ja varianssi 2/2

* Siten binomijakauman Bin(n, p) odotusarvo u, 2. momentti o, ja
varianssi 0?2 saadaan seuraavilla kaavoilla:

N:E(X):alzde(t) =np
dt |
m ()] _ 2
a, =E(X’ )— =np +n(n —1)p
dt’ -
o’ =Var(X)=a, —a; =np +n(n -1)p* —n’p’
= npq

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita
Geometrinen jakauma

* Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa geometrista
jakaumaa Geom(p).

« Talloin sen pistetodenndkoisyysfunktio on

f(x)=Pr(X =x)=¢"'p,0<p<l,qg =l —p

x=12,3,...
* Geometrisen jakauman momenttiemafunktio on
t
__pe
mX (t) - t
l1—ge
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Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita
Geometrinen jakauma:

Momenttiemafunktion johto

e Jos satunnaismuuttuja X noudattaa geometrista jakaumaa Geom(p),
niin sen momenttiemdfunktio on

my (1) =E(e™) =) " f(x)

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita
Geometrinen jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 1/3

* Geometrisen jakauman Geom(p) momenttiemdfunktio on

pe’
1—gé'

my (1) =

e 1. derivaatta pisteessa ¢ = 0:

dmy (1) _ pe'(1-ge') = pe'(—qe')
dt | (1- qet)z /=0
__ pe
C(-ge')|
_1
p

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita
Geometrinen jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 2/3

* Geometrisen jakauman Geom(p) momenttiemdfunktio on

pe’
1—gé'

my (1) =

e 2. derivaatta pisteessa ¢ = 0:

d’my ()| _ pe'(1-ge')’ - pe' (1 —ge')(—~e')
dt’ . (1-ge')’ .
_pe(l+qge)
(1-g¢') |
_1+q
==

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita
Geometrinen jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 3/3

* Siten geometrisen jakauman Geom(p) odotusarvo u, 2. momentti a, ja
varianssi 02 saadaan seuraavilla kaavoilla:

U= E(X) = 0'1 = de (t) :l
dt | P
2
+
ac |, P
+
o’ =Var(X)=a, -a; -1 2q — 12
P P
_4q
2
P

TKK (c) llkka Mellin (2005) 48



Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita
Negatiivinen binomijakauma

« Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa negatiivista
binomijakaumaa NegBin(r, p).

« Talloin sen pistetodenndkoisyysfunktio on

J(x) =Pr(X =x) :(

r=123,...;x=r,r+l,r +2,...
* Negatiivisen binomijakauman momenttiemafunktio on

x—1 B
qu 'p,0<p<l,qg=l-p

r—

_ (pe)
=gy

TKK (c) llkka Mellin (2005) 49



Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita
Negatiivinen binomijakauma:

Momenttiemafunktion johto

Jos satunnaismuuttuja X noudattaa negatiivista binomijakaumaa
NegBin(7, p), niin sen momenttiemdfunktio on

m (t) =B(e™) = e f(x)
-1

—_ C x X xX-r _.r
—;e (:»—1 g p

2 r+x-1
— (pet)r Zetx jqx
x=0

r—1

=(pe') (1-qe')”’
_ _(pe')
(1-ge'y

TKK
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Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita
Negatiivinen binomijakauma:

Odotusarvo ja varianssi 1/3

« Negatiivisen binomijakauman NegBin(r, p) momenttiemdfunktio on
(pe')’

(1-ge'y

« 1. derivaatta pisteessa ¢ = 0:

my (1) =

dmy ()] _r(pe')” pe'(1-ge) —(pe') r(1—ge') " (e')
dt =0 (1- qet)zr =0
_ _r(pe)
(1 _ qet )r+l -
-
P

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita
Negatiivinen binomijakauma:

Odotusarvo ja varianssi 2/3

« Negatiivisen binomijakauman NegBin(r, p) momenttiemdfunktio on
(pe')
(1-ge'y
« 2. derivaatta pisteessa ¢ = 0:
d’m, (1)
dt’

my (1) =

t=0
_ri(pe)  pe'(l—ge')™ —r(pe') (r +1)(1 —ge') (ye')
(1 _ qet)2r+2 -

_r(pe') (r+ge')
(1 _ qet )r+2

_ri+rg
- 2

pP

t=0

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita
Negatiivinen binomijakauma:

Odotusarvo ja varianssi 3/3

e Siten negatiivisen binomijakauman NegBin(r, p) odotusarvo u,
2. momentti a,, ja varianssi 0% saadaan seuraavilla kaavoilla:

U= E(X) =q, = de (t) :L
at | p
2 2
+
a’zzE(Xz):d m)g(t) _7 qu
ar |, p
) ) e +rq r
" =Var(X)=a, —a; =——— ——;

P

_rq
3

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita

Poisson-jakauma

« Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa Poisson-
jakaumaa Poisson(A).

« Talloin sen pistetodenndkoisyysfunktio on
e A"

x!
x=0,1,2,...

* Poisson-jakauman momenttiemafunktio on

f(x)=Pr(X =x) = A >0

() =M

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita
Poisson-jakauma:

Momenttiemafunktion johto

« Jos satunnaismuuttuja X noudattaa Poisson-jakaumaa Poisson(A), niin
sen momenttiemdfunktio on

my (1) =E(e™) =) e" f(x)

TKK (c) llkka Mellin (2005) 55



Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita
Poisson-jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 1/2

» Poisson-jakauman Poisson(A) momenttiemdfunktio on
A(e'-1)

m,(t)=e
e 1. derivaatta pisteessa ¢ = 0:
dmy (1) — A =)D 2 )
dt =0 =0 =0
e 2. derivaatta pisteessa ¢ = 0:
d*m. (t (o —
)g() =Aet Ae 1)(1+A€t) =A +A2
ar |, 1=0

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Diskreettien jakaumien momenttieméafunktioita
Poisson-jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 2/2

 Siten Poisson-jakauman Poisson(A) odotusarvo u, 2. momentti o, ja
varianssi 02 saadaan seuraavilla kaavoilla:

u=E(x) =a, =70} =)
dt =0
d’m, (t)
a, =E(X?*)=—Z4 =]
2 ( ) dt2 -,
o’ =Var(X)=a, —a; =1 +A° A"’
=/

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio

Momenttiemafunktio

Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita
>> Jatkuvien jakaumien momenttieméafunktioita

Karakteristinen funktio

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Jatkuvien jakaumien momenttieméafunktioita

Avainsanat
Jatkuvia jakaumia:
Eksponenttijakauma
Jatkuva tasainen jakauma
Normaalijakauma

Momentit generoiva funktio
Momentti
Momenttieméafunktio
Odotusarvo

Varianssi

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Jatkuvien jakaumien momenttieméafunktioita

Jatkuvia todennakdisyysjakaumia 1/2

« Tarkastelemme seuraavien jatkuvien todenndkoisyys-
jakaumien momenttiemafunktioita eli momentit
generoivia funktioita:

— Jatkuva tasainen jakauma
— Eksponenttijakauma
— Normaalijakauma

» Lisdtietoja jatkuvista todenniakoisyysjakaumista:
ks. lukua Jatkuvia jakaumia.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 60



Jatkuvien jakaumien momenttieméafunktioita

Jatkuvia todennakdisyysjakaumia 2/2

« Jokaisen tarkasteltavan jakauman momenttieméfunktiolle
esitetdaan johto.

« Johdettua momenttiemafunktioita sovelletaan jakauman
odotusarvon, 2. momentin ja varianssin mddrddamiseen.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 61



Jatkuvien jakaumien momenttieméafunktioita
Jatkuva tasainen jakauma

« Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa jatkuvaa
tasaista jakaumaa Uniform(a, b).

« Talloin sen tiheysfunktio on
1
x) =
fe=

« Jatkuvan tasaisen jakauman momenttieméifunktio on
bt

,a<x<b

at
e —e
my(t) =

t(b—a)

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Jatkuvien jakaumien momenttieméafunktioita
Jatkuva tasainen jakauma:

Momenttiemafunktion johto

* Jos satunnaismuuttuja X noudattaa jatkuva tasaista jakaumaa
Uniform(a, b), niin sen momenttiemdfunktio on

+00

m, (f) = E(e”) = j " £ (x)dx

—00

t(b-a)

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Jatkuvien jakaumien momenttieméafunktioita
Jatkuva tasainen jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 1/3

« Jatkuvan tasaisen jakauman Uniform(a, b) momenttiemdfunktio on
ebt _ eat
t(b—a)

« 1. derivaatta pisteessa ¢ = 0:

dm, ()| _ (be” —ae™)t(b—a)—(e" —e”)(b —a)

my (1) =

dt |-, t*(b—a)’ -
_ (bebt _aeat)t _(ebt _eat)
t*(b—a) -
_a+b
2

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Jatkuvien jakaumien momenttieméafunktioita
Jatkuva tasainen jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 2/3

« Jatkuvan tasaisen jakauman Uniform(a, b) momenttiemdfunktio on

ebt _eat
m, (1) =
x (1) b
e 2. derivaatta pisteessa ¢ = 0:
d’m, (1)
2
" | _,
_[(B*e” —a’e™)t +(be” —ae™) —(be” —ae™)]t* (b —a)
£ (b-a)
_[(bebt —ae™)t —(e”" —e”)]2t(b —a)
t*(b—-a)’ .
_(bPe" —ate™ ) —2(be” —ae™)t +2(e” —e™)| _a’ +ab +b°
£(b-a) » 3

TKK (c) llkka Mellin (2005) 65



Jatkuvien jakaumien momenttieméafunktioita
Jatkuva tasainen jakauma:

Odotusarvo ja varianssi 3/3

« Siten jatkuvan tasaisen jakauman Uniform(a, b) odotusarvo u,
2. momentti o, ja varianssi 0? saadaan seuraavilla kaavoilla:

dm (1) a+b
=E(X)=qa = X =
pEE(X) = =TT =S
2 2 2
a'ZZE(Xz)Zd m)g(t) _a +ab+b
|, 3
2 , _a +ab+b® (a+b)’
o"=Var(X)=a, —a, = -
3 4
_(b-a)
12

TKK (c) llkka Mellin (2005) 66



Jatkuvien jakaumien momenttieméafunktioita

Eksponenttijakauma

* Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa
eksponenttijakaumaa Exp(A).

e Talloin sen tiheysfunktio on
f(x)=Ae™,1>0,x20

* Eksponenttijakauman momenttiemafunktio on

A
my (¢) :/\——t

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Jatkuvien jakaumien momenttieméafunktioita
Eksponenttijakauma:

Momenttiemafunktion johto

« Jos satunnaismuuttuja X noudattaa eksponenttijakaumaa Exp(A), niin
sen momenttiemdfunktio on

+o00

m, (1) =E(e") = J‘etx f(x)dx

= °], “de M dx

(e¢]

A J'e(t A

0
{ (x /\)xj|

A
At

[
A

TKK (c) llkka Mellin (2005) 68



Jatkuvien jakaumien momenttieméafunktioita

Eksponenttijakauma:
Odotusarvo ja varianssi 1/2

« Eksponenttijakauman Exp(A) momenttiemdfunktio on

A
m,(t)=——
(="
« 1. derivaatta pisteessa ¢ = 0:
dm,(t)] _ A _1
dt |-, (A-0?|, A
e 2. derivaatta pisteessa ¢ = 0:
d’m,(t) _ 2 2
2 - 3 T2
a” |, (A-0)y|, 4

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Jatkuvien jakaumien momenttieméafunktioita
Eksponenttijakauma:

Odotusarvo ja varianssi 2/2

 Siten eksponenttijakauman Exp(A) odotusarvo u, 2. momentti a, ja
varianssi 0?2 saadaan seuraavilla kaavoilla:

dm., (t) 1
=E(X)=qa = X =
u=E)=a =0 =2
d’m, (t) 2
a, =E(X°)=—2+~ ==
2 ( ) dt2 i Az
o’ =Var(X)=a, —-a; :/\—22 _/\LZ
1
VE

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Jatkuvien jakaumien momenttieméafunktioita
Normaalijakauma

* Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa normaali-
jakaumaa N(u, o?).

« Talloin sen tiheysfunktio on

1 1 x—ﬂf
= e —— ,—0o<[ <+o00,g >0
/) oN2IT Xp{ 2( a } s

—o<xy < +00

e Normaalijakauman momenttiemafunktio on

m, (1) =exp(ut +Lo’t*)

TKK (c) llkka Mellin (2005) 71



Jatkuvien jakaumien momenttieméafunktioita
Normaalijakauma:

Momenttiemafunktion johto

Jos satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa N(u,
sen momenttiemdfunktio on

+00

m, (1) =E(e") = I e” f(x)dx

—00

= _ :[ exp(zx) . \/_ exp{

= exp(pt +30°t")

x+]‘o 1 exp{—

ON2TT

pt+io’s

—-e

0?), niin

—,u)z}dx

: —[x —2(u +U2t)]2}dx
o)

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Jatkuvien jakaumien momenttieméafunktioita
Normaalijakauma:

Odotusarvo ja varianssi 1/2

« Normaalijakauman N(u, 0?) momenttiemdfunktio on
m, (t) =exp(ut ++0’t*)
e 1. derivaatta pisteessa ¢ = 0:

dm t +1g%4?
O =i g =
dt /=0 =0
e 2. derivaatta pisteessa ¢ = 0:
dZmX([) _|: L+ —at (,U‘l'o' Z) te L+ 102120_2:|
dr’ =0 t=0

:/12_'_0.2

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Jatkuvien jakaumien momenttieméafunktioita
Normaalijakauma:

Odotusarvo ja varianssi 2/2

 Siten normaalijakauman N(u, 0?) odotusarvo u, 2. momentti a, ja
varianssi 0?2 saadaan seuraavilla kaavoilla:

u=Ex)=a =20 -y
dt |z
2
a, =E(x?) = Ll mﬁ(t) =y’ o’
=0

o’ =Var(X)=a, -a] =y’ +0° -’

:0'2

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio

Momenttiemafunktio

Diskreettien jakaumien momenttiemafunktioita

Jatkuvien jakaumien momenttieméafunktioita
>> Karakteristinen funktio

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Karakteristinen funktio

Avainsanat

Fourier-muunnos
Karakteristinen funktio
Odotusarvo

Riippumattomien satunnaismuuttujien

summan jakauma
Taylorin sarja

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion maaritelma

e Olkoon X satunnaismuuttuja.
e Talloin odotusarvo
§,(1)=E("),i=v-1
on satunnaismuuttujan X ja sen jakauman karakteristinen
funktio.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 77



Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion maaritelma:

Kommentteja

Satunnaismuuttujan karakteristinen funktio on — toisin
kuin sen momenttiemafunktio — aina olemassa.

Karakteristisen funktion
b () =E(e™),i=V-1

olemassaolo tarkoittaa sita, ettd odotusarvo
E(eil‘X)

on ddrellinen.

Satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio
b () =E(e™),i=V-1

riippuu vain argumentista t.

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Karakteristinen funktio
Karakteristinen funktio ja

momenttiemafunktio

» Jos satunnaismuuttujan X momenttiemdfunktio
mx(t) = E(e”)
funnetaan, saadaan sen karakteristinen funktio
§(1)=E("™),i=v-1
momenttiemafunktiosta sijoituksella

t S it,i=+-1

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion ominaisuuksia

* Olkoon
§(1)=E(™),i=v-1
satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio.
e Aina pitee:
(1) @(0)=E(e))=E(l)=1
(i1) |@(?)| <1 kaikille ¢ [1 (—co, +00).
(i) @, (—1) =P, (?)
jossa merkinta z tarkoittaa kompleksiluvun z
konjugaattia.

(iv) @ «(¢) on tasaisesti jatkuva kaikille ¢ [1 (—oco, +00).

TKK (c) llkka Mellin (2005) 80



Karakteristinen funktio
Diskreettien satunnaismuuttujien

karakteristinen funktio

Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka
pistetodenndkoisyysfunktio on

f(x) =Pr(X = x)
Satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio saadaan
kaavalla

() =E@E™) =Y e"f (x),i=-1

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Karakteristinen funktio
Jatkuvien satunnaismuuttujien

karakteristinen funktio

e Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka
tiheysfunktio on

Jx(x)
e Satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio saadaan
kaavalla

6.()=E@™) = [, (e, i =y

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Karakteristinen funktio
Inversioteoreema 1/2

* Olkoon
F(x)=Pr(X<x)
satunnaismuuttujan X kertymdfunktio ja
#, (1) =E("™),i=-1
sen karakteristinen funktio.
o QOletetaan, etta
(a—h,a+h)
sellainen reaaliakselin vali, etta kertyméafunktio F,(x) on
jatkuva vdlin pddtepisteissd.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Karakteristinen funktio
Inversioteoreema 2/2

o Talloin
F.(a+h)—F,(a—h)

+T

-‘-singht) (Ot

R |
= lim
T_,+007T

-T

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Karakteristinen funktio
Inversioteoreema:

Kommentteja

Jos jakauman karakteristinen funktio tunnetaan, voidaan
jakauman kertymdfunktio mddrdtd inversioteoreemassa
maadritellyn rajaprosessin avulla.

Myos karakteristisen funktion yksikasitteisyys voidaan
todistaa inversioteoreeman avulla.

TKK

(c) llkka Mellin (2005) 85



Karakteristinen funktio
Inversioteoreema ja

jatkuvat jakaumat 1/2

* Olkoon
§()=E("™),i=-1
satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio.
e OQletetaan, ettad
[NG]
on integroituva kaikille ¢ [1 (—oo, +00).

« Talloin satunnaismuuttuja X on jatkuva ja sen tiheys-
funktio f(x) saadaan kaavalla

fo(x) = —— j¢X (Hdt ,i=-1
27T =

TKK (c) llkka Mellin (2005)

86



Karakteristinen funktio
Inversioteoreema ja

jatkuvat jakaumat 2/2

 Huomaa, ettd jatkuvan satunnaismuuttujan X
karakteristinen funktio

+ o0

b (1)=& fr(x)dx,i=\-1

— 00

on satunnaismuuttujan X tiheysfunktion Fourier-
muunnos ja

@)= [, (dr i =1
27 *,

on sen kaanteinen Fourier-muunnos.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion yksikasitteisyys

e Satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio
§(1)=E@™),i=-1
on yksikasitteinen ja maaria tiysin satunnais-
muuttujan X todennakoisyysjakauman.
« Tama merkitsee seuraavaa:

Jos satunnaismuuttujilla U ja V on sama karakteristinen
funktio, satunnaismuuttujat U ja V' noudattavat samaa
todenndkoisyysjakaumaa.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 88



Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion yksikasitteisyys:

Seuraus 1/2

« Karakteristisen funktion yksikdsitteisyyttd kaytetaan
usein hyvaksi todennakoisyyslaskennan ja matemaattisen
tilastotieteen lauseiden todistuksissa seuraavalla kalvolla
esitettavassa tilanteessa.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 89



Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion yksikasitteisyys:

Seuraus 2/2

o Tehtdvdnd on selvittdd, mikd on satunnaismuuttujan U
jakauma.

« Oletetaan, ettd satunnaismuuttujan U karakteristinen
funktio

o(1)
yhtyy satunnaismuuttujan J karakteristiseen funktioon
o 1)
jonka todennakoisyysjakauma tunnetaan.
« Talloin karakteristisen funktion yksikasitteisyydesta

seuraa, ettd satunnaismuuttuja U noudattaa samaa
jakaumaa kuin satunnaismuuttuja V.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 90



Karakteristinen funktio
Satunnaismuuttujan momentit ja

karakteristisen funktion derivaatat 1/2

* Olkoon
#, (1) =E("™),i=-1
satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio.
* Oletetaan, ettd satunnaismuuttujan X r. (origo-) momentti
a =E(X")
on olemassa.

 Télloin karakteristinen funktio @(¢) on differentioituva
kertalukuun r ja

k
a, =) = 0O = k=,

t=0

TKK (c) llkka Mellin (2005) 91



Karakteristinen funktio
Satunnaismuuttujan momentit ja

karakteristisen funktion derivaatat 2/2

* Olkoon
§.(1)=E@™),i=-1
satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio.

« Oletetaan, ettd satunnaismuuttujan X karakteristinen
funktio @,(¢) on differentioituva kertalukuun r.

o Talloin kaikki momentit
a, =BE(X"),k=1,2,....r
ovat olemassa, jos r on parillinen ja kaikki momentit
a, =BE(X"),k=12,...,r-1

ovat olemassa, j0os r on pariton.
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Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion derivaatat ja

satunnaismuuttujan momentit: Johto

* Olkoon
b (1) =E("™),i=v-1
satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio.

« Jos E(X¥) on olemassa, niin

dk¢X(t) d" i
:_E it.
dt* dt" (™)

t=0

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion derivaatat ja

satunnaismuuttujan momentit 1/2

* Jos satunnaismuuttujan momentit ovat olemassa, niin
ne voidaan johtaa kdtevdsti kayttamalla hyvaksi jakauman
karakteristisen funktion derivaattoja; ks. edellisia kalvoja.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 94



Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion derivaatat ja

satunnaismuuttujan momentit 2/2

* Satunnaismuuttujan X odotusarvo u, 2. momentti o, ja
varianssi 02 saadaan seuraavista kaavoista:

d¢X(t) b . .
=iE(X) =ia, =
i (E(X) =ia, =iu
d'¢, () _. _
d;g B =i*B(X’) = —q,

o’ = Var(X) =E[(X -u)’] =a, -a;

jossa

i=/-1

TKK (c) llkka Mellin (2005) 95



Karakteristinen funktio
Karakteristisen funktion Taylorin sarjakehitelma

* Olkoon
#, (1) =E(™),i=-1
satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio.
* Oletetaan, ettd satunnaismuuttujan X r. (origo-) momentti
a =E(X")
on olemassa.

 Télloin karakteristinen funktio @,(¢) voidaan kehittia
Taylorin sarjaksi

0= W By vor) =3

jossa o(#)/t - 0, kunt - 0.
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Karakteristinen funktio
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan

karakteristinen funktio

 Qlkoot
Xl,Xz, e o o ,Xn

riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden karakteristiset
funktiot ovat

¢1(t)9 ¢2(t)9 T ¢n(t)

e Talloin summan
X=X+X,++X
karakteristinen funktio on satunnaismuuttujien
X, X5, ..., X, karakterististen funktioiden tu/o:

P(1) = (D P (D) - @,(D)
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Karakteristinen funktio
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan

karakteristinen funktio: Perustelu 1/2

* Olkoot
X, X oo X,
riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden momenttiemdfunktiot ovat

¢1(t)9 ¢2(t)9 tee ¢n(t)

« Madritelladn satunnaismuuttuja
X=X +X,++X

« Kaytamme hyvaksi sita, etta riippumattomien satunnaismuuttujien
tulon odotusarvo on tulon tekijoiden odotusarvojen tulo (ks. lukua
Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja todenn&akoisyysjakaumat).
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Karakteristinen funktio
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan

karakteristinen funktio: Perustelu 2/2

e Siten

@ (1) = E[exp(itX)]
[exp(it(X, + X, +:-- +X,))]
[exp(itX, +itX, +--- +itX )]
[ex
|

exp(itX,) exp(itX,)---exp(itX )]
exp(itX,)] E[exp(itX,)]--- E[exp(itX, )]
(OPy, (1)P, (1)

E
E
E
E
&y
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