Johdatus todennakoisyyslaskentaan
Diskreetteja jakaumia
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Diskreetteja jakaumia

Diskreetti tasainen jakauma
Bernoulli-jakauma
Binomijakauma
Geometrinen jakauma
Negatiivinen binomijakauma
Hypergeometrinen jakauma
Poisson-jakauma
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Diskreetteja jakaumia
Mita opimme? — 1/3

Tutustumme tassa luvussa seuraaviin diskreetteihin
todennakdisyyg akaumiin:

Diskreetti tasainen jakauma
Bernoulli-jakauma
Binomijakauma
Geometrinen jakauma
Negatiivinen binomijakauma
Hypergeometrinen jakauma
Poisson-jakauma

TKK

(c) llkka Mellin (2005)



Diskreetteja jakaumia
Mita opimme? — 2/3

Tarkastelun kohteena ovat seuraavat jakaumien ominaisuudet:
(i) Jakauman maarittely

(i) Pistetodennakoisyysfunktio

(ili) Odotusarvo, varianss jastandardipoikkeama

(iv) Kuvaaja

Tarkastelemme my0s jakaumien valisia yhteyksia.
Tarkasteltavien jakaumien odotusar vot johdetaan suoraan
odotusarvon maaritelmaan nojautuen.

Todenndkdisyys akauman momentit saadaan kuitenkin yleensa
kétevimmin johdetuks kayttamalla hyvaks jakauman momentit
generoivaa funktiota; ks. lukua Momenttieméafunktio ja karakteristinen
funktio.

TKK
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Diskreetteja jakaumia
Mita opimme? — 3/3

Tarkastelemme Ber noulli-jakauman, binomijakauman ja
Poisson-jakauman tapauksessa myos ko. jakaumaa noudattavien
riippumattomien satunnai smuuttujien summan jakaumaa.

Lisatietoja riippumattomien satunnai smuuttujien summan jakauman
maaraamisesta& ks. lukua Satunnaismuuttujien muunnokset ja niiden
jakaumat.

Huomautus:;

Tarkoitamme satunnaismuuttujien riippumattomuudel la sitg,
etta yhdenkadan satunnai smuuttujan saamat arvot eivat riipu siita,
mita arvoja muut satunnaismuuttujat saavat; kasite tasmennetdan
luvussa Kaksiulotteiset todennakodisyysjakaumat.

TKK

(c) likka Mellin (2005) 5



Diskreetteja jakaumia
Esitiedot

o Esitiedot: ks. seuraavialukuja:
Satunnaismuuttujat ja todennakoisyysjakaumat

Jakaumien tunnusluvut

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Diskreetteja jakaumia
Lisatiedot

Todennako6isyyg akaumien momenttien madraamista tarkastellaan
luvussa

Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio

Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauman
maadraamista tarkastellaan luvussa

Satunnaismuuttujien muunnokset ja niiden jakaumat

TKK

(c) llkka Mellin (2005)



Diskreetteja jakaumia

>>

Diskreetti tasainen jakauma
Bernoulli-jakauma
Binomijakauma
Geometrinen jakauma
Negatiivinen binomijakauma
Hypergeometrinen jakauma
Poisson-jakauma

TKK
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Diskreetti tasainen jakauma

Avainsanat

Diskreetti tasainen jakauma
Odotusarvo
Pistetodennakoisyysfunktio
Standardipoikkeama
Varianssi

TKK
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Diskreetti tasainen jakauma
Diskreetti tasainen jakauma ja sen

pistetodennakoisyysfunktio 1/2

e Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka mahdolliset
arvot ovat

Xiy Xoy een y Xo
o Oletetaan, etta satunnaismuuttujan X mahdollisiin arvoihin
X1, X, .., X lTITtyvét todenndkoisyydet ovat yhta suuria:

Pr(X =x.) :%,k =12,...,n

e Huomautus:

Diskreetti tasainen jakaumal liittyy sellaisiin otosavaruuksiin,
joissa alkeistapaukset ovat symmetrisia.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 10



Diskreetti tasainen jakauma
Diskreetti tasainen jakauma ja sen

pistetodennakoisyysfunktio 2/2

o Satunnaismuuttujan X pistetodennakodisyysfunktio on

f(X)=Pr(X =x) :%,x:xk
k=12,...,n

e Sanomme, etta satunnalismuuttuja X noudattaa
diskreettia tasaista jakaumaa.

e Huomautus:
Funktio f(x) méarittel ee todenndk6isyys akauman, koska

> f(x)=nE =1

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Diskreetti tasainen jakauma
Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

o Diskreetin tasaisen jakauman odotusar vo:

1 n
E(X) =ty =X =22 %,
ey

o Diskreetin tasaisen jakauman varianss:

Var(x) = D*(X) =0% = °> (5, ~X)

» Diskreetin tasaisen jakauman standar dipoikkeama:

D(X) =gy ﬂ/ii(xk -X)*

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Diskreetti tasainen jakauma
Odotusarvon ja varianssin johto

e Suoraan diskreetin satunnaismuuttujan odotusarvon ja varianssin
madritel mista saadaan:

E(X):,un
= 2% F (%)
S
_E;‘Xk_x

Var(X) =D?*(X) =0
=2 (%~ T (%)

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Diskreetti tasainen jakauma
Odotusarvon ominaisuuksia

o Diskreetin tasaisen jakauman odotusarvo
1 n
E(X) = py =~ % =X
N=

on satunnaismuuttujan X mahdollisten arvojen
X1, X, ... , X, @ritmeettinen keskiarvo.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Diskreetti tasainen jakauma
Odotusarvon ja varianssin laskeminen:

EsimerkKi

e Olkoon satunnaismuuttujan X pistetodennakdisyysfunktio
f(k)=Pr(X=K =p,=16,k=1,2,3,4,5,6
* Odotusarvo:

E(X) =Y ki (K) :%Zk

:%(1+2+3 +4 +5 +6) =3.5
 Varianss:

D(X) = . (k~E()* £ () = > (k ~E()’

:%[(1—3.5)2 +(2-3.5)° +-- +(6 —3.5)2} % =2.917
« Standardipoikkeama:

D(X) =+/2.917 =1.708

TKK (c) likka Mellin (2005) 15



Diskreetti tasainen jakauma
Pistetodennakoisyysfunktion kuvaaja

Kuvaoikealla esittaa diskreetin

tasai sen jakauman

f(X) =%,x=],2,3,4,5,6

pistetodennékadi syysfunktiota.

Jakauman odotusarvo:

6
E(X) =12k =35
6=

Diskreetti tasainen jakauma
0.3
02 1
® ® [ ] ® ® [ ]
01 1
0 :
1 2 3 /I\ 4 5 6
I

E(X) =35

TKK
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Diskreetteja jakaumia

>>

Diskreetti tasainen jakauma
Bernoulli-jakauma
Binomijakauma
Geometrinen jakauma
Negatiivinen binomijakauma
Hypergeometrinen jakauma
Poisson-jakauma

TKK
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Bernoulli-jakauma

Avainsanat

Bernoulli-jakauma
Bernoulli-koe

Odotusarvo
Pistetodennakoisyysfunktio
Standardipoikkeama
Varianssi

TKK
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Bernoulli-jakauma
Bernoulli-jakauma ja sen

pistetodennakoisyysfunktio 1/2

Olkoon A otosavaruuden Stapahtuma ja Pr(A) = p.

Taloin tapantuman A komplementtitapahtuman A°
todennakadisyys on

Pr(A=1-Pr(A)=1-p=gq
Maaritellaan diskreetti satunnaismuuttuja X:
- = {L jos tapahtuma A sattuu
0, jos tapahtuma A & satu
Taloin satunnaismuuttujan X jakauma on
Pr(X=1)=p
Pr(X=0)=1-p =¢

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Bernoulli-jakauma
Bernoulli-jakauma ja sen

pistetodennakoisyysfunktio 2/2

Satunnaismuuttujan X pistetodennéakdisyysfunktio on
f()=Pr(X=x)=p'q™,0<p<l,q=1-p
x=0,1

e Sanomme, etta satunnalismuuttuja X noudattaa
Bernoulli-jakaumaa parametrinaan p.

e Merkinta
X Bernoulli(p)

e Huomautus:

Funktio f(x) méérittel ee todenndk6isyys akauman, koska
O+ =q+p=1

TKK (c) llkka Mellin (2005) 20



Bernoulli-jakauma

Komplementtitapahtuman todennakdisyys

Olkoon
Pr(A) =p

+ Talloin

Pr(A°)
=1- P(A)
=1 - P
=(

AC

TKK

(c) likka Mellin (2005)

21




Bernoulli-jakauma

Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

e Olkoon
X Bernoulli(p)

e Odotusarvo:
E(X) =p

e Varianss jastandardipoikkeama:
Var(X)=D*(X) = pq

D(X)=+/pq

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Bernoulli-jakauma
Odotusarvon ja varianssin johto

» Suoraan diskreetin satunnalsmuuttujan odotusarvon ja varianssin
méaaritel mista saadaan:

E(X) =1xPr(X =1) +0xPr(X =0)
=1xp+0xq
=p
E(X?) =1*xPr(X =1) +0° xPr(X =0)
=1xp+0xq
=p
Var(X) = E(X?) =[E(X)]’
=p-p’
= pd-p)
= pq

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Bernoulli-jakauma
Odotusarvon ja varianssin ominaisuuksia

e Olkoon
X Bernoulli(p)
« Bernoulli-jakauman odotusarvo
E(X) =p
yhtyy tapahtuman A todennékoisyyteen Pr(A) = p.
e Bernoulli-jakauman varianssi
Var(X) =pg=p(1-p) =p-p*
saavuttaa maksiminsa
1/4
kunp=q=12.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Bernoulli-jakauma

Pistetodennakodisyysfunktion kuvaaja

. _Kuva oikealla esittéa Bernoulli- Bernoulli(0.8)
jakauman 1
Bernoulli(0.8) 08 .
pistetodennékoi syysfunktiota
f(x) = p'g
p=0.8,q=1-p 04
pisteissa 0.2
x=0,1 . ‘ |
» Jakauman odotusarvo: 0 A
E(X)=p=0.8 !

E(X)= 0.8

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Bernoulli-jakauma

Bernoulli-jakaumaa noudattavien
satunnaismuuttujien summan jakauma 1/2

e Olkoot
Xy Xoy vy X,

riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat
samaa Bernoulli-jakaumaa parametrilla p:

Xy Xoy ooy X,
Xi ~Bernoulli(p) ,1=1,2, ... ,n
e Taloin satunnaismuuttujien X;, X, ... , X, summa

Y=X;+ X+ + X
noudattaa binomijakaumaa parametrilla(n, p):
Y ~Bin(n, p)

TKK (c) llkka Mellin (2005) 26



Bernoulli-jakauma
Bernoulli-jakaumaa noudattavien

satunnaismuuttujien summan jakauma 2/2

e Tulos perustellaan luvussa Satunnaismuuttujien muunnokset ja

niiden jakaumat.

e Huomautuksa:

—  Kaikilla Bernoulli-jakaumilla on oltava sama tapahtuman A
todennakoisyytta kuvaava parametri p.

—  Tarkoitamme satunnaismuuttujien riippumattomuudella sitg,
etta yhdenkadan satunnai smuuttujan saamat arvot eivat riipu sSiita,
mita arvoja muut satunnaismuuttujat saavat; kasite tasmennetdan
luvussa Kaksiulotteiset todennakodisyysjakaumat.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 27



Bernoulli-jakauma

Bernoulli-kokeet ja
diskreetit todennakdisyysjakaumat 1/2

e Toistetaan toisistaan riippumatta samaa Bernoulli-koetta
jatarkastellaan tapahtuman A sattumista toistojen aikana:

(1) Binomijakauma saadaan maaraamalla
todenndkoisyys sille, etta tapahtuma A sattuu x kertaa,
kun koetta toistetaan n kertaa.

(i) Geometrinen jakauma saadaan maaraamalla
todennakoisyys sille, etta tapahtuma A sattuu
ensimmaisen kerran X. koetoistossa.

(111) Negatiivinen binomijakauma saadaan maaréamalla
todenndkdisyys sille, etta tapahtuma A sattuu r.
kerran x. koetoistossa.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 28



Bernoulli-jakauma
Bernoulli-kokeet ja

diskreetit todennakdisyysjakaumat 2/2

* Poisson-jakauma voidaan johtaa binomijakauman raja-
arvona, kun koetoistojen lukumaaran annetaan tiettyjen
ehtojen vallitessa kasvaa rgjatta.

Siten Poisson-jakauma kuvaa harvinai sten tapahtumien
todennakdisyyksi & pitkissa tol stokoesarjoissa.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 29



Diskreetteja jakaumia

>>

Diskreetti tasainen jakauma
Bernoulli-jakauma
Binomijakauma
Geometrinen jakauma
Negatiivinen binomijakauma
Hypergeometrinen jakauma
Poisson-jakauma

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Binomijakauma

Avainsanat

Binomijakauma
Bernoulli-jakauma
Bernoulli-koe

Odotusarvo

Otanta takaisinpanolla
Pistetodennakoisyysfunktio
Standardipoikkeama
Varianssi

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Binomijakauma
Binomijakauma ja sen

pistetodennakaoisyysfunktio 1/3

* Toistetaan samaa Bernoulli-koetta n kertaa, jossan on
kiinted, etukateen paatetty luku.

o Oletetaan, ettd koetoistot ovat riippumattomia.

o Tarkastellaan otosavaruuden Stapahtuman A sattumista
koetoistojen alkana.

o CQOletetaan, etta
Pr(A) =p
Pr(A=1-Pr(A)=1-p=g¢q

o Madritelldan diskreetti satunnaismuuttuja X:

X = Tapahtuman A esiintymisten lukumaara
n-kertai sessa Bernoulli-kokeessa

TKK (c) llkka Mellin (2005) 32



Binomijakauma
Binomijakauma ja sen

pistetodennakaoisyysfunktio 2/3

e Satunnaismuuttujan X pistetodennéakdisyysfunktio on
n
f(X) =Pr(X =x) :(xj p’g"*,0<p<l,q=1-p
x=0,12,...,n

e Sanomme, etta satunnalismuuttuja X noudattaa
binomijakaumaa parametreinaan njanp.

 Merkint&
X OBIin(n, p)

TKK (c) likka Mellin (2005) 33



Binomijakauma
Binomijakauma ja sen

pistetodennakaoisyysfunktio 3/3

e Huomautus:.

Funktio f(x) méaarittel ee todenndk6isyys akauman, koska
binomikaavan mukaan

if(x):i(:‘(j g =(p+q)" =1" =1

Siten binomijakauman pistetodennakoi syydet
P, = T(X) =£2) P9 ,x=012...,n

toteuttavat yhtalon

Pot Pt P+ +D, Z(j q =1

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Binomijakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 1/2

Toistetaan samaa Bernoulli-koetta n kertaa.

Oletetaan, etta koetoistot ovat riippumattomia jatarkastellaan
tapahtuman A sattumista koetoi stojen aikana.

Oletetaan, etta toistokoesarjan tuloksena saadaan tapahtumajono
AAAAA .. A
jossaon x kpl tapantumia A ja (n — X) kpl tapahtumia A° .
Koska
Pr(A)=p
Pr(A%=1-Pr(A)=1-p=q
tarkasteltavan tapahtuma onon todennadkdisyydeks saadaan
riippumattomien tapahtumien tulosdannon nojalla

X yN—X

PPApqg... p=pq

TKK
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Binomijakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 2/2

« Erilaisiajonogja, joissaon x kpl tapahtumia A ja (n — X) kpl tapahtumia
A°, on

)

» Erilaiset tapahtumajonot ovat toisensa poissulkevia.

» Toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusdannon mukaan
todennakdisyys saada sellainen jono, jossa on x kpl tapahtumia A ja
(n —x) kpl tapahtumia A° saadaan |askemalla erilaisten tallaisten
jonojen todennakdisyydet yhteen.

o Siten kysytyksi todenndkdisyydeks saadaan
n -X
f(X) =(X} P9, q=1-p

x=012,...,n

TKK (c) llkka Mellin (2005) 36



Binomijakauma

Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

e Olkoon
X OBin(n, p)

e Odotusarvo:
E(X)=np

 Varianss jastandardipoikkeama:
Var(X) =D*(X) =npq

D(X) =+/npq

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Binomijakauma

Odotusarvon johto 1/2

p) n—x

(1

p) n—Xx

 Olkoon
X OBIn(n, p)
o TdlGin
E(X) = fo(x) Z_(;Xx( - )l p*(1-
—_ : nl X _ n—Xx
_lexx!(n—x)!p(1 P)
N n! X1
~ (x—1)!(n—x)!p d
F’Z (n-1)!
T (x=DHn- X)'
:np

p) n—x

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Binomijakauma

Odotusarvon johto 2/2

Kalvon 1/2 yhtél 6ketjun viimeinen yhtal 6 perustuu siihen, etta
n (n _1)| x-1 n—x
1- =1
; (Xx=D!(n—x)! P d=p)
Tama seuraa Siitd, ettd summassa lasketaan yhteen kaikki
binomijakauman
Bin(n—1, p)
pistetodennakoisyydet
-1
f(x) = (n-1)!
(Xx=D!(n—x)!

px—l (1 _ p) n—x

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Binomijakauma
Odotusarvon ja varianssin ominaisuuksia

e Olkoon
X OBin(n, p)
e Binomijakauman odotusarvo
E(X)=np
on suoraan verrannollinen sekatoistokeiden lukumaaraan
n etta tapahtuman A todennakoisyyteen Pr(A) = p.

e Binomijakauman varianss
Var(X) =npg =np(1-p)
saavuttaa maksiminsa
n/'4
kunp=q=12.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 40



Binomijakauma

Pistetodennakdisyysfunktion kuvaaja

 Kuvaoikeallaesittéa Binomi-

jakauman .y Bin(12, 1/3)
Bin(12, 1/3)
pi stetodennakoi syysfunktiota >
PEUTS S
X
n=12,p=1/3,q=1-p “H ‘ ‘
pisteissa 0—'I — I'.—O-O-O-O-O-O-
x=012 ...,12 0123;1\56789101112
e Jakauman odotusarvo:
E(X)=np=4 E(X) = 4

TKK (c) likka Mellin (2005) 41



Binomijakauma

Pistetodennakdisyysfunktion kuvaaja:
Tapaukset p<1/2,p=1/2,p > 1/2

., Bin(12, 1/4) ., Bin(12,1/2) ., Bin(12,3/4)
°°§1‘ Il ‘1 I‘ 1 ‘I 1‘ 1 ‘1
e p<l/2:  Binomijakauma on vino oikealle.
e p=212: Binomijakaumaon symmetrinen.
e p>1/2:  Binomijakaumaon vino vasemmalle.
TKK (c) llkka Mellin (2005) 42




Binomijakauma
Binomijakauma ja
Bernoulli-jakauma 1/3

Toistetaan samaa Bernoulli-koetta n kertaa, jossan on
kiinted, etukateen paatetty luku.

Oletetaan, etta koetoistot ovat riippumattomia ja
tarkastellaan tapahtuman A sattumista koetoi stojen aikana.

Ol etetaan, etta
Pr(A) =p
Pr(A)=1-p=q

TKK

(c) llkka Mellin (2005) 43



Binomijakauma
Binomijakauma ja
Bernoulli-jakauma 2/3

Maaritellaan diskreetit satunnaismuuttujat
Xi,1=1,2,...,n:

« :{L jos A tapahtuu kokeessa i
" |0, jos A ei tapahdu kokeessai
Taloin
X UBernoulli(p),1=1, 2, ... ,n.
Maaritel|8an diskreetti satunnaismuuttuja X :

X = Tapahtuman A esiintymisten lukumaara
n-kertai sessa Bernoull1-kokeessa

Talaoin
X OBin(n, p)

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Binomijakauma
Binomijakauma ja
Bernoulli-jakauma 3/3

e Sdlvast

X=X,
i=1

koska luku 1 esii ntyy summassa 2. X tasmalleen yhta
monta kertaa kuin tapahtuma A sattuu n:n koetoiston
alkana.

o Tamamerkitsee sitg, etta binomijakautunut satunnais-

muuttuja voidaan esittaa riippumattomien Bernoulli-
Jjakautuneiden satunnai smuuttujien summana.

e Huomautus:.

Binomi- ja Bernoulli-jakauman yhteytta voidaan kayttéa apuna
binomijakauman odotusarvon ja varianssin maardamisesss; ks. >.

TKK (c) likka Mellin (2005) 45



Binomijakauma
Binomijakauman odotusarvon ja varianssin johto

seka Bernoulli-jakauma 1/2

e Olkoot X ,1=1,2, ..., nriippumattomia satunnaismuuttujia, jotka
noudattavat samaa Bernoulli-jakaumaa parametrilla p:

Xy Xgy oo, X O
Xi UBernoulli(p),1 =1,2, ... ,n
 Olkoon

X=>X
i=1
o TdlGin
X OBIn(n, p)
 Huomautus:

Tarkoitamme satunnaismuuttujien riippumattomuudella sitg,
etta yhdenkadan satunnai smuuttujan saamat arvot eivét riipu Sita,
mita arvoja muut satunnaismuuttujat saavat; kasite tésmennetdan
|luvussa Kaksiulotteiset todennékdisyysjakaumat.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 46



Binomijakauma

Binomijakauman odotusarvon ja varianssin johto
seka Bernoulli-jakauma 2/2

« Satunnaismuuttujan X = >, X odotusarvo on

E(X) = E(ixij =iE(Xi) =Z p =np

koska satunnai smuuttujien summan odotusarvo on satunnais-
muuttujien odotusarvojen summa.

» Satunnaismuuttujan X = >, X varianss on

D*(X) = Dz(i Xij =iD2(Xi) =Z Pg =npg

koska riippumattomien satunnai smuuttujien summan varianss on
satunnaismuuttujien varianssien summa.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Binomijakauma
Binomijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien

summan jakauma 1/2

e Olkoot
Xy Xoy ovey X
riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat
binomijakaumia parametrein (n, , p), (N, , p), --. , (N, P):
Xy Xoy ovey X, [
Xi~Bin(n,p),1=1,2,... ,k
e Taloin satunnaismuuttujien X;, X, ... , X, summa

Y=X;+X,+ -+ X,
noudattaa binomijakaumaa parametrein
(N + Ny + -+, ).
Y~Bin(n,+n,+--+n.,p)

TKK (c) likka Mellin (2005) 48



Binomijakauma
Binomijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien

summan jakauma 2/2

e Tulos perustellaan luvussa Satunnaismuuttujien muunnokset ja

niiden jakaumat.

e Huomautuksa:

—  Kaikilla binomijakaumilla on oltava sama tapahtuman A toden-
nakoisyytta kuvaava parametri p, mutta sen sijaan toistokokeiden
lukumaaréa kuvaava parametri saa vaihdella jakaumasta toiseen.

—  Tarkoitamme satunnaismuuttujien riippumattomuudella sitg,
etta yhdenkdan satunnai smuuttujan saamat arvot eivat riipu sSiita,
mita arvoja muut satunnaismuuttujat saavat; kasite tasmennetdan
luvussa Kaksiulotteiset todennakodisyysjakaumat.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 49



Binomijakauma
Binomijakauma ja
otanta takaisinpanolla 1/5

o Olkoon perusgoukon Salkioiden lukuméaara
n(S =N
e Poimitaan perusoukosta S satunnaisesti 0sajoukko B,
jonka alkioiden lukumé&ara on
n(B) =n
kayttamalla poiminnassa otantaa takaisinpanolla.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Binomijakauma
Binomijakauma ja
otanta takaisinpanolla 2/5

« Otantatakaisinpanolla:

(1) Perugoukosta S poimitaan alkiot osgoukkoon B yksi
kerrallaan arpomalla.

(1) Jokainen poimittu alkio palautetaan ennen seuraavan
alkion arpomista takaisin perusjoukkoon S,

(111) Jokaisella perusjoukon Salkiolla on jokaisessa
arvonnassa sama todennakaisyys
1/N
tulla poimituksi osajoukkoon B.

o (Osgoukko B muodostaa yksinkertaisen satunnais-
otoksen perusoukosta S

TKK (c) likka Mellin (2005) 51



Binomijakauma
Binomijakauma ja
otanta takaisinpanolla 3/5

Otannassa takai sinpanolla arvonta voidaan toteuttaa
seuraavallatavalla:

(1) Pannaan uurnaan jokaista perugoukon Salkiota
vastaava arpalippu.

(2) Sekoitetaan arvat huolellisesti.

(3) Nostetaan uurnasta arpalippu, jota vastaava akio
valitaan otokseen B.

(4) Palautetaan nostettu arpalippu uurnaan.

(5) Paataan vaiheeseen (2), kunnes haluttu otoskoko n
on Saavutettu.

TKK

(c) llkka Mellin (2005) 52



Binomijakauma
Binomijakauma ja
otanta takaisinpanolla 4/5

 Huomautuksia otannasta takaisinpanolla:

(1) Jokaisen perugoukon Salkion todennakoisyys tulla
valituks otokseen séilyy samana koko poiminnan
aan.

(1) Jokaisella perugoukon Ssamankokoisella osajoukolla
on sama todennakoisyys tullavalituks otokseks.

(i11) Sama perusjoukon Salkio voi tullavalituks useita
kertoja otokseen.

TKK (c) likka Mellin (2005) 53



Binomijakauma
Binomijakauma ja
otanta takaisinpanolla 5/5

Olkoon A perusoukon osgoukko, jonka alkioiden
lukumaara on

n(A) =r
Talloin todenndkdisyys poimia alkio joukosta A on

r
Pr(A)=p N

Otannassa takai sinpanolla otokseen poimittujen A-

tyyppisten alkioiden lukumaara X on diskreetti satunnais-

muuttuja, joka noudattaa binomijakaumaa parametreilla

njap:

X OBin(n, p)

TKK

(c) llkka Mellin (2005) 54



Diskreetteja jakaumia

Diskreetti tasainen jakauma
Bernoulli-jakauma
Binomijakauma

>> (Geometrinen jakauma

Negatiivinen binomijakauma
Hypergeometrinen jakauma
Poisson-jakauma

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Geometrinen jakauma

Avainsanat

Geometrinen jakauma
Bernoulli-koe

Odotusarvo
Pistetodennakoisyysfunktio
Standardipoikkeama
Varianssi

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Geometrinen jakauma
Geometrinen jakauma ja sen

pistetodennakoisyysfunktio 1/2

» Toistetaan samaa Bernoulli-koetta.
o Oletetaan, ettd koetoistot ovat riippumattomia.

o Tarkastellaan otosavaruuden Stapahtuman A sattumista
koetoistojen alkana.

o CQOletetaan, etta
Pr(A) =p
Pr(A=1-Pr(A)=1-p=g¢q

o Madritelldan diskreetti satunnaismuuttuja X:

X = Tehtyjen Bernoulli-kokeiden lukumé&ara,
kun A sattuu ensmmaisen kerran

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Geometrinen jakauma
Geometrinen jakauma ja sen

pistetodennakoisyysfunktio 2/2

e Satunnaismuuttujan X pistetodennéakdisyysfunktio on
f(¥)=Pr(X=x)=q"'p,0<p<l,q=1-p
x=123,...

e Sanomme, etta satunnalismuuttuja X noudattaa
geometrista jakaumaa parametrinaan p.

 Merkinta
X JGeom(p)

e Huomautus:

Funktio f(x) méérittel ee todenndk6isyys akauman, koska
geometrlsen sar j an summan kaavan mukaan

Zf(X) Zq“p qu —p——p—

—-q P

TKK (c) likka Mellin (2005) 58



Geometrinen jakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 1/2

 Toistetaan samaa Bernoulli-koetta.

» Oletetaan, ettd koetoistot ovat riippumattomia ja tarkastellaan
tapahtuman A sattumista koetoi stojen aikana.

» Tarkastellaan toistokoesarjaa, jossa tapahtuma A sattuu ensimmaisen
kerran x:nnessa kokeessa.

» Toistokoesarjan tuloksena on tall6in ollut tapahtumajono
ATA A AA
jossa on ensin sattunut (X — 1) kpl tapahtumia A° ja sitten tapahtuma A.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 59



Geometrinen jakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 2/2

 Koska
Pr(A)=p
Pr(AY=1-Pr(A)=1-p=q
tarkasteltavan tapahtuma onon todennadkdisyydeks saadaan
riippumattomien tapahtumien tulosdannon nojalla

qqd---gp=g“'p
x=123...
miké& on kysytty todennakdisyys.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Geometrinen jakauma

Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

e Olkoon
X JGeom(p)

e (Odotusarvo:

E(X) =+

P
e Varianss jastandardipoikkeama:

Var(X) = D2(X) :%

D(X) :f

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Geometrinen jakauma

Odotusarvon johto 1/4

 Olkoon
X JGeom(p)
e Satunnaismuuttujan X pistetodennakai syysfunktio on
f(X)=g"p,q=1-p
x=123,...
o Pistetodenndkotisyyksien f(x) ,x=1, 2, 3, ... summa on

S(p)=> 109 =X (0-p)*"p =1

e  Satunnaismuuttujan X odotusarvo on

00

E(X) =>4 (9 =Y x(1-p)*p

x=1

TKK (c) llkka Mellin (2005)

62



Geometrinen jakauma

Odotusarvon johto 2/4

e Summan Yp) derivaatta muuttujan p suhteen on

P03 [x-Da-pyp g

= —i X(1-p)*p
+i(1— 0)? p +i(1— o)

1
=- X(l P p
1 p x-1

Z(l P p+= Z(l P**p

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Geometrinen jakauma

Odotusarvon johto 3/4

e Ottamalla huomioon yhtal 6t

00

> (@-p)*p=S(p)=1

x=1

> x(1- p)*'p =E(X)

saadaan yhtao
m = —i E(X) +i +£
op 1-p 1-p p
:——1 E(X) + 1
1-p pP-p)

=0

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Geometrinen jakauma

Odotusarvon johto 4/4

Geometrisen jakauman odotusarvo E(x) toteuttaa siis yhtal 6n

1
ToE(X)+ -
1 P pd-p)
Siten geometrisen jakauman odotusarvo on

P

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Geometrinen jakauma
Odotusarvon ominaisuuksia

e Olkoon
X JGeom(p)

« Geometrisen jakauman odotusarvo

E(X) =+

P
on kaantaen verrannollinen tapahtuman A toden-

nakoisyyteen Pr(A) = p.
e Siten tapahtumaa A saa odottaa keskimaarin sita kauemmin
mita pienempi on tapahtuman A todennakaisyys.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 66



Geometrinen jakauma

Pistetodennakodisyysfunktion kuvaaja

 Kuvaoikedlaesittéa
geometrisen jakauman

Geom(1/3)
pistetodennékoi syysfunktiota
f()=q"p
p=1/3,q=1-p
pistelssa
x=1,2,..,12
» Jakauman odotusarvo:

E(X)=L=3

P

0.5

04 1

03 T

0.2 1

01 ¢

Geom(1/3)

MITM.W

12/113\456789101112

E(X) =3

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Geometrinen jakauma
Geometrisen jakauman unohtamisominaisuus

e Olkoon
X JGeom(p)

o TAlGin
Pr(X=za+b|X=a)=Pr(X=1+Db)

« Siten geometrisellajakaumalla on seuraava unohtamis-
ominaisuus;

Se, etta tapahtuman A sattumista on jouduttu odottamaan
a koetoistoa, e vaikuta todennakdisyyteen joutua
odottamaan b koetoistoa |isaa.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 68



Diskreetteja jakaumia

>>

Diskreetti tasainen jakauma
Bernoulli-jakauma
Binomijakauma
Geometrinen jakauma
Negatiivinen binomijakauma
Hypergeometrinen jakauma
Poisson-jakauma

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Negatiivinen binomijakauma

Avainsanat

Bernoulli-koe

Geometrinen jakauma
Negatiivinen binomijakauma
Odotusarvo
Pistetodennakoisyysfunktio
Standardipoikkeama
Varianssi

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Negatiivinen binomijakauma
Negatiivinen binomijakauma ja sen

pistetodennakoisyysfunktio 1/2

* Toistetaan samaa Bernoulli-koetta.
o Oletetaan, ettd koetoistot ovat riippumattomia.

» Tarkastellaan otosavaruuden Stapahtuman A sattumista
koetoistojen alkana.

o CQOletetaan, etta
Pr(A) =p
Pr(A=1-Pr(A)=1-p=q

o Madritelldan diskreetti satunnaismuuttuja X:

X = Tehtyjen Bernoulli-kokeiden lukumé&ara,
kun A sattuu r. kerran

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Negatiivinen binomijakauma
Negatiivinen binomijakauma ja sen

pistetodennakoisyysfunktio 2/2

e Satunnaismuuttujan X pistetodennéakdisyysfunktio on

-1
F(x)=Pr(X =x) :(X JQH p.0<p<l,g=l-p

r=12,3,...;X=r,r +1r +2,...
e Sanomme, etta satunnaismuuttuja X noudattaa
negatiivista binomijakaumaa parametreinaan r jap.

 Merkint&
X ONegBin(r, p)

TKK (c) llkka Mellin (2005) 72



Negatiivinen binomijakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 1/3

 Toistetaan samaa Bernoulli-koetta.

» Oletetaan, ettd koetoistot ovat riippumattomia ja tarkastellaan
tapahtuman A sattumista koetoi stojen aikana.

o Tarkastellaan toistokoesarjaa, jossa tapahtuma A sattuu r. kerran X.
kokeessa.

» Olkoon toistokoesarjan tuloksena ol lut tapahtumajono
AAAAA .. AA

jossaon r kpl tapahtumia A ja (X — r) kpl tapahtumia A ja, jossa
tapahtuma A on viimei sena.

TKK (c) likka Mellin (2005) 73



Negatiivinen binomijakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 2/3

 Koska
Pr(A)=p
Pr(AY=1-Pr(A)=1-p=q
tarkasteltavan tapahtuma onon todennadkdisyydeks saadaan
riippumattomien tapahtumien tulosdannon nojalla

ppapq ---qp=q*" p'

« Erilaisten sellaisten jongjen, joissaon r kpl tapahtumia A ja (x —r) kpl
tapahtumia A° jajoissa A on viimeisend, lukuméaéra on

o

TKK (c) likka Mellin (2005) 74



Negatiivinen binomijakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 3/3

Erilaiset tapahtumajonot ovat toisensa poissulkevia.
Toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusaannon mukaan

todennakdisyys saada sellainen jono, jossaon r kpl tapahtumia A ja
(x = r) kpl tapahtumia A° ja jossa tapahtuma A on viimelsend, saadaan
|laskemalla erilaisten tallaisten jonojen todenndkdisyydet yhteen.
Koska ko. jonojen lukumaaré on
X—1
B
saadaan kysytyks todennakdisyydeks
Xx=1) _
f(x)=( - jqx P ,q=1-p
r-1

r=123....X=r,r +1r +2...

TKK
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Negatiivinen binomijakauma
Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

e Olkoon
X ONegBin(r, p)
e QOdotusarvo:

E(X) ="
P
 Varianss jastandardipoikkeama:

Var(X) = D2(X) :%

D(X) :J:?q

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Negatiivinen binomijakauma

Odotusarvon johto 1/4

 Olkoon
X ONegBin(r, p)
e Satunnaismuuttujan X pistetodennakai syysfunktio on

-1
F(x) = ( jq p,q=1-p

X=r,r+1r +2,...
o Pistetodenndkodisyyksienf(x) ,x=r,r+1,r +2, ... summaon

s = (x-1
S(p) =" (¥ :Z(rx_lj(l— P p' =1

e  Satunnaismuuttujan X odotusarvo on

E(X) = ZXf(X) ZX( j(l PP

TKK (c) likka Mellin (2005) 7



Negatiivinen binomijakauma

Odotusarvon johto 2/4

. Summan S(p) derivaatta muuttujan p suhteen on
=3 en(¥ 2l aspr e e (F e e
Z (x 1)(1 o)
03 s CRORATEN) ¥ (o (RORT R
__ 13 ) (x 1)(1 o) '

1-pie
I iy BT SR ) Ly (BT

1_ p X=r p X=r

TKK (c) likka Mellin (2005) 78



Negatiivinen binomijakauma

Odotusarvon johto 3/4

e Ottamalla huomioon yhtal 6t

Z(?:i)(l- P)*" " =S(p) =1
ix(i(:%) 1-p)" p' =E(X)

saadaan yhtao
m = —i E(X) +L +L
op 1-p 1-p p

=_iE(X)+ r

1-p pA-p)
=0

TKK (c) llkka Mellin (2005)

79



Negatiivinen binomijakauma

Odotusarvon johto 4/4

Negatiivisen binomijakauman odotusarvo E(x) toteuttaa siis yhtal 6n

ﬁ(”(lp)

Siten negatiivisen binomijakauman odotusarvo on

E(X)=—
p

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Negatiivinen binomijakauma
Odotusarvon ominaisuuksia

e Olkoon
X ONegBin(r, p)
* Negatiivisen binomijakauman odotusarvo

r
E(X) - _
P

on suoraan verrannollinen lukuun r ja kaantaen

verrannollinen tapahtuman A todennakoi syyteen
Pr(A) = p.

o Sitenr. tapahtumaa A saa odottaa keskimaarin sita
kauemmin mita suurempi on r ja mita pienempi on
tapahtuman A todennakadisyys.

TKK (c) likka Mellin (2005) 81



Negatiivinen binomijakauma

Pistetodennakoisyysfunktion kuvaaja

Kuvaoikealla esittéa

negatiivisen binomijakauman
NegBin(3, 1/3)

pistetodennékoi syysfunktiota
£ o3) = x-1) .
=D

r
r=3,p=1/3,g=1-p
pistelssa
x=3,4,..,16
Jakauman odotusarvo:

E(X)=—+=9
p

NegBin(3, 1/3)

0.2
0.15 |
[ I ] ®
01t 9 o
0.05 + | |H
0 : ‘ A ‘]]T
1 2 3 45 6 7 8 9101112131415 16
A
E(X)=9

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Negatiivinen binomijakauma
Negatiivinen binomijakauma ja
geometrinen jakauma

e Olkoon
X ONegBin(r, p)
e Josr =1, niin satunnaismuuttuja X noudattaa geometrista
jakaumaa Geom(p):

X JGeom(p)

e Geometrinen jakauma on siten negatiivisen binomi-
jakauman erikoistapaus.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Diskreetteja jakaumia

>>

Diskreetti tasainen jakauma
Bernoulli-jakauma
Binomijakauma
Geometrinen jakauma
Negatiivinen binomijakauma
Hypergeometrinen jakauma
Poisson-jakauma

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Hypergeometrinen jakauma

Avainsanat

Binomijakauma
Hypergeometrinen jakauma
Odotusarvo

Otanta ilman takaisinpanoa
Otantasuhde
Pistetodennakoisyysfunktio
Standardipoikkeama
Varianssi

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Hypergeometrinen jakauma

Hypergeometrinen jakauma ja sen
pistetodennakoisyysfunktio 1/3

Olkoon perusjoukon Salkioiden lukuméara

n(S =N
Tarkastellaan perugoukon Sositusta joukkoihin A ja Ac .
Oletetaan, etta joukossa A L] Son

n(A) =r

alkiota.

Talldin joukon A komplementissa A° on
N(AY) =N -

akiota.

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Hypergeometrinen jakauma

Hypergeometrinen jakauma ja sen
pistetodennakoisyysfunktio 2/3

* Poimitaan perusjoukosta S satunnaisesti 0sajoukko B,
jonka alkioiden lukumé&ara on

n(B) =n
kayttamalla poiminnassa otantaa ilman takaisinpanoa.
o Maaritell&dan diskreetti satunnaismuuttuja X:
X = Osgjoukkoon B tulleiden A:n alkioiden lukumaara

TKK (c) likka Mellin (2005) 87



Hypergeometrinen jakauma

Hypergeometrinen jakauma ja sen
pistetodennakoisyysfunktio 2/2

Satunnaismuuttujan X pistetodennéakdisyysfunktio on

ko,
f(x)=Pr(X =x) =2 I(I‘_X
"
max[0,n—(N —r)] £x<min(n,r)

Sanomme, etta satunnaismuuttuja X noudattaa
hypergeometrista jakaumaa parametrelllaN, r jan.

Merkinta:
X OHyperGeom(N, r, n)

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Hypergeometrinen jakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 1/4

e Olkoon Sotosavaruusja
n(S =N A
e OkoonALlS

o Taldin{A, A%} on otosavaruuden
Sositus.

e Olkoonn(A) =rjan(A°)=N-r

e OlkoonBSjan(B)=n

o Otosavaruuden Sositus{A, A%}
Indusoi osituksen joukkoon B:
B=(BnA)U(BnA°)

« Olkoon

M

N(BNnA) =x
N(BNA®) =n-—X

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Hypergeometrinen jakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 2/4

* N:n akion joukosta Svoidaan
poimia n:n akion osgoukko B A

NY)
( jerl tavalla
n

 r:nakionjoukosta A voidaan
poimiax alkiota

r
( j eri tavalla.
X

M

e (N -r):nakion joukosta A°
voidaan poimian — x akiota

AC

N-r _
( j erl tavalla
n—x

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Hypergeometrinen jakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 3/4

« r:nakionjoukosta A voidaan
poimia x alkiota riippumatta A
sitd, mitkan — x akiota
poimitaan (N —r):n akion
joukosta Ac.

o Kertolaskuperiaatteen nojalan
alkiota voidaan poimia joukosta
Sniin, ettd saadaan r alkiota
joukosta A ja(N —r) akiota
joukosta A°

M

G

eri tavalla.

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Hypergeometrinen jakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 4/4

o Soveltamallaklassisen
todennakadi syyden méaaritelmaa A
saadaan:

SR 9
"

M

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Hypergeometrinen jakauma
Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

e Olkoon
X OHyperGeom(N, r, n)

e (QOdotusarvo:

_r
E(X) —nN

 Varianss jastandardipoikkeama:

Var(X) = D3(X) = nN(l—Nj(':I:D

-

TKK (c) llkka Mellin (2005)

93



Hypergeometrinen jakauma

Odotusarvon johto 1/3

 Olkoon
X OHyperGeom(N, r, n)
« Koska

(r)_ o r-13! [
X|  |=X =T =r
X xX(r=x)!I'  (x=-D!(r —x)!

niin

n—X

L

(rj(N—r
EX) =Y 5 (0 =Y x

)

)
bl

N —r
n—x

|

|

J

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Hypergeometrinen jakauma

Odotusarvon johto 2/3

e Koska

NY__ N N (N-D!  _N(N-1
n) n(N-n! n (n-DN-n)! n{n-1

niin

E(X) = rz;(:(:ﬂ(l::;j _nr Z[L:B(I::;j _nr

N(N-1) N% (N-1) N
nin-1 n-1

TKK (c) llkka Mellin (2005) 95



Hypergeometrinen jakauma

Odotusarvon johto 3/3

Kalvon 2/3 yhtal 6ketjun viimeinen yhtal 6 perustuu siihen, etta
(r—lj(N—rj
n _1 —
Z X n-—xX _1
x=1 N_l
n-1

Tama seuraa Siitd, ettda summassa lasketaan yhteen kaikki
hypergeometrisen jakauman

HyperGeom(N—-1,r -1, n-1)
pistetodennakoi syydet

oLl
)

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Hypergeometrinen jakauma
Odotusarvon ja varianssin ominaisuuksia 1/3

e Olkoon
X OHyperGeom(N, r, n).
e Hypergeometrisen jakauman odotusarvo on
r
E(X) = nN
e Odotusarvo on suoraan verrannollinen seka perusoukon
S osajoukon B (= otos) alkioiden lukumé&araan (= n) etta
tyypin A alkioiden lukum&araan perusjoukossa S(=r).

e Odotusarvo on kdantéen verrannollinen perusoukon S
alkioiden lukuméaaraan (= N).
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Hypergeometrinen jakauma
Odotusarvon ja varianssin ominaisuuksia 2/3

e Olkoon perugoukon Salkioiden lukuméara
n(S =N
e Olkoon joukon A [0 Sakioiden lukuméara
Nn(A) =r
* Poimitaan perusjoukosta S otannalla ilman takaisinpanoa
0sg]oukko B, jonka alkioiden lukumaara on
n(B) =n
o Tdaloin diskreetti satunnaismuuttuja
X = Osgjoukkoon B tulleiden A:n alkioiden lukuméara
noudattaa hypergeometrista jakaumaa parametreillaN, r, n:
X OHyperGeom(N, r, n)
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Hypergeometrinen jakauma
Odotusarvon ja varianssin ominaisuuksia 3/3

e Todennakoisyys poimiayks alkio joukosta A on

n(A) _r

n(S) N

« Hypergeometrisen jakauman odotusarvo voidaan Kirjoittaa
todennakdisyyden p avulla muotoon

E(X)=np
« Hypergeometrisen jakauman varianssi voidaan kirjoittaa
todennakoisyyden p avulla muotoon

D?*(X) =np(1- p)(ﬁi?j

Pr(A) = =p
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Hypergeometrinen jakauma

Pistetodennakoisyysfunktion kuvaaja

» Kuvaoikedlaesittéa
hypergeometrisen jakauman
HyperGeom(100, 12, 20)
pistetodennékoi syysfunktiota

e
X)L n—X
fO) ="
n
N =100,r =12,n =20
pisteissa
x=0,1,2, ...,12
* Jakauman odotusarvo:
r
E(X)=n—=24
(X) N

0.4

03 ¢

02 1

01t

HyperGeom(100, 12, 20)

|

A

I"—O—.—O—.—O—.—O—.—O—.—
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

E(X) = 2.4
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Hypergeometrinen jakauma

Hypergeometrinen jakauma ja
otanta ilman takaisinpanoa 1/5

o Olkoon perusgoukon Salkioiden lukuméaara
n(S =N
« Poimitaan perugoukosta S satunnaisesti 0sajoukko B,
jonka alkioiden lukumé&ara on
n(B) =n
kayttamalla poiminnassa otantaa ilman takaisinpanoa.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 101



Hypergeometrinen jakauma

Hypergeometrinen jakauma ja
otanta ilman takaisinpanoa 2/5

e Otantailman takaisinpanoa:

(1) Perugoukosta S poimitaan alkiot osgoukkoon B yksi
kerrallaan arpomalla.

(i) Poimittujaakioitae palauteta takaisin
perusgoukkoon S.

(111) Kun otokseen poimitaan alkiotak, k=1, 2, ... ,n
jokaisella perugoukossa Sjéljella olevalla alkiolla on
sama todennakaisyys

1/ (N—-k+ 1)
tulla poimituksi osajoukkoon B.

* Osgoukko B muodostaa yksinkertaisen satunnais-
otoksen perusoukosta S
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Hypergeometrinen jakauma

Hypergeometrinen jakauma ja
otanta ilman takaisinpanoa 3/5

Otannassa ilman takai sinpanoa arvonta voidaan toteuttaa
seuraavallatavalla:

(1) Pannaan uurnaan jokaista perugoukon Salkiota
vastaava arpalippu.

(2) Sekoitetaan arvat huolellisesti.

(3) Nostetaan uurnasta arpalippu, jota vastaava akio
valitaan otokseen B.

(4) Ei palauteta nostettua arpalippua uurnaan.

(5) Paataan vaiheeseen (3), kunnes haluttu otoskoko n
on Saavutettu.
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Hypergeometrinen jakauma

Hypergeometrinen jakauma ja
otanta ilman takaisinpanoa 4/5

 Huomautuksia otannasta ilman takaisinpanoa:

(1) Perugoukon Salkion todennakdisyys tullavalituks
otokseen muuttuu poiminnan aikana.

(11) Jokaisella perugoukon Ssamankokoisella osajoukolla
on kuitenkin sama todennakadisyys tulla valituks
otokseksl.

(i11) Sama perusjoukon Salkio voi tullavalituks vain
kerran otokseen.
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Hypergeometrinen jakauma

Hypergeometrinen jakauma ja
otanta ilman takaisinpanoa 5/5

« Olkoon A perusioukon Sosa oukko, jonka alkioiden
lukumaara on

n(A) =r
e Todennakoisyys poimiayks akio joukosta A on
Pr(A) = A _ T P
n(sS N

« Otannassa takaisinpanolla otokseen, jonka koko on n,
poimittujen A-tyyppisten alkioiden lukuma&ara X on
diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa hyper -
geometrista jakaumaa parametreilla N, r, n:

X OHyperGeom(N, r, n)
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Hypergeometrinen jakauma

Hypergeometrinen jakauma vs
binomijakauma 1/3

» Hypergeometrisen jakauman todennakoisyydet ovat
|dhella binomitodennakdisyyksi &, jos otantasuhde

LI
N
e Otantasuhde = 0, jos otoskoko n on pieni perusoukon
kokoon N nahden.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 106



Hypergeometrinen jakauma
Hypergeometrinen jakauma vs

binomijakauma 2/3

e Olkoon
X OHyperGeom(N, r, n)
o Merkitdan p=r/N, jolloinr = Np.
e Siten
X OHyperGeom(N, Np, n)
e Annetaan N — +oo,

o Talodin hypergeometrisen jakauman HyperGeom(N, Np, n)
pistetodennakoisyydet |ahestyvat binomijakauman
Bin(n, p) pistetodennakoisyyksia

M fo oo nom (0 = Fanm o (0, X=0,1,2,...,N

N—>+00
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Hypergeometrinen jakauma

Hypergeometrinen jakauma vs
binomijakauma 3/3

e Hypergeometrisen jakauman ja binomijakauman yhteys
nakyy mya0ds siing, etta jakaumilla on sama odotusarvo ja
varianssit eroavat vain multiplikatiivisella tekijalla

N-—n
N-1
jota sanotaan aarellisen perusoukon korjaustekijaksi.

o Korjaustekija vakuttaa hypergeometrisen jakauman
varianssiin sitd vahemman mita pienempi on otantasuhde
Nn/N:

N—n
N-1

:1,jos£:O
N
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Hypergeometrinen jakauma

Otanta takaisinpanolla vs
otanta ilman takaisinpanoa

Binomijakauma muodostaa todennakoisyysmallin
otannalle takaisinpanolla.

Hypergeometrinen jakauma muodostaa todennakdisyys-
mallin otannalle ilman takaisinpanoa.

Ero otannan takaisinpanolla ja otannan ilman takaisin-
panoa valilla on merkitykseton, jos otantasuhde n/N on
pieni tai perusoukko on aareton.

Kaytannossa otanta tendaan |ahes aina ilman takaisin-
panoa, mutta laskutoimituksissa kaytetaan silti usein
kaavoja, jotka perustuvat otantaan takaisinpanolla.

Edell& esitetyn mukaan t&std johtuva virhe on kuitenkin
yleensa merkitykseton.
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Diskreetteja jakaumia

>>

Diskreetti tasainen jakauma
Bernoulli-jakauma
Binomijakauma
Geometrinen jakauma
Negatiivinen binomijakauma
Hypergeometrinen jakauma
Poisson-jakauma

TKK
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Poisson-jakauma

Avainsanat

Binomijakauma
Odotusarvo
Pistetodennakoisyysfunktio
Poisson-jakauma
Standardipoikkeama
Varianssi

TKK
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Poisson-jakauma
Poisson-jakauma ja sen

pistetodennakaoisyysfunktio 1/3

* Toistetaan samaa satunnai skoetta.

o Oletetaan, etta toistot ovat toisistaan riippumattomia.

o Tarkastellaan jonkin tapahtuman A sattumista toistojen
alkana.

o COletetaan, etta A-tapahtumien keskimaarainen lukumaara
alka- tal tilavuusyksikkda kohden on A.

o Maaritelldan diskreetti satunnaismuuttuja X:

X = Tapahtuman A esiintymisten lukumaara
alka- tal tilavuusyksikkoa kohden
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Poisson-jakauma
Poisson-jakauma ja sen

pistetodennakaoisyysfunktio 2/3

o Jostietyt oletukset patevat (ks. >), satunnaismuuttujan X
pistetodennakdisyysfunktio on muotoa

e )
Xl
Xx=0,12,...
e Sanomme, etta satunnai smuuttuja X noudattaa
Poisson-jakaumaa par ametrinaan A.
e Merkinta
X [JPoisson(A)

A >0

f(X)=Pr(X =X) =
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Poisson-jakauma
Poisson-jakauma ja sen

pistetodennakaoisyysfunktio 3/3

e Huomautus:.

Funktio f(x) méaarittel ee todenndk6isyys akauman, koska
eksponenttifunktion maaritelman mukaan

Zf(x) _i e

X! ~ X
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Poisson-jakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 1/3

o Tarkastellaan jonkin tapahtuman A sattumista saman satunnaiskokeen
toistojen aikana.

o Oletukset:
(1) Toistot ovat toisistaan riippumattomia.
(2) Pr(Yks tapahtuma A lyhyella aikavalilla dt) = vdt
(3) Aikavali ondt on niin lyhyt, etta todenndkoisyys
Pr(k kpl tapahtumia A aikavdilladt, k > 1)
on haviavan pieni eli kertaluokkaa o(t).
 Merkitéan:
f(x; t) = Pr(x kpl tapahtumia A aitkavalillao, t])
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Poisson-jakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 2/3

Oletusten (1)-(3) péatiessa aikavélilla
[0, t + di]

voi sattua x kpl tapahtumia A kahdella toisensa poissulkevalla tavalla

(tn = todenndkoisyys):

(1) xkpl tapahtumia A ganhetkeen t mennesss; tn = f(x; t)
Ei tapahtumia A aikavalilla dt; th=1- wdt
Liséksl ndma ovat tapahtumina toisistaan riippumattomia.

(2) (x-1) kpl tapahtumia A gjanhetkeen t mennessg; tn=f(x — 1, t)
Y ks tapahtuma A aikavalilla dt; tn = vdt
Liséksl ndma ovat tapahtumina toisistaan riippumattomia.
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Poisson-jakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 3/3

* Riippumattomien tapahtumien tulosaanndn ja toisensa poissulkevien
tapahtumien yhteenlaskusaanndn mukaan
f(x; t + dt) =f(x; t)(1 — vdt) + f(x — 1; t) vt
« Saadaan erotusosamaara

f(X;t+dctjz “TOS - (x -1ty - £ (x0)]

 Antamalladt — 0, saadaan (x:n suhteen) differenssiyhtalo

TOD -y [ £ (x-20) - F 0x0)

* Voidaan osoittag, etta taman differenssiyhtdl 6n ratkaisu on muotoa
-t
F(x)=E ("t) x=012,...

o Merkitsemdlla vt = A saadaan Poisson-jakauman pistetodennakoisyys-
funktio.
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Poisson-jakauma

Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

e Olkoon
X [JPoisson(A)

e Odotusarvo:
E(X)=A

e Varianss jastandardipoikkeama:
Var(X)=D?*(X) =A

D(X) =4
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Poisson-jakauma

Odotusarvon johto

e Olkoon
X [JPoisson(A)
e Siten
(%) (%) e—/‘A X
E(X) =) xf(x) =) x |
x=0 x=0 X
e A
= A X_
XZ:;‘ X!
I x-1
= e’ %
x=1 (X _1)l
= e e
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Poisson-jakauma

Pistetodennakoisyysfunktion kuvaaja

» Kuvaoikealla esittéa Poisson-
jakauman

Poisson(5)
pistetodennékoi syysfunktiota
e )
X!
A=5
pistelssa
x=0,12...,12
» Jakauman odotusarvo:
E(x)=A =5

f(x) =

Poisson(5)
0.3
0.2 1
01 1 ‘
0 'I‘ i . ‘]T'l-
01 2

3 45 6 7 8 9 10 11 12
A

E(X) =5
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Poisson-jakauma

Poisson-jakaumaa noudattavien
satunnaismuuttujien summan jakauma 1/2

e Olkoot
Xy Xoy vvey X
riippumattomia satunnai smuuttujia, jotka noudattavat
Poisson-jakaumia parametrein A; , A, , ... , A,
Xy Xy ovny X 0
Xi ~Poisson(A) ,1=1,2, ... ,k
e Tdlldin satunnaismuuttujien Xy, X,, ... , X, summa

Y=X; +X,+ -+ X,
noudattaa Poisson-jakaumaa parametrilla
A+ A+ o+ A

Y ~ Poisson(A; + A, + -+ A)
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Poisson-jakauma
Poisson-jakaumaa noudattavien

satunnaismuuttujien summan jakauma 2/2

e Tulos perustellaan luvussa Satunnaismuuttujien muunnokset ja

niiden jakaumat.

e Huomautuksia:
—  Jokaisella Poisson-jakaumalla saa olla eri parametri.

—  Tarkoitamme satunnaismuuttujien riippumattomuudella sitg,
etta yhdenkadan satunnai smuuttujan saamat arvot eivat riipu siita,
mita arvoja muut satunnaismuuttujat saavat; kasite tasmennetdan
luvussa Kaksiulotteiset todennakodisyysjakaumat.
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Poisson-jakauma
Binomijakauma ja
Poisson-jakauma 1/3

* Binomitodennakdisyydet ovat |ahella Poisson-
todenndkdisyyksig, jos n on suuri jap on pien.

e Siten Poisson-jakauma kuvaa harvinaisten tapahtumien
todennékoi syyksia pitkissa toistokoesarjoissa.
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Poisson-jakauma
Binomijakauma ja
Poisson-jakauma 2/3

e Olkoon
X OBin(n, p)
e Olkoonp=A/n,jolloin A = np.
« Annetaann - +oojap - Oniin, ettdnp = A.
o Taldin binomijakauman Bin(n, p) pistetodennakoisyydet
|ahestyvat Poisson-jakauman Poisson(A) piste-
todennakoisyyksi &

M o009 00 = Frgisong () X=0,12,...

p-0
np=A

 Huomautus:
Ehto np = A voidaan korvata lievemmalla endollanp - A.
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Poisson-jakauma
Binomijakauma ja
Poisson-jakauma 3/3

 Poisson-jakauman ja binomijakauman valinen yhteys
nakyy mya0Gs siing, ettd jakaumien odotusarvot ovat |ahella
toisiaan, jos n on suuri jap on pieni:
E(X)=u=A=np
o Taloin mydsjakaumien varianssit ovat |ahella toisiaan:
D*(X) = =A=np =npg
koska
p=0=q9g=1-p=1
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Poisson-jakauma
Binomijakauma ja
Poisson-jakauma: Todistus 1/3

o Olkoon X IBIin(n, p).
o Talobin

n
f. (X) :(xj P’g"*,g=1-p,x=0,12,...,n

o Oletetaan, etta
n - +oo
jasamaan aikaan
p-0
niin, etta
np=A
jossa A > 0 on vakio.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 126



Poisson-jakauma
Binomijakauma ja
Poisson-jakauma: Todistus 2/3

e Ottamalla huomioon, ettanp=Ajaq=1— p, voimme Kirjoittaa

n _
fy (X) =( jpxq” "

_NN=DN=2)-- (=X e gy

n*x!
n(n D(n—-2)---(n— X+1)j\ dl p)"
n’ x! (1-p)*

Ron CHR Gk =
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Poisson-jakauma
Binomijakauma ja
Poisson-jakauma: Todistus 3/3

« Kirjoitetaan
@-p)" =[1-p)PI™ =[1-p) ]
e Luvun e maaritelman mukaan

@) lim@-p) T =€
Pp-
o Lisdks pétee:
(2) |im(1_i)(1_gj...(1_x__l) =1
n— e n n n
(3) Ilim@-p)* =1
p-0
* Yhdistamalatulokset (1), (2) ja(3) saadaan haluttu lopputul os:

- 31X
. e’/
lim f, (X) =
n- o X!
p-0
np=A
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Poisson-jakauma

Poisson-prosessi

Tarkastellaan jonkin tapahtuman A sattumista jatkuvalla
alkavalillg, jonka pituus on t aikayksi kkoa.
Maaritel|8an diskreetti satunnaismuuttuja X:

X = Niiden tapahtumien lukumaarg, jotka sattuvat

aikavaillafo, t]

Sopivin oletuksin (ks. edelld) satunnaismuuttuja X
noudattaa Poisson-jakaumaa parametrinaan u:

X U Poisson(ut)

Parametri 1t kuvaa tapahtumaintensiteettia eli
tapahtumien keskimaaraista lukumaaraa aikavalillg, jonka
pituus on t aikayksikkoa.
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Poisson-jakauma

Poisson-prosessi ja eksponenttijakauma

e Olkoon
X U Poisson(ut)

o Maéritelldan jatkuva satunnaismuuttuja Y.
Y = Ensimmaisen tapahtuman sattumisaika
= Tapahtumien véaliaika
e Satunnaismuuttuja Y noudattaa ek sponenttijakaumaa

parametrinaan V.
Ks. tarkemmin lukua Jatkuvia jakaumia.
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Poisson-jakauma

Poisson-prosessi:
Esimerkki

» Tarkastellaan radioaktiivista hajoamista.
e Olkoon satunnaismuuttuja

X = akavdilla[o0, t] hgoavien atomien lukumaara
o TdlGin

X [JPoisson( )

jossa v on alkuainekohtainen parametri, joka kuvaa keskimaarin
aikayksikkoa kohden hajoavien atomien lukumaaraa.
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