Johdatus todennakoisyyslaskentaan
Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava
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Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava

Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava: Johdanto

Kokonaistodennakdisyyden kaava

Bayesin kaava

Kokonaistodennakodisyyden ja Bayesin kaavojen systeemiteoreettinen
tulkinta
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Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava:
Mita opimme?

o Tarkastelemme téssa luvussa kahta hyodyllista todenndkdisyys-
|askennan kaavaa, kokonaistodennakdisyyden kaavaa jaBayesin
kaavaa.

 Molemmille kaavoille esitetédan todistus, mutta liséksi kaavoja
motivoidaan sovellusesi merkkien avulla

» Bayesin kaavan yhteydessa méaéritel|dan ns. Bayeslaisessa
tilastotieteessa keskeiset priori-todennakdisyyden japosteriori-
todennakdisyyden kasitteet.

o Seka kokonaistodenndkoisyyden kaavalle etta Bayesin kaavalle
esitetddn myaos systeemiteor eettiset tulkinnat.
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Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava:
Esitiedot

o Esitiedot: ks. seuraavialukuja:
Todennakdisyys ja sen maaritteleminen

Todennékdisyyden peruslaskusaannaot

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava

>> Kokonaistodennako6isyys ja Bayesin kaava: Johdanto
Kokonaistodennakdisyyden kaava
Bayesin kaava
Kokonaistodennakoéisyyden ja Bayesin kaavojen systeemiteoreettinen
tulkinta

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava:
Johdanto

Avainsanat
Bayesin kaava
Ehdollinen todennéakdisyys
Indusoitu ositus
Kokonaistodennakoisyyden kaava
Laadunvalvonta
Ositus
Toisensa poissulkevat tapahtumat
Tulosaanto
Yhteenlaskusaanto

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava: Johdanto
Esimerkki laadunvalvonnasta 1/10

* Ruuvitehtaalla on kaks konetta A ja B, joillatehddan samanlaisia
ruuveja.

* A-jaB-koneen valmistamat ruuvit sekoitetaan ja pakataan laatikoihin.

o KoskaA-konetoimii hitaammin, laatikoihin tulee A- ja B-koneiden
valmistamia ruuveja suhteessa 3:5.

e Osakummankin koneen valmistamista ruuveista on viallisia:
(1) 5% A-koneen vamistamista ruuveistaon vialisia
(i) 8 % B-koneen vamistamistaruuveistaon vialisia.

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava: Johdanto
Esimerkki laadunvalvonnasta 2/10

Valitaan satunnaisesti laatikollinen ruuveja tutkittavaks.
Poimitaan valitusta laatikosta satunnaisesti 1 ruuvi tutkittavaksi.
Kysymyksi&

(1)  Miké&on todenndkoisyys, etta poimittu ruuvi on viallinen?

(i) Miké&on todenndkoisyys, etta ruuvin on valmistanut A-kone, jos
ruuvi osoittautuu vialliseksi?

(iii)) Mika on todenndkdisyys, etta ruuvin on valmistanut B-kone, jos
ruuvi osoittautuu vialliseksi?

TKK
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Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava: Johdanto
Esimerkki laadunvalvonnasta 3/10

o Mekintgja
Otosavaruus S muodostuu laatikollisestaruuveja
Tapahtuma A = ” Ruuvin on valmistanut A-kone”
Tapahtuma B = ” Ruuvin on valmistanut B-kone”
TapahtumaV = " Ruuvi on vialinen”

* Seuraavat todennakoisyydet tunnetaan:
Pr(A) = 3/8 Pr(V|A) = 0.05
Pr(B) =5/8 Pr(V|B) = 0.08

e Seuraaviatodenndkoisyyksia kysytaan:
Pr(V)
Pr(AlV)
Pr(BIV)
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Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava: Johdanto
Esimerkki laadunvalvonnasta 4/10

» Tapahtumat A ja B muodostavat otosavaruuden Sosituksen:

(i) AjaB ovat epatyhjia:

Az jaB# [

(i) AjaBovat pistevieraita:
AnB=1[]

(iii) Joukkojen A jaB yhdisteena saadaan perusoukko S
S=Al0B

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava: Johdanto
Esimerkki laadunvalvonnasta 5/10

Ositus S= ALIB indusoi osituksen tapahtumaan V, milla tarkoitetaan
Seuraavaa:

(i) JosV on epétyhjaeli V£ [, ainakin toinen joukoistaVn Aja
Vn B on epatyhja:
VnAZ£Ota VnB#£ 0
(i) VnAjaVnB ovat pistevieraita:
(VNnAN(VnB) =01
koska AnB =[]
(iii) Joukkojen Vn A jaVn B yhdisteena saadaan joukko V.
V=(VnALU(VnB)
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Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava: Johdanto
Esimerkki laadunvalvonnasta 6/10

TKK (c) likka Mellin (2005)
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Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava: Johdanto
Esimerkki laadunvalvonnasta 7/10

Toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusdannon mukaan:

Pr(V) =Pr(VnA) + Pr(VnB) (1)
Y leisen tulosdannodn mukaan:

Pr(VnA) = Pr(A)Pr(V|A) (2)

Pr(VnB) = Pr(B)Pr(V|B) (3)

Sijoittamalla lausekkeet (2) ja (3) kaavaan (1) saadaan toden-
nakoisyydeks, etta satunnaisesti poimittu ruuvi on vialinen:
Pr(V) =Pr(A)Pr(V|A) + Pr(B)Pr(V|B)
= (3/8)x0.05 + (5/8)x0.08
= 0.06875
=6.875 %

Todenndkdisyyden Pr(V) lauseketta sanotaan kokonais-
todennakdisyyden kaavaks.

TKK

(c) llkka Mellin (2005) 13



Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava: Johdanto
Esimerkki laadunvalvonnasta 8/10

Ehdollisen todennak 6isyyden maaritelman perusteella
Pr(AlV) = Pr(Vn A)/Pr(V)
Pr(B|V) = Pr(VnB)/Pr(V)
Y leisen tulosdanndn mukaan
Pr(VnA) =Pr(VIAPr(A)
Pr(VnB) = Pr(V|B)Pr(B)
Edella on todettu, etta
Pr(\V) = Pr(A)Pr(V|A) + Pr(B)Pr(V|B)

(4)
(5)

(6)
(7)

(8)

TKK
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Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava: Johdanto
Esimerkki laadunvalvonnasta 9/10

o Sijoittamallalausekkeet (6) ja (8) kaavaan (4) saadaan ehdolliseks
todennakdisyydeks Pr(A[V).

PrAN) = Pr(F\):(\r;)A)

~ Pr(A)Pr(V|A)
~ Pr(A)Pr(v|A) +Pr(B) Pr(V|B)
3

—x0.05 3
=g ===027
°x005+°>x008 11
3 3

» Ehdollisen todenndk6isyyden Pr(A[V) lauseketta sanotaan Bayesin
kaavaksi.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava: Johdanto
Esimerkki laadunvalvonnasta 10/10

o Sijoittamallalausekkeet (7) ja (8) kaavaan (5) saadaan ehdolliseks
todennakdisyydeks Pr(B|V).

PI(BV) = Prg (\?)B)

_ Pr(B)Pr(V |B)
~ Pr(A)Pr(v|A) +Pr(B) Pr(V|B)
5

©%0.08 ‘
=g =-=073
°x005+°>x008 11
3 3

» Ehdollisen todenndk6isyyden Pr(B|V) lauseketta sanotaan Bayesin
kaavaksi.

TKK (c) llkka Mellin (2005)

16



Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava

Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava: Johdanto
>> Kokonaistodennakoisyyden kaava
Bayesin kaava
Kokonaistodennakodisyyden ja Bayesin kaavojen systeemiteoreettinen
tulkinta

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Kokonaistodennakdisyyden kaava

Avainsanat
Indusoitu ositus
Kokonaistodennakoisyyden kaava
Ositus
Riippumattomuus
Toisensa poissulkevat tapahtumat
Tulosaanto6
Yhteenlaskusaanto

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Kokonaistodennakdisyyden kaava
Otosavaruuden ositus

« Otosavaruuden Sosajoukot
B, B, ..., B,
muodostavat otosavaruuden
Sosituksen toisensa pois-
sulkeviin tapahtumiin, jos
i) B=zU,i=12..,n
(i) BnB=10,i#]
(i) S=B,00B,1J ... 1B

n
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Kokonaistodennakdisyyden kaava
Otosavaruuden ositus:

Kommentteja

Otosavaruuden Sositus B;, B, ... , B, muodostaa
avaruuden Salkioiden luokkajaon, koska:

(i) Joukot B, B,, ... , B, ovat epatyhjia.

(i1) Joukot B, B,, ... , B, ovat pareittain pistevieraita.
(i) S= 0B,

Jos tapahtumat B,, B,, ... , B, muodostavat otosavaruuden
Sosituksen, tasmalleen yks tapahtumistaB,, B,, ... , B,
sattuu aina, kun se satunnaisilmio, jonka tulosvaihtoehtoja
otosavaruus Skuvaa, esiintyy.

TKK
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Kokonaistodennakdisyyden kaava
Otosavaruuden osituksen indusoima ositus

e Olkoon Al S A# L[ otos-
avaruuden S osajoukko.

e OlkoonB,, B,, ... , B,
otosavaruuden Sositus.

e OsitusB,, B,, ..., B,
Indusoi osituksen joukkoon
A:

(AnB)n(AnBy) = 0,1 #]

ja

A= (AnB))U(ANB,)
[MT1(ANB,)
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Kokonaistodennakdisyyden kaava
Kokonaistodennakdisyyden kaava:

Maaritelma 1/2

« Olkoon Al S A# [ otos-
avaruuden S osajoukko.

e OlkoonB,, B,, ... , B,
otosavaruuden Sositus.

e Olkoon (AnB,), (AnB,),
..., (AnB,) osituksen B;,
B,, ..., B, Indusoima ositus
joukkoon A.

e Yhteenlaskusaannon
perusteella

Pr(A) :Zn:Pr(Am B) (1)

B,
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Kokonaistodennakdisyyden kaava
Kokonaistodennakdisyyden kaava:

Maaritelma 2/2

* Yleisen tulosaannon
perusteella
Pr(An B)=Pr(B)Pr(AB)
1=1,2,...,n
e Sjjoittamallanama
lausekkeet kaavaan (1),

saadaan kokonaistoden-
nakdisyyden kaava

Pr(A) = Pr(B) Pr(A'B) !
=1 A

B,
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Kokonaistodennakdisyyden kaava
Kokonaistodennakdisyyden kaava:

Kommentteja

Kokonai stodennakai syyden kaava ilmai see otosavaruuden
S osgjoukon A todennakdisyyden Pr(A) otosavaruuden S
osituksen B, B,, ... , B, maardamien todennakoisyyksien
Pr(B;) ja ehdollisten todennakdisyyksien Pr(AlB;) avulla.

K okonai stodenndkoisyyden kaava on kayttokel poinen
sellaisissa tilantei ssa, joissa todennakdisyydet Pr(B;) ja
ehdolliset todennakdisyydet Pr(A|B;) ovat tunnettuja.

TKK
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Kokonaistodennakdisyyden kaava
Riippumattomuus ja

kokonaistodennakdisyyden kaava

« Jostapahtuma A on riippumaton jokaisesta tapahtumasta
B,, B,, ..., B, , kokonaistodennakdisyyden kaavasta el ole
hyGtya tapahtuman A todenndkdisyytta maaréttaessa.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 25



Kokonaistodennakdisyyden kaava
Riippumattomuus ja

kokonaistodennakdisyyden kaava: Perustelu

e JosAUB,1=12, ...,nniin
Pr(AnB)=Pr(A)Pr(B), 1i=12,...,n
e Tdloin

Pr(A) = Zn: Pr(AnB)= Zn: Pr(A) Pr(B)

= Pr(A)Zn: Pr(B)
=Pr(A) _
koska
2. Pr(B)=1

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava

Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava: Johdanto
Kokonaistodennakdisyyden kaava
>> Bayesin kaava
Kokonaistodennakodisyyden ja Bayesin kaavojen systeemiteoreettinen
tulkinta

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Bayesin kaava

Avainsanat

Bayesin kaava
Ehdollinen todennéakdisyys
Indusoitu ositus

Kokonaistodennakoisyyden kaava

Kaanteistodennéakdisyys
Ositus
Posteriori-todennakdisyys
Priori-todennékdisyys
Riippumattomuus

TKK

(c) llkka Mellin (2005)

28



Bayesin kaava
Bayesin kaava:

Maaritelma 1/2

« Olkoon Al S A# [ otos-
avaruuden S osajoukko.

e OlkoonB,, B,, ... , B,
otosavaruuden Sositus.

* Ehdollisen
todennékoi syyden
maaritelman mukaan

Pr(An B)
Pr(A)

_Pr(B)Pr(AB)

 Pr(A

Pr(B |A) =
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Bayesin kaava
Bayesin kaava:

Maaritelma 2/2

o Soveltamalla nimittgaan
kokonai stodennékoi syyden
kaavaa saadaan Bayesin

kaava:

Pr(B)Pr(AB)

Pr(B |A) =

> Pr(B) Pr(AB)

TKK
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Bayesin kaava
Bayesin kaava:

Kommentteja 1/3

Bayesin kaavan todennakaoisyytta Pr(B;) kutsutaan
tavallisesti priori-todennakoisyydeksi.

prior (lat.), edeltavg, ailkaisempi
Todennakaoisyytta Pr(B,) kutsutaan priori-
todennakoisyydeksi, koska se kuvaa ennakkokasitysta
tapahtuman B, todennakdisyydesta, ennen kuin on saatu
tietaa, etta tapahtuma A on sattunut.

TKK
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Bayesin kaava
Bayesin kaava:

Kommentteja 2/3

Bayesin kaavan todennakadisyytta Pr(B;|A) kutsutaan
tavallisesti posteriori-todennakdisyyksiks.

posterior (lat.), jakeen tuleva, myohempi
Todennakaoisyytta Pr(B;|A) kutsutaan posteriori-
todenndkdisyydeksi, koska se kuvaa sita miten ennakko-
kasitysta tapahtuman B, todennakoisyydesta kannattaa
muuttaa sen jalkeen, kun on saatu tietaa, etta
tapahtuma A on sattunut.

Posteriori-todennakoisyytta Pr(B;|A) kutsutaan usein
kaantei stodennakoisyydeksi, koska se on ” kaanteinen”
tunnettuun todennakoisyyteen Pr(A|B.) nahden.

TKK
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Bayesin kaava
Bayesin kaava:

Kommentteja 3/3

« Bayesin kaava kertoo miten ennakkokasitysta tapahtuman
B, todennakdisyydesta on jarkevaa korjata sen jalkeen, kun
tapahtuma A on havaittu.

e Bayesin kaava kertoo miten tietoa tapahtuman A sattumi-
sesta voidaan kayttaa hyvaks tapahtuman B, todennakai-
syyden arvioinnissa.

e Bayesin kaava on kayttokel poinen sellaisissa tilanteissa,

joissa todennakoisyydet Pr(B.) ja ehdolliset toden-
nakoisyydet Pr(A|B;) ovat tunnettuja.
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Bayesin kaava
Riippumattomuus ja

Bayesin kaava

« Jostapahtuma A on riippumaton jokaisesta tapahtumasta

B,, B, ..., B,, tieto tapahtuman A sattumisesta el muuta
priori-todennakdisyyksia Pr(B)):

JosALB;, B, ..., B, nin

Pr(B|A) =Pr(B), i=12...,n

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava

Kokonaistodennakdisyys ja Bayesin kaava: Johdanto
Kokonaistodennakdisyyden kaava
Bayesin kaava
>> Kokonaistodennakoisyyden ja Bayesin kaavojen systeemiteoreettinen
tulkinta

TKK (c) llkka Mellin (2005)

35



Kokonaistodennakdisyyden ja Bayesin kaavojen
systeemiteoreettinen tulkinta

Avainsanat
Alkutila
Bayesin kaava
Ehdollinen todennékdisyys
Kokonaistodennakoisyyden kaava
Lopputila
Posteriori-todennakdisyys
Priori-todennadkoisyys
Systeemi
Verkkodiagrammi
Valitila

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Kokonaistodennakdisyyden ja Bayesin kaavojen systeemiteoreettinen tulkinta
Systeemiteoreettinen tulkinta

kokonaistodennakdisyyden ja Bayesin kaavoille 1/4

o COletetaan, etta systeemissa on alkutila L, valitilat
B, B,, ..., B,jayks senlopputiloista on A.

» Oletetaan, ettd alkutilasta L voidaan paasta lopputilaan A
vain kaymalla jossakin valitiloista B,, B,, ... , B,

e Olkoot
Pr(B) = Pr(Kaydaan vdlitilassaB))
Pr(A|B;) = Pr(Vdalitilasta B, paastaan lopputilaan A)
Pr(A) = Pr(Paastaan lopputilaan A)
Pr(Bi|A) = Pr(Lopputilaan A tullaan vélitilan B, kautta)
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Kokonaistodennakdisyyden ja Bayesin kaavojen systeemiteoreettinen tulkinta
Systeemiteoreettinen tulkinta
kokonaistodennakdisyyden ja Bayesin kaavoille 2/4

o Systeemia voidaan havainnollistaa seuraavalla ver kko-
diagrammilla:

Bl
T P® B PraB)™
*Bn).; Pr(AB,)
B

n

oA
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Kokonaistodennakdisyyden ja Bayesin kaavojen systeemiteoreettinen tulkinta
Systeemiteoreettinen tulkinta

kokonaistodennakdisyyden ja Bayesin kaavoille 3/4

o Kokonaistodennakoisyyden kaavan mukaan
Pr(A)=> Pr(AnB)=) Pr(B)Pr(AB)
i=1 i=1

* Pr(A) ontodenndkadisyys sille, etta paastaan lopputilaan A.

» Kokonaistodenndkdisyyden kaavan mukaan toden-
nakoisyys Pr(A) saadaan laskemalla yhteen alkutilasta L
lopputilaan A vdlitilojen B, , i =1, 2, ... , n kautta
kulkevien reittien todenndkdisyydet

Pr(AnB,) = Pr(B,)Pr(A|B;)
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Kokonaistodennakdisyyden ja Bayesin kaavojen systeemiteoreettinen tulkinta
Systeemiteoreettinen tulkinta

kokonaistodennakdisyyden ja Bayesin kaavoille 4/4

e Bayesin kaavan mukaan
Pr(AnB) _ Pr(An B)

PT(BI ‘A) = o A .
(&) ZPr(Am B)
_Pr(B)Pr(AB) _ Pr(B)Pr(AB)
o ipr(BI)Pr(A\B.)

e Pr(B,|A) on siis endollinen todennakoisyys sille, etta
on kayty vélitilassa B, , kun ehtotapahtumana on se, etta
on paasty lopputilaan A.
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