Johdatus todennékdisyyslaskentaan
Todennakoisyyden aksioomat
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Todennakoisyyden aksioomat

Todennékdisyyden maaritteleminen
Todenné&kdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Suhteellinen frekvenssi, klassinen todennakoisyys ja ehdollinen
todennéakdisyys

Todennékodisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa
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Todennakoisyyden aksioomat:
Mita opimme? — 1/2

Todennakdisyydelle voidaan esittéa seuraavat kolme naiivia
<Al

(i) Empiirisen todennikoisyyden maaritelma.
(i) Klassisen todennikoisyyden maaritelma.

(il1) Todenndkdisyys on tapahtuman sattumisen mahdollisuuden
mitta.

Y ksik&8n maaritelmista (i)-(iii) el kuitenkaan tayta hyvan

matemaattisen maaritelman tunnusmerkkega

Siksl tassa luvussa tarkastellaan todennéikoisyyden aksiomaattista
maarittelemista.

Kolmogorovin aksioomien mukaan todennak6isyys on positiivinen,
tiydellisesti additiivinen ja normeerattu mitta.

TKK
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Todennakoisyyden aksioomat:
Mita opimme? — 2/2

» Todenndkotisyyden aksiomaattinen kasittely on jaettu tassa luvussa
kahteen osaan:

(i) Todenndkoisyysjaaarelliset otosavaruudet.
(i) Todenndkdisyys ja direttomiit otosavaruudet.

o Useimmat todenndkoisyyslaskennan peruslaskusaannoista voidaan
todistaa aardlisten otosavar uuksien muodostamassa kehikossa.

e Téassaluvussa naytetéan myos millatavalla todennékoisyyden naiivit
mairitelmat seka ehdollisen todennédkoisyyden Kisite voidaan —
sopivasti tulkittuina— sisallyttdd Kolmogorovin aksioomien
muodostamaan kehikkoon.

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Todennakoisyyden aksioomat:
Esitiedot

o Editiedot: ks. seuraavia lukuja:
Todennakdisyys ja sen maaritteleminen

Todennékdisyyden peruslaskusaannaot

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Todennakoisyyden aksioomat

>> Todennékdisyyden maaritteleminen
Todennékdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Suhteellinen frekvenssi, klassinen todennakoisyys ja ehdollinen
todennéakadisyys

Todennékodisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa

TKK (c) llkka Mellin (2005)



TodennakoOisyyden maaritteleminen

Avainsanat
Empiirinen todennakaoisyys
Frekvenssi
Klassinen todennékdisyys
Kolmogorovin aksioomat
Mitta
Satunnaiskoe
Suhteellinen frekvenssi
Suotuisa tulosvaihtoehto
Tapahtuma
Tilastollinen stabiliteetti
Tulosvaihtoehto

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Todennéakdisyyden maaritteleminen
Todennakoisyyden naiivit maaritelmat

L UVUSSA Todennakoisyyslaskennan peruskasitteet

todennikaoisyydelle on esitetty kolme naiivia

maaritelmaa:

() Tapahtuman empiirinen todennakoisyys on
tapahtuman (tilastollisesti stabiili) suhteellinen
frekvenss..

(i) Tapahtuman klassinen todennikoisyys on
tapahtumalle suotuisien tul osvaihtoehtojen
suhteellinen frekvenss.

(i11) Todennakdisyys on tapahtuman sattumisen
mahdollisuuden mitta.

TKK
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Todennéakdisyyden maaritteleminen
Todennakoisyyden naiivit maaritelmat:

Kommentteja

o Kuten ndemme, yksik&an todennakoisyyden naiiveista
madritelmista (i)-(iii) e tayta hyvan matemaattisen
maaritelman tunnusmerkkeja

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Todennéakdisyyden maaritteleminen

Empiirinen todennakoisyys

Toistetaan jotakin satunnaiskoetta n kertaa.

Oletetaan, etta tapahtuma A sattuu koetoistojen aikana f
kertaa.

Jos tapahtuman A suhteellinen frekvenss
f

n

|dhestyy jotakin kiintedtd lukua p koetoistojen lukumaaran
n kasvaessa rgatta, on p tapahtuman A empiirinen
todennakoisyys.

TKK
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Todennéakdisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Esimerkki 1/3

o Eraéssa kyselytutkimuksessa selvitettiin miten suomalaiset suhtautuvat
Suomen mahdolliseen NATO-jasenyyteen.

o Tutkimus perustui satunnaisotokseen, johon poimittiin arpomalla
1800
suomalaista.
o (Otoksessa
1080
henkil6a ilmoitti vastustavansa NATO-jasenyytta
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Todennéakdisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Esimerkki 2/3

Tutkimusta voidaan kuvata satunnaisilmiona seuraavalla tavalla:
Satunnai skoe:

Y hden suomal aisen poimiminen arpomalla otokseen
Koetoistojen lukumaéara (otoskoko):

n = 1800
Tapahtuma A:

Otokseen poimittu suomalainen vastusti Suomen NATO-
jasenyytta.

Tapahtuman A frekvenssi koetoistojen joukossa:
f =1080
Tapahtuman A suhteellinen frekvenssi:

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Todennéakdisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Esimerkki 3/3

» Jos otoksen poiminnassa kaytettiin arvontaa, voidaan ol ettaa, etta
tapahtuman A suhteellinen frekvenssi séilyy stabiilina, jos otoskokoa
kasvatetaan tai otantaa toistetaan.

» Jos oletus tapahtuman A suhteellisen frekvenssin stabiiliudesta
pétee, havaittua suhtedllista frekvenssia 0.6 on jarkevaa kutsua toden-
nakoisyydeksi, etta satunnaisesti valittu suomalainen vastustaa Suomen
NATO-jasenyyitta.
« Siten tapahtuman A empiirinen todennakadisyys on
Pr(A) =0.6
otoksesta saatujen tietojen perustedlla.
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Todennéakdisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Kommentteja

o Empiirisen todennakdisyyden maaritelma edel lyttéa
sitg, etta tapahtuman suhteellinen frekvenssi kayttaytyy
koetoistojen lukumaéran kasvaessa tilastollisesti stabiilisti.

o Empiiristatodennakoisyytta el voida liittaa sellaisiin
satunnaisiimidihin, joista el ole havaintoja.

o Tapahtuman empiirista todennakoisyytta el voida maarata

kokedllisesti, koska aarettoman monen koetoiston
tekeminen el ole k&ytanndssa mahdollista.

o Mik&an e takaa, ettd empiirisen todennakdisyyden
maaritelmassa esiintyva rga-arvo on olemassa.
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Todennéakdisyyden maaritteleminen
Klassinen todennakoisyys

o Tarkastellaan satunnaiskoetta, johon liittyy n yhta toden-
nakaista tulosvai htoehtoa.

« Tarkastellaan ko. satunnai skokeessa tapahtumaa A, johon
llittyy k yhta todennakaista tulosvaihtoehtoa, joita
sanotaan tapahtumalle A suotuisiks.

e Tapahtuman A klassinen todennékaisyys on tapahtumalle
suotuisien tulosvaihtoehtojen suhteel linen frekvenss

K

n
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Todennéakdisyyden maaritteleminen
Klassinen todennakoisyys:

EsimerkKi

Heitetdan kahta virheetonta noppaa.
Mika on tapahtuman
A =7 Sllmdukujen summaks saadaan 11 tai 12”
todenndkdisyys?
Kahden virheettoman nopan heitossa mahdolliset tulosvaihtoehdot
muodostuvat 6x6 = 36 lukuparista
(i,j),1=1,2,3,4,56,)=1,2,3,4,5,6
joiden kaikkien todennakdisyys on 1/36.
Tapahtumalle A suotuisia tulosvaihtoehtoja on 3 kpl:
(5,6), (6,5), (6,6)
Siten tapahtuman A klassinen todennakoisyys on

TKK
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Todennéakdisyyden maaritteleminen
Klassinen todennakoisyys:

Kommentteja

Klassisen todenndkoisyyden méaaritelma soveltuu vain
sellaisten satunnaisiimioiden tapahtumille, joissa tul os-
vaihtoehdot ovat yhta todenndkoisia eli symmetrisia.

Klassisen todenndkoisyyden maaritelmaa el voida soveltaa
sellaisiin satunnaiskokeisiin, joilla on aarettoman monta
tulosvai htoehtoa.

TKK
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Todennéakdisyyden maaritteleminen

Todennakdisyys mittana

Todennikoisyytta voidaan kutsua mitaksi, joka mittaa
satunnaisiimion tapahtumaval htoehtojen sattumisen
mahdollisuuksia.

* Venn-diagrammien kaytto todenndkoisyyslaskennan

perusl askutoimitusten havainnollistamisessa perustuu juuri
siihen, etta todennakaisyydella on mittana samantapai set
ominaisuudet kuin pinta-alamitalla.

TKK
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Todennéakdisyyden maaritteleminen
Todennakoisyys mittana:

Kommentteja

o Todennakadisyyden kutsuminen mitaks sisaltaajotakin
hyvin olennaista todennakdisyyden luonteesta.

o Todenndkoisyydella on samantapaiset ominaisuudet
kuin essmerkiksi pinta-ala- tal tilavuusmitalla paitsi, etta
tapahtuman todennakdisyydella on ylargana varman
tapahtuman todennakadisyys 1.

o Todenndkoisyyden kutsuminen sattumisen mahdollisuuden
mitaks on kuitenkin kehamaaritelma:

Sattumi sen mahdollisuus tarkoittaa suunnilleen samaa kuin
todennakaisyys.
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Todennéakdisyyden maaritteleminen

TodennakoOisyyden aksiomaattinen maarittely 1/2

o Yksikaan todenndkdisyyden naiiveista maaritelmista el
tayta hyvan matemaatti sen maaritelman tunnusmerkkeja.

o Matemaattisesti kelvollisen ylelsen méaaritelman toden-
nakoisyydelle esitti venddinen matemaatikko A. N.
Kolmogorov 1930-luvun alussa.

« Kolmogorovin aksioomien mukaan todennakoisyys-
|askenta on matemaatti sen mittateorian osa.

e Todenndkdisyyden naiivit méaritelmét voidaan sijoittaa —
sopivasti muotoiltuina— Kolmogorovin aksioomaj arjes-
telmaan todennakoisyyden kasitteen tulkintoina tai
kuvauksina.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 20



Todennéakdisyyden maaritteleminen

TodennakoOisyyden aksiomaattinen maarittely 2/2

e Seuraavissa kappaleissa tarkastel|laan todenndkoisyyden
aksiomaattista maarittelya.

o Tarkastelu on jaettu kahteen osaan:

(1) Todennakdisyyden méarittely darellisissi otos-
avaruuksissa.

(i) Todenndkdisyyden maarittely ddrettomissi otos-
avaruuksissa.

o Samallatarkastellaan todennak6isyyslaskennan lasku-
saantgjen todistamista aksioomista | ahtien.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 21



Todennakoisyyden aksioomat

Todennékdisyyden maaritteleminen
>> Todennakoisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Suhteellinen frekvenssi, klassinen todennakoisyys ja ehdollinen
todennéakdisyys

Todennékodisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Todennéakdisyyden maaritteleminen
Todennakoisyyden aksioomat

aarellisissa otosavaruuksissa

Avainsanat
Additiivisuus
Alkeistapahtuma
Boolen algebra
Erotus
Joukkoperhe
Komplementtitapahtuma
Leikkaus
Mitta
Otosavaruus
Perusjoukko
Tapahtuma
Tapahtuma-algebra
Todenndkoisyyden aksioomat

Todenn&koisyys
Todennakoisyyskentta
Todennakoisyyslaskennan
laskusaantdjen todistaminen
— Komplementtitapahtuman
todennadkoisyys
— Mahdottoman tapahtuman
todennakoisyys
— Osajoukon todennakoisyys
— Yleinen yhteenlaskusaanto
Yhdiste
Aarellinen otosavaruus

TKK
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Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Boolen algebra:

Maaritelma 1/2

o Olkoon Sjoukko.

e OlkoonF jokin joukon Sosa oukkojen muodostama
joukkoperhe.

e Jossiisjoukko A on joukkoperheen F alkio, niin A on
joukon S osajoukko:

AUOF=AU0S

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Boolen algebra:

Maaritelma 2/2

» Joukkoperhe F on Boolen algebra, j0OS

(1) Tyhjajoukko [0 on joukkoperheen Falkio:
M F
(ii) Josjoukko A on joukkoperheen F alkio, niin sen
komplementti A¢ on joukkoperheen F alkio:
ALOF= A"0OF
(i11) Josjoukot A jaB ovat joukkoperheen F alkioita, niin
niiden yhdiste ALIB on joukkoperheen F alkio:
ALF, Bl F= AUOB] F

TKK (c) llkka Mellin (2005) 25



Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Boolen algebrat ja

joukko-opin operaatiot 1/2

o OlkoonF joukossa S mé&éritelty Boolen algebra.
o Olkoot
AUF jaBl F

e Suoraan Boolen algebran aksioomien mukaan tyhja joukko
[1, komplementtijoukot A ja B¢ seka yhdiste ALIB kuuluvat
joukkoperheeseen F:

O,A,B°",Al B F

« Lisdks voidaan osoittaa, etta perusoukko S, leikkaus AnB

seka erotukset A\B ja B\A kuuluvat joukkoperheeseen F:

S,AnB,A\B,B\ALF
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Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Boolen algebrat ja

joukko-opin operaatiot 2/2

 Boolen algebrat ovat siis suljettuja tavanomaisten joukko-
opin operaatioiden suhteen.

o Talatarkoitetaan siita, etta tavanomaiset joukko-opin
operaatiot elvat vie Boolen algebran ulkopuolelle:
Jos Boolen algebran F joukkoihin sovelletaan korkeintaan
aarellinen maara tavanomaisia joukko-opin operaatioita
komplementti, yhdiste, leikkaus ja erotus, niin tuloksena
saatavat joukot kuuluvat edelleen Boolen algebraan F .
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Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Joukko-opin operaatiot

Olkoon F joukossa S méaéaritelty Boolen algebra.
Todistetaan seuraavat joukko-opin tul okset:

(i) Joukko SOF

(i) JosAUF,B] F ,ninAn BOF

(il1) JosAUF, Bl F ,nin A\BOF

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Joukko-opin operaatiot:
Perusjoukko 1/2

Olkoon F joukossa S méaéaritelty Boolen algebra.
Taloin perugoukko Skuuluu joukkoperheeseenF -
SUOF

TKK
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Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Joukko-opin operaatiot:
Perusjoukko 2/2

Véite seuraa, Siita etta
S=0°

Todistetaan siis, etta
Of F

Aksiooman (i) mukaan
M F

Aksiooman (ii) mukaan
0% & F

TKK
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Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Joukko-opin operaatiot:
Leikkausjoukko 1/2

Olkoon F joukossa S

madritelty Boolen algebra.

Olkoot
ALF Bl F

Talaoin joukkojen A jaB

lelkkaukselle pétee:
An BOF

TKK
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Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Joukko-opin operaatiot:

Leikkausjoukko 2/2

o Vdite seuraagitg, etta
DeMorganin lain mukaan

An B=(A"OB""
o Todistetaan siis, etta
AOF B F=>(A°OB)Y F
» Aksiooman (ii) mukaan
AOF,.Bl F= A0OF,BO F
o Aksiooman (iii) mukaan
A°0OF,BO F=> AOBH F
» Vihdoin aksiooman (ii) mukaan

A OB F= (AOBY)T F

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Joukko-opin operaatiot:
Erotusjoukko 1/2

Olkoon F joukossa S

madritelty Boolen algebra.

Olkoot
ALF Bl F

erotukselle pétee:
A\BOF

TKK
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Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Joukko-opin operaatiot:

Erotusjoukko 2/2

o Vateseuraadsita, etta
A\B=An B°

e Todistetaan siis, etta
AOF,Bl F=> AnB*OF

» Aksiooman (ii) mukaan
BOF=B"OF

o Leikkaugoukkoa koskevan
tuloksen mukaan

AOF,Bf1 F= AnB°OF 4 b
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Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Boolen algebra:

EsimerkKi

* Olkoon Smidlivaltainen joukko.
o Olkoon
AOS
mielivaltainen joukon S osajoukko.
« Taladin joukkoperhe
F={0,A A,
muodostaa Boolen algebran joukossa S, koska
(i) M F
(i) BOF=B°OF
(i) BOF,dl F=B0OQ F
Tassa B ja C voivat olla mitka tahansa kaksi joukoista [ , A, A, S.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Boolen algebra tapahtuma-algebrana 1/2

e Olkoon F otosavaruudessa S mé&aritelty Boolen algebra.

« Kutsutaan Boolen algebraan F kuuluvia otosavaruuden S
0sg] oukkoja tapahtumiksi.

 JossisAOF, niin AL SjaA on tapahtuma.

o Kutsutaan Boolen algebraan F kuuluvien otosavaruuden S
0sgoukkojen akioita alkeistapahtumiksi.

e Josdis
sUUAl F
jollekin ALJF, niin s on alkei stapahtuma.
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Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Boolen algebra tapahtuma-algebrana 2/2

e Olkoon F otosavaruudessa S mé&aritelty Boolen algebra.
» Olkoot otosavaruuden Sosajoukot A ja B tapahtumia el
AUF jaBl F
o TdlOin siismyo6s
Ac,B°c,AlB,AnB, AB, B\A
ovat tapahtumia.

e Siten otosavaruuden tapahtumista voidaan johtaa uusia
tapahtumia soveltamalla niihin tavanomaisia joukko-opin
operaatioita.
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Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Aarelliset otosavaruudet

o Olkoon Saarellinen otosavaruus, jossaon n akiota.
e Olkoon
F={AAOS
otosavaruuden S kaikkien osajoukkojen perhe, joten
joukkoperheessaF on

n(F)=2"
akiota.

e Otosavaruuden Skaikkien osgoukkojen perhe F
muodostaa triviaalin Boolen algebran joukossa S

TKK (c) llkka Mellin (2005) 38



Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Todennakoisyyden aksioomat 1/2

o Olkoon Saarellinen otosavaruus jaF jokin sen
0s3] oukkojen muodostama Boolen algebra.

» Olkoon Pr joukkofunktio, joka liittéa jokaiseen Boolen
algebraan F kuuluvaan otosavaruuden S osajoukkoon A
reaaliluvun Pr(A).

e JossisALF, niin Pr(AY R.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 39



Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Todennakoisyyden aksioomat 2/2

o Joukkofunktio Pr on todennikoisyys, |0S

(i) Pr(S)=1

(i) 0<Pr(A) <lkakille ADF

(i) ADOF,B F,A B0 =
Pr(ACIBE Pr(Ay Pr(B)

TKK (c) llkka Mellin (2005) 40



Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Todennakoisyyden aksioomat:

Kommentteja 1/2

 Adrellisen otosavaruuden todennakoisyyden aksioomien
(1)-(i11) mukaan todennakaoisyys Pr on positiivinen,
aarellisesti additiivinen ja normeerattu mitta.
o Aksioomat (i) ja(il), normeeraus ja positiivisuus:
AOS=0<Pr(A<Pr(9=1
o Aksiooma (iii), darellinen additiivisuus:
AnB =01 = Pr(ALB) = Pr(A) + Pr(B)
« Aksiooma(iii) on toisensa poissulkevien tapahtumien
yhteenlaskusaanto.
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Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Todennakoisyyden aksioomat:

Kommentteja 2/2

e Aksioomien (i)-(ii1) olennaisena sisdltona on siis se, etta
todennakaoi syys on mitta matematiikan tarkoittamassa
mielessa.

mittateorian osana.
o Aksioomien (i)-(ii1) mukaan todennakoisyysmitalla on
samat ominaisuudet kuin pinta-alamitalla paits, etta

todennadkoisyysmitta on normeerattu niin, etta sen
ylargaon 1.
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Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Tapahtumien todennakdisyydet
aarellisessa otosavaruudessa

« Adrellisen otosavaruuden tapahtumista voidaan muodostaa
uusia tapahtumia soveltamalla Boolen algebran aksioomia
janiista johdettuja joukko-opin laskusdantoja.

o Uusien tapahtumien todennékoisyydet saadaan
soveltamalla aarellisen otosavar uuden todennakoi syyden

aksioomia ja niista johdettuja todenndk i syysl askennan
|askusaantdj a.
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Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Aarelliset todennakdisyyskentat

o Kolmikko

(S,F,Pr)

muodostaa dérellisen todennikoisyyskentin, jos

Seuraavat ehdot pétevat:

(1) Otosavaruus Son aarellinen.

(1) Joukkoperhe F on jokin joukon S osg oukkojen
muodostama Boolen algebra.

(111) Joukkofunktio Pr on Boolen algebraan F kuuluville

otosavaruuden S osgoukoille maaritelty aarellisen
otosavaruuden todennakoi syysmitta.
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Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Todennakoisyyslaskennan laskusaantojen

todistaminen

* Todistetaan seuraavat todennakoisyys askennan lasku-
saannot todennakdisyyden aksioomista ldhtien:

(1) Mahdottoman tapahtuman todenndkoisyys.
(i) Komplementtitapahtuman todennakaisyys.
(111) Osajoukon todennakadisyys.
(iv) Yleinen yhteenlaskusidinto.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 45



Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Mahdottoman tapahtuman todennakaoisyys

 Olkoon Saéarellinen otosavaruus.
e Olkoon O mahdoton tapahtuma.
e Talo6in

Pr(LJ)=0

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Mahdottoman tapahtuman todennakaoisyys:

Perustelu

e Olkoon F otosavaruuden S osgjoukoille maaritelty Boolen algebra.
e Olkoon O mahdoton tapahtuma.

e Taldin
M F

o Joukot [J ja Smuodostavat otosavaruuden S osituksen:
M S=S
[ S=[

* Todennakdisyyden aksioomien (i) ja(iii) mukaan
1=Pr(S)=Pr(1 S mPi¢-) PreS) P ) 1
josta valttamaétta seuraa
Pr(CJ)=0

TKK (c) llkka Mellin (2005) 47



Todenné&kdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Komplementtitapahtuman todennakdisyys

e Olkoon A @arellisen otos-
avaruuden Stapahtuma.

o Taldin tapahtuman A
komplementtitapahtuman
A° todenndkoisyydelle
patee:

Pr(A") =1-Pr(A)

AC

TKK (c) likka Mellin (2005) 48



Todenné&kdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Komplementtitapahtuman todennakoisyys:

Perustelu 1/2

e Olkoon F otosavaruuden S
0sgjoukoille méaritelty Boolen
algebra.

e Vaite
AOF = Pr(A°) =1-Pr(A)

» Boolen algebran aksiooman (ii)
mukaan
ALOF= A"0F

e Joukot A ja A muodostavat
otosavaruuden S osituksen:

ALAC =S
AnAt =[]

AC

TKK (c) likka Mellin (2005)
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Todenné&kdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Komplementtitapahtuman todennakoisyys:
Perustelu 2/2

* Todenndkoisyyden aksioomien
(i) ja(iit) mukaan
1=Pr(S)
=Pr(A0 AY)
=Pr(A) +Pr(A°)

josta véite seuraa.

AC

TKK (c) likka Mellin (2005) 50



Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Osajoukon todennakdoisyys

e Olkoot AjaB &arellisen
otosavaruuden S
tapahtumia.

e Olkoon B I A.
o Taldin patee:
Pr(B) < Pr(A)

TKK (c) llkka Mellin (2005) 51



Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Osajoukon todennakdisyys:

Perustelu 1/2

e Olkoon F otosavaruuden S
osajoukoille méaaritelty Boolen
algebra.

o Viite:
ALOF,Bl F,.B A=
Pr(B) < Pr(A)

» Leikkaus- tal erotusoukkoa
koskevan tuloksen mukaan

AUF,B] F=
A\B=AnB°0OF

TKK (c) llkka Mellin (2005) 52



Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Osajoukon todennakdisyys:

Perustelu 2/2

« KoskaB A, joukot B jaA\B
muodostavat joukon A
osituksen:

BLO(A\B) = A
Bn(A\B) = [

o Aksioomien (ii) ja(iii) mukaan
Pr(A) = Pr(B) + Pr(A\ B) = Pr(B)
mikaoli véite.

TKK (c) likka Mellin (2005) 53



Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Yleinen yhteenlaskusaanto

e Olkoot AjaB aarellisen
otosavaruuden S
tapahtumia.

o Taloin péteeyleinen
yhteenlaskusaanto:
Pr(ALIB)
= Pr(A) + Pr(B) - Pr(AnB)

TKK (c) likka Mellin (2005)



Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Yleinen yhteenlaskusaanto:

Perustelu 1/3

» Qlkoon F otosavaruuden S
osajoukoille méaaritelty Boolen
algebra.

o Viite:
AOF,Bl F=
Pr(Al] B)
=Pr(A) +Pr(B) —Pr(A n B)

» Boolen algebran aksiooman (iii)
seka leikkaus- ja erotugoukkoja
koskevien tuloksien mukaan

AUF,B] F=
AUBl F.A B F
A\BUF,B\Al F

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa
Yleinen yhteenlaskusaanto:

Perustelu 2/3

» Joukot A ja B\A muodostavat
joukon ALIB osituksen:

(1) AUOB=A0(BA)
An(B\A) =0
» Joukot AnB jaB\A muodostavat
joukon B osituksen:
(2) B=(AnB)(B\A)
(AnB)n(B\A) = [
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Todennéakodisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Yleinen yhteenlaskusaanto:

Perustelu 3/3

o Osituksesta (1) ja aksioomasta
(iil) seuraa:
(3) Pr(ALIB) = Pr(A) + Pr(B\A)
» Osituksesta (2) ja aksioomasta
(il1) seuraa:
(4) Pr(B) =Pr(AnB) + Pr(B\A)
» Ratkaisemalla Pr(B\A) yhtalosta
(4) jadjoittamalla ratkaisu
yhtal66n (3) saadaan véite:
Pr(ALIB)
= Pr(A) + Pr(B) — Pr(AnB)

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Todennakoisyyden aksioomat

Todennékdisyyden maaritteleminen
Todenné&kdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

>> Suhteellinen frekvenssi, klassinen todennakdisyys ja ehdollinen
todennéakdisyys

Todennékodisyyden aksioomat aarettomissa otosavaruuksissa

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Suhteellinen frekvenssi, klassinen todennakoisyys
ja ehdollinen todennakoisyys

Avainsanat
Alkeistapahtuma
Ehdollinen todennéakdisyys
Empiirinen todennakaisyys
Frekvenssi
Klassinen todennakdisyys
Koetoisto
Suhteellinen frekvenssi
Suotuisa tulosvaihtoehto
Symmetriset alkeistapahtumat
Tapahtuma
Todennakoisyyden aksioomat
Todennadkoisyyden frekvenssitulkinta
Tulosvaihtoehto

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Suhteellinen frekvenssi ja klassinen todennakoisyys
Suhteellinen frekvenssi ja

klassinen todennakdisyys todennakdisyyksina

« Osoitamme, etta suhteellinen frekvenss ja klassinen toden-
nakoisyys toteuttavat — sopivasti maariteltyind — aarellisen
otosavaruuden todennak6isyyden aksioomat.

o Siten suhtedllista frekvenssia ja klassista todennakdisyytta
voldaan pitéa todennakoisyyden tulkintoina.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 60



Suhteellinen frekvenssi
Suhteellinen frekvenssi:

Maaritelma

e Olkoon Sjohonkin satunnaiskokeeseen liittyva aarellinen
otosavar uus.
e Olkoon A [0 Stapahtuma otosavaruudessa S.
e Toistetaan satunnaiskoetta n kertaa.
e Olkoon f, tapahtuman A frekvenss koetoistojen joukossa.
o Taldin
1:A
n

on tapahtuman A suhteellinen frekvenssi.
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Suhteellinen frekvenssi
Suhteellinen frekvenssi on todennakoisyys

« Kaytetaan tapahtuman A suhteelliselle frekvenssille f,/n
merkintaa:

Pr. (A :%

« Suhteellinen frekvenss Pri(A) toteuttaa todennakoisyyden
aksioomat (i)-(iit), joten suhteellinen frekvenssi on
todennakoisyys.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Suhteellinen frekvenssi
Suhteellinen frekvenssi on todennakaoisyys:

Perustelu 1/2

« Todistetaan, etta suhteellinen frekvenssi Pr ()] toteuttaa
todennakdisyyden aksioomat.

» Toistetaan satunnaiskoetta n kertaa.
 Aksiooma(i):
Koska otosavaruus S on varma tapahtuma eli S sattuu jokaisessa
koetoistossa, niin
fs=n
Siten
Pr(S =fdn=n/n=1
o Aksiooma(ii):
Kaikille tapahtumille AJ Spétee 0 < f, < n.
Siten
O0<Pr(A)=f/n<1
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Suhteellinen frekvenssi

Suhteellinen frekvenssi on todennakaoisyys:
Perustelu 2/2

o Aksiooma (iii):

Jos tapahtumat A ja B ovat toisensa poissulkevia €li, jos AnB = [,
niin

fang = fa+ T3

Tdloin f _—
Pr,(AOBy —Altz —A '8
n n
:h+h
n n
= Pr (A) +Pr (B)

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Suhteellinen frekvenssi
Empiirinen todennakoisyys

» Jostapahtuman A suhteellinen frekvenss
T
n

|dhestyy toistokokelden lukumaaran n ragjatta kasvaessa
jotakin kiintedta lukua p, sanotaan lukua p tapahtuman A
empiiriseksi todennakoisyydeksi.

o Josslisp on tapahtuman A empiirinen todennakoisyys,
niin

Pr. (A) =

Pr. (A) = %ﬁpkunn_,+oo

TKK (c) llkka Mellin (2005) 65



Suhteellinen frekvenssi
Todennakoisyyden frekvenssitulkinta

Oletetaan, etta tapahtuman A todenndkoisyys on p.

Toistetaan sita satunnaiskoetta, johon tapahtuma A liittyy,
n kertaa.

Todennikoisyyden frekvenssitulkinnan mukaan
tapahtuman A suhteellinen frekvenss

Pr. (A :%

val htel ee satunnai sesti koetoistosta toiseen, mutta saa

arvoja.

TKK
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Klassinen todennakoisyys
Klassinen todennakoisyys:

Maaritelma 1/2

e OlkoonS={s,,s,, ..., S, Johonkin satunnaiskokeeseen
liittyva éarellinen otosavaruus, jossaon n = n(S) ake s
tapahtumaa.

« Oletetaan, etta otosavaruuden S alkelstapahtumat ovat
symmetrisia eli yhta todennakoisia
o Taldin
Pr(s) -1 ,1=12,...,n
n

» Olkoon A:{sl,sz ,...,sk} [J Stapahtuma, jossa on
k = n(A) akestapahtumaa, joita sanotaan tapahtumalle A
suotuisiks.
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Klassinen todennakoisyys
Klassinen todennakoisyys:
Maaritelma 2/2

o Maaritellaan tapahtuman A klassinen todennéikoisyys
Pr.(A) kaavalla
Pr.(A) = K
N
jossaslis
K=n(A)
n=n(y

 Klassinen todennakoisyys Pr (A) toteuttaa toden-
nakoisyyden aksioomat (i)-(iii), joten klassinen toden-
niakoisyys on todennakoisyys.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Klassinen todennakoisyys
Klassisen todennakdisyyden maaritelma:

Perustelu

Olkoon
A:{ql,qz,...,sk} 0s {s,s,,....S,}
Taloin
A={s}Dfsp @ {s}
jalisdks akeistapahtumat
§.1=12...,K
ovat pareittain toisensa poissulkevia.
Koska akeistapahtumat s, , S, , ... , S, 0n oletettu symmetrisiks,
todennakdisyyden aksioomasta (iii) seuraa:
K

= :PrC (A)
n

Pr(A) =Pr(s, ) +Pr(s)) +--- +Pr(s ) :% +... +%

K kpl

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Klassinen todennakoisyys
Klassinen todennakoisyys on todennakoisyys:

Perustelu 1/2

» Todistetaan, etta klassinen todennakoisyys Pr () toteuttaa
todennakdisyyden aksioomat.

o Aksiooma(i):
Koskan(S =n, niin
Pr(9=nh=1
o Aksiooma (ii):
Kaikille tapahtumille A O S pétee
0<n(A)=ksn=n(9
Siten
O<Pr(A)=kin<1

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Klassinen todennakoisyys
Klassinen todennakoisyys on todennakoisyys:
Perustelu 2/2

o Aksiooma (iii):
Jos tapahtumat A ja B ovat toisensa poissulkevia €li, jos AnB = [,

niin
Kaog = Kn + kg
Taloin ' . +k
Pr(AOBF 285 A B
N n
:ﬁ+§
n n

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Ehdollinen todennakdisyys
Ehdollinen todennakoisyys todennakoisyytena

e Seuraavassa 0soitetaan, etta ehdollinen todennakaoisyys
toteuttaa &érellisen otosavaruuden todennakdisyyden
aksioomat.

o Siten ehdollista todenndkoisyytta voidaan pitéa toden-
nakoisyyden kasitteen laajennuksena.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Ehdollinen todennakdisyys
Ehdollinen todennakoisyys:

Maaritelma

Olkoon Sjohonkin satunnai skokeeseen liittyva aarellinen
otosavaruus.

Olkoot A [0 SjaC I StapahtumiajaPr(C) # 0.
Maaritellaan tapahtuman A ehdollinen todennakoisyys
Pr(A|C) kaavalla
Pr(An C)

Pr(C)
Ehdollinen todennakadisyys Pr(A|C) toteuttaa toden-

nakoisyyden aksioomat (i)-(iii), joten ehdollinen toden-
niakoisyys on todennakoisyys.

Pr(AC) =

TKK
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Ehdollinen todennakdisyys
Ehdollinen todennakoisyys on todennakaoisyys:

Perustelu 1/3

» Todistetaan, ettda ehdollinen todenndkoisyys Pr(L] [) toteuttaa
todennakdisyyden aksioomat.

o Aksiooma (i):
Kaikille tapahtumille C 1 Spétee SnC = C.
Siten
Pr(SnC) _Pr(C) _ 1
Pr(C) Pr(C)

Pr(S[C) =

o Aksiooma (ii):
Kaikille tapahtumille A0 SjaC [0 Spatee AnC [ C, joten
0<Pr(AnC) < Pr(C).
Siten

_PI(ANC) _Pr(C) _,

0< Pr(A|C) Pr(C)  Pr(C)

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Ehdollinen todennakdisyys

Ehdollinen todennakoisyys on todennakaoisyys:
Perustelu 2/3

o Aksiooma (iii):
Kaikillejoukoille A, B ja C pétee distribuutiol aki
(AOB)nC=(AnC)J(BnC)

Jos tapahtumat A ja B ovat toisensa poissulkevia €li, jos AnB = [,
niin kaikille C O Spétee

(AnC)n(BNnC) =1

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Ehdollinen todennakdisyys
Ehdollinen todennakoisyys on todennakaoisyys:

Perustelu 3/3

Talsin
Pr((AOBp C)
Pr(C)
_Pr((AnC)O (B ©))
- Pr(C)
_ Pr(An C) N Pr(Bn C)
Pr(C) Pr(C)
=Pr(AC) +Pr(B|C)

Pr(AD B|C¥

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Todennakoisyyden aksioomat

Todennékdisyyden maaritteleminen
Todenné&kdisyyden aksioomat aarellisissa otosavaruuksissa

Suhteellinen frekvenssi, klassinen todennakoisyys ja ehdollinen
todennéakdisyys

>> Todennakoisyyden aksioomat adrettomissa otosavaruuksissa

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Todennakoisyyden aksioomat
aarettomissa otosavaruuksissa

Avainsanat

Alkeistapahtuma

Boolen algebra
Epamitallisuus
Jatkuvuusaksiooma
Joukkoperhe
Kolmogorovin aksioomat
Komplementtitapahtuma
Leikkaus

Mitallisuus

Mitta

Otosavaruus

o-algebra

Tapahtuma
Tapahtuma-algebra
Todennakoisyyskentta
Taydellinen additiivisuus
Yhdiste

Aareton otosavaruus

(c) llkka Mellin (2005)
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Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa
Aarettomat otosavaruudet

« Adrellisille otosavaruuksille esitetyt aksioomat eivét
sellaisenaan kelpaa aarettomille otosavaruuksille:

Tamajohtuu seuraavista selkoista:

(1)

(1)

Adrettdméan otosavaruuden tapauksessa kaikki otos-
avaruuden osagjoukot elvat valttamatta kelpaa
tapahtumiksi.

Aarellisen otosavaruuden aksiooma (iii) on
aarettdman otosavaruuden tapauksessa korvattava
aksioomalla, joka sallii &arettbman monen pareittain
toisensa poissulkevan tapahtuman tarkastel un.

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa
o-algebra:
Maaritelma 1/2

o Olkoon Sjoukko.

e OlkoonF jokin joukon Sosa oukkojen muodostama
joukkoper he.

o Jossisjoukko A on joukkoperheen F alkio, niin A on
joukon S osgjoukko:

AUOF=A0S

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa
o-algebra:

Maaritelma 2/2

e JoukkoperheF on o-algebra, jos

(1) Tyhjajoukko [0 on joukkoperheen F akio:
M F
(i) Josjoukko A on joukkoperheen F akio, niin sen
komplementti A¢ on joukkoperheen F alkio:
ALOF= A"0OF

(i) Josjoukot A, A,, A,, ... ovat joukkoperheen F

akioita, niin niiden yhdiste UJA; on joukkoperheen F
akio:

AL,AZ,Ag,...DF:OADF

TKK (c) llkka Mellin (2005) 81



Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa
o-algebrat ja
joukko-opin operaatiot 1/2

o Olkoon F joukossa S mééritelty o-algebra.
e Olkoot
AOF,F 123,...

e Suoraan c-algebran aksioomien mukaan joukkojen A
komplementit ja niiden yhdiste LA, ovat joukkoperheen F
akioita:

AN[F,h123W.ja[jA]F

« Lisdks voidaan osoittaa, etta joukkojen A, letkkaus n A; on
joukkoperheen F alkio:

(YAOF

=1

TKK (c) llkka Mellin (2005) 82



Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa
o-algebrat ja
joukko-opin operaatiot 2/2

o o-algebrat ovat sis suljettuja numeroituvan monen tavan-
omai sen joukko-opin operaation suhteen.

o Tdlatarkoitetaan siita, ettd numeroituva maara tavan-
omaisiajoukko-opin operaatioitael vie g-algebran ulko-
puolelle:

Jos og-algebran F joukkoihin sovelletaan korkeintaan

numer oituva maara tavanomaisia joukko-opin operaatioita
komplementti, yhdiste, |eikkaus ja erotus, niin tuloksena
saatavat joukot kuuluvat edelleen o-algebraanF .

TKK (c) llkka Mellin (2005) 83



Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa
o-algebrat ja Boolen algebrat

« Josjoukon Sosaoukkojen perhe F toteuttaa o-algebran
aksioomat, niin se toteuttaa myds Boolen algebran
aksioomat.

« Jokainen Boolen algebran aksioomista johdettu joukko-
opin saanto patee myos o-algebraille.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa
Kolmogorovin aksioomat todennakoisyydelle 1/2

e Olkoon Sotosavaruus jaF jokin joukon Sosa oukkojen
perhe, joka muodostaa o-algebran.

« Olkoon Pr joukkofunktio, joka l1ittéa jokaiseen g-algebraan
F kuuluvaan otosavaruuden S osajoukkoon A reaaliluvun
Pr(A).

e JossisALF, niin Pr(AJ R.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 85



Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa
Kolmogorovin aksioomat todennakoisyydelle 2/2

o Joukkofunktio Pr on todennikoisyys, |0S

i) Pr(S)=1
(i) O0<Pr(A) <lkakille AUF
(i) AAA,. OFjamn A=0%# j=

TKK (c) llkka Mellin (2005) 86



Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa
Kolmogorovin aksioomat:

Kommentteja 1/2

o Kolmogorovin aksioomien (i)-(il1i) mukaan toden-
nakoisyys Pr on positiivinen, taydellisesti additiivinen ja
Nnor meer attu mitta.

o Aksioomat (i) ja(il), normeeraus ja positiivisuus

AOF=0<Pr(A<Pr(9=1

o Aksiooma(iii), taydellinen additiivisuus:

JosA OF,1=1,2,3, ... JaAnA=0,1#],nin
Pr(0A) = X Pr(A)

« Aksiooma(iii) on pareittain toisensa poissulkevien

tapahtumien yhteenlaskusaanto.
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Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa
Kolmogorovin aksioomat:

Kommentteja 2/2

o Aksioomien (i)-(ii1) olennaisena sisdltona on siis se, etta
todennakaoi syys on mitta matematiikan tarkoittamassa
mielessa.

mittateorian osana.
o Aksioomien (i)-(ii1) mukaan todennakdisyysmitalla on
samat ominaisuudet kuin pinta-alamitalla paits, etta

todennakdisyysmitta on normeerattu niin, etta sen
ylargaon 1.
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Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa
Kolmogorovin aksioomat ja

aarellisen otosavaruuden aksioomat

» Josjoukkofunktio Pr toteuttaa todennakdisyyden
aksioomat aarettomille otosavaruuksille, niin se toteuttaa
todennakoisyyden aksioomat myds aarellisille otos-
avaruuksille.

« Jokainen aarellisen otosavaruuden todennakadisyyden
aksioomista johdettu todennakai syyden laskusaanto pétee
my0s aarettomille otosavaruuksille.
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Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa

Mitallisuus 1/2

e Jos Son aardlinen otosavaruus, kaikille otosavaruuden S
osajoukoille A [ Svoidaan maaritella todennakadisyys.

« Siten aarellisen otosavaruuden Stapauksessa kaikki
otosavaruuden osgjoukot A [1 Skelpaavat tapahtumiksi.

e Jos Son &aretdn otosavaruus, kaikille otosavaruuden S
osgoukoille A 1 Se voida valttamatta maaritella toden-
nakoisyytta

o Siten darettdman otosavaruuden Stapauksessa kaikki

otosavaruuden osgjoukot A [ Seivat valttaméatta kelpaa
tapahtumiksi.
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Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa

Mitallisuus 2/2

« Sellaisiaotosavaruuden Sosgoukkoja A S joille
voidaan maaritella todenndk6isyys sanotaan mitallisiksi.

o Sellasiaotosavaruuden Sosgoukkoja A S joilleel
voida méaritella todenndk i syytta sanotaan epa-
mitallisiksi.

« Voidaan osoittaa, ettd otosavaruuden Smitallisten osa-
joukkojen perhe muodostaa o-algebran.
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Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa
Mitallisuus ja reaalilukujen joukko 1/2

Jos otosavaruutena Son reaalilukujen joukko R, mm.
kaikki reaaliakselin valit seka avoimet ja suljetut joukot
ovat mitallisajakelpaavat tapantumiksi.

Voidaan osoittaa, etta reaalilukujen joukollalR on toden-
nakoisyysmitan suhteen epamitallisia osajoukkoja, jotka
elvét kelpaa tapahtumiksi.
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Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa
Mitallisuus ja reaalilukujen joukko 2/2

Kaikki reaalilukujen joukon todennakadisyysmitan suhteen
mitalliset osajoukot saadaan tyyppia

(—OO,b] :{XDRi—oo< X< b}
olevista puoliavoimista valeista soveltamalla niihin

korkeintaan numeroituva maara komplementti-, yhdiste-
jaletkkausoperaatiota.

Muotoa (—oo, b] olevat reaaliakselin valit virittavat
reaalilukujen joukon mitallisten osajoukkojen
muodostaman o-algebran.

Tahan tulokseen perustuu kertymafunktion keskeinen
asema matemaatti sessa tilastoti eteessa; ks. lukua

Kertymafunktio.
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Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa
Tapahtumien todennakdisyydet

aarettomassa otosavaruudessa

o Otosavaruuden mitallisista osajoukoista i tapantumista
voldaan muodostaa uusia mitallisia osgoukkoja eli tapah-
tumia soveltamalla o-algebran aksioomia ja niista
johdettuja joukko-opin séantoja.

« Uusien tapahtumien todennakaisyydet saadaan
soveltamalla Kolmogorovin aksioomia ja niista johdettuja
todennakoisyyd askennan |askusaantoja.
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Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa
Todennakoisyyskentat

e Kolmikko
(S,F,Pr)
muodostaa todenniakoisyyskentin, j0os seuraavat ehdot
patevet:
(1) Son joukko.
(i1) JoukkoperheF muodostaa o-algebran joukossa S

(i11) Joukkofunktio Pr on g-algebraan F kuuluville joukon
S osgoukoille maaritelty todennakoi syysmitta, joka
toteuttaa K olmogorovin aksioomat.
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Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa

Lause 1

Olkoon (S, F, Pr) todennakoisyyskentta ja A, A,, A;,...LF.

Taloin pétee:

(1) JosAOAD A -, nin
PV(OA]ﬂmPr(AJ

(i) JosA ElAgj A -, niin
meAja![q;Pr(AJ
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Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa
Lause 1:

Todistus kohdalle (i) — 1/4

. Méritellaan
By = A =0
B =A
B,=A\A
B,=A\A

jayleisesti
B=A\A,=AnA,i=123...
e JoukotB ,i=0,1,2 3, ... ovat

par eittain toisensa poissulkevia, g
koska ol etuksen mukaan §

A,OA,i=123, ..
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Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa
Lause 1:

Todistus kohdalle (i) — 2/4

o Oletuksesta
A OA,i=123 ..
seuraa:
Pr(B)=Pr(A\A,)
= Pr(A) - Pr(A )

1=123,...
e Lisdks on salvaa, etta

U-A=ULB

e Siten

Pr(U;A) . Pr(U;B,) S
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Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa
Lause 1:

Todistus kohdalle (i) — 3/4

« KoskajoukotB,,i=0,1, 2,3, ... ovat pareittain toisensa
poissulkevia, Kolmogorovin aksioomasta (iii) seuraa:

r(ULB)=2Pr(8) = im > Pr(8)
« Sijoittamallatahan Pr(B) =Pr(A) —-Pr(A_) ,i =1,2,3,... saadaan
lim > Pr(B ) = lim [Pr(A) +Pr(A,) -Pr(A)
+Pr(A)-Pr(A)

.J;.Pr(Ah_l)—Pr(A]_z)
+Pr(A)-Pr(A.)]
= limPr(A,)

n- +oo
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Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa

Lause 1:
Todistus kohdalle (i) — 4/4

* Yhdistamalla edellajohdetut tulokset saadaan lopulta:

P(ULA)=R(UL8) = mer(a)

N — +oo
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Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa

Lause 1:
Todistus kohdalle (ii) — 1/3

+  Méaritell&n
C,=S

le
I

TR
F B

jayleisesti
C=A,i=123,...
e OletuksestaA_, LA ,i=1,23, ... seuraa
C,.=A,0A=C ,F 123,...
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Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa
Lause 1:

Todistus kohdalle (ii) — 2/3

Sovelletaan joukkoihin C. , 1 =1, 2, 3, ... Lauseen 1 kohtaa (i):

Pr(U C)—r!erOPr(C)
KoskaC =A",i=123,... ,niin

Pr(C)=Pr(A) =1-Pr(A),i =1,2,3,...
DeMorganin lain mukaan

(Une) =(UnA) =NnA

Komplementtitapahtuman todennakoi syyden kaavan mukaan

al(Urc) -a-r{Ure)
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Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa
Lause 1:

Todistus kohdalle (ii) — 3/3

* Yhdistamalla edellajohdetut tulokset saadaan lopulta:

r(7,a) =P (Une )|

=1—Pr( _"ic.)
=1-lim Pr(C,)
=1-1lim[1-Pr(A)]
=lim Pr(A,)
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Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa

Lause 2

e Olkoon (S, F, Pr) todennakoisyyskentta ja A, A, A,,...LJF.
e JosAUAl A =0 niin

lim Pr(A,)=0

n- +oo
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Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa
Lause 2:

Todistus

JosAOAD A ~O , niin
1A =0
Siten
Pr(N7,A)=Pr(0F o
Lauseen 1 kohdan (ii) mukaan

Pr(ﬂ;A): lim Pr(A,)

n—>+00

Y hdistamall& nédmaéa tul ok set saadaan:

limPr(A,)=0

n—>+00
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Todennékoisyyden aksioomat aarettdmissa otosavaruuksissa
Lause 2 ja

Kolmogorovin aksioomat

V oidaan osoittaa, ettd Kolmogorovin aksiooma
(i)  AAA,...UFjaAh A=0% =
Pr(UA) =2Pr(A)

on yhtapitava aksioomien

iy AnA=0=Pr(AOA¥F Pr(Ay Pr(A)
ivy AOTOAD0 A -0 =limPr(A)=0

n - +oo

kanssa.

Aksioomaa (1v) kutsutaan usein todenndkoisyyden
jatkuvuusaksioomaksi.
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