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Otos ja otosjakaumat:
Mita opimme? — 1/3

 Tilastollinen aineisto koostuu tutkimuksen kohteita kuvaavien
muuttujien havaituista arvoista.

o Tilastollisissa tutkimusasetel missa gjatellaan, etté jokin satunnais-
IImi® on generoinut havaintoarvot.

o Siten tilastollisissa tutkimusasetel missa havaintoarvoihin liittyy aina
epavar muutta ja satunnai suutta.

 Havaintoaineiston tilastollisella mallilla tarkoitetaan aineiston
generoiden satunnai smuuttujien todennakdisyysjakaumaa.

 Yksinkertaisissatilastollisissa tutkimusasetel mi ssa haval ntoainelston
kerdamisessa kaytetdan yksinkertaista satunnaisotantaa.
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Otos ja otosjakaumat:
Mita opimme? — 2/3

o Koskatilastollisen aineiston havaintoarvot ovat jonkin satunnais-
IImiodn generoimia, myos kaikki havainnoista laskettavat suur eet
ovat satunnaisia.

« Tama merkitsee sitg, ettd essimerkiks havaintoaineistoa kuvaavat
tunnusl uvut vaihtelevat satunnaisesti otoksesta toiseen.

e Tunnusluvun otosvaihtelua eli tunnusluvun satunnaista vaihtelua
otoksesta toiseen voidaan kuvata tunnusluvun otog akaumalla.

» Otogakaumien teoria muodostaa teoreettisen perustan seka toden-
nakoisyys akaumien parametrien estimaattoreiden ominaisuuksia etta
parametreja koskevien hypoteesien testauksessa kaytettavien testi-
suureiden ominaisuuksia koskevalle tilastollisalle tutkimuksel | e.
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Otos ja otosjakaumat:
Mita opimme? — 3/3

 Esmerkkeina tarkastellaan seuraavien otostunnuslukujen
otogakaumia:
— Aritmeettinen keskiarvo
—  Otosvarianss
—  Suhtedlinen frekvenss

o Tarkastelun kohteena ovat seka ym. otostunnuslukujen odotusarvot ja
varianssit etta niiden otog akaumat.
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Otos ja otosjakaumat:
Esitiedot

Esitiedot: ks. seuraavia lukuja:

Tilastollisten aineistojen ker&daminen ja mittaaminen
Tilastollisten aineistojen kuvaaminen

Tarvitset esitietoja myds seuraavista kalvokokoelman Johdatus
todennakdisyyslaskentaan luvuista:

Satunnaismuuttujat ja todennakoisyysjakaumat

Jakaumien tunnusluvut

Diskreetteja jakaumia

Jatkuvia jakaumia

Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia

Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja todennakoisyysjakaumat

Ks. myos lukuja:
Satunnaismuuttujien muunnokset ja niiden jakaumat
Konvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet
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Otos ja otosjakaumat:
Lisatiedot

» Todennakdisyysakaumien parametrien estimointia kasitellaan
luvuissa
Estimointi
Estimointimenetelmat
Valiestimointi
* Todennakdisyysakaumien parametreja koskevien tilastollisten
hypoteesien testaamista kasitelléan yleisesti luvussa
Tilastolliset testit
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Otos ja otosjakaumat

>> Yksinkertainen satunnaisotos
Otostunnusluvut ja otosjakaumat
Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Suhteellisen frekvenssin otosjakauma
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Yksinkertainen satunnaisotos

Avainsanat
Havainto
Havaintoarvo
Tilastollinen aineisto
Tilastollinen malli
Todennédkoisyysjakauma
Yksinkertainen satunnaisotos
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Yksinkertainen satunnaisotos
Tilastollinen aineisto

Tilastollinen ainesto koostuu tutkimuksen kohteita
Kuvaavien muuttujien havaituista arvoista.

Tilastollisissa tutkimusasetel missa havaintoarvoihin liittyy
alna gpavar muutta ja satunnai suutta.

Saurauks a:

(1)

(1)

Tilastollisi ssa tutkimusasetel missa gjatellaan, etta
havaintoarvot on generoinut ilmio, joka on
luonteeltaan satunnainen.

Tilastollisen tutkimuksen kohteita kuvaavat

muuttujat tulkitaan tilastollisissa tutkimusasetel missa
satunnaismuuttujiks ja havaintoarvot tulkitaan ndiden
satunnaismuuttujien realisoituneiksi arvoiks.
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Yksinkertainen satunnaisotos
Tilastollinen malli

o Tilastollisella mallilla tarkoitetaan tutkimuksen kohteita
kuvaavien satunnal smuuttujien todennakoi syys akaumaa,
jonka ajatellaan generoineen ko. satunnaismuuttujien
havaitut arvot.

e Havantoarvojen gatellaan syntyneen arpomalla
tilastollisena mallina kaytetysta todennakoi syys akaumasta
saatavin todenndkoisyyksin.

e Huomautus:

Todennakdisyysiakaumat riippuvat tavallisesti parametreista €l
vakioista, joiden arvoja el yleensa tunneta.
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Yksinkertainen satunnaisotos
Tilastolliset mallit ja

tilastollinen paattely

Kun tilastollista mallia sovelletaan jotakin
reaalimaailman ilmi6ta kuvaavan havaintoaineiston
analysointiin, kohdataan tavallisesti seuraavat mallin
parametr e a koskevat ongel mat:

(1) Parametrien arvojael tunneta jane on estimoitava €l
arvioitava havaintoai neistosta.

(i) Parametrien arvoista on esitetty oletuksia tal vaitteita,
joita halutaan testata €li asettaa koetteelle havainto-
ainei stosta saatua informaatiota vastaan.

Tilastollisten mallien parametrien estimointi jatestaus
muodostavat keskeisen osan tilastollista paattelya.
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Yksinkertainen satunnaisotos
Satunnaisotos ja satunnaisotanta

e Satunnaisotos poimitaan arpomalla havaintoyksi kot
perusjoukosta otokseen.

« Arpomisessa kaytettdvad menetel mda kutsutaan
satunnaisotannaksi.

e Satunnalsotannassa sattuma méaaraa mitka perusjoukon
alkioistatulevat otokseen.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Yksinkertainen satunnaisotos
Satunnaisotanta:

Kommentteja

» Jos havaintoyksikét poimitaan perusoukosta
satunnaisotannalla, pétee seuraava:

() Havaintoyksikdita kuvaavien muuttujien
havaitut arvot ovat satunnaisia Siina mielessa, etta
ne vaihtelevat satunnaisesti otoksesta toiseen.

(1) Kaikki havaintoyksikoita kuvaavien muuttujien
havaituista arvoista lasketut tunnusluvut ovat
satunnaisia siina mielessa, etta ne vaihtelevat
satunnaisesti otok sesta tolseen.
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Yksinkertainen satunnaisotos
Yksinkertainen satunnaisotos

e Olkoot
X, X, ey X

riippumattomia, identtisesti jakautuneita satunnais-
muuttujia, joilla on sama pistetodennakdisyys- ta
tiheysfunktio

f(x)
o Tdall6in satunnaismuuttujat
Xy, X5y ey X

muodostavat yksinkertaisen satunnaisotoksen
jakaumasta f(x).
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Yksinkertainen satunnaisotos
Havainnot ja havaintoarvot

Olkoon

Xy Xy oo ) X,
yksinkertainen satunnai sotos jakaumasta f(Xx).
Kutsumme satunnaismuuttujia X, , X, , ... , X, tavallisesti
havainnoiks.
Otoksen poimimisen jalkeen satunnai smuuttujat
X, Xy, ..., X, Saavat havaituiks arvoikseen havainto-
arvot

Xq 3 Xoy eeny X
Merkitaan:

X =X, X=X, o, X=X

TKK
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Yksinkertainen satunnaisotos

Yksinkertainen satunnaisotos:
Kommentteja 1/2

Olkoon

Xy Xy oo ) X,
yksinkertainen satunnai sotos jakaumasta f(Xx).
Talloin havaintoarvot

Xy 3 Xy ey X

on saatu toistamalla arvontaa toisistaan riippumattomin
toistoin n kertaa samoin, jakaumasta f(x) saatavin toden-
nakoisyyksin.

Havaintoarvot X, , X, , ... , X, ovat kiinteita eli ei-
satunnaisia, mutta ne vaihtelevat toisistaan riippumatta ja
satunnaisesti otoksesta toiseen.
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Yksinkertainen satunnaisotos
Yksinkertainen satunnaisotos:

Kommentteja 2/2

Satunnaisuus liittyy yksinkertai sessa satunnais-
otannassa siihen, ettd havaintoarvot vaihtelevat toisistaan
riippumatta ja satunnaisesti otoksesta toiseen.

Satunnaisuus e sisliity otannan tuloksena saatuihin
havaintoarvoihin, vaan otoksen poimintatapaan.
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Yksinkertainen satunnaisotos

Tilastollinen malli yksinkertaiselle
satunnaisotokselle 1/2

e Olkoon
X, X, ey X
yksinkertainen satunnai sotos jakaumasta f(Xx).
e Satunnaismuuttujien X, , X, , ... , X, yhteigakauma

muodostaa tilastollisen mallin havaintoarvojen
satunnai selle vaihtel ull e otoksesta toiseen.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Yksinkertainen satunnaisotos
Tilastollinen malli yksinkertaiselle

satunnaisotokselle 2/2

« Koska satunnaismuuttujat

Xy Xy oo ) X,
on oletettu riippumattomiksi, niin satunnalsmuuttujien
X1, X5, ..., X, yYhteig akauma on muotoa

F(X X0 X)) = T(X) X T (%) X X T(X,)
jossa
X ~f(x),i=12,...,n

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Otos ja otosjakaumat

Yksinkertainen satunnaisotos

>> QOtostunnusluvut ja otosjakaumat
Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Suhteellisen frekvenssin otosjakauma

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Otostunnusluvut ja otosjakaumat

Avainsanat
Otosjakauma
Otostunnusluvut
Tilastollinen malli
Yksinkertainen satunnaisotos
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Otostunnusluvut ja otosjakaumat

Otostunnusluvut 1/3

Olkoon
X, X0 oy X

n
yksinkertainen satunnaisotos jakaumasta, jonka
pistetodennakadisyys- tai tiheysfunktio on f(Xx).
Taloin havainnot X, , X, , ... , X, ovat riippumattomia,
Identtisesti jakautuneita satunnaismuuttujia, joilla on sama
pistetodennakadisyys- tai tiheysfunktio f(x):

X, Xy, X O

X ~f(x),i=12,...,n
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Otostunnusluvut ja otosjakaumat

Otostunnusluvut 2/3

e Olkoon
T=0(X{, X5, ..., X))
jokin satunnaismuuttujien X, , X, , ... , X_ (mitallinen)
funktio.

o Satunnaismuuttujaa T kutsutaan (otos-) tunnusluvuksi.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Otostunnusluvut ja otosjakaumat
Otostunnusluvut 3/3

o COletetaan, etta otoksen poimimisen jakeen satunnais-

muuttujat X, , X, , ... , X saavat havaituiks arvoikseen
havaintoarvot X, , X, , ... , X, :
X =X, X=Xy e, X =X

e Talloin tunnusluku
T=0(X;,%,, ..., X)
saa havaituks arvokseent funktion g arvon pisteessa
(X, X5y oony X):
t=9g(X;, %, ..., X))

TKK (c) llkka Mellin (2005)

25



Otostunnusluvut ja otosjakaumat

Otosjakauma

o Oletetaan, etta satunnal smuuttujat
X, X, ey X

muodostavat yksinkertaisen satunnai sotoksen jakaumasta
f(x) ja olkoon funktio

T=09(X;,%,, ..., X)
jokin otostunnusl ukui.

e Tunnusluvun T jakaumaa kutsutaan tunnusluvun T
otog akaumaks.

e Tunnusluvun T otogakauma muodostaatilastollisen
mallin tunnusluvun T arvojen satunnaiselle vaihtelulle
otoksesta toiseen.
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Otostunnusluvut ja otosjakaumat
Eraiden tavallisten tunnuslukujen otosjakaumat

e Olkoon
X, X, ey X
yksinkertainen satunnai sotos jakaumasta f(Xx).

o Jatkossatarkastellaan seuraavien tunnusliukujen (ks. lukua
Tilastollisten aineistojen kuvaaminen) OtOSj akaumia

— Aritmesettinen keskiarvo
— Otosvarianss
— Suhtedlinen frekvenss
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Otos ja otosjakaumat

Yksinkertainen satunnaisotos
Otostunnusluvut ja otosjakaumat

>> Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Suhteellisen frekvenssin otosjakauma

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin
otosjakaumat

Avainsanat
Aritmeettisen keskiarvon otosjakauma
Keskeinen raja-arvolause
X>-jakauma
Normaalijakauma
Otosjakauma
Otostunnusluvut
Otosvarianssin otosjakauma
Riippumattomuus
Suhteellisen frekvenssin otosjakauma
Tilastollinen malli
t-jakauma
Yksinkertainen satunnaisotos
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat

Aritmeettinen keskiarvo:
Maaritelma 1/2

e Oletetaan, etta havainnot
X, X, ey X
muodostavat yksinkertaisen satunnai sotoksen satunnais-

muuttujan X jakaumasta, jonka odotusarvo ja varianss
oval

E(X)=u
Var(X) =0’
« Tdloin kaikillasatunnaismuuttyjillaXx. ,1=1,2, ... ,non
sama odotusarvo U/ jasamavarianss o?.
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat

Aritmeettinen keskiarvo:
Maaritelma 2/2

e QOlkoon

_ L + +... +
X :EZ Xi = xl X2 Xn
n<s n
havaintojen X, , X, , ..., X, aritmeettinen keskiarvo.

e Aritmeettinen keskiarvo X kuvaa havaintojen keski-
maaraista arvoa.

e Aritmeettinen keskiarvo X on satunnaismuuttuja, jonka

Saamat arvot vaihtelevat satunnai sesti otoksesta tol seen.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Aritmeettisen keskiarvon otosjakauma:

Odotusarvo ja varianssi

e Aritmeettisen keskiarvon X odotusarvo javarianss:
E(X)=u
2
Var(X)=D?*(X) =2
n

e Aritmeettisen keskiarvon X standardipoikkeamaa
D(X)=0o/</n
kutsutaan tavallisesti keskiarvon keskivirheeks jase

kuvaa aritmeettisen keskiarvon otosva htelua oman
odotusarvonsa i ymparilla
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Aritmeettisen keskiarvon otosjakauma:

Odotusarvon johto

e Olkoot X, , X, , ..., X riippumattomia satunnaismuuttujia, joille
E(X,)=u,i=12,...,n
Var(X,)=0?%,i=12,..,n
e Odotusarvon yleisten ominaisuuksien perusteella patee (myo6s ilman
riippumattomuusol etusta):

E(X) = E(%Z xi]
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat

Aritmeettisen keskiarvon otosjakauma:
Varianssin johto

e Olkoot X, , X, , ..., X riippumattomia satunnaismuuttujia, joille
E(X,)=u,i=12,...,n
Var(X,)=0?,i=12,..,n
« Varianssin yleisten ominaisuuksien perusteella patee (koska
satunnaismuuttujat X, , X, , ... , X on oletettu riippumattomiksi):

Var(X) :Var(%zn: Xij
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Aritmeettisen keskiarvon otosjakauma:

Jakauman kayttaytyminen otoskoon kasvaessa

 Koska aritmeettisen keskiarvon X odotusarvo on
E(X)=u
javarianss on
Var(X)=0?/n
niin aritmeettisen keskiarvon otosjakauma keskittyy yha

voimakkaammin havaintojen yhtei sen odotusarvon i
ymparille, kun otoskoko n kasvaa.
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Aritmeettisen keskiarvon otosjakauma:

Normaalijakautunut otos

e QOletetaan, etta havainnot
X, Xy ey X,

muodostavat yksinkertaisen satunnai sotoksen normaali-
jakaumasta

N(u,0%)
e T&ll6in havaintojen aritmeettinen keskiarvo X noudattaa
eksaktisti (el myos &érellisissa otoksissa) normaali-
jakaumaa:

2
% - NW]
N
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Aritmeettisen keskiarvon otosjakauma:

Perustelu, kun otos on normaalijakautunut 1/2

e Olkoon
Xy Xgy ooy X,
yksi nkertainen satunnaisotos normaalijakaumasta
N(u,0°)
« Koskaoletuksen mukaan havainnot X, , X, , ... , X, ovat

riippumattomia, niin

> X, ~ N(ny,na?)
i=1

2
e
i=1 n

ja

X =

S|
>

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Aritmeettisen keskiarvon otosjakauma:

Perustelu, kun otos on normaalijakautunut 2/2

e Perusteu:

K's. todistusta normaalijakautuneen otoksen aritmeettisen keskiarvon
X jaotosvarianssin s? riippumattomuudelle > seka kal vokokoel man
Johdatus todennakdisyyslaskentaan lukuja Jatkuvia jakaumia, Moni-
ulotteiset satunnaismuuttujat ja todennakdisyysjakaumat seka
Satunnaismuuttujien muunnokset ja niiden jakaumat.
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat

Aritmeettisen keskiarvon otosjakauma:
Asymptoottinen jakauma

e QOletetaan, etta havainnot
X, X5y oy X

n

muodostavat yksinkertaisen satunnaisotoksen satunnais-
muuttujan X jakaumasta, jonka odotusarvo on / ja
varianssi on 2.

« Ta&ll6in havaintojen aritmeettinen keskiarvo X
noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti

nor maalijakaumaa jonka odotusarvo on L/ javarianss
2
ono°/n:

- ok
X~ N| u—
a (,U n]
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat

Aritmeettisen keskiarvon otosjakauma:
Kommentteja 1/2

o Oletukset havaintojen riippumattomuudesta, samasta
jakaumasta ja hormaalisuudesta ovat valttamattomia
aritmeettisen keskiarvon eksaktia eli tarkkaa otos-
jakaumaa koskevalle tulokselle.

o Aritmeettisen keskiarvon otos akaumaa koskeva
asymptoottinen tulos seuraa keskeisesta r aja-ar vo-
lauseesta; ks. kalvokokoelman johdatus todennakasisyys-
laskentaan |UkuaJatkuviajakaumia tal lukua Konvergenssikasitteet ja

raja-arvolauseet.
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Aritmeettisen keskiarvon otosjakauma:

Kommentteja 2/2

o Aritmeettisen keskiarvon otosakaumaa koskeva
asymptoottinen tulos patee tietyin lisdehdoin myGs monissa
sellaisissa tilantei ssa, joissa havaintojen riippumattomuutta
ja samaa jakaumaa koskevat ol etukset eivat pade.
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Standardoidun aritmeettisen keskiarvon

otosjakauma: Odotusarvo ja varianssi

 Koska
E(X)=u
Var(X)=o?/n
niin standardoidun satunnal smuuttujan

_X-H
Z = +in
odotusarvo javarianss ovat
E(Z)=0
Var(2) =1

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Standardoidun aritmeettisen keskiarvon

otosjakauma: Normaalijakautunut otos

e QOletetaan, etta havainnot
X, X5y oy X

n

muodostavat yksinkertaisen satunnai sotoksen normaali-
jakaumasta

N(u,0%)
o Tdllo6in standardoitu satunnaismuuttuja

X—U
/ =
g/~/n

noudattaa eksaktisti (eli my0ds &arellisissa otoksissa)
standar doitua nor maalijakaumaa:

Z ~N(0,1)
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat

Standardoidun aritmeettisen keskiarvon
otosjakauma: Asymptoottinen jakauma

Oletetaan, etta havainnot
X, Xy ey X,
muodostavat yksinkertaisen satunnaisotoksen satunnais-

muuttujan X jakaumasta, jonka odotusarvo on / ja
varianssi on 2.

Talloin standardoitu satunnai smuuttuja

X -
/ =
a/+/n
noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti
standar doitua nor maalijakaumaa:

Z~.N(0,1)
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Otosvarianssi:

Maaritelma 1/2

Oletetaan, etta havainnot
X, Xy ey X,
muodostavat yksinkertaisen satunnaisotoksen satunnais-

muuttujan X jakaumasta, jonka odotusarvo ja varianss
oval

E(X) =u
Var(X) =0’

sama odotusarvo W/ jasamavarianss o?.
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Otosvarianssi:

Maaritelma 2/2

« Olkoon
1 -
s =" % (X —X)?
ho12 (%= X)
havaintojen X, , X, , ..., X, otosvarianss, jossa
1L
X==> X
n; |
on havaintojen X, , X, , ... , X  aritmeettinen keskiarvo.

e Otosvarianss s* kuvaa havaintoarvojen vaihtelua niiden
aritmeettisen keskiarvon ymparilla.

e Otosvarianss s* on satunnaismuuttuja, jonka saamat arvot
vaihtelevat satunnaisesti otoksesta toiseen.
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Otosvarianssin otosjakauma:

Odotusarvo ja varianssi

Otosvarianssin s? odotusar vo:
E(s*)=0"

Jos lisdks voidaan olettaa, etta havainnot X, , X, , ...

noudattavat normaalijakaumaaN(u, o) , niin
otosvarianssin s? varianss on

Var(s*) = D*(s%) :Lf

Siten otosvarianssin s? standar dipoikkeama on

normaalisen otoksen tapauksessa
D(s*) =0” Z
n-1

TKK
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Otosvarianssin otosjakauma:

Normaalijakautunut otos 1/2

 QOletetaan, etta havainnot
X, X5y oy, X

n

muodostavat yksinkertaisen satunnai sotoksen normaali-
jakaumasta

N(u,0°)
o Tdl6in satunnaismuuttuja

=2(*;")

g

noudattaa y?-jakaumaa vapausastein n:
Y ~ x*(n)

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Otosvarianssin otosjakauma:

Normaalijakautunut otos 2/2

 QOletetaan, etta havainnot
X, X5y oy, X

n

muodostavat yksinkertaisen satunnai sotoksen normaali-
jakaumasta

N(u,0°)
o Tdl6in satunnaismuuttuja

(n-Ds? & (X =X
R _le( j

”
noudattaa y?-jakaumaa vapausastein (n — 1):
V ~ x*(n-1)

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Otosvarianssin otosjakauma:

Perustelu, kun otos on normaalijakautunut 1/6

 Olkoon
Xy Xgy ooy X,
yksi nkertainen satunnaisotos normaalijakaumasta

N(u,0°)
e Olkoon

X:Ein
N
havaintojen X, , X, , ... , X, aritmeettinen keskiarvo ja
1 < -
s =—)» (X, —X)?
T2 (= X)

havaintojen X, , X, , ... , X (harhaton) otosvarianss.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Otosvarianssin otosjakauma:

Perustelu, kun otos on normaalijakautunut 2/6

Madritelldan satunnaismuuttuja Y kaavalla

=2(**)

g

« Koskahavainnot X, , X, , ..., X, ovat riippumattomia ja noudattavat
normaalijakaumaa N(u,07) :

X, ~N(u,0%),i=1,2,...,n
niin standardoidut satunnaismuuttujat

y=2iTH 2120
o

ovat riippumattomia ja noudattavat standardoitua normaalijakaumaa
N(O, 1):

Y ~N(0,2),i=12,...,n
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Otosvarianssin otosjakauma:

Perustelu, kun otos on normaalijakautunut 3/6

o Edéllaesitetysta seurag, etta satunnaismuuttuja’Y on riippumattomien,
standardoitua normaalijakaumaa N(0O, 1) noudattavien satunnais-
muuttujienY; , 1 =1, 2, ... , n neliGsumma:

Y=Yy
=1

« Suoraan y%jakauman maaritelmasta seuraa, etta satunnaismuuttuja Y
noudattaa x%jakaumaa vapausastein n:

Y ~ x*(n)
Ks. kalvokokoelman Johdatus todennakoisyyslaskentaan lukua
Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia.
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Otosvarianssin otosjakauma:

Perustelu, kun otos on normaalijakautunut 4/6

Maaritel|dan nyt satunnaismuuttuja V kaavalla

. o2
v = (Xi Xj
i=1 o

Satunnai smuuttuja V saadaan satunnal smuuttujasta

=3(**)

g

korvaamalla odotusarvo 1 harhattomalla estimaattorillaan X.
Satunnai smuuttujan V maaritel massa esiintyvan summan termit

= X=X i=12,...,n
o

eivat ole riippumattomia.

U

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Otosvarianssin otosjakauma:

Perustelu, kun otos on normaalijakautunut 5/6

* Voidaan kuitenkin osoittaa, etta V voidaan esittaa riippumattomien,
standardoitua normaalijakaumaa N(0O, 1) noudattavien satunnais-
muuttujien Vi ,1 =1, 2, ..., n—1 neliosummana (ks. todistusta
normaalijakautuneen otoksen aritmeettisen keskiarvon X ja
otosvarianssin £ riippumattomuudelle >):

Vv :ni\/i2
i=1

« Siten suoraan xZjakauman madritelmasta seuraa, etti satunnais-
muuttuja Y noudattaa x2jakaumaa vapausastein (n — 1):

V ~ x*(n-1)
Ks. kalvokokoelman Johdatus todennakoisyyslaskentaan lukua
Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Otosvarianssin otosjakauma:

Perustelu, kun otos on normaalijakautunut 6/6

e Huomautuksia:

(i) SatunnaismuuttujaY noudattaa y*-jakaumaa, jonka vapaus-
asteiden lukumaara on sama kuin havaintojen lukumaara n.

(i) Kun satunnaismuuttujasta Y siirrytdan satunnai smuuttujaan V
menetetdan yks vapausaste.

(i11) Y hden vapausasteen menetys on seurausta siitg, etta parametrin
U korvaaminen estimaattorillaan X riippumattomissa satunnais-

muuttujissa
y=2H 212
g
luo yhden (lineaarisen) side-ehdon satunnaismuuttujien
U = X=X i=12,...,n
o

vdlille.
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Otosvarianssin otosjakauma:

Kommentteja

Oletukset havaintojen riippumattomuudesta ja samasta
jakaumasta ovat valttamattomia otosvarianssin eksaktia el
tarkkaa otog akaumaa koskevalle tulokselle.
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin

riippumattomuus 1/2

 QOletetaan, etta havainnot
X Xy ey X,

muodostavat yksinkertaisen satunnai sotoksen normaali-
jakaumasta

N(u,0°)
» Olkoon
1L
X == X.
n; |
havaintojen X, , X, , ..., X, aritmeettinen keskiarvo ja
1 .
S =—— > (X; = X)’
REPUCIES
havaintojen X, , X, , ..., X, (harhaton) otosvarianssi.
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin

riippumattomuus 2/2

« Téaldin X jas? ovat riippumattomia:

X [0s&°
e Lisdks
2
X ~ N[,u,a—j
n
n-1)s°
( 0-2) ~X2(n 1)

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin

riippumattomuus: Perustelu 1/8

Oletetaan, ettd havainnot
X Xoy ooy X

n

muodostavat yksinkertaisen satunnai sotoksen normaalijakaumasta
N(u,0°)

havaintojen X, , X, , ... , X, aritmeettinen keskiarvo ja
=1 3 (X -X)
nN—1%

havaintojen X, , X, , ... , X (harhaton) otosvarianss.

TKK
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin

riippumattomuus: Perustelu 2/8

o Otoksen yhteigakauman tiheysfunktio voidaan kirjoittaa havaintojen
riippumattomuuden ja normaalisuuden takia seuraavaan muotoon:

1 ¢ ,
Cﬁém—m}

f (X, %00y X ) = 2m) " g exp{—

o Maaritellaan lineaarinen muunnos

Y =EX R X, R X e R X
Y,=+X, -L1X,
<Y3:%X ﬁxz —%X3

-__1 1 1 cee —_N1
\Yn — /n(nY) Xl + Jn(n-1) X2 +«/n(n—1) X3 + Jn(n-1) Xn
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin

riippumattomuus: Perustelu 3/8

* Muunnos voidaan esittéa matriisein muodossa
Y =BX
jossa
Y =(Y,Y,,...,Y,)
X = (X Xy X))
janxn-matriis

[ L 1 1 1]
Jn Jn Jn Jn
1 -1
7w 5 0 0

— 1 1 -2 ...
B= % % % 0

1 1 1 ... __n1

| Jn(n-1) Jn(n-1) n(n-1) Jn(n-1) |

on ortogonaalinen (B'B = BB =1).

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin

riippumattomuus: Perustelu 4/8

o Matriis B ndhd&an ortogonaaliseks alla esitettavéla tavalla.
o Maaritelld8n nxn-matriis

i 111 1
-10 O --. 0
1 20-- 0
1 1 -3--- 0

R e e
S eNeNal

11 11---(n-2 O

1111 1 —(n-1

e On helppo nahdg, ettd matriisin C rivit ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan.

e« Matriis B saadaan matriisista C normeeraamalla sen rivit niin, etta
niiden pituudeks tulee 1.
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin

riippumattomuus: Perustelu 5/8

e Koska muunnos

Y =BX
on ortogonaalinen, niin muunnosta vastaavan Jacobin determinantin
Itseisarvo = 1.

 Koska

Y1 :ﬁ(xl +)(2 +... +Xn) :\/ﬁ)z
ja

Y2 +Y7 4 +Y2 =YY =X'BBX =X X =X7 +X +-- +X°

=) (X, - X)? +nX?
i=1

niin

Yy Y =Z(Xi -X)* =(n s’

i=1
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin

riippumattomuus: Perustelu 6/8

e Koska
DX = H)? = DX = X)* 3 (X —p)?

=Y (X, = X)? +n(X -1’

=Y2 +--- +Y2 +(Y, —Vnp)?
niin satunnaismuuttujien Y, Y, ..., Y, yhtelgakauman
tiheysfunktioks saadaan

-5 [V e ]

1 1
F (Yo Yoo ¥Yo) = —e ¥

o 27

e o e
N2ITO N2TTO N2 IO
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin

riippumattomuus: Perustelu 7/8

o Edélaesitetysta seuraq, etta satunnaismuuttujat
Yi,Y, ..., Y

n

ovat riippumattomia ja normaalijakautuneita:
Y,.Y,,...,Y, O
Y, =/nX ~ N(/nu,0?)
Y ~N(0,0%),i=2,...,n
o Lisdks

2 2 2
52:_1 (Y22+...+Yn2): o Y oo+ L
n-1 n-1\ o g

jossa

Y _N@©D).i=2...n
(o)
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin

riippumattomuus: Perustelu 8/8

 Siten olemme todistanest, etta

X 0s°
2
X ~ N(,u,a—]
n
n-1)s
0=DS -1

e Huomautus:

Todistuksessa on sovellettu kalvokokoelman

Johdatus todennakoisyyslaskentaan luvun Satunnaismuuttujien
muunnokset ja niiden jakaumat teoriaa seka luvussa Normaali-
jakaumasta johdettuja jakaumia esitettya y?-jakauman
madritelmaa.
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin

otosjakaumat: Seuraus 1/2

 QOletetaan, etta havainnot
X Xy ey X,

muodostavat yksinkertaisen satunnai sotoksen normaali-
jakaumasta

N(u,0°)
» Olkoon
1L
X == X.
n; |
havaintojen X, , X, , ..., X, aritmeettinen keskiarvo ja
1 .
S =—— > (X; = X)’
REPUCIES
havaintojen X, , X, , ..., X, (harhaton) otosvarianssi.
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin
otosjakaumat: Seuraus 2/2

. Talloin
(=X H

s/\/ﬁ

~t(n-1)

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin

otosjakaumat: Todistus 1/3

Oletetaan, ettd havainnot
X Xy oy X

n

muodostavat yksinkertaisen satunnaisotoksen normaalijakaumasta
N(u,0°)

havaintojen X, , X, , ..., X, aritmeettinen keskiarvo ja
=1 3 (X -X)
n—1%=

havaintojen X, , X, , ..., X (harhaton) otosvarianssi.

TKK
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin

otosjakaumat: Todistus 2/3

e Aikaisemmin on todettu, etta

2
X ~ N(,u,a—]
n

n-1s°
020 ye(n-1)
"
jaliséks
X Os
« Aritmeettista keskiarvoa X koskevasta jakaumatul oksesta seuraa, etté

X -
~N(0,1

ol~/n O
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Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin

otosjakaumat: Todistus 3/3

e Siten suoraan t-jakauman maaritelmasta seuraa, etta
X - pu
(XM _____alin

Csivn [ (n-1)s?
n-1 o°

Ks. kalvokokoelman Johdatus todennakoisyyslaskentaan lukua
Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia.

~t(n-1

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Otos ja otosjakaumat

Yksinkertainen satunnaisotos

Otostunnusluvut ja otosjakaumat

Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat
>> Suhteellisen frekvenssin otosjakauma

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Suhteellisen frekvenssi otosjakauma

Avainsanat
Keskeinen raja-arvolause
Normaalijakauma
Otosjakauma
Otostunnusluvut
Suhteellisen frekvenssin otosjakauma
Tilastollinen malli
Yksinkertainen satunnaisotos

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Suhteellisen frekvenssin otosjakauma
Frekvenssi ja suhteellinen frekvenssi:

Maaritelmat 1/3

o Olkoon P jokin otosavaruuden Salkioiden ominaisuus.
» Jos otosavaruuden Salkiollax on ominaisuus P, merkitaan
P(X)
e QOlkoon
A={x0OS|P(x)}
niiden otosavaruuden Salkioiden osajoukko, joillaon
ominaisuus P.
o Oletetaan, ettatapantuman A todennakoisyys on
Pr(A)=p
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Suhteellisen frekvenssin otosjakauma
Frekvenssi ja suhteellinen frekvenssi:
Maaritelmat 2/3

* Poimitaan otosavaruudesta S yksinkertainen satunnai sotos,
jonka koko on n.

e QOlkoon
f

niiden havaintoyksikdiden frekvenssi, joillaon
ominaisuus P ja olkoon

p="f/n
vastaava suhtedllinen frekvenss.
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Suhteellisen frekvenssin otosjakauma
Frekvenssi ja suhteellinen frekvenssi:

Maaritelmat 3/3

e Frekvenss
f

kuvaa A-tyyppisten alkioiden lukumaar &4 otoksessa ja
vastaava suhteellinen frekvenss

p=f/n
kuvaa A-tyyppisten alkioiden suhteellista osuutta
otoksessa.

* Frekvenss fjavastaava suhteellinen frekvenss p ovat
satunnai smuuttujia, joiden saamat arvot vaihtelevat
satunnaisesti otoksesta toiseen.
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Suhteellisen frekvenssin otosjakauma
Frekvenssi:

Odotusarvo, varianssi ja jakauma 1/2

e Olkoon A jokin otosavaruuden Stapahtuma:
AlS

* Poimitaan otosavaruudesta Syksinkertainen satunnaisotos,
jonka koko on n.

e QOlkoon
f

A-tyyppisten alkioiden lukuméara eli frekvenss otoksessa.
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Suhteellisen frekvenssin otosjakauma
Frekvenssi:

Odotusarvo, varianssi ja jakauma 2/2

 Frekvenssin f odotusarvo javarianss:

E(T)=np
Var(1) =npq
jossag=1-p.

e Frekvenss f noudattaa eksaktisti binomijakaumaa
parametrein njaPr(A) = p:
f ~Bin(n, p)
Ks. kalvokokoel man Johdatus todennakoisyyslaskentaan lukua

Diskreetteja jakaumia tal lukua Satunnaismuuttujien muunnokset ja

niiden jakaumat.
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Suhteellisen frekvenssin otosjakauma
Suhteellinen frekvenssi:

Odotusarvo ja varianssi 1/2

Olkoon A jokin otosavaruuden Stapahtuma:
AlS

Poimitaan otosavaruudesta S yksinkertainen satunnai sotos,
jonka koko on n.

Olkoon

p=f/n
A-tyyppisten alkioiden suhteellinen osuus €li frekvenss
otoksessa.
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Suhteellisen frekvenssin otosjakauma
Suhteellinen frekvenssi:

Odotusarvo ja varianssi 2/2

o Suhtedllisen frekvenssin p odotusarvo javarianssi:
E(P)=p
Var(p)=D*(p) =1

jossag=1-p.
» Suhtedllisen frekvenssin p standar dipoikkeamaa

=2

kutsutaan tavallisesti suhteellisen frekvenssin keski-
virheeksi ja se kuvaa suhteellisen frekvenssinf /n otos-
vaihtelua oman odotusarvonsa p ymparilla
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Suhteellisen frekvenssin otosjakauma
Suhteellisen frekvenssin otosjakauma:

Jakauman kayttaytyminen otoskoon kasvaessa

« Koska suhteellisen frekvenssin p odotusarvo
E(p)=p
javarianss on
Var(p) = pg/n,q=1-p
niin suhteellisen frekvenssin otos akauma keskittyy yha

voimakkaammin tapahtuman A todennakdisyyden p
ymparille, kun otoskoko n kasvaa.
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Suhteellisen frekvenssin otosjakauma
Suhteellisen frekvenssin otosjakauma:

Asymptoottinen jakauma

o SQuhteellinen frekvenss p noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti nor maalijakaumaa:

P~ N(p,qu
N

e Siten standardoitu satunnai smuuttuja
7=-_P~P

Jpa/n

noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti
standardoitua normaalijakaumaa:

Z~.N(0,1)
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Suhteellisen frekvenssin otosjakauma
Suhteellisen frekvenssin otosjakauma:
Kommentti

o Suhteellisen frekvenssin otog akaumaa koskeva
asymptoottinen tulos seuraa keskeisesta raja-ar vo-
lauseesta; ks. kalvokokoelman johdatus todennaksisyys-
laskentaan |ukua Jatkuvia jakaumia tal lukua Konvergenssikasitteet

ja raja-arvolauseet.
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