Johdatus todennakoisyyslaskentaan

Joukko-oppi
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Joukko-oppi

Joukko-opin peruskasitteet

Joukko-opin perusoperaatiot

Joukko-opin laskusaannot

Funktiot

Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Boolen algebrat

o-algebrat
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Joukko-oppi:
Mita opimme?

o Taman liitteen tavoitteena on esitella joukko-opin peruskasitteet ja -
operaatiot lagjuudessa, joka riittda suurelle osalle perusmatematiikkaa.

o Erityisesti todennakdisyyslaskennassa sovellettavaa joukko-opin
osaa kasitel|aan liitteen kolmessa ensimmai sessa kappal eessa:

—  Joukko-opin peruskasitteet

—  Joukko-opin perusoper aatiot

— Joukko-opin laskusaannot

seka kolmessa viimel sessa kappal eessa:

—  Joukko-opin perusoper aatioiden laajennuksia
—  Boolen algebrat

—  o-algebrat

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Joukko-oppi

>> Joukko-opin peruskasitteet
Joukko-opin perusoperaatiot
Joukko-opin laskusaannot
Funktiot
Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Boolen algebrat
o-algebrat

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Joukko-opin peruskasitteet

Avainsanat
Aksiomaattinen joukko-oppi Naiivi joukko-oppi
Alkio Numeroituva joukko
Joukko Osajoukko
Joukkojen samuus Perusjoukko
Joukkoon kuuluminen Tyhja joukko
Joukko-opin paradoksit Venn-diagrammi
Joukko-opin relaatiot Ylinumeroituva joukko
Joukko-oppi Aéarellinen joukko
Joukon maaritteleminen Aareton joukko
Lukujoukot

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Joukko-opin peruskasitteet
Mita opimme? — 1/2

Tarkastelemme tassa kappal eessa joukko-opin
peruskasitteita ja -relaatioita ns. naiivin joukko-opin
muodostamassa kehikossa.

Joukko-opin peruskasitteet ovat joukon ja sen alkioiden
késitteet.

Joukko-opissa on kaks perusrelaatioita:

(1) Joukon jasen akioiden vélinen relaatio on kuulua
joukkoon.

(i) Joukkojen valinen relaatio on olla osaj oukkona.

TKK

(c) llkka Mellin (2005)



Joukko-opin peruskasitteet
Mita opimme? — 2/2

Opimme, etta joukkojaja niiden valisia operaatioita on
ainatarkasteltava jonkin hyvin maaritellyn perus oukon
0S3g] oukkoina.

Perus oukko muodostaa siis kehikon, jossa joukko-opin
perusrel aatioita ja -operaatioita tarkastel | aan.

Naemme my0ds kuinka joukko-opin relaatioita ja
operaatioita voidaan havainnollistaa Venn-diagrammien
avulla

TKK

(c) llkka Mellin (2005)



Joukko-opin peruskasitteet

Joukko ja sen alkiot 1/2

« Joukko on kokoelma olioita, joita kutsutaan joukon
alkioiks.
e Joukkoja merkitaan tavallisesti isoillakirjaimilla
AB, ..,S.. X..
jajoukon akioitapienillakirjaimilla
a,b..,s ..., X%...

« Joukko A on hyvin maaritelty, josjokaisesta oliostas
voldaan sanoa onko se joukon A alkio vai €.

« Joukko on hyvin maaritelty, jos sen alkiot tunnetaan.

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Joukko-opin peruskasitteet

Joukko ja sen alkiot 2/2

 Merkitdanjoukon ja sen alkioiden valista relaatiota
Seuraavasti:

SLA
ja sanotaan:

son joukon A alkio
tal

s kuuluu joukkoon A

o Vastaavasti merkitéan sita, etta s el ole joukon A alkio €l
s e kuulu joukkoon A seuraavasti:

S[1A

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Joukko-opin peruskasitteet
Joukon maaritteleminen

e Joukko méaaritellaan tavallisesti kuvallemalla sen alkioiden
ominai suudet.

e Joukon akioliden ominaisuudet maaritteleva lause
Kirjoitetaan tavallisesti lainausmerkkien valin:

A =" Joukon A akioiden
ominaisuudet maaritteleva lause”

TKK (c) llkka Mellin (2005) 10



Joukko-opin peruskasitteet
Joukon maaritteleminen:

Esimerkkeja

o Madriteldan seuraavat joukot:
A = ”"Kansanedustajien joukko”
B = " Teknilliseen korkeakouluun vuonna 2000
hyvaksyttyjen uusien opiskelijoiden joukko”
C = "Rahanheiton tulosvai htoehtojen joukko”
D = "L ottoarvonnan tulosvaihtoehtojen joukko”
E ="Yhtadlon sin(x) = 0 ratkaisujen joukko, kun x on reaaliluku”
F ="Yhtadon x2 = 1 ratkaisujen joukko,
kun x on kompleksiluku”

TKK (c) llkka Mellin (2005) 11



Joukko-opin peruskasitteet
Joukon maaritteleminen ehtolauseiden avulla

« Joukon akioiden méarittelevat ominaisuudet kuvaillaan
tavallisesti antamalla ehto, joka alkioiden on toteutettava.

o Oletetaan, etta olio son joukon A alkio €li
SUA,
jos oliota s koskeva ehtolause’P(s) on tosl.
e Taloinjoukko A voidaan maaritella kirjoittamalla
A={s[P(s)}

TKK (c) llkka Mellin (2005) 12



Joukko-opin peruskasitteet
Joukon maaritteleminen ehtolauseiden avulla:

Esimerkki 1/2

Olkoon A niiden reaalilukuparien (X, y) joukko, jotka toteuttavat ehdon
X°+y* =1
Joukko A on siis origokeskisen yksikkdsétel sen ympyran kehan
pistelden joukko tasossa.
Joukko A voidaan méaritellakirjoittamalla
A={(xy)|xOR, yJ R ¥ ¥ 1}

jossa R on reaalilukujen joukko.

TKK

(c) llkka Mellin (2005) 13



Joukko-opin peruskasitteet
Joukon maaritteleminen ehtolauseiden avulla:

Esimerkki 2/2

o Esimerkiks lukupari
3 4 5
koska

(3)2 (4)2_9 16
| 4| = ==+ =
5 5) 25 25

e Sensijaan lukupari
(L1) D A {(x,y)\ﬂ RY R4 3° ]}
koska
2+12=1+41=2 #1

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin peruskasitteet
Aarelliset joukot

o Josjoukko on aarellinen, se voidaan méaaritella
|uettelemalla sen alkiot.

e Olkoot joukon A akiots,,s,, ..., s,,jolloingis

S, ..., S UA
* Joukko A voidaan maaritella kirjoittamalla

A=181,8, - S

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin peruskasitteet
Aarelliset joukot:

Esimerkkeja

» Olkoon A rahanheiton tulosvaihtoehtojen joukko.
» Rahanheiton tuloksena on joko Kruunatai Klaava.
* Joukko A voidaan méaritellakirjoittamalla

A ={Kruuna, Klaava}

» Olkoon B nopanheiton tulosvai htoehtojen joukko.
» Nopanheton tuloksenaon jokin siimauvuistal, 2, 3, 4, 5 tal 6.
» Joukko B voidaan méaritella kirjoittamalla

B={1 23,45, 6}

TKK (c) llkka Mellin (2005) 16



Joukko-opin peruskasitteet
Numeroituvasti darettomat joukot 1/2

« Josjoukon akiot voidaan jarjestaa jonoon, joukkoa
sanotaan numer oituvaks.

 Adrdliset joukot ovat aina numeroituvia.

o« Adrettémia numeroituvia joukkoja kutsutaan
numeroituvasti aarettomiks.
 Esmerkkg&

V oidaan osoittaa, etta luonnollisten lukujen joukko N,
kokonaislukujen joukko Z jarationaalilukujen joukko Q ovat
kalkki numeroituvasti darettbmiaja siten yhta mahtavia.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 17



Joukko-opin peruskasitteet
Numeroituvasti darettomat joukot 2/2

 Numeroituvasti aarettomat joukot maaritellaan usein
luettelemalla joukon alkiolden muodostamasta jonosta
muutama ensimmaisen alkio.
 Esmerkkga:
{1, 2,3, ...} = positiivisten kokonaislukujen el
luonnollisten lukujen joukko N

{1, 3,5, ...} = parittomien positiivisten kokonais ukujen
joukko

{2,4,6, ...} = parillisten positiivisten kokonaislukujen joukko

TKK (c) llkka Mellin (2005) 18



Joukko-opin peruskasitteet
Ylinumeroituvat joukot

Jos joukko on &éreton ja sen alkioitael voida jarjestaa
jonoon, joukkoa sanotaan ylinumer oituvaks.
Esimerkki:

Voidaan osoittaa, etta reaalilukujen joukko R on ylinumeroituva
jasiten mahtavampi kuin luonnollisten lukujen joukko N.

TKK

(c) llkka Mellin (2005) 19



Joukko-opin peruskasitteet
Joukon kéasite ja joukon maaritteleminen:

Kommentteja

o Tassaesityksessd joukko on maaritelty kokoelmana joukon
alkioiks sanottuja olioita.

e Tamanaiivin joukko-opin maaritelméjoukolle el ole
matemaattisesti tasmallinen, koska se on kehamaaritelma:
Kokoelma [1Joukko

o Joukon kasitteen epatasmallisesta maaritel masta seuraa se,
etta naiivissa joukko-opissa on mahdollista méaritella
joukkoja, joillaonristiriitaisia ominaisuuksia.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 20



Joukko-opin peruskasitteet

Joukko-opin paradoksit 1/2

Joukot eivét ole yleensa itsensa alkioita.

Olkoon Z kaikkien niiden joukkojen joukko, jotka eivét ole itsensa
akiota

z ={X|x OX}
Kysymys. Onko joukko Z itsensa alkio vai &l?
Kysymykseen voidaan antaa kaks vastausta, joihin kumpaankin
sisdltyy rigtiriita:
(i) JosZonjoukon Z akio, Z e kuuluu joukkoon Z joukon Z
maaritelman mukaan.

(i) JosZei olejoukon Z akio, Z kuuluu joukkoon Z joukon Z
maaritelman mukaan.

Joukon Z méaritelmasta johdettuaristiriitaa kutsutaan Russellin
paradoksiks.

TKK

(c) llkka Mellin (2005) 21



Joukko-opin peruskasitteet

Joukko-opin paradoksit 2/2

» Naiivissa joukko-opissa voidaan johtaa useita erilaisia paradokseg a.

o Paradoksit perustuvat siihen, etta naiivissa joukko-opissa voidaan
maaritella joukkoja, joillaon ristiriitaisia ominaisuuksia.

o Tamamerkitsee sitg, etté naiivi joukko-oppi suhtautuu litan
vapaamielisesti joukkojen maarittel emiseen.

» Paradoksgae synny, josristiriitaisilla ominaisuuksilla varustettujen
joukkojen maaritteleminen estetaan.

» Rigtiriitaisilla ominaisuuksilla varustettujen joukkojen maaritteleminen
saadaan estetyks kehittamalla joukko-oppi aksiomaattiseksi
jarjestelmaksi.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 22



Joukko-opin peruskasitteet
Nalivi vs aksiomaattinen joukko-oppi

« Naiivinjoukko-opin ongelmat voidaan valttaa kehittamalla
joukko-oppi aksiomaattiseksi jarjestelmaks.

« Nalivi joukko-oppi riittda kuitenkin perustaks kaikissa
joukko-opin tavanomaisissa sovelluksissa ja siksl tassa
esityksessa el kayteta aksiomaattista esitystapaa.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 23



Joukko-opin peruskasitteet
Joukkojen samuus

« Joukot ovat samat, jos niilla on samat alkiot.

o Sitenjoukot AjaB ovat samat, josjokaiselleoliolle s
patee:
slUA- & B
o Merkitéan sitg, ettajoukot A ja B ovat samat seuraavasti:
A=B

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin peruskasitteet
Joukkojen samuus:

EsimerkKi

* Olkoon A yhtélén x? = 4 ratkaisujen joukko reaalilukujen joukossa R :
A={xOR[x= 4}

 Olkoon

B={-2, +2}
e Tdlbin

A=B

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin peruskasitteet
Osajoukko

« Joukko B on joukon A osajoukko eli joukko B sisaltyy
joukkoon A, jos jokainen joukon B akio kuuluu joukkoon
Adi

sLIB=sl]A

o Merkitaan sitg, ettajoukko B on joukon A osajoukko
Seuraavasti:

BllAta Al B

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin peruskasitteet
Osajoukko-relaatio

« QOlla osajoukko on kahden joukon valinen relaatio.
e Josjoukko B & ole joukon A osajoukko, merkitaan
BOA
e Talloinjoukossa B on ainakin yks alkio, joka el kuulu
joukkoon A.

e JosAjaB ovat kaks mielivaltaista joukkoa, kummankaan
el tarvitse ollatoisen osg oukko.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 27



Joukko-opin peruskasitteet
Aito osajoukko

 Joukko B on joukon A aito osajoukko, jos
BOA
mutta
Bz A

o Talldin jokainen joukon B alkio kuuluu joukkoon A, mutta
joukossa A on ainakin yksi alkio, joka e kuulu joukkoon
B.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 28



Joukko-opin peruskasitteet

Tyhja joukko

Joukko on tyhj 4, jos siihen el kuulu yhtaan alkiota.
o Merkitdan tyhjda joukkoa symbolilla
]

o Josjoukko J ontyhja, e ole olemassa yhtaan oliotas,
jolle

s

e Tyhjajoukko [0 on jokaisen joukon osajoukko eli mieli-
valtaiselle joukolle A pétee:

LT A

TKK (c) llkka Mellin (2005) 29



Joukko-opin peruskasitteet
Perusjoukko

o Sekaannuksien valttamiseks joukkoja sekaniiden valisia
rel aatioita ja operaatioita on aina syyta tarkastella hyvin
maaritellyssa per us ouk ossa.

* Merkitsemme perusjoukkoa usein kirjaimella
S
« Taloin kakille tarkasteltaville joukoille A, B, ... pitéa
patea:
AOSBOS ...

TKK (c) llkka Mellin (2005) 30



Joukko-opin peruskasitteet
Perusjoukon maarittelemisen merkitys:

EsimerkKi

o Perugoukon eksplisiittinen tai implisiittinen maaritteleminen on
sekaannuksien valttamiseks valttamatonta.
o Joskirjoitetaan
A= { x|x2 = —]}
el voida ollavarmoja siitd, mikajoukko A on.
o Joskirjoitetaan

B:{XDR|X2: - ]} ,jossaR on reaalilukujen joukko

C:{xD<C|x2:— ]} ,jossa C on kompleksilukujen joukko
tiedetaan, etta

B=01
ja

C ={-i,+},jossai =/

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin peruskasitteet
Venn-diagrammi

 Joukko-opin operaatioita
jalaskusaantoja voidaan
havainnollistaa ns. Venn-
diagrammien avulla.

« Olkoon tarkasteltava joukko A
perus oukon S osgjoukko.

* Perugoukkoa Skuvataan
suorakaiteella.

e Joukkoa A [1 Skuvataan

suorakaiteen osa-aluedlla.

o Tavallisesti tarkasteltava
joukko A varjostetaan.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin peruskasitteet
Venn-diagrammi:
Kommentteja

Joukko-opin laskusdannon havainnollistus Venn-
diagrammin avulla el sisélla séannon todistusta.

Venn-diagrammien avulla voidaan havainnollistaa

kétevasti my0ds todennakai syyslaskennan perus-
|askusaantoj a.

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin peruskasitteet
Venn-diagrammi:
Joukkoon kuuluminen

o Olkoot x jay perugoukon S
alkioita ja olkoon A perus-
joukon S osajoukko:

xOSyOSAOS
* Vieraenen Venn-diagrammi
kuvaa tilannetta, jossa alkio x

kuuluu joukkoon A, mutta
akioy e kuulu:

xXUAYUA

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Joukko-opin peruskasitteet
Venn-diagrammi:
Osajoukkona oleminen

e Olkoot joukot A jaB perus-
joukon S osgoukkoja:

AlOSjaBUS
* Vieraenen Venn-diagrammi
kuvaatilannetta, jossa

joukko B on joukon A
(aito) osajoukko:

BLA

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin peruskasitteet

Lukujoukot 1/2

o Tavalliset lukujoukot:
L uonnollisten lukujen joukko:
N={123..}
K okonaislukujen joukko:
7={...,.-3,-2,-1,0, +, 2, 3,..}
Rationaalilukujen joukko:

0=

Reaalilukujen joukko:
R

q="""m0Oz,m z,5 o}
N

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin peruskasitteet

Lukujoukot 2/2

K ompleksilukujen joukko:
C :{z‘z =Xx+1y, X R, y1 RA r/_l}

e Huomautus:

Joukot N,Z jaQ ovat numeroituvasti aarettomia jayhta
mahtavia, kun taas joukot R ja C ovat ylinumeroituvia ja siten
mahtavampia kuin luonnollisten lukujen joukko N.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin peruskasitteet

Lukujoukkojen keskinaiset suhteet

L ukuja tarkasteltaessa perus oukkona kaytetaan tavallisest

kompl eksilukujen joukkoa C, koska lukujoukkojen valilla
on seuraavat (aidot) osgjoukkorelaatiot:

jalisdks yksik&an seuraavista laskutoimituksista el vie
kompleksilukujen joukon ulkopuolélle:

NOZ] Q (R C

yhteenlasku
vahennyslasku
kertolasku
jakolasku
juurenotto

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-oppi

Joukko-opin peruskasitteet
>> Joukko-opin perusoperaatiot
Joukko-opin laskusaannot
Funktiot
Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Boolen algebrat
o-algebrat

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin perusoperaatiot

Avainsanat

Erotus

Joukko

Joukko-opin perusoperaatiot
Komplementti

Leikkaus

Pistevieraat joukot
Symmetrinen erotus

Yhdiste eli unioni

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin perusoperaatiot
Mita opimme?

Tarkastel emme tassa kappal eessa seuraavia joukko-opin
perusoper aatioita:

(1) Joukon komplementtijoukon muodostaminen.

(1) Kahden joukon yhdisteen €li unionin
muodostaminen.

(i11) Kahden joukon leikkauksen muodostaminen.

(iv) Kahden joukon er otuksen muodostaminen.

(v) Kahden joukon symmetrisen erotuksen
muodostaminen.

TKK
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Joukko-opin perusoperaatiot
Komplementtijoukko

Olkoon A [0 Sperugoukon S
0sg| oukko.

Joukon A komplementti-
joukko éli komplementti
AC

on niiden perusjoukon S
alkioiden joukko, jotka elvat
kuulu joukkoon A:

Ac={slS|sUA}

AC

TKK

(c) likka Mellin (2005)
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Joukko-opin perusoperaatiot
Yhdiste eli unioni

Olkoot Al SjaBU S
perusjoukon S osajoukkoja.

Joukkojen AjaB yhdiste dli
unioni

ALIB

on niiden perusjoukon S
alkioiden joukko, jotka
kuuluvat joukkoon A tal
joukkoon B tai molempiin:

ALB
={s0 S|slAta sl B}

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin perusoperaatiot
Leikkaus

Olkoot ALl SjaB I S
perusjoukon S osajoukkoja.

Joukkojen A ja B letkkaus
AnB

on niiden perusjoukon S
alkioiden joukko, jotka
kuuluvat joukkoon A ja
joukkoon B:

AnB

={sUS|sUAjas] B}

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin perusoperaatiot

Yhdiste ja leikkaus

Joukkojen A jaB yhdiste
ALIB voidaan esittda joukon A
jajoukon B komplementtien
|elkkauksen komplementtina:

ALB = (A°n B¢
Joukkojen A ja B letkkaus
An B voidaan esittda joukon A

jajoukon B komplementtien
yhdisteen komplementtina:

AnB = (AcIB)C

ALIB

TKK
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Joukko-opin perusoperaatiot
Pistevieraat joukot

e JosjoukoillaAjaB e ole
yhteisia alkioita, sanotaan,
etta joukot A ja B ovat
pistevier aita.

e Joukot AjaB ovat
pistevieraita, josjavain jos
AnB=[

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin perusoperaatiot
Pistevieraat joukot:

Esimerkki eduskunnasta

Kansanedustaja el voi olla kahden puolueen jasen.
Maaritelldan perugoukko:
S="Kansanedustgien joukko”

Méaritel|a8n K okoomuspuolueen ja Vasemmistoliiton
kansanedustajien joukot:

K ={s S| son Kokoomuspuolueen kansanedustaja}

V ={s U S| son Vasemmistoliiton kansanedustaja}
Taldin joukot K jaV ovat pistevieraita:

KnV=1[

TKK
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Joukko-opin perusoperaatiot

Erotus 1/2

Olkoot ALl SjaB I S
perusjoukon S osajoukkoja.

Joukkojen Aja B erotus
A\B

on niiden perusjoukon S
alkioiden joukko, jotka
kuuluvat joukkoon A, mutta
eivat kuulu joukkoon B:

A\B

={sUS|sUAjas] B}

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin perusoperaatiot

Erotus 2/2

Joukkojen AjaB erotusA\ B
voidaan esittéajoukon A ja
joukon B komplementin
leltkkauksena:

A\B=AnB¢
Perustel u:
sUA\B =
sJAjaslB =
sAjaslB® =
s AnB¢

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin perusoperaatiot
Komplementti ja erotus

Joukon A komplementti A°
voldaan esittaa perugoukon S
jajoukon A erotuksena:

Ac =S\ A
Perustel u:
SLAC <

s SjasA =
sOS\A

AC

TKK

(c) likka Mellin (2005)
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Joukko-opin perusoperaatiot
Symmetrinen erotus 1/3

Olkoot ALl SjaB I S
perusjoukon S osajoukkoja.

Joukkojen AjaB
symmetrinen erotus

ArB

on niiden perusjoukon S
alkioiden joukko, jotka
kuuluvat joukkoon A tal
joukkoon B, mutta elvéat

molempiin:
AsB={sOS|& Atdls B,
muttasC A B}

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin perusoperaatiot
Symmetrinen erotus 2/3

« Joukkojen A jaB symmet-
rinen erotus voidaan esittéa
joukkojen A ja B yhdisteen ja
lei kkauksen erotuksena:
AsB=(AOB)\(A B)

e Perustelu:

SO AsBe
slJAta § B, muttds nA B A B
sOAl B muttds nA B X A

sO(Al B)\(A B)

TKK (c) llkka Mellin (2005) 52



Joukko-opin perusoperaatiot
Symmetrinen erotus 3/3

Joukkojen A ja B symmet-
rinen erotus voidaan esittéa
joukkojen A ja B erotuksen ja
joukkojen B ja A erotuksen
yhdisteen&

AsB=(A\B)O(B\A)
Perustelu:

sl AaB=
slJAta & B, muttdas nA B
sUA muttag]l B ta

A\B

B\A

sUB, muttagl A
slJA\Bta § B\ A

sO(A\B]D (B\A)

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin perusoperaatiot
Yhdiste vs symmetrinen erotus 1/2

 Huomaajoukkojen AjaB

yhdisteen ja symmetrisen

erotuksen ero:

AL B

={sOS|8 Atas B

AxB

={s0S|& Atals B, N

muttasC A B} AsB

TKK (c) llkka Mellin (2005) 54



Joukko-opin perusoperaatiot

Yhdiste vs symmetrinen erotus 2/2

* Y hdisteen maaritelman mukaan:

slUUAl B [ Atals B

Y hdisteessa perugoukon Salkio s
on joko joukon A akio tai joukon

B akio tai molempien alkio.

Symmetrisen erotuksen
maaritelman mukaan:

sl]AxaB= §&] Atal$ B,

muttasl] A B

Symmetrisessa erotuksessa

perugoukon Salkio son joko

joukon A alkio tai joukon B akio,

mutta e molempien alkio.

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin perusoperaatiot
Yhdiste pistevieraiden joukkojen yhdisteena

« Joukkojen AjaB yhdiste
voidaan esittadd seuraavilla
tavoilla pareittain piste-
vieraiden joukkojen
A\B,B\AjaAnB
yhdisteena
ALB
=AL(B\A)
= BU(A\ B)

= (A\ B)O(AnB)[I(B\ A)

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Joukko-oppi

Joukko-opin peruskasitteet
Joukko-opin perusoperaatiot
>> Joukko-opin laskusaannot
Funktiot
Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Boolen algebrat
o-algebrat

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin laskusaannot

Avainsanat
Assosiatiivisuus
De Morganin lait
Distributiivisuus
Idempotenttisuus
Identiteetti-lait
Joukko
Joukkojen algebra
Joukko-opin operaatio
Kommutatiivisuus
Komplementti-lait
Osajoukko-relaatio

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin laskusaannot
Mita opimme?

e Olemme koonneet tahan kappal eeseen tarkeimmét
0saj oukkor elaation ominaisuudet seka laskusaannot
joukko-opin perusoperaatioille.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin laskusaannot
Osajoukko-relaation ominaisuudet

o Kaikillejoukaoille A, B, C péatee:
(1) AOA
(2) AlBjaBUOA=A=8B
(3) AlBjaBUOC=ALC

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin laskusaannot

Joukko-opin operaatiot ja osajoukko-relaatio 1/3

Kaikille joukoille A, B patee:

(43)
(4D)
(53)
(5)
(6)

A0 (AOB)
B 0 (AOB)
(AnB) O A
(AnB) OB
(AnB) O (ADB)

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin laskusaannot

Joukko-opin operaatiot ja osajoukko-relaatio 2/3

Kaikille joukoille A, B patee:

(78)
(7b)
(8)

(93)
(9D)

(A\B) O A
(B\A) OB
(AsB) O (Al B)
(A\B) O (AaB)
(B\ A) [0 (AaB)

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin laskusaannot

Joukko-opin operaatiot ja osajoukko-relaatio 3/3

Kaikille joukoille A, B patee:

(10)
(11)
(12)
(13)
(14)
(15)

AllB= B¢L]AC
ALB=AIB=B
ALB=AnB=A
ALUB=A\B=0
AOB=AUB\A =B
AL B= (AxB) =B\A

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin laskusaannot
Joukkojen algebran saannot 1/3

Kaikille joukoille A, B, C pétee:
| dempotenttisuus

(1a) ALA=A

(1b) AnA=A
Assosiatiivisuus

(28) (AOB)UJC=AL(BLC)
(2b) (AnB)nC=An(BnC)
Kommutatiivisuus

(3a) ALB=B0A

(3b) AnB=BnA

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-opin laskusaannot
Joukkojen algebran saannot 2/3

Kaikille joukoille A, B, C pétee:

Distributiivisuus

(4a) ALBNC)=(AUB)N(ALC)

(4b) An(BUC) =(AnB)(ANC)

| dentiteetti-lait

(5a) Al =A

(5b) ANnS=A, jossa A on perusoukon Sosajoukko
(6a) ALIS=S jossaA on perusgoukon Sosgoukko
(6b) An0 =101

TKK

(c) llkka Mellin (2005) 65



Joukko-opin laskusaannot
Joukkojen algebran saannot 3/3

o Kaikillejoukoille A, B patee:
Komplementti-lait
(7a) AUAC = S jossa A on perusjoukon Sosajoukko
(7b)  AnAc=[]
(8a) (A)=A
(8b) S =0jall¢= S jossaSon perusoukko
De Morganin lait
(9a) (ALB)¢=A°nB°
(9b) (AnB)¢= AcIBC

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-oppi

Joukko-opin peruskasitteet
Joukko-opin perusoperaatiot
Joukko-opin laskusaannot
>> Funktiot
Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Boolen algebrat
o-algebrat

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Funktiot

Avainsanat

Alkukuva

Arvoalue

Bijektio

Funktio eli kuvaus
Funktioiden samuus
Funktioiden yhdistaminen
Funktion arvo
Identtinen funktio
Injektio

Kuva

Kaanteisalkio
Kaanteisfunktio
Maarittelyalue
Surjektio
Vakiofunktio
Yhdistetty funktio

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Funktiot
Mita opimme?

Tarkastelemme tassa kappal eessa funktion ja
kaanteisfunktion maarittelemista seka funktioiden
yhdistamista.

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Funktiot
Funktio eli kuvaus

o Olkoon f saanto, joka liittaa jokaiseen joukon A alkioon
yksikasitteisen joukon B alkion.

o Taloin sanotaan, etta f on funktio eli kuvaus joukosta A
joukkoon B.

« Josf on funktio joukosta A joukkoon B, merkitaan
f:A - B
tai
AOT. B

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Funktiot
Kuva

e Olkoon f funktio joukosta A joukkoon B:
f:A-> B

« Josfunktio f liittda joukon A alkioon a joukon B akion b,
merkitaan

f(a)=Db
tai

ad L f(a)=b
ja sanotaan, etta funktio f kuvaa joukon A alkion a joukon
B akiolleb.

o Alkiotaf(a) =b U B kutsutaan on alkion a [J A kuvaksi
kuvauksessaf.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Funktiot
Funktion arvo

e Olkoon f funktio joukosta A joukkoon B:
f:A - B
e JossisalA ninf(a)=b0B.
o Erityisesti siinatapauksessa, etta A ja B ovat |ukujoukkoja,
sanotaan, etta funktio f saa arvon f(a) = b pisteessa a.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 72



Funktiot
Funktion maarittelyalue ja arvoalue

Olkoon f funktio joukosta A joukkoon B:
f:A-> B
o Taldin joukkoa A sanotaan funktion f maarittelyalueeksi.

* Niiden joukon B alkioiden joukkoa, jotka ovat jonkin
maarittelyalueen A alkion kuvia kuvauksessa f, sanotaan
funktion f arvoalueeks.

 Funktionf: A - Barvoaluef(A) voidaan maaritella
seuraavallatavalla:

f(A) ={b B |Onolemassaa ] Asiten, ettaf(a) = b}
e Funktionf: A - B arvoaluef(A) on joukon B osajoukko:
f(A) OB

TKK (c) llkka Mellin (2005) 73



Funktiot
Funktioiden samuus

o Olkoot f jag kaks funktiota, joilla on sama maarittely-
alue.

* Funktiot f jag ovat samat, jos ne saavat samat arvot.
e Olkoon siisfunktioiden f jag méarittelyalue A.
* Funktiot f jag ovat samat, jos
f(a) =g(a)
kaikillea [ A.
o Josfunktiot f jag ovat samat, Kirjoitetaan

f=g

TKK (c) llkka Mellin (2005) 74



Funktiot
Surjektio

Olkoon f funktio joukosta A joukkoon B:
f:A-> B

Funktio f on surjektio, josjoukon B jokainen alkio on
jonkin joukon A alkion kuva eli funktion f arvoalueena on
koko joukko B.

o Sitenfunktiof: A —» Bon surjektio, jos
f(A) =B
e Talloin sanotaan, etta funktio f kuvaa joukon A joukolle B.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 75



Funktiot
Injektio

e Olkoon f funktio joukosta A joukkoon B:
f:A-> B

o Funktio f oninjektio, josyksikaan joukon B alkio el ole
kahden tai useamman joukon A akion kuva.

o Sitenfunktiof: A — Boninjektio, jos
fla)=f(a) >a=a
tal yhtapitavasti
aza —=f(a)zf@)

TKK (c) llkka Mellin (2005)

76



Funktiot

Bijektio

e Olkoon f funktio joukosta A joukkoon B:
f:A-> B

* Funktio f on bijektio €i kdantéen yks kasitteinen kuvaus,
Jos seuraavat kaksl entoa patevat:

(1) fonsurjektio:
f(A) =B
(i) foninjektio:
fla) =f(a) =>a=a
tal yhtapitavasti:
aza = f(a)#f@)

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Funktiot
ldenttinen funktio

o Olkoon f funktio joukosta A joukkoon A:
f:A S A

e Funktio f onidenttinen funktio tai kuvaus joukossa A,
Jjos se kuvaa joukon A jokaisen alkion itselleen.

o Sitenfunktiof: A - A on identtinen funktio joukossa A,
JOS

f(a) = a
kaikillea [ A.

o Merkitsemme identtista funktiotajoukossa A usein
Seuraavasti:

In

TKK (c) llkka Mellin (2005) 78



Funktiot
Vakiofunktio

e Olkoon f funktio joukosta A joukkoon B:
f:A-> B

* Funktio f on vakiofunktio tai -kuvaus, jos se kuvaa
joukon A jokaisen alkion samalle joukon B akiolle.

o Sitenfunktiof: A - B on vakiofunktio, jos on olemassa
b O B niin, etta

f(a)=Db
kaikillea [0 A.

TKK (c) llkka Mellin (2005)

79



Funktiot
Funktioiden yhdistaminen 1/3

e Olkoon f funktio joukosta A joukkoon B:
f:A - B
jag funktio joukosta B joukkoon C:
g:B - C.

o Kuvausf liittaa jokaiseen joukon A alkioon a yksi-
kasitteisen joukon B alkion b:

allA=fa=bUB

o Kuvaus g liittaa jokaiseen joukon B alkioon b yksi-
kasitteisen joukon C alkion c:

bB=gb)=cUC

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Funktiot
Funktioiden yhdistaminen 2/3

o Soveltamallakuvauksiaf jag perdkkan saadaan saanto,
joka liittda jokaiseen joukon A alkioon a yksikasitteisen
joukon C alkion c.

 JossiisallA niinf(a) =b L B.

o Soveltamalla kuvausta g joukon B alkioon f(a) = b saadaan
jokin joukon C akio c:

g(f() =g(b)=cOC
o Tata kuvausten yhdistamista voidaan kuvata seuraavalla
kaaviolla

aldl f(a)=bIP- g(f(a)=g)=c

TKK (c) llkka Mellin (2005) 81



Funktiot
Funktioiden yhdistaminen 3/3

 Olkootsisf: A - Bjag:B - Cfunktioita

o Oletetaan, ettaa [ A.

o TAlbin
f(a=bUB

ja
g(f() =g(b)=cOC

Maaritellaan funktioiden f ja g yhdistetty funktio
(gof):A- C

kaavalla

(g°1)(a)=g(1(a))

TKK (c) llkka Mellin (2005) 82



Funktiot

Funktioiden yhdistamissaantoja 1/2

Olkoon f: A — B funktio.
Olkoot
1,:A- A
Identtinen funktio joukossa A ja
1.:B - B
Identtinen funktio joukossa B.
Taloin pétee:
fol =
1,0f =

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Funktiot
Funktioiden yhdistamissaantoja 2/2

e Olkootf:A - B,g:B - Cjah: C - D funktioita.
* Yhdistetaan funktiot f , g ja h seuraavillatavailla:

(i) Muodostetaan ensin yhdistetty funktiogo f jasitten
yhdistetty funktio ho (go f).

(i) Muodostetaan ensin yhdistetty funktio ho g jasitten
yhdistetty funktio (ho g)o f.

« Nan muodostetut yhdistetyt funktiot ovat samat:
(hog)e f =ho(gof)

TKK (c) llkka Mellin (2005) 84



Funktiot
Kaanteisalkio

Olkoon f funktio joukosta A joukkoon B:

f:A - B
* Joukon A alkio aonjoukon B alkion b kaanteisalkio
kuvauksessaf, josf(a) = b.

o Joukon B akiollavoi olla useita kdante salkioita, mutta
toisaalta kaikillajoukon B akiollae ole vattamétta
yht&an kaantei salkiota.

« Josfunktio f on surjektio, joukon B jokaisella akiollaon
k&anteisakio.

e Josjoukon B alkiolla on kdanteisalkio jafunktio f on
Injektio, kaanteisalkio on yksi kasitteinen.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 85



Funktiot

Alkukuva

Olkoon f funktio joukosta A joukkoon B:
f:A-> B

* Joukon B osajoukon D alkukuva kuvauksessa f on niiden
joukon A akioiden a joukko, jotkaf kuvaa joukolle D.

« Josdsisf: A - BjaD OB, niinjoukon D alkukuva f (D)
kuvauksessa f voldaan méaaritella seuraavallatavala

f*(D)={a0A|f(aF & D}
« Joukon B osgjoukon D alkukuva f—1(D) on joukon A
0sa] oukko:
f-4(D) OA
 Joukon B osgjoukon D alkukuva f (D) voi ollatyhja.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 86



Funktiot
Yhden alkion alkukuva

Olkoon f funktio joukosta A joukkoon B:
f:A-> B

e Joukon B alkion b alkukuva kuvauksessaf on niiden
joukon A akioiden a joukko, jotkaf kuvaa alkiolle b.

e Josdisf: A - Bjab B, niinakion b alkukuva f—(b)
kuvauksessa f voldaan méaaritella seuraavallatavala

f*(b) ={a0A|f(aF b}
« Joukon B akion b alkukuva f—1(b) on joukon A osajoukko:
f-1(b) O A
e Joukon B alkion b alkukuva f—1(b) voi koostua yhdesté tai
useammasta joukon A alkiostatai voi ollatyhja.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 87



Funktiot
Kaanteisfunktio 1/2

Olkoon f funktio joukosta A joukkoon B:
f:A - B
o Taloin joukon B alkion b alkukuva
f*(b) ={a0A|f(aF b}
kuvauksessa f on joukon A osgjoukko, joka vol koostua
yhdesta tal useammasta joukon A alkiostatai voi olla
tyhja.
o Josf on bijektio, joukon B jokaisen alkion b alkukuva
f—1(b) koostuu tasmélleen yhdesta joukon A alkiosta a.

e Talloin jokaiseen joukon B alkioon b voidaan liittéa
yksikasitteinen kdanteisalkio f(b) = a.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 88



Funktiot
Kaanteisfunktio 2/2

Olkoon siisf bijektio joukosta A joukkoon B:
f:A- B

SAanto, joka liittaa jokaiseen joukon B alkioon b
yksikasittei sen kaanteisalkion

f-X(b)=a
méaérittelee funktion f kaanteisfunktion f— joukosta B
joukkoon A:

f1:B - A

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Funktiot
Kaanteisfunktion ominaisuudet 1/2

e Oletetaan, ettafunktio
f:-A-> B
on bijektio, jolloin funktiollaf on k&antei sfunktio
f1:B - A
 TalG6in yhdistetty funktio (f ™o f) on identtinen funktio
joukossa A ja yhdistetty funktio (f o f ™) on identtinen
funktio joukossa B:
(f7of)=1,

(fof?)=1,

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Funktiot
Kaanteisfunktion ominaisuudet 2/2

e Olkoot
f:-A-> B
ja
g:B- A
o COletetaan, etta yhdistetty funktio
(gef):A- A
on identtinen funktio joukossa A ja yhdistetty funktio
(fog):B- B

on identtinen funktio joukossa B.
o Tall6in g on funktion f k&anteisfunktio: g = .

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Joukko-oppi

Joukko-opin peruskasitteet
Joukko-opin perusoperaatiot
Joukko-opin laskusaannot
Funktiot
>> Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Boolen algebrat
o-algebrat

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat

Avainsanat
Funktio
Funktion kuvaaja
Jarjestetty pari
Karteesinen tulo
Tulojoukko
Yleistetyt karteesiset tulot

TKK (c) llkka Mellin (2005)



Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Mita opimme?

o Tarkastelemme tassa kappal eessa karteesisen tulon
madrittelemista seka funktion kuvaajan esittamista
karteesisen tulon maarittelemassa tuloj ouk ossa.

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Jarjestetty pari

 Olioidenajabjarjestetty pari on
(a b)
jossa
a=parinl. akio
b= parin 2. akio
o Jarjestetyt parit (a, b) ja(c, d) ovat samat, joS
a=c
ja

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Tulojoukko

o Olkoot AjaB joukkoja.

* Joukkojen A jaB tulojoukko €li karteesinen tulo AxB
muodostuu kaikista jarjestetyista pareista (a, b), joissa
allAjabUB:

AxB={(a,b) |aldA, b B}

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Funktion kuvaaja

Olkoon f funktio joukosta A joukkoon B:
f:A - B

Funktion f kuvaaja f* on kaikkien niiden jérjestettyjen

parien (a, b) joukko, joissaa 1 Ajab =f(a):
f"={(a,b)|alA b=1(a)}

Siten funktion f kuvaaja f * on tulojoukon AxB 0saj oukko:
f* O AxB

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Funktion kuvaajan ominaisuudet

e Olkoon f funktio joukosta A joukkoon B:
f:A - B
* Funktion f kuvaajalla
f*={(a,b)|alA, b=1(a)}
on seuraavat ominaisuudet:
(i) Josal Ajaf(a) = b, niin jarjestetty pari (a, b) O f".

(i) Jokainen a [ Avoi ollaenssmmaisena akionavain
yhdessé joukkoon f * kuuluvassa jarjestetyssa parissa:

Jos(a,b) Of"ja(a,c) If", niinb=c.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 98



Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Funktio jarjestettyjen parien joukkona 1/4

e Olkoonf” joukkojen AjaB karteesisen tulon
AxB={(a,b) |aldA, b B}
0S3] OUKKO:
f* O AxB
e Oletetaan, ettajoukollaf™ on seuraavat ominaisuudet:
(1) JosalJA, niinon olemassa b L1 B siten, etta
jarjestetty pari (a, b) O f".
(1) Jokainen a L1 Avol ollaensimmaisena alkionavain
yhdessé joukkoon f * kuuluvassa jarjestetyssa parissa:

Jos(a,b) Of"ja(a,c) If", niinb=c.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 99



Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Funktio jarjestettyjen parien joukkona 2/4

o Talodinf" maarittelee sGannon, joka liittaa jokai seen
joukon A alkioon a yksikasitteisen joukon B alkion b:

— Ominaisuus (i) takaa sen, ettajokaiseen joukon A
alkioon a liittyy jokin joukon B akio b.

— Ominaisuus (i) takaa sen, etta joukon A alkioon a
liittyvajoukon B alkio b on yksikasitteinen.

e Sitenf” madrittelee funktion f joukosta A joukkoon B.

TKK (c) llkka Mellin (2005) 100



Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Funktio jarjestettyjen parien joukkona 3/4

Edell& esitetty merkitsee sitg, etta jokaista funktiota
f:A- B

vastaa kaantaen yksikasitteisesti karteesisen tulon AxB
osajoukko f *, joka toteuttaa ehdot

(1) JosallA, niinonolemassa b [ B siten, etta
jarjestetty pari (a, b) O f".

(i) Jos(a,b) Of"ja(a,c) Of", niinb=c.

Siten funktiot jaehdot (i) ja(il) toteuttavat karteesisten

tulojen osajoukot voidaan samastaa.

Tama merkitsee sitg, etta funktiota ja sen kuvaajaa e
normaalisti tarvitse erottaa toisistaan.

TKK

(c) llkka Mellin (2005)
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Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Funktio jarjestettyjen parien joukkona 4/4

* Funktiot voidaan slis méaritella my0s seuraavallatavalla:

Karteesisen tulon
AxB={(a,b) |aldA, b B}
0saj oukko f maarittel ee funktion joukosta A joukkoon B,

josjokainen a [1 A on ensimmai sena alkiona tasmalleen
yhdessa joukkoon f kuuluvassa jérjestetyssa parissa.
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Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Yleistetty karteesinen tulo 1/2

e Olkoot
ALA, . A,
joukkojaja
,8,,...,4a,

niiden akioita siten, etta
a, A, a, 0OA,,...,a A,

» Kutsutaan alkioidena, , a,, ..., a, jarjestettyajonoa
@, 8,...,a,)
n-tuppeliksi.
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Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Yleistetty karteesinen tulo 2/2

o Joukkojen
ALA, . A,
karteesinen tulo
AXAX - XA,

on kaikkien joukkojen A, , A, , ... , A, akioiden
a,a,, ..., a ntuppeleden el jarjestettyjen jonojen

(a;,8,,...,a)
muodostama j oukko:
AxAX s XA,

={(a;,a,,...,a) |y UA ,a8,0A,,...,a, UA,}
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Joukko-oppi

Joukko-opin peruskasitteet
Joukko-opin perusoperaatiot
Joukko-opin laskusaannot
Funktiot
Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
>> Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Boolen algebrat
o-algebrat
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Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia

Avainsanat

Distribuutio-lait

Indeksoitu joukkoperhe
Joukkoperhe

Leikkaus

Ositus

Potenssijoukko

Yhdiste

Yhdistetty joukko-operaatio

TKK
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Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Mita opimme?

Tarkastelemme tassa kappal eessa joukko-opin
per usoper aatioiden laaj entamista useamman kuin
kahden joukon tapaukseen.

Maarittelemme lisaks seuraavat kasitteet:
(1) Joukkoperhe.

(i1) Joukon kaikkien osgjoukkojen perhe €li
potenssijoukko.

(i11) Joukon ositus.

TKK
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Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia

Joukkoperheet

» Joukkojen kokoelmaa eli joukkoa, jonka alkiot ovat
joukkoja kutsutaan tavallisesti joukkoper heeks.

» Joukkoperhe on siis joukkojen muodostama joukko.
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Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Potenssijoukko

o Olkoon joukko A perugoukon Sosgoukko.

» Joukon A kaikkien osgjoukkojen muodostamaa joukko-
perhettd kutsutaan joukon A potenssijoukoksi.

« Joukon A potenssijoukkoa merkitéan seuraavasti:
2A
« Joukon A potenssijoukko 24 voidaan maaritella seuraavalla
tavalla:

2*={clcOoA

TKK (c) llkka Mellin (2005) 109



Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia

Potenssijoukko: EsimerkKi

Olkoon

A={1,2 3}

Taldin joukon A potenssijoukko on

20 ={0,{1}.{2}.{3}.{1,2},{1,3}.{2,3},{1,23}}
Joukon A potenssijoukko 24 on joukkoperhe, jonka alkioina ovat

tyhjajoukko

kaikki joukon A yhden alkion osg oukot
kaikki joukon A kahden alkion osgoukot

joukko A itse

TKK
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Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia

Indeksoidut joukkoperheet

e Olkoon A jokin joukkoperhe €eli joukkojen kokoelma.
e Olkoon | joukko.
» Indeksoitu joukkoperhe{ A}  onfunktio

f:1l oA

jossa joukkoa | kutsutaan indeksijoukoksi, joukon I alkiota
| indeksiksi jajoukkoa A .4 indeksoiduks joukoksi.
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Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia

Indeksoidut joukkoperheet:
Esimerkkeja

» Josindeksijoukkonal on luonnollisten lukujen joukko N, on

Indeksoitu joukkoperhe
{A}iDN :{A.’AZ’Al’»""}
o Josindeksijoukkonal on &rellinenjoukko {1, 2, ... ,n} (n
ensimmai sta positiivista kokonaislukua), on indeksoitu joukkoperhe
{A}im :{Ai’AZ"“’A1}
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Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Yleistetyt joukko-operaatiot

Olkoon{ A} _ indeksoitu joukkoperhe.

Joukkojen A , I U | yhdiste

Ua A
10l
on niiden alkioiden x joukko, jotka kuuluvat ainakin
yhteen joukoista A, , 1 [ I

LJ . A ={x|Onolemassai 01 siten, ettax] A]
Joukkojen A , I U | leitkkaus

ﬂiDI A

on niiden alkioiden x joukko, jotka kuuluvat jokaiseen
joukoista A, , 1 U I:

U A ={x]x0OA kakilleD 1}

TKK
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Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Yleistetyt joukko-operaatiot:

Erikoistapauksia 1

» Olkoon{ A} indeksoitu joukkoperhe, jossaindeksi-
joukkonal on luonnollisten lukujen joukko N.

e Joukkojen A , I O N yhdiste voidaan maaritella muodossa

OA ={x|On olemassaA i =1,2,3...
: siten, ettix0 A)

e Joukkojen A , I U N leikkaus voidaan méaritella muodossa

ﬁA ={x|xOA kakilleE 1,2,3,..}
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Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Yleistetyt joukko-operaatiot:

Erikoistapauksia 2

Ol koon{A}iDI Indeksoitu joukkoperhe, jossa indeksi-

joukkonal on &rellinen joukko {1, 2, ... , n}.
e Joukkojen A , I U | yhdiste voidaan méaaritella muodossa

OA ={x|On olemassaA i =1,2,...,n
B siten, ettaix A}

* Joukkojen A , 1 U I letkkaus voidaan maaritella muodossa

ﬁA ={x|xOA kaikilleF 12,...,r}
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Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia

Yleistetyt joukko-operaatiot ja distribuutiolait

» Olkoon{A}_
joukko.

+ Taloin

80 (UaA)=U, (B A)

- Indeksoitu joukkoperhe ja B mielivaltainen

ja

BO(NLAF N (B) A)
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Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Ositus

o Olkoon A perugoukon Sosgoukko.
e Olkoot B, , i L1 joukon A epatyhjia osajoukkoja:
B=0,ill.

e Joukot B, , 1 [J | muodostavat joukon A osituksen, jos
seuraavat kaks ehtoa patevét:

M U,B=A

() BnB; =10,]josi #]
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Joukko-oppi

Joukko-opin peruskasitteet

Joukko-opin perusoperaatiot

Joukko-opin laskusaannot

Funktiot

Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat

Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
>> Boolen algebrat

o-algebrat
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Boolen algebrat

Avainsanat
Boolen algebra
Erotusjoukko
Joukko-opin operaatio
Joukkoperhe
Leikkausjoukko
Perusjoukko
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Boolen algebrat
Mita opimme?

o Tarkastelemme tassa kappal eessa Boolen algebr oita.

« Boolen agebran aksioomat muodostavat perustan joukko-
opin aksiomaattiselle kasittelylle ja joukko-opin perus-
laskusdannot voidaan todistaa Boolen algebran
aksioomien avulla.

« Boolen algebrat ovat suljettuja aarellisen monen
tavanomai sen joukko-opin operaation suhteen.

« Boolen algebrat muodostavat teoreettisen perustan mm.
propositiologiikalle ja darellisten todennakai syyskenttien
tapahtuma-algebralle.
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Boolen algebrat
Boolen algebra:

Maaritelma 1/2

o Olkoon Sjoukko.

e OlkoonF jokin joukon Sosg oukkojen muodostama
joukkoper he.

o Jossisjoukko A on joukkoperheen F alkio, niin A on
joukon S osajoukko:

AUOF =>AU0S
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Boolen algebrat
Boolen algebra:

Maaritelma 2/2

» Joukkoperhe F on Boolen algebra, jos
(i) M F

(i) ADOF= A°OF

(i) ADF, Bl F= AOB F
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Boolen algebrat
Boolen algebra ja joukko-opin operaatiot 1/2

e Olkoon F joukossa S méaaritelty Boolen algebra.

o Olkoot
AUF jaBl F

* Boolen algebran aksioomien mukaan
O,A,B°, Al B F

o Lisdks voidaan osoittag, etta
S,AnB,A\B,B\ALOF

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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Boolen algebrat

Boolen algebra ja joukko-opin operaatiot 2/2

Boolen algebra on suljettu aarellisen monen tavanomaisen
Joukko-opin operaation suhteen.

Téallatarkoitetaan siita, etta tavanomaiset joukko-opin
operaatiot elvat vie Boolen algebran ulkopuolelle:

Jos Boolen algebran F joukkoihin sovelletaan korkeintaan
aarellinen maara tavanomaisia joukko-opin operaatioita
komplementti, yhdiste, letkkaus ja erotus, niin tuloksena
saatavat joukot kuuluvat edelleen Boolen algebraan F .

TKK
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Boolen algebrat
Joukko-opin operaatiot

e Olkoon F joukossa S méaaritelty Boolen algebra.
e Todistetaan seuraavat joukko-opin tul okset:

(i) Joukko SOF

(i) JosAUF,Bl F ,niinAn BOF

(i) JosAUF, Bl F ,nin AABOF
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Boolen algebrat
Joukko-opin operaatiot:

Perusjoukko 1/2

o Olkoon F joukossa S maaritelty Boolen algebra.
o Talloin perugoukko Skuuluu joukkoperheeseen F .
SUOF
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Boolen algebrat
Joukko-opin operaatiot:

Perusjoukko 2/2

o Vaite seuraa, Sitaetta
S=0°
 Todistetaan siis, etta
Of F
o Aksiooman (i) mukaan
M F
o Aksiooman (ii) mukaan
0= & F
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Boolen algebrat
Joukko-opin operaatiot:

Leikkausjoukko 1/2

e OlkoonF joukossa S
madritelty Boolen algebra.

* Olkoot
AOF, Bl F

e Taldinjoukkojen AjaB
leitkkaukselle pétee:
An BOF
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Boolen algebrat
Joukko-opin operaatiot:

Leikkausjoukko 2/2

« Vdite seuraagitg, etta
DeMorganin lain mukaan

An B=(A"0OB%"
* Todistetaan siis, etta
AOF Bl F=>(A°OB)Y F
» Aksiooman (ii) mukaan
AOF,.Bl F= A0OF,BO F
o Aksiooman (iil) mukaan
A°OF,BH F= A°0BY F A b
» Vihdoin aksiooman (ii) mukaan

AOBH F= (AOBY)T F
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Boolen algebrat
Joukko-opin operaatiot:

Erotusjoukko 1/2

e OlkoonF joukossa S
madritelty Boolen algebra.

e Olkoot
AUOF, Bl F

e Taldinjoukkojen AjaB
erotukselle pétee:
A\BOF
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Boolen algebrat
Joukko-opin operaatiot:
Erotusjoukko 2/2

o Vateseuraadsita, etta
A\B=An B°

o Todistetaan siis, etta
AOF,Bl F=> AnB*OF

» Aksiooman (ii) mukaan
BOF=B"OF

o Leikkaugoukkoa koskevan
tuloksen mukaan

ADF.BY F= An B°OF 4 b
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Boolen algebrat
Boolen algebra:

EsimerkKi

o Olkoon Smielivaltainen joukko.
o Olkoon
ALS
mielivaltainen joukon S osgjoukko.
o Taladin joukkoperhe
F={0,A A,
muodostaa Boolen algebran joukossa S, koska
i) M F
(i) BOF= B OF
(i) BUF,d1 F=BOd F

Kohdissa (ii) ja (iii) joukot B ja C voivat olla mitké tahansa joukoista
O,AA%,S.
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Joukko-oppi

Joukko-opin peruskasitteet
Joukko-opin perusoperaatiot
Joukko-opin laskusaannot
Funktiot
Tulojoukot ja funktioiden kuvaajat
Joukko-opin perusoperaatioiden laajennuksia
Boolen algebrat
>> g-algebrat
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o-algebrat

Avainsanat
Boolen algebra
Joukko-opin operaatiot
Joukkoperhe
o-algebra
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o-algebrat
Mita opimme?

o Tarkastelemme tassa kappal eessa g-algebroita.
o o-dgebrat ovat Boolen algebroiden laajennuksia.

o o-dgebrat ovat suljettuja numeroituvan monen
tavanomai sen joukko-opin operaation suhteen.

o Kaikki joukko-opin laskusaanndt, jotka voidaan johtaa
Boolen algebran aksioomista patevat myos o-
algebraille.

o o-algebrat muodostavat teoreettisen perustan mm. yleiselle
mittateorialle ja siten my0s todennakoi syysl askennalle.
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o-algebrat
o-algebran maaritelma 1/2

o Olkoon Sjoukko.

e OlkoonF jokin joukon Sosa oukkojen muodostama
joukkoper he.

o Jossisjoukko A on joukkoperheen F alkio, niin A on
joukon S osgjoukko:

AUOF = A0S
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o-algebrat
o-algebran maaritelma 2/2

o JoukkoperheF on g-algebra, jos
i) [ F
(i) AUOF= A"0OF

(iii) Ai,AZ,As,...DF:OADF

TKK (c) llkka Mellin (2005)
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o-algebrat
o-algebrat ja joukko-opin operaatiot 1/2

o OlkoonF joukossa S méaéritelty o-algebra.
e Olkoot

AOF,F 123,...
o o-algebran aksioomien mukaan

00

A'OF,E 123... ja [ JAOF

=1
e Lisdks voidaan osoittaa, etta

00

(YA OF

=1
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o-algebrat
o-algebrat ja joukko-opin operaatiot 2/2

o-algebra on suljettu numeroituvan monen tavanomaisen
joukko-opin operaation suhteen.

Téallatarkoitetaan slita, ettda numeroituva maara tavan-
omaisiajoukko-opin operaatioitael vie g-algebran ulko-
puolelle:

Jos og-algebran F joukkoihin sovelletaan korkeintaan

numer oituva maara tavanomaisia joukko-opin operaatioita
komplementti, yhdiste, letkkaus ja erotus, niin tuloksena
saatavat joukot kuuluvat edelleen o-algebraan F .
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o-algebrat
o-algebrat vs Boolen algebrat

» Josjoukon Sosaoukkojen perhe F toteuttaa o-algebran
aksioomat, niin se toteuttaa myds Boolen algebran
aksioomat.

« Siten jokainen Boolen algebran aksioomista johdettu
joukko-opin saanto patee myos o-algebroille, mutta e
k&antaen.
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