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Satunnaismuuttujien muunnokset ja
niiden jakaumat

>> Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat

TKK (c) likka Mellin (2006)



Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Lineaarimuunnoksen jakauma

« Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio
on

fx(X)
e Muodostetaan satunnaismuuttujan X lineaarimuunnos
Y=a+bX
jossaajab? Oovat vakioita.
o Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio on
1 , a&y-a o

Y(y)_lbl xg b &
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Lineaarimuunnoksen jakauma:
Kommentti

e Satunnaismuuttujan X lineaarimuunnoksen
Y=a+bX(ajab?! 0vakioita)

jakauma on siis aina samaa tyyppia kuin satunnais-
muuttujan X jakauma.

TKK (c) likka Mellin (2006)



Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Lineaarimuunnoksen jakauma:

Todistus 1/4

e Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f,(x).
e Olkoon
Y=a+bX
jossaajab?! 0 ovat vakioita.

* Muodostetaan ensin satunnaismuuttujan Y kertyméafunktio, josta
satunnalsmuuttujan Y tiheysfunktio saadaan derivoimalla.

e Jaetaan tarkastelu kahteen osaan:
(i) b>0
(ii) b<O

TKK (c) likka Mellin (2006)



Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Lineaarimuunnoksen jakauma:

Todistus 2/4

» Josb >0, satunnaismuuttujan Y = a + bX kertymafunktio on
F(y)=Pr(Y £y)=Pr(a+bX £y)

& b ¢
_p &Y-ad
—fF 2 =7
xg b
o Derivoimalla satunnaismuuttujan Y tiheysfunktioks saadaan
d d_ ay- ao
i (y)=—R(y)=
Y dy xg b E
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Lineaarimuunnoksen jakauma:

Todistus 3/4

» Josb <0, satunnaismuuttujan Y = a + bX kertymafunktio on
F(y)=Pr(Y£Ey)=Pr(a+bX £y)

=pr&s Y29

& b g

=1- &g Y20
g b ¢

1. |:Xgaey ao
e Derivoimalla satunnaismuuttujan Y ti heysfunktioksi saadaan
d d _ ay- ao
(y)=—F (y)—-—F
dy “& b g
_ 1f ay- ao

b *& b 5
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Lineaarimuunnoksen jakauma:

Todistus 4/4

o Kalvoilla2/4ja3/4 johdetut kaavat satunnaismuuttujan Y tiheys-
funktiolle f(y) voidaan yhdistéa yhdeks kaavaks:

Satunnaismuuttujan Y = a + bX tiheysfunktio on kaikilleb * O:

1 , &y-ad
f(y)=—f, o222
bl Y8 b g
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

valilla (0,1) jatkuvaa tasaista jakaumaa noudattavan
satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen jakauma

o Oletetaan, ettd satunnai smuuttuja X noudattaa jatkuvaa tasaista
jakaumaa (ks. lukua Jatkuvia jakaumia) valilla(0,1):

X~ Uniform(0,1)
e Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on
f . (X)=1,0EX£1
o Olkoon
Y =a+ bX (ajab> 0 vakioita)
e Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktioksi saadaan

f, (y) :%,aE yEa+b

e Siten Y noudattaa jatkuvaa tasaista jakaumaa vdlilla (a, a + b):
Y ~ Uniform(a, a + b)
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Standardoitua normaalijakaumaa noudattavan

satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen jakauma

Oletetaan, etta satunnaismuuttuja X noudattaa standardoitua
normaalijakaumaa (ks. lukua Jatkuvia jakaumia):

X~N(0, 1)
Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on
1 1 1,0
f (X)) =——expj- =X
§ V2p P2 %
Olkoon
Y=a+bX(ajab?! 0vakioita)
Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktioks saadaan
1 i lay-apf
fy (y) = eXPj- —¢c——= ¥
b2 p 28 b 5y
Siten Y noudattaa nor maalijakaumaa parametrein ajab?:
Y ~N(a, b?)

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Normaalijakaumaa noudattavan

satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen jakauma

Oletetaan, etta satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa
parametrein U ja s ? (ks. lukua Jatkuvia jakaumia):

X~N(Y, s 9
Satunnai smuuttuj an X tiheysfunktio on
] laex- mozﬂ
f (X) = expi - =
s\/ i 2& s o},
Olkoon

Y=a+bX(ajab?! 0vakioita)
Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktioks saadaan
1 I lay- a- bmo 1J
fy(y) = expi
T blsv2p 5 2& bs g p
Siten Y noudattaa nor maalij akau maa parametrein a + by jab?s 2
Y ~N(a+ by, b%s ?)

TKK
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Monotonisten muunnosten jakaumat

« Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio
on

fx(X)
* Muodostetaan satunnalsmuuttujan X muunnos
Y = h(X)
jossa funktio h on aidosti monotoninen ja jatkuvasti
derivoituva.
o Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio on

f,(y)= £, (h (y»|d“ )
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Monotonisten muunnosten jakaumat:

Todistus 1/5

e Olkoon jatkuva satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f,(x).
o Olkoon
Y = h(X)
jossa h on aidosti monotoninen ja jatkuvasti derivoituva funktio.
o Tdldin satunnaismuuttujan Y kertymafunktio on
R (y) =Pr(Y £y) =Pr(h(X) £ y)
o Jaetaan tarkastelu kahteen osaan:
(i) Funktio h on aidosti kasvava.
(i) Funktio h on aidosti vaheneva.
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Monotonisten muunnosten jakaumat:
Todistus 2/5

e Oletetaan engin, etta funktio h on aidosti kasvava.

« Koskafunktio h oletettiin aidosti kasvavaksl, silla on kaantel sfunktio
h 1, joka myos on aidosti kasvava.

e Siten satunnaismuuttujan Y kertymafunktio on
R (y) =Pr(Y £y)=Pr(h(X) £y)
=Pr(h™(h(X)) £ (y))
=Pr(X £h*(y))

=F (™ (y)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Monotonisten muunnosten jakaumat:

Todistus 3/5

o Derivoimalla satunnaismuuttujan Y kertyméfunktion lauseke saadaan
satunnaismuuttujan Y tiheysfunktioksi

f,(y) :dinY(y) :dinx(h'l(y))

GO

 Koskafunktion h kdanteisfunktio h-1 oletettiin aidosti kasvavaksi, niin
-1
dh*(y) .

 Voimmesiskirjoittaa:

f,(y)= f, (h (y))‘dh )
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Monotonisten muunnosten jakaumat:

Todistus 4/5

Jos funktio h on aidosti vaheneva, myos sen kééntei sfunktio h-1 on
aidosti vahenev4, jolloin

-1
dh(y) _,

Taladin
F, (y) =Pr(Y £y) =Pr(h(X) £y)
=Pr(h™(h(X)) ® h™(y))
=Pr(X 2 h(y)
=1- Pr(X £h'(y))
=1- F, (W (y))

TKK
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Monotonisten muunnosten jakaumat:

Todistus 5/5

o Derivoimalla satunnaismuuttujan Y kertyméfunktion lauseke saadaan
satunnaismuuttujan Y ti heysfunkti oksi

f,(y) = dyF (y)——[1 F, (M ()]

= (TG

 Koskafunktion h kdanteisfunktio h-1 oletettiin aidosti vahenevaks,
niin
-1
dh*(y)

* Voimme slis tassakin tapauksessa kirjoittaa:

f,(y)= f, (h (y))‘dh )

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Lineaarimuunnos monotonisena muunnoksena

« Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio
on

fx(X)
e Muodostetaan satunnaismuuttujan X lineaarimuunnos
Y=a+bX
jossaajab? Oovat vakioita.
o Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio on
1 , a&y-a o

Y(y)_lbl xg b &

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Lineaarimuunnos monotonisena muunnoksena:

Todistus

e Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f,(x).

o Olkoon
Y=a+bX(ajab?! 0vakioita)

o Taldin
y=h(x)=a+bx,b1 0
x=ht(y)=22

(y) .
dh(x):b
dx
joten

dh (y)‘ ay- a
Ib] %

fy (y) = fy (h_l(Y))‘ 87%
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

Cauchyn jakauma

Oletetaan, etta satunnaismuuttuja X noudattaa jatkuvaa
tasaista jakaumaa (ks. lukua Jatkuvia jakaumia) Valilla

(- pl2, +pl2):
X~ Uniform(- p/2, +p/2)
Muodostetaan satunnai smuuttujan X muunnos
Y =tan(X)
Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio on
1 1

Satunnaismuuttujan Y jakaumaa kutsutaan Cauchyn
jakaumaksi.

TKK
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

Cauchyn jakauma:
Tiheysfunktion johto 1/2

Oletetaan, etta satunnaismuuttuja X noudattaa jatkuvaa tasaista
jakaumaa vdlilla (- p/2, +p/2), jolloin sen tiheysfunktio on

f\(X)=VUp,-pl2EXE +p/2
Olkoon
Y = h(X) = tan(X)
Muunnos
y = h(x) = tan(x)
on aidosti kasvava ja sen kdantelsmuunnoksen
x = h}(y) = arctan(y)
derivaatta on
dhi*(y) darctan(y) 1
dy  dy  1+y?

TKK

(c) likka Mellin (2006)

21



Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

Cauchyn jakauma:
Tiheysfunktion johto 2/2

Siten satunnaismuuttujan Y = tan(X) tiheysfunktioksi saadaan

_ dhi‘(y)] 1 1
f =f (ht =
v(Y) = 1 ( (Y))‘ dy P W
Satunnaismuuttujan Y jakaumaa kutsutaan Cauchyn jakaumaksi.

TKK
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

Cauchyn jakauma ja
Studentin t-jakauma

Voidaan osoittaa, etta Cauchyn jakauma on sama kuin
Studentin t-jakauma yhdella vapausasted|la (ks. lukua

Normaalijakaumastajohdettujajakaumia) eIi, jOS
X ~Uniform(- p/2, +p/2)

ja
Y = tan(X)

niin
Y ~ (1)

Huomautus:

Cauchyn jakaumalla el ole momentteja eli silla el ole edes
odotusarvoa.

TKK
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Ei-monotonisten muunnosten jakaumat

 Jos satunnaismuuttujaan sovelletaan ei-monotonista
muunnosta, el ole mahdollista |6ytaa yleistd muunnoksen
jakaumaa ja sen tiheysfunktiota koskevaa tul osta.

 Ei-monotonisten muunnosten tapauksessa joudutaan
tarkastel u tekemaan tapauskohtai sesti.

e Seuraavassatarkastellaan esimerkkina ¢2(1)-jakauman
(kS. lukua Normaalijakaumastajohdettujajakaumia) ti heysfunktion
johtoa.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 24



Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

c?(1)-jakauma

» Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa
standar doitua normaalijakaumaa:

X ~N(0, 1)
o Maéritelldan satunnaismuuttuja
Y =X
e Satunnaismuuttuja Y noudattaa c?-jakauman mééritel man
mukaan ¢?-jakaumaa yhdella vapausasted|a:
Y ~c?(1)
o Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio on
BEREE-
fy (¥) N e
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
c?(1)-jakauma:
Tiheysfunktion johto 1/2

Oletetaan, etta satunnaismuuttuja X noudattaa standardoitua
normaalijakaumaa:

X~N(0, 1)
Taloin

Y =X~ c¥(1)
Olkoon F () standardoidun normaalijakauman N(O, 1) kertymafunktio.
Satunnaismuuttujan Y = X? kertyméafunktio on

F (y) =Pr(Y £y)=Pr(X* £ )

=Pr(| X |£.[y)
=Pr(- [y £ X £+y)
=F(Jy)- F(-\y)
=2F (\Jy)- 1

TKK
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Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
c?(1)-jakauma:
Tiheysfunktion johto 2/2

« Standardoidun normaalijakauman N(O, 1) tiheysfunktio on

J1le
F((X) :iF(X) :i 2
dx

J2p

jossa F () on standardoidun normaalijakauman N(O, 1) kertymafunktio.
e Siten satunnaismuuttujan Y = X2 ~ ¢?(1) tiheysfunktioksi saadaan

f, (y) =—§y F (Y) :_ci/ eéZF Yy)- 18
1
=Fq/y)x—
€/y) 5

1oy
262

1
=—=—y
V2p
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Satunnaismuuttujien muunnokset ja
niiden jakaumat

Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

>> Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

Bijektiivisten muunnosten jakaumat 1/3

Olkoot X jaY jatkuvia satunnaismuuttuja, joiden
yhtel g akauman tiheysfunktio on

fyr(X, Y)

Maaritell&an satunnai smuuttujat
U=9(XY)
V=h(X,Y)

Tehdadn muunnoksesta

) ],u =9(Xx,y)
Tv=h(xy)
seuraavalla kalvolla esitettavét ol etuk set.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Bijektiivisten muunnosten jakaumat 2/3

e Oletukset muunnoksesta (*):
(1) Muuttujat x jay voidaan ratkaista yhtal orynmasta (*)
yksikasitteisesti muuttujien u jav funktioina.

(i) Funktioillagjah on jatkuvat osittaisderivaatat
muuttujien x jay suhteen.

(i11) Muunnoksen (*) Jacobin determinantti on nollasta
poikkeava alueell g, jossa tiheysfunktio f,.(X, y) on

positiivinen:
Tuyv) _fu fv_fu fiv, 0
Txy) ™ Ty Ty x
kaikillex jay, joille fu(X, y) > 0.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 30



Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Bijektiivisten muunnosten jakaumat 3/3

o Josoletukset (i)-(il) patevat, satunnaismuuttujien U jaV
yhteisjakauman tiheysfunktio on
-1
T(u,v)

T(x,y)
jossa x jay ratkaistaan kalvon 1/3 yhtél oryhmasta (*).

fov (U,V) = T, (X, Y)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 31



Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Normaalijakauman generointi

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta 1/2

o Oletetaan, etta satunnaismuuttujat X ja’Y ovat
riippumattomia ja noudattavat jatkuvaa tasaista jakaumaa
(ks. lukua Jatkuvia jakaumia) valilla (0, 1):

X~ Uniform(0, 1)
Y ~ Uniform(0, 1)
XNY

o Maaritelladn satunnaismuuttujat
U = cos(2p X)+/- 2log(Y)
V =sin(2p X)4/- 2log(Y)
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Normaalijakauman generointi

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta 2/2

o Satunnaismuuttujat U jaV ovat riippumattomia ja
noudattavat standar doitua nor maalijakaumaa (ks. lukua

Jatkuvia jakaumia)Z

U~N(O, 1)
V ~ N(0, 1)
UAr vV

TKK (c) llkka Mellin (2006) 33



Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Normaalijakauman generointi

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta: Todistus 1/5

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat X ja’Y ovat riippumattomia ja
noudattavat jatkuvaa tasaista jakaumaa valilla (0, 1):

X~ Uniform(0, 1)
Y ~ Uniform(0, 1)
XAY
Olkoot
U = cos(2p X)4/- 2log(Y)
V =sin(2p X)4/- 2log(Y)

Tarkastellaan yhtal6oryhmaa

i[u = cos(2p X)+/- 2log(y)
iV =sin(2px)4/- 2log(y)

TKK
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumia
Normaalijakauman generointi

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta: Todistus 2/5

e Yhtadoryhman
i[u = 00s(20X)/- 2log(y)
iV =8n(20x)y/- 2log(y)

ratkaisut muuttujien x jay suhteen saadaan yhtaloista

1 C0S(2PX) =——

| u '|'V2

TKK (c) likka Mellin (2006)

35



Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumia
Normaalijakauman generointi

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta: Todistus 3/5

* Muunnoksen (*) Jacobin determinantti on

ﬂ(U,V) — ﬂu xﬂ_V_ Exﬂ_v
T(0xy) ™ Ty Ty T

- U
= & 2psin(2pX)y- 210g(y) ipe——n2X)
@y\/ 2|09(Y)g
- CoS(2p X U
- €2p cos(2px)y/- 2log(y) >% 2p¥) ¢
sy4-2l0g(y) g
_2p
y
« Koskay >0, niin

M(uv) ,
(% y)
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumia
Normaalijakauman generointi

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta: Todistus 4/5

e Satunnaismuuttujien X ja'Y yhtelgakauman tiheysfunktio on
f (X y)=1,0<x<1,0<y<l1
e Siten satunnaismuuttujien U ja V yhtelgakauman tiheysfunktio on

MUV Z Y gex<1,0<y<1
T(x,y)

2p
o Sijoittamallatdhan x jay lausuttuna muuttujien u ja v funktiona
saadaan

fov (U,V) = T, (X Y)‘

_ 1 1 1,5, 50
f.(Uuv)=—expi- —(U°+v
UV( ) 2'0 p% 2( )%

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumia
Normaalijakauman generointi

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta: Todistus 5/5

Nyt
_1 11 5 o0

**) f (U,v)=—expi- —(u“+v

(**) fuv (U,v) 2 p% 2( )%
_ 1 1 1,0 1 1 1,0
= ——eXpPi{- —U Y X——€eXpi- =V

20 V2 b 2y

= f, (U) f, (V)

jossaf(u) jaf,(v) ovat standardoidun normaalijakauman N(O, 1)
tiheysfunktioita.

Koska satunnaismuuttujien U ja V yhtelg akauman tiheysfunktio
voldaan eslttda satunnaismuuttujien U jaV reung akaumien tiheys-
funktioiden tulona, satunnaismuuttujat U jaV ovat riippumattomia.
Y htdlosta (**) nahdaan lisdks se, etta satunnaismuuttujat U jaVv
noudattavat standardoitua normaalijakaumaa N(O, 1).

TKK
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Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumia
Normaalijakauman generointi

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta: Kommentteja

e Muunnosta

|u cos(2p X)/- 2log(y)
TV sin(2px)+/- 2log(y)

kutsutaan tavallisesti Boxin ja M dllerin muunnokseks.

e BoxinjaMdullerin muunnos tarjoaa eréaan keinon
generoida normaalijakautuneita satunnaisliukuja tasaista
jakaumaa valilla (0, 1) noudattavista satunnaisluvuista.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 39



Satunnaismuuttujien muunnokset ja
niiden jakaumat

Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
>> Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Satunnaismuuttujien riippumattomuus

Olkoot X jaY riippumattomia ja jatkuvia satunnais-
muuttujia.

Taloin niiden yhtel g akauman tiheysfunktio

Fxv(%: Y)
voldaan esittda satunnaismuuttujien X ja'Y reunajakaumien

tiheysfunktioiden f,(x) jaf(y) tulona
fr(X ¥) = S (X))

TKK
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Rilppumattomien satunnaismuuttujien

summan jakauma

o Olkoot XjaY riippumattomia jajatkuvia satunnais-
muuttujia, joiden tiheysfunktiot ovat f,(x) jafy).

e Muodostetaan satunnaismuuttujien X ja’Y summa

U=X+Y
e Satunnaismuuttujan U tiheysfunktio on
+¥

f,(u) = O, (U- ) f, (dx

TKK (c) llkka Mellin (2006) 42



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Rilppumattomien satunnaismuuttujien

summan jakauma: Todistus 1/3

o Olkoot XjaY riippumattomia jajatkuvia satunnaismuuttujia, joiden
tiheysfunktiot ovat f,(X) jaf(y).

« Koska satunnaismuuttujat X ja'Y ovat riippumattomia,
FidX, Y) = f(Y)(X)
e Olkoot
U=X+Y
V=X
o Satunnaismuuttujien X ja'Y summan jakauma saadaan maaraamalla

satunnai smuuttujan U reunajakauma satunnaismuuttujien U jaVv
yhteigakaumasta.
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Rilppumattomien satunnaismuuttujien

summan jakauma: Todistus 2/3

e Tarkastellaan muunnosta

o JU=EX+y
*) i
TV=X
* Muunnoksen (*) kaanteismuunnos:
[y=u-v
|
TX=V

 Muunnoksen (*) Jacobin determinantti:
M(u,v) _ Tu X‘H_V Exﬂ_\’
TMxy) I Ty Ty I
=1x0- 14
=-110

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Rilppumattomien satunnaismuuttujien

summan jakauma: Todistus 3/3

e Siten satunnaismuuttujien U = X + Y jaV = X yhteisjakauman
tiheysfunktio on

fov (U, V) = 1, (X, Y)‘

=) (M- 1|
= 1:x (V) fY (u - V)
« Summan U = X + Y tiheysfunktio saadaan tasta satunnaismuuttujan U

reunajakauman tiheysfunktiona:
+¥ +¥

f(uv)|"

f, () = ofyy (UV)dv= f, (V) f, (u- v)dv

+¥

= Ofx (¥ f, (u- x)dx
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma

c?-jakauma 1/3

o Tarkastellaan riippumattomien satunnaismuuttujien
summan jakaumaa koskevan ylei sen tuloksen sovelluksena
Cz-j akauman (kS. lukua Normaalijakaumastajohdettujajakaumia)
tiheysfunktion lausekkeen johtoa.
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma

c?-jakauma 2/3

o Oletetaan, etta satunnalsmuuttujat
X X, oy X

ovat riippumattomia ja noudattavat standardoitua
normaalijakaumaa:

Xy Xy oo, XA
X ~N(0,1),i=12...,n
o Maéritelldan satunnaismuuttuja
Y = X2+ X2+ +X?
 Satunnaismuuttuja Y, noudattaa c?-jakauman maéritelman
mukaan c¢?-jakaumaa n:lla vapausasteella:
Yo~ Cz(n)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 47



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma

c?-jakauma 3/3

e Satunnaismuuttujan
Y c?(n

n

tiheysfunktio on

ln_l - ly

f,(y)=Cy? e?
» Normeerausvakio C, saadaan kaavasta
1
C =

n

1 .
22" &0
| &2 |
jossa (§(-) on Eulerin gammafunktio:
¥

G(2) = ¢§“ e dt

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
c?-jakauma:
Tiheysfunktion johto 1/10

» Oletetaan, ettd satunnai smuuttujat

Xy Xy oo ) X,
ovat riippumattomia ja noudattavat standardoitua normaalijakaumaa:
Xy Xgy oo g XA
X ~N(0,1),i=1,2,...,n
o Taldin

Y =X +XZ+L+ X2 c?(n)

« Kaytetdan satunnaismuuttujan Y, tiheysfunktion lausekkeen

En_l - Ey

f,(y)=Cy? e?
perustel emiseen taydel lista induktiota ja yleisté tul osta
rilppumattomien satunnai smuuttujien summan jakaumalle.
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
c?-jakauma:
Tiheysfunktion johto 2/10

e QOlkoonn=1.

o Tassaluvussaon jo todettu (ks. kappaletta Satunnaismuuttujien
muunnosten jakaumat), etta

Y, =X (1)
ja satunnai smuuttujan Y; tiheysfunktio on

satunnai smuuttujan
Y =X +XZ+L+ X2 c?(n)
tiheysfunktion lauseke pétee, kun n = 1.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
c?-jakauma:
Tiheysfunktion johto 3/10

« Tarkastellaan seuraavaksi erikseen tapaustan = 2.

« Koska satunnaismuuttujat X, ja X, on oletettu riippumattomiksi, myos
satunnaismuuttujat X,” jaX? ovat riippumattomia.

e Siten voimme soveltaa satunnai smuuttujaan
Y,=X>+X. ¢c*(2)

riippumattomien satunnai smuuttujien summan tiheysfunktion kaavaa:
+¥ 1 1 1 1

¥
L) = Of(Y- 2(2dz =Cefy- 2) e 2 "7 % ?'dz
-Y 0

1 1 1

¥
=Cf 2 fy- 2) 2z 2dz
0

jossa Cdon muuttujan y suhteen vakio.
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
c?-jakauma:
Tiheysfunktion johto 4/10

 Tapausn=2jatkuu ...
o Sjoituksellaz = yt integraali

1 ¥ 1 1

fL()=C ? §y- 2) ?z 2dz
0

saadaan muokatuks muotoon
1

f,(y)=Cfe 2 y- yt) 2(yt) 2y

1 ¥ 1 1

=Cfe 2 §1- t) 2t 2dt
0

1
— 2
¥ 1 1

jossa C, = Cfgy1- t) 2t 2dt on muuttujan y suhteen vakio.
0

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
c?-jakauma:
Tiheysfunktion johto 5/10

 Tapausn=2jatkuu ...
e Siten satunnaismuuttujan
Y =X +XZ+L+ X2 c?(n)
tiheysfunktion lauseke

11 .1,
f,(y)=Cy? e?
patee, kunn = 2
1
f,(y)=C,e 2

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
c?-jakauma:
Tiheysfunktion johto 6/10

 Yleneninduktio-askel n- 1® n.
e Induktio-oletus.
Satunnal smuuttujan
Yo = X0+ X +L+ X0, c’(n-])
tiheysfunktio on

1 1
Z(n-1)-1 -=
2( ) y

fri(y)=C..y e ?

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
c?-jakauma:
Tiheysfunktion johto 7/10

e Induktio-askel n- 1® njatkuu ...

« Koska satunnaismuuttujat X, , X, , ..., X, on oletettu
riippumattomiksi, myos satunnaismuuttujat Y., = X7 + XZ +L+ X,
jaX? ovat riippumattomia.

e Siten voimme soveltaa satunnai smuuttujaan

Yo=Yt X =X X LA X X e*(n)
riippumattomien satunnai smuuttujien summan ti heysfunktion kaavaa:

i 2D S -2

f(y)= Of (y- 2)f_,(2)dz= C¢dy z7) 2e Y & e 2dz

3

2dz

l ¥

—Cde 2’ dy 7)

jossa C¢on muuttujan y suhteen vakio.

1 1
= =n-
2 2

TKK (c) likka Mellin (2006)

55



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
c?-jakauma:
Tiheysfunktion johto 8/10

e Induktio-askel n- 1® njatkuu ...
 Sjoituksellaz= ytlntegraall

113

f (y)= C(lé2 dy 2) 272" 2¢z

Saadaan muokatuks muotoon
1 1 3

f.(y) = quz dy y) 2(y1)? 2y

1_ 1 1 3

OfL- 1) 2t 2t
0

l
2”

En 1 -—y

=Cy? e?

¥ 1 1 3

jossa C, =Cgcyl- t) 2¢2" 2gt on muuttujan y suhteen vakio.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
c?-jakauma:
Tiheysfunktion johto 9/10

e Induktiopééttely jatkuu ...
* Yhdistdmalla kalvojen 2/10-8/10 tulokset ndhd&an, etta satunnais-
muuttujan
Y =X +XZ+L+ X2 c?(n)

tiheysfunktion lauseke

En_l - Ey

f,(y)=Cy? e?
patee kaikillen=1,2, 3, ...

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
c?-jakauma:
Tiheysfunktion johto 10/10

« Maarataan viela normeerausvakio C, .

« Todetaan ensin, etta tiheysfunktio f toteuttaa seuraavan ehdon:
1 1 1

¥ ¥
OfL.(Ndy=C,¢y? e ?dy=1
0 0

o Sijoituksellay = 2t tamaintegraali saadaan muokatukst muotoon
1 ¥ 1

22"C 2" etdt =1

e Siten normeerausvakion C_ arvoks saadaan

C,=— 1
_n a’]_ O
jossa{) on¥EuI erl n gammafunktio:

G(2) = ¢y e dt
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Momenttiemafunktio

e Olkoon X satunnaismuuttuja.
o Oletetaan, etta odotusarvo
my(t) = E(e%)
on olemassakaikille
tT (- h, +h)
jossa h > 0 on vakio.

 Tdlldin funktiota my(t) kutsutaan satunnaismuuttujan X ja
sen jakauman momenttiemafunktioks ei momentit
generoivaks funktioks.

o Lisétietoja ks. lukuamomenttiemafunktio ja karakteristinen funktio.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 59



Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan

momenttiemafunktio

e Olkoot
Xy Xoy oee y X,

riippumattomia satunnai smuuttujia, joiden momentti-
emafunktiot ovat

my(t), my(0), ... , my(t)
o Tdl6in summan
X=X+ X+ =+ X
momenttiemafunktio on satunnaismuuttujien
X1, Xy ..., X momenttiemafunktioiden tulo:

my(t) = my(t)my(t) - m(t)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Bernoulli-jakaumaa noudattavien satunnais-

muuttujien summan jakauma

Olkoot
Xy Xoy oee y X,

riippumattomia satunnai smuuttujia, jotka noudattavat
samaa Bernoulli-jakaumaa parametrilla p:

Xiy KXoy veny XN
Xi ~Bernoulli(p) ,1=1,2, ... ,n
Tdalloin satunnaismuuttyjien X, X,, ... , X, summa

Y=X + X, + -+ X
noudattaa binomijakaumaa (ks. lukua piskreetteja jakaumia)
parametrein (n, p):

Y ~Bin(n, p)

TKK
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Bernoulli-jakaumaa noudattavien satunnais-

muuttujien summan jakauma: Perustelu 1/2

e Oletetaan, etta

Xy Xoy oy XN
Xi ~Bernoulli(p) ,1=1,2,...,n
e Tdloin satunnaismuuttujien X, X,, ... , X, momenttiemafunktio on
muotoa

m@t)=q+pe,i=1,2,K,n
o Lisdtietoja: ks. lukua Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio.
e Muodostetaan satunnai smuuttujien X, X,, ... , X, summa:

Y=X +X,+ -+ X

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Bernoulli-jakaumaa noudattavien satunnais-

muuttujien summan jakauma: Perustelu 2/2

e Riippumattomien satunnaismuuttujien summan momenttiemafunktiota
koskevan tuloksen mukaan satunnaismuuttujan

Y=X +X,+ -+ X
momenttiemafunktio on
m, (t) = m (t)m, (t) L_m,(t)
=(q+ pe')(a+ pe)L(q+ pe)
=(q+ pe)"
e Koskam(t) on binomijakauman Bin(n, p) momenttiemafunktio, niin
Y=X +X,+ -+ X ~Bin(n, p)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Binomijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien

summan jakauma

Olkoot
Xy Xoy eeny X
riippumattomia satunnai smuuttujia, jotka noudattavat
binomijakaumia parametrein (n, , p), (N, , p), ... , (N, P):
Xy Xoy veny X A
Xi~Bin(n,p),i1=1,2,...,k
Tdalloin satunnaismuuttyjien X, X,, ... , X, summa

Y=X + X, + -+ X,
noudattaa binomijakaumaa (ks. lukua piskreetteja jakaumia)
parametrein (n, + n, + -+ n., p):

Y~Bin(n, +n,+ -+ n., p)

TKK
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Binomijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien

summan jakauma: Perustelu 1/2

e Oletetaan, etta
Xy Xoy ooy X N
Xi~Bin(n,p),1=1,2, ...,k
e Tdloin satunnaismuuttujien X, X,, ... , X, momenttiemafunktiot ovat
muotoa

m() =(q+ pe)* ,i=L2K,k
o Lisdtietoja: ks. lukua Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio.
e Muodostetaan satunnai smuuttujien X, X,, ... , X, summa:

Y=X +X,+ -+ X,
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Binomijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien

summan jakauma: Perustelu 2/2

e Riippumattomien satunnaismuuttujien summan momenttiemafunktiota
koskevan tuloksen mukaan satunnaismuuttujan

Y=X +X,+ -+ X,
momenttieméafunktio on
m, (t) = m,(t)m, (t) L m,(t)
=(q+ pe')™(q+ pe')™=L(q+ pe)™
— (q + pet)nl+n2+L+nk
e Koskam(t) on binomijakauman Bin(n, + n, + --- + n,, p) momentti-
eméafunktio, niin

Y=X, + X, + -+ X ~Bin(n,+n, + -+ n_, p)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma

Poisson-jakaumaa noudattavien
satunnaismuuttujien summan jakauma

Olkoot
Xy Xoy eeny X
riippumattomia satunnai smuuttujia, jotka noudattavat
Poisson-jakaumia parametrein / ; , /,, ... , [ :
Xy Xoy ven y X N
Xi~Poisson(/;) ,1=1,2, ...,k
Tdaloin satunnaismuuttyjien X, X,, ... , X, summa

Y=X, + X, + -+ X,
noudattaa Poisson-jakaumaa (ks. lukua piskreetteja
jakaumia) parametrilla/ +/,+ -+ 1/ :
Y~Poisson(/ ;+/,+ -+ 1))

TKK
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Poisson-jakaumaa noudattavien satunnais-

muuttujien summan jakauma: Perustelu 1/2

e Oletetaan, etta

Xy Xoy ooy X N
Xi~Poisson(/,),1=1,2,... ,k
e Tdloin satunnaismuuttujien X, X,, ... , X, momenttiemafunktiot ovat
muotoa

m(t)=¢e"“",i=12Kk
o Lisdtietoja: ks. lukua Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio.

e Muodostetaan satunnai smuuttujien X, X,, ... , X, summa:
Y=X +X,+ -+ X,
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Poisson-jakaumaa noudattavien satunnais-

muuttujien summan jakauma: Perustelu 2/2

e Riippumattomien satunnaismuuttujien summan momenttiemafunktiota
koskevan tuloksen mukaan satunnaismuuttujan

Y=X + X+ -+ X,
momenttiemafunktio on
m, (t) = m,(t)m, (t) L m(t)
— ell(et-l)elz(et-l) Le/k(et-l)
— e(/1+/2+|_+/1)(et-1)

e Koskamyt) on Poisson-jakauman Poisson(/, +/,+ -+ /)
momenttiemafunktio, niin

Y=X + X, + -+ X ~Poisson(/,+/,+ -+ 1))
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Normaalijakaumaa noudattavien

satunnaismuuttujien summan jakauma

Olkoot
Xiy Xoy ey Xy

riippumattomia satunnai smuuttujia, jotka noudattavat
normaalijakaumia parametrein (m,s/),(m,s>),K,(m,s?):

Xiy Xoy eve y X N
X, N(ms?,i=12 ..,k
Tdalloin satunnaismuuttyjien X, X,, ... , X, summa

Y=X + X, + -+ X,
noudattaa normaalijakaumaa (ks. lukua Jatkuvia jakaumia)
parametrein (m+m+L_+m ,s’+s2+L+s?):

Y N(m+m+L+m, si+s;+L+s))

TKK
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Normaalijakaumaa noudattavien satunnais-

muuttujien summan jakauma: Perustelu 1/2

e Oletetaan, etta

Xy Xo oy XN
X N(ms?,i=12, ..,k
e Tdloin satunnaismuuttujien X, X,, ... , X, momenttiemafunktiot ovat
muotoa

m(t) =exp(mt +1st?),i =1, 2,K,k
o Lisdtietoja: ks. lukua Momenttiemafunktio ja karakteristinen funktio.
e Muodostetaan satunnai smuuttujien X, X,, ... , X, summa:

Y=X +X,+ -+ X,
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Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma
Normaalijakaumaa noudattavien satunnais-

muuttujien summan jakauma: Perustelu 2/2

e Riippumattomien satunnaismuuttujien summan momenttiemafunktiota
koskevan tuloksen mukaan satunnaismuuttujan

Y=X, + X, + -+ X,
momenttiemafunktio on
m, (t) = m,(t)m, (t) Lm,(t)
=exp(nt +1st?)exp(mt +1s2t?) Lexp(mt +1s t?)
=exp((m+m+L+m)t+i(s;+s; +L+s)t%)
e Koskam(t) on normaalijakauman
N(m+m+L+m,s2+s2+L +s}) momenttiemafunktio, niin
Y=X + X, +L+ X, Nm+m+L+m,s +s;+L+5\)
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Satunnaismuuttujien muunnokset ja
niiden jakaumat

Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma

>> Riippumattomien satunnaismuuttujien osaméaaran jakauma
Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Satunnaismuuttujien riippumattomuus

o Olkoot XjaY riippumattomia jajatkuvia satunnais-
muuttujia.

o Tdlo6in niiden yhteigakauman tiheysfunktio

Fxv(%: Y)
voldaan esittda satunnaismuuttujien X ja'Y reunajakaumien

tiheysfunktioiden f,(x) jaf(y) tulona
fr(X ¥) = S (X))
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Rilppumattomien satunnaismuuttujien

osamaaran jakauma

e Olkoot XjaY > 0Oriippumattomia jajatkuvia satunnais-
muuttujia, joiden tiheysfunktiot ovat f,(x) jafy).

o Maéritelldan satunnaismuuttuja

U=X/Y
« Osaméaéaran U =X/ Ytiheysfunktio on
+¥

fu (U) = QYix (uy) T, (y)dy

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Rilppumattomien satunnaismuuttujien

osamaaran jakauma: Todistus 1/3

o Olkoot XjaY > 0 riippumattomia ja jatkuvia satunnaismuuttujia,
joiden tiheysfunktiot ovat f,(X) jaf.(y).

« Koska satunnaismuuttujat X ja'Y ovat riippumattomia,
FerlX, ¥) = TUY)Tx(X)

e Olkoot
U=X/Y
V=Y

e Satunnaismuuttujien X ja 'Y osamaaran jakauma saadaan maaraamalla
satunnai smuuttujan U reunajakauma satunnaismuuttujien U jaVv
yhteigakaumasta.
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Rilppumattomien satunnaismuuttujien

osamaaran jakauma: Todistus 2/3

e Tarkastellaan muunnosta

ju=x/y
*) i _
V=Y
* Muunnoksen (*) kaanteismuunnos:
I X=Uuv
|
Ty=Vv

 Muunnoksen (*) Jacobin determinantti:
T(u,v) = u xﬂ_V_ Exﬂ—v
TMxy) ™ Ty Ty Tx
1 & X0
=—X- ~-—_-X
y & Y§

7]
=1yt 0

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
Rilppumattomien satunnaismuuttujien

osamaaran jakauma: Todistus 3/3

e Siten satunnaismuuttujien U = X/ YjaV =Y yhteigakauman
tiheysfunktio on

fov (U, V) = 1, (X, Y)‘

= () (V)Y
= Vi, () Ty (V)
 Osamaaran U = X/ Y tiheysfunktio saadaan tasta satunnai smuuttujan

U reunajakauman tiheysfunktiona:
+¥ +¥

fy (U) = ofuy (U V)dv= Qvf, (W) f, (v)dv

(v

+¥

= OYfx (uy) f, (y)dy
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

F-jakauma 1/4

o Tarkastellaan riippumattomien satunnais-
muuttujien osamaéran jakaumaa koskevan yleisen tuloksen
sovelluksena F-jakauman (ks. lukua Normaalijakaumasta

johdettuja jakaumia) tiheysfunktion lausekkeen johtoa.
o Oletetaan, etta satunnalsmuuttujat
X X ooy X Y, Yo o Y

ovat riippumattomia ja noudattavat standardoitua
normaalijakaumaa:

X, Xy e X Y Yy e, Y A
X ~N(0,1),i=12 ..,m
Y ~N(@0,1),i=12,...,n
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

F-jakauma 2/4

o Maaritellddn satunnaismuuttujat
X=X+ XZ+L+X2

Y=Y+Y,+L+Y’
e Satunnaismuuttujat X ja 'Y ovat riippumattomia ja c?-
jakauman maéritelman mukaan X noudattaa c?-jakaumaa
m:ll& vapausasteellaja Y noudattaa c?-jakaumaa n:lla

vapausastedl | a:

X c?(m)
Y c¢?(n)
X™MNY
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

F-jakauma 3/4

o Maéritellddn satunnaismuuttuja
X/Im_n X
F = = X
Y/In mY
jossa sis
X c¢?(m)
Y c?(n)
XNY
e Satunnaismuuttuja F noudattaa F-jakauman méaéritelman
mukaan F-jakaumaa vapausastein mjan:

F~F(m, n)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

F-jakauma 4/4

e Satunnaismuuttujan
F~F(m, n)
tiheysfunktio on

SN+ No _ -
529’;3&!165 Mg m ¢ 2
f = 2"+ Ty
- () N0 2 6% N & y & nyg';

52 &2

jossa (¥) on Eulerin gammafunktio:

G(2) = ¢ e dt
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

F-jakauma:
Tiheysfunktion johto 1/6

o Maéritelldan satunnaismuuttuja

F:ﬂxé
m Y
jossa
X c¢*(m),Y c?*(n), X~ Y
o Taldin
F ~F(m, n)
o Kaytetdan satunnaismuuttujan F tiheysfunktion lausekkeen
am+no
Ly B2 pame Timomogr
T sEmogmotng & 0’
£25 627

perustel emiseen yleista tulosta riippumattomien satunnai smuuttujien
osamaaran jakaumalle.
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
F-jakauma:
Tiheysfunktion johto 2/6

o Maéritelldan satunnaismuuttuja
z=2
Y

jossa
X c¢*(m),Y c?*(n), X~ Y
e c?(n)-jakauman tiheysfunktio on muotoa (ks. kappal etta
Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma):

Lng -1,
f,(y)=Cy? e?
Cn: 1 1 v
22" &0
D820

G(2) = §“ e 'dt

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
F-jakauma:
Tiheysfunktion johto 3/6

Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran tiheysfunktion

kaavan mukaan satunnaismuuttujan Z = X/Y tiheysfunktio on
+¥ ¥ 1 n

m 1
< N —1 -—zy —1 -—y
f,(2) = o¥ix () f, (Y)dy=C,C,oy(zy)*> e? y* e?*dy
-Y 0

n 1
-1 -—(1+z
S(1+2)y

¥ m
=C,C, V()2 y? ez dy

0
Kun integraalissa tend&an sijoitus (1 + y)z = t, saadaan

¥

t t 62 leet 67 -k 1
L@=CC o B0 BLY L g
0 +28 1+ zg 81+2g 1+z

+n ¥
m m+n 1+)-1-£t

=C,C,z2 (1+2) 2 g2 et
0

m—n
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
F-jakauma:
Tiheysfunktion johto 4/6

e Satunnaismuuttujan Z = X/Y tiheysfunktion lausekkeen

mq _mEn ¥ E(m+m)-1 -Et
f,(z2)=C,C,z2 (1+2) * g° e 2dt
0
Integraalin
¥ 1

1
—(m+m)-1 - —t
o (m+m)

e 2 dt

d

0

Integroitava on ¢*(m + n)-jakauman tiheysfunktion ydin.

e Siten
¥ 1 1

Z(m+m)-1 - =t 1

g et =

0 C

m+n

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
F-jakauma:
Tiheysfunktion johto 5/6

Sijoittamallavakioiden C_., C_jaC_ . , lausekkeet paikoilleen saadaan

satunnaismuuttujan Z = X/Y tiheysfunktioks

GEM+né
CC m _m+n 8 2 B m _m+n

f z——z2 1+2) 2 = z2 (1+2) 2

2 (2) c (1+2) 6 (1+2)
82 82z

Satunnal smuuttujan
F—ﬂx5 F(m,n)
m Y

saadaan satunnaismuuttujan Z = X/Y tiheysfunktiosta lineaari-
muunnoksella

F=7
M

TKK
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

F-jakauma:
Tiheysfunktion johto 6/6

« Soveltamalla satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen tiheysfunktion
kaavaa (ks. kappal etta Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat)
saadaan F(m, n)-jakauman tiheysfunktioksi

am+no

G - m _m+n
& 2 Fami "1 m § 2
f - - 2 %"'— -
"= e amoing © & n'p
&2 5 €25
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

t-jakauma 1/4

» Oletetaan, etta satunnalsmuuttujat
X, Y, Y, LY

n

ovat riippumattomia ja noudattavat standardoitua
normaalijakaumaa:

XY, Yy, YA
X ~N(0, 1)
Y ~N@©,1),i=12,...,n

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

t-jakauma 2/4

o Madritelldan satunnaismuuttuja
Y=Y2+Y +L+Y’
e Satunnaismuuttujat X ja'Y ovat riippumattomia, X
noudattaa standardoitua normaalijakaumaa N(O, 1) jaY

noudattaa c?-jakauman maaritelman mukaan c?-jakaumaa
n:lla vapausastedl |a:

X N(0,)
Y c?(n)
XNY
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

t-jakauma 3/4

o Madritelldan satunnaismuuttuja

JW_[XW
jossasiis
X N(O,
Y c¢?(n)
XY

e Satunnaismuuttujat noudattaa t-jakauman maaritelman
mukaan Studentin t-jakaumaa vapausastein n (ks. lukua

Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia)Z

t ~t(n)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma

t-jakauma 4/4

e Satunnaismuuttujan
t ~t(n)
tiheysfunktio on

&ﬂ_-l_lo n+1
1 2 g 1,06 2
f(y)= H+=y??
2¢

jossa (¥) on Eulerin gammafunktio:

G(2) = ¢ e dt

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
t-jakauma:

Tiheysfunktion johto 1/4

o Maéritelldan satunnaismuuttuja

X
| t= \/HW
jossa
X N(©0,Y c?(n,X" Y
o TAlGin
t ~t(n)
o Kaytetdan satunnaismuuttujan t tiheysfunktion lausekkeen

aen+1o

n+1

2 Q 20 2
f oo, 1
(Y) = ’_np a 8+nyg

8_
perustel emisessa hyvaks sitg, etta
t2 ~F(1, n)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
t-jakauma:

Tiheysfunktion johto 2/4

o Jakauman F(1, n) tiheysfunktio on

Gw+10 n+l
1_ T
f(2)= 2 g aé.02251 +£222
\/*Gaenog 8 n g
82 gZQ
Ga"-l_lo n+1
! 2 gl 1062

TKK (c) llkka Mellin (2006) 94



Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
t-jakauma:

Tiheysfunktion johto 3/4

« Koska
t=4z
jossa
z~ F(1, n)
pétee seuraavatulos, kuny > O:
PrOEtE£Y)=1Pr(O£[t|£Y)
=1Pr(0£t* £ y?)
=1Pr(0£ z£ y?)
=3F(¥)
jossa F¢ on jakauman F(1, n) kertymafunktio.

TKK (c) likka Mellin (2006)



Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
t-jakauma:
Tiheysfunktion johto 4/4

o Derivoimalayhtao
PrO£t £ y) = 3F.(y°)

saadaan satunnaismuuttujan t tiheysfunktioksi, kuny > 0O:

f(y) = e (Y°)
« Sitenjakauman t(n) tiheysfunktioksi saadaan lopulta
%"‘10 n+1
2 Q 20 2
fi(y) = 2%, 120
W o2° 6& n' 5

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Satunnaismuuttujien muunnokset ja
niiden jakaumat

Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

Kaksiulotteisten satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat

Riippumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma

Riippumattomien satunnaismuuttujien osamaaran jakauma
>> Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien minimin jakauma 1/2

» Oletetaan, etta satunnalsmuuttujat
X X, oy X

ovat riippumattomia ja noudattavat samaa jakaumaa,
jonka kertymafunktio on F(Xx):

Xy, Xy s oer ) XA
X ~F(X),i=12 ...,n

¢ Olkoon satunnaismuuttuja X;;, satunna smuuttujien
Xy, Xy o, Xominimi:

Xy =min{X;, X5, ..., X}

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien minimin jakauma 2/2

e Satunnaismuuttujan
Xy =min{X;, X5, ..., X}
kertyméafunktio on
Foy=1-[1- F(J"
 Jos satunnaismuuttujat X, , X, ,
janiiden tiheysfunktio on
f(x) = F(x)
niin satunnal smuuttujan
Xy =min{X;, X5, ..., X}
tiheysfunktio on
fy=n[1- FX)]™H(X)

..., X, ovat liséks jatkuvia

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien minimin jakauma:
Perustelu 1/3

e Oletetaan, etta

Xy Xgy ooy XA
X~FXx),i=12 ..,n
e QOlkoon

Xy =min{X;, X;, ..., X}
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien minimin jakauma:
Perustelu 2/3

« Soveltamalla kertyméafunktion maaritelmaa, komplementti-
todennakoisyyden kaavaa ja satunnaismuuttujien X, , X, , ..., X
riippumattomuutta satunnaismuuttujan

Xy =min{X;, X;, ..., X}
kertyméfunktioks saadaan:

Foy (X) =Pr(X, £ x)
=1- Pr(X,
=1- Pr(X;>x jaX,>x jaKja X, >X)
=1- Pr(X;>X)Pr(X, >X)LPr(X_ >X)
=1- [1- Pr(X; £ X)][1- Pr(X, £ X)]L[1- Pr(X, £ X)]
=1-[1- F(X)][1- F()]L[1- F(X)]
=1-[1- FO)I"

n

> X)
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien minimin jakauma:
Perustelu 3/3

e Oletetaan lisaks, etta satunnaismuuttujat X, , X, , ... , X ovat jatkuvia
janiiden tiheysfunktio on

f(x) =F(x
e Tdldin satunnaismuuttujan
X =min{X;, X;, ..., X}

tiheysfunktio saadaan derivoimalla satunnaismuuttujan X,
kertymdfunktion lauseke:

f. (%) = F§(%) :%{1- - FOOI'}

=-n[1- F()]" - F&x)]
=n[1- F()]"* f (%)
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien minimin jakauma:

Eksponenttijakauma 1/2

o Oletetaan, etta riippumattomat satunnai smuuttuj at

X, X, , ..., X, noudattavat samaa eksponenttijakaumaa (ks. lukua
Jatkuvia jakaumia) parametrinaan / :
Xy Xoy oy XN
Xi~Exp(/),i=12 ...,n
e Satunnaismuuttujien X, , X, , ... , X, kertymafunktio:
F(x)=1- ¢’

e Satunnaismuuttujien X, , X, , ... , X, tiheysfunktio:
f(X)=F&x)=/¢e""

TKK (c) llkka Mellin (2006) 103



Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien minimin jakauma:

Eksponenttijakauma 2/2

Maaritelladn satunnaismuuttuja

Xy =min{X;, X;, ..., X}
Satunnaismuuttujan X,y kertymafunktio:

Foy(9) =1-[1- F(¥)]"=1-[1- (1- & ")]"

=1- e n/ x
Satunnaismuuttujan X, tiheysfunktio:

f (%) = F&(X :ia- &™)

=n/e"”
Siten samaa eksponenttijakaumaa Exp(/) noudattavien satunnais-
muuttujien X, , X, , ..., X, minimi X,y noudattaa ek sponentti-

jakaumaa parametrinaan n/ :
X1y ~ Exp(n/)

TKK

(c) likka Mellin (2006)

104



Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien maksimin jakauma 1/2

» Oletetaan, etta satunnalsmuuttujat
X X, oy X

ovat riippumattomia ja noudattavat samaa jakaumaa,
jonka kertymafunktio on F(Xx):

Xy, Xy s oer ) XA
X ~F(X),i=12 ...,n

¢ Olkoon satunnaismuuttuja X, satunnaismuuttujien
X, Xy s ooy X, maksimi:

Xy = max{ X, Xy, .., X}
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien maksimin jakauma 2/2

e Satunnaismuuttujan
Xy = max{ Xy, Xy, .o X}
kertyméafunktio on
Fiy = [FXI"
 Jos satunnaismuuttujat X, , X, ,
janiiden tiheysfunktio on
f(x) = F(X)
niin satunnal smuuttujan
Xy = max{ Xy, Xy, ..y X}
tiheysfunktio on
fry = N[FEA]™ H(X)

..., X, ovat liséks jatkuvia

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien maksimin jakauma:
Perustelu 1/3

e Oletetaan, etta

Xy Xgy ooy XA
X~FXx),i=12 ..,n
e QOlkoon

Xy = max{ X, Xy, ..., X}
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien maksimin jakauma:
Perustelu 2/3

o Soveltamalla kertymafunktion maaritelmaa ja satunnai smuuttujien
X, Xy, ..., X riippumattomuutta satunnal smuuttujan

X = max{X;, Xy, ..., X}
kertymafunktioks saadaan:
F., () =Pr(X, £ X)
=Pr(X,£xjaX,£xjaKjaX, £Xx)
=Pr(X, £ X)Pr(X, £ X)L_Pr(X_ £ X)
= F(X)F (X)LF(x)

=[F(X)]"
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien maksimin jakauma:
Perustelu 3/3

e Oletetaan lisaks, etta satunnaismuuttujat X, , X, , ... , X ovat jatkuvia
janiiden tiheysfunktio on

f(x) =F(x
e Tdldin satunnaismuuttujan
Xy = max{ X, Xy, ..., X}

tiheysfunktio saadaan derivoimalla satunnaismuuttujan X,
kertymdfunktion lauseke:

f ()= Fg(x) = %[F(x)]“

= n[F(9]"*F &)
=n[F (91" (¥
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien maksimin jakauma:

Eksponenttijakauma 1/2

o Oletetaan, etta riippumattomat satunnai smuuttuj at

X, X, , ..., X, noudattavat samaa eksponenttijakaumaa (ks. lukua
Jatkuvia jakaumia) parametrinaan / :
Xy Xoy oy XN
Xi~Exp(/),i=12 ...,n
e Satunnaismuuttujien X, , X, , ... , X, kertymafunktio:
F(x)=1- ¢’

e Satunnaismuuttujien X, , X, , ... , X, tiheysfunktio:
f(X)=F&x)=/¢e""
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Satunnaismuuttujien minimin ja maksimin jakaumat
Satunnaismuuttujien maksimin jakauma:

Eksponenttijakauma 2/2

Maaritelladn satunnaismuuttuja
Xy = max{ X, Xy, ..., X}
Satunnaismuuttujan X, kertymafunktio:
Foy ) =[F(¥)]"=(L- &)
Satunnaismuuttujan X, tiheysfunktio:

f (0 =F$(X) :%a- &)

— n/ e-IX(l_ e-IX)n-l
Siten samaa eksponenttijakaumaan Exp(/ ) noudattavien
satunnaismuuttujien X, , X, ... , X, maksmi X, el noudata mitaan
tavanomai sta jakaumaa toisin kuin niiden minimi X, , joka noudattaa
eksponenttijakaumaa parametrinaan n/ .
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