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Deterministisyys ja satunnaisuus
Deterministiset ilmiot

Reaalimaailman ilmi6 on deter ministinen, jos ilmion
alkutilan perusteella voidaan tarkasti ennustaa ilmion
lopputila €li tulos.

Deterministisen ilmidn alkutila maaraa tarkasti 1lmién
lopputilan eli tul oksen.

Deterministisiailmioita kutsutaan usein eksaktelks tai
kausaalisiksl.
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Deterministisyys ja satunnaisuus
Deterministiset ilmiot:

Esimerkkeja

Monia fysiikan, kuten klassisen mekaniikan, tutkimiailmioita pidetaan
tavallisesti deterministisin.

Esimerkiks kappaleen lentorata voidaan ennustaa hyvin tarkasti, jos
tunnetaan kappaleen paino, |ahtonopeus, |ahtdkulma, 1ahtGsuunta,
Ilmanvastus jne.

Huomautuks a:

—  Deterministisista ilmidista tehtaviin havaintoihin liittyy
hyvin usein luonteeltaan satunnaisia havaintovirheita.

—  Deterministisiin ilmidihin saattaa liittya ennustamattomuutta,
jota kutsutaan kaaokseks.
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Deterministisyys ja satunnaisuus
Satunnaisilmiot

e Reaalimaailman ilmi6 on stokastinen ilmio el
satunnaisiimio, jos silla on seuraavat ominai suudet:

(1) 1Imi0 vol paétya alkutilastaan useisiin erilaigin
lopputiloihin €li ilmidlla on useita erilaisia vaihto-
ehtoisia tuloksia.

(i) Imion akutilan perusteella e voida tarkasti ennustaa

Ilmion lopputilaa eli sitd, mika mahdollisistatulos-
valhtoehdoista realisoituu €li toteutuu.

(i11) Vakkailmion lopputilaa el voida ennustaa tarkasti,
tulosvai htoehtojen suhteellisten frekvenssien i
osuuksien nahdaan ilmion toistuessa kayttaytyvan
saannonmukai sesti.
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Deterministisyys ja satunnaisuus
Satunnaisilmiot:

Esimerkkeja 1/2

» Biologiset ilmiGt o Tilastollisen tutkimus-
— sukupuolen maaraytyminen aineiston keruu
— perinndllisyys — otoksen poiminta
e Havantovirheiden syntyminen — satunnaistus empiirisissa
empiirisissa tutkimuksessa kokeissa
e IThmisen ominaisuuksien o Uhkapelit
periytyminen — rahanheitto
— fyysiset tal henkiset — korttipelit
ominai suudet — Jlotto
— fyysnen ta henkinen — ruletti
worlusoky - apaiset
+ Kvanttimekaniikan flmiot + Y hteiskunnalliset ilmit
— radioaktiivinen hajoaminen : T
_ - N — sosiologiset ilmidt
— Niukkaslysitkan fimict _ taloustietes!liset ilmiot
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Deterministisyys ja satunnaisuus
Satunnaisilmiot:

Esimerkkeja 2/2

o Satunnaisiimididen tulosta e voida ennustaa tarkasti, mutta ilmion
toistuessa mahdollisten tulosval htoehtojen suhteellisten frekvenssien
eli osuuksien havaitaan kayttaytyvan saannonmukai sesti.

o Esimerkke & séannonmukai suuksista satunnaisilmi6issa:

—  Satunnaisesti valitun ihnmisen adykkyysosamaaraa el tiedetd,
mutta al ykkyysosamaarét jakautuvat suurissa ihmigoukoissa ns.
normaalijakauman mukaan.

—  Havaintovirheen suuruutta el voida ennustaa yksittaiselle
havainnolle, mutta havaintovirheet jakautuvat suurissa
havai ntomaarissa usein ns. normaalijakauman mukaan.

—  Radioaktiivisen aineen yksittaisen atomin hajoamishetkea el
voida ennustaa, mutta puoliintumisaika on jokaiselle
radioaktiiviselle aineelle ominainen vakio.
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Deterministisyys ja satunnaisuus
Satunnaisuus ei ole mielivaltaisuutta

| lmiOn satunnaisuudella tarkoitetaan sitg, ettailmion tulos
vaihtelee Ilmion toistuessatavalla, jotae voida ennustaa

tarkasti.

Satunnaisiimion tulos e kuitenkaan saa ilmion toistuessa
vaihdella midivaltaisdla tavalla.

Satunnaisilimidn saannénmukai sten piirteiden on tultava
esille ilmion toistuessa.
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Deterministisyys ja satunnaisuus

Tilastollinen stabiliteetti

Satunnai silmion toistuessa ilmenevaa saannénmukai suutta
kutsutaan tilastotieteessatilastolliseks stabiliteetiksl.

Jos satunnaisiimio e oletilastollisesti stabiili, Sita el voida
mallintaa tilastollisillamallellla

Huomautus:

Tilastollisen stabiliteetin idea saa matemaatti sesti tasmallisen
muotoilun ns. suurten lukujen laissa; ks. lukua Stokastiikan
konvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet.
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Deterministisyys ja satunnaisuus
Tilastollinen stabiliteetti:

Esimerkki 1/2

» Heitetdan virheetonta eli harhatonta rahaa toistuvasti ja pidetdan
Kirjaa kruunien suhteellisesta osuudesta di frekvenssista.

e Yksittaisen helton tulosta @ voida ennustaa.

» Kruunien suhteellinen frekvenssi vaihtelee heittoja toistettaessa, mutta
|ahestyy virheettoman rahan tapauksessa lukua 1/2 siten, etta suuret
poikkeamat luvusta 1/2 tulevat yha epatodennakoisemmiksi €l
harvinaisemmiks.

e Huomautuksa:

—  Luku 1/2 e ole kruunien suhteellisen frekvenssin raja-arvo
tavanomai sessa mielessa.

—  Tapa, jolla kruunien suhteellinen frekvenssi |dahestyy lukua 1/2,
on esimerkki ns. stokastisesta konvergenssista.
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Deterministisyys ja satunnaisuus

Tilastollinen stabiliteetti:
Esimerkki 2/2

f/n

Esimerkki kruunan suhteellisen frekvenssin f/n
kehittymisesta pitkdssa rahanheittosarjassa

0.5 1

10 100 1000

Heiton numero n (log)

10000
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Deterministisyys ja satunnaisuus

Satunnaisilmiot, tilastolliset mallit ja
todennakoisyyslaskenta 1/2

Tilastotieteen tehtavana on rakentaa (tilastollisia) mallga,
joiden avulla voidaan kuvata ja selittdd mekanismit, jotka
tuottavat tiedot tutkimuksen kohteena olevasta reaali-
maailman ilmiGsta

Koska tilastollisissa tutkimusasetel missa ilmi6ta koskeviin
tietoihin sisaltyy satunnaisuutta ja epavar muutta,
tilastollisia mallgja rakennettaessa sovelletaan

todennakoi syyslaskentaa.
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Deterministisyys ja satunnaisuus

Satunnaisilmiot, tilastolliset mallit ja
todennakoisyyslaskenta 2/2

o Satunnaisiimiolle voidaan rakentaatilastollisamallga
vain, jos ilmididen tulokset elvat vaihtele midivaltaisella
tavalla.

* Ei-mielivaltaisuudela tarkoitetaan sitg, ettailmion
toistuessa tul osvai htoehtojen suhteelliset frekvenssit €l
osuudet kayttaytyvat tilastollisesti stabiilisti.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Deterministisyys ja satunnaisuus
Satunnaiskokeet ja koetoistot:

Maaritelmat

Kutsumme satunnaisi imiota satunnaisk ok eeksi.

Esimerkkeg &

—  Lapsen sukupuolen maaraytymismekanismi munasolun
hedel maittyessa on satunnaiskoe.

—  Nopanheitto on satunnaiskoe.

Kutsumme satunnaisiimion esiintymiskertaa koetoistoks.
Esimerkkeg &

— Yksgittaisen lapsen sukupuolen maaraytyminen on koetoi sto.

— Yksitténen nopanheitto on koetoisto.
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Deterministisyys ja satunnaisuus
Satunnaiskokeet ja koetoistot,

tilastollinen stabiliteetti ja reilun pelin vaatimus

e Satunnaiskokeen toi staminen samoissa olosuhteissa —ts.
kokeen olosuhteiden vakiointi — takaa tavallisesti sen, etta
satunnai skokeen tulokset kayttaytyvét tilastollisest
stabiilisti.

» Vaatimus satunnai skokeen tul osten kayttaytymisen
tilastolli sesta stabiliteetista voidaan tulkita vaatimukseksi
rellusta pelista.
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Deterministisyys ja satunnaisuus
Reilu vs epareilu peli:
Esimerkki 1/3

Pelaat Mr. Ebenezer Scroogea vastaan pelid, jolla on seuraavat

saannot:

(1) Mr. Scroogellaon hallussaan useita erilaisia noppia, joiden
silmalukuja et tieda.

(i) Mr. Scrooge valitsee nopistaan yhden.

(i) Et saaottaa Mr. Scroogen valitsemaa noppaa kétees, mutta

Mr. Scroogen on heltettava valitsemaansa noppaa niin monta
kertaa kuin haluat.

(iv) Jokaisen heiton jalkeen Mr. Scroogen on naytettava sinulle
heiton tulos €li siimaluku, joka on nopan yldg adneella tahkolla.

(v) Voitat ennalta sovitun rahasumman, jos saat selville
Mr. Scroogen heittaman nopan siimauvut.
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Deterministisyys ja satunnaisuus
Reilu vs epareilu peli:
Esimerkki 2/3

Saat Mr. Scroogen heittaman nopan siiméaluvut selville, jos toistatat
nopanheittoa riittdvan monta kertaa ja tarkkailet heittojen tuloksena
esiintyvien silmalukujen suhteellisia frekvensseja.
Oletetaan esimerkiksi, etta Mr. Scroogen valitseman nopan silmauvut
ovat

1,1,1,2,2,3
Taloin tuntuu ilmelselta, ettda silmalukujen

1, 2,3
suhteellisten frekvenssien on jakauduttava pitk&ssa heittosarjassa
suunnilleen suhteessa

3:2:1
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Deterministisyys ja satunnaisuus
Reilu vs epareilu peli:
Esimerkki 3/3

* Oletetaan, ettd Mr. Scrooge vaihtaa jatkuvasti salaa noppaansa pelin
ailkana.

« TAloin et voi voittaa pelig, koska Mr. Scrooge rikkoo tietamattasi
pelin sdantda (ii) vastaan.

o Vaatimusrelusta pelista tarkoittaa sitd, etta téllaista sdantdjen
rikkomista el saa tapahtua.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Deterministisyys ja satunnaisuus

Tilastollinen tutkimus on pelid luontoa vastaan 1/3

o Tilastollista tutkimusta voidaan kuvata peliksi luontoa
vastaan.

 Tilastollisessa tutkimuksessa pyritéan tekemaan luonnon
tilaa koskevia johtopaatdksia havaintojen perusteella.

 Luonnon tila on sitg, ettd luonnolla on kadessaan joukko
"pelikorttga’.

« Tutkijan tavoitteena on ottaa selville luonnon k&dessa
olevat "Kkortit”.

e Luonnon tavoitteena on salata kadessaan olevat ” kortit”
tutkijalta.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 19



Deterministisyys ja satunnaisuus

Tilastollinen tutkimus on pelid luontoa vastaan 2/3

Peli koostuu eristd, joissa jokaisessatutkija voi katsoa
yhden satunnaisesti valitsemansa ”kortin” luonnon
kadesta - tdma on havaintojen keraamista.

Tutkija vol saada selville luonnon tilan ei luonnon
kadessa olevat " kortit” pelaamalla riittdvan monta eréa i
keraamalla riittavasti havaintoja.
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Deterministisyys ja satunnaisuus

Tilastollinen tutkimus on pelid luontoa vastaan 3/3

o Tilastollisessa tutkimuksessa pyritdan satunnaisiimiota
koskevien havaintojen perusteella paattelemaan, millainen
on havainnot tuottanut mekanismi.

o Padttely e onnistu, jos havainnot tuottanut mekanismi &
ole jossakin mielessa pysyva dli tilastollisesti stabiili.

» Oletus havainnot tuottaneen mekanismin pysyvyydesta
voidaan tulkita oletukseks siitg, ettd luonto pelaa reilusti
eikariko pelin sdantgja vastaan vaihtamalla pelin aitkana
salaa kadessdan olevia” korttga” .
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Todennakdisyys ja sen laskusaannot

Johdanto: Deterministisyys ja satunnaisuus
>> Todennakoisyyden maaritteleminen
Todennéakdisyyden perusominaisuudet

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Todennakdisyyden naiivit maaritelmat

Satunnai siimiGiden tapahtumien todennakdisyydelle

voldaan esittda seuraavat naiivit maaritelmat:

(1) Tapahtuman (klassinen) todennakdisyys on
tapahtumalle suotuisien tulosvaihtoehtojen
suhteellinen frekvenss.

(i) Tapahtuman (empiirinen) todennakdisyyson
tapahtuman suhteellinen frekvenssi ilmiodn
toistokertojen joukossa.

(i11) Tapahtuman todennakoisyys on tapahtuman
sattumisen mahdollisuuden mitta.
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Klassinen todennakoisyys:

Maaritelma

o Tarkastellaan satunnaisiimiota, johon liittyy n yhta toden-
nakoista tul osvai htoehtoa.

o Tarkastellaan satunnaisiimion puittel ssa tapahtumaa,
johon liittyy k yhta todennakoista tul osvaihtoehtoa, joita
sanotaan ko. tapahtumalle suotuisiksi.

o Ko. tapahtuman klassinen todennakdisyysp on
tapahtumalle suotuisien tulosvaihtoehtojen suhteellinen
frekvenss eli tapahtumalle suotuisien tulosvaihtoehtojen
osuus satunnaisilmion kaikista tulosvaihtoehdoista:

p="—"
n
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Klassinen todennakoisyys:

Kommentteja

o Klassisen todenndkdisyyden kasite sopii erityisest
uhkapelien analysointiin.

o Uhkapeleissa pdlitapahtumien todennadkdisyydet voidaan
tavallisesti maarata paattelemal la ne pelin s&anndista

o Historiallisesti todenndko6isyyslaskenta sai alkunsa 1600-
luvullajuuri uhkape e hin liittyvien ongelmien ratkai su-
yrityksista.

» Tulosvaihtoehtojen lukumaarien laskeminen on usein
epdatriviaall tehtava ja apunatarvitaan kombinatoriikaksi
kutsuttua matematiikan osa-aluetta; ks. lukuackiassinen

todennakoisyys ja kombinatoriikka.
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Klassinen todennakoisyys:

Ongelmat méaaritelmasséa

Klassisen todenndk6isyyden maéritelmael anna
mahdollisuutta puhua sellaisten tapahtumien toden-
nakoisyyksistg, joihin liittyvat tulosvaihtoehdot eivét ole
yhta todennakdisia.

Klassisen todenndk6isyyden maéritelmael anna
mahdollisuutta puhua sellaisten tapahtumien toden-
nakoisyyksistg, joihin liittyy &arettoman monta

tul osvai htoehtoa.
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Klassinen todennakoisyys ja

todennakoisyyden frekvenssitulkinta

o Oletetaan, etta toistamme jotakin satunnaiskoettaja
tarkkailemme jonkin tulosvaihtoehdon suhteellista
frekvenssia koetoistojen atkana.

 Todennakdisyyden frekvenssitulkinnan mukaan
ko. tulosvaihtoehdon suhteellinen frekvenss vaihtelee
satunnaisesti koetoi stosta toiseen, mutta saa keskimaarin
tul osvai htoehdon todennakai syytta [ahella olevia arvoja.

« Vahvistavatko havainnot taman on empiirinen kysymys.
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Klassinen todennakoisyys:

Esimerkki nopanheitosta 1/2

» Heitetdan noppaa.

« TAaloin tulosvaihtoehtojaon 6 kpl:
Siimauvut 1, 2, 3,4, 5,6

o Tarkastellaan tapahtumia
A =" Sllmaduku on parillinen”
B ="SlImauku < 3"

« Tapahtumalle A suotuisia tulosvaihtoehtoja on 3 kpl:
Siimauvut 2, 4, 6

« Tapahtumalle B suotuisia tulosvaihtoehtojaon 2 kpl:
Siimauvut 1, 2
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Todennakoisyyden maaritteleminen

Klassinen todennakoisyys:
Esimerkki nopanheitosta 2/2

« Tapahtuman A ="SImauku on parillinen” todennakdisyys on
3_1
=_—=—"=05
P62
o Tapahtuman B =" Siimaduku < 3" todenndkdisyys on
p:g:1'»0.333
6 3

e Siten tapahtuma A on todennakdisempi kuin tapahtuma B.
o Oletetaan, ettd heitdt noppaa useita kertoja.

» Todennakoisyyden frekvenssitulkinnan mukaan on odotettavissa, etta
keskiméérin 1/3 heltoista antaa tulokseksi tapahtuman B ja tapahtuma
A esiintyy heittojen tuloksena useammin kuin tapahtuma B.
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Maaritelma

Tarkastellaan satunnaiskoetta, jota voidaan toistaa siten,
etta seuraavat ehdot patevét:

(1) Kokeen olosuhteet sailyvat muuttumattomina
koetoistosta toi seen.

(i) Koetoistot ovat riippumattomia.

Tarkkaillaan jonkin tulosvai htoehdon esiintymista
koetoistojen aikana.

Jos tulosvai htoehdon suhtedllinen frekvenssi eli osuus
|dhestyy jotakin kiintedtd lukua koetoistojen lukumaaran
kasvaessa rgjatta, |ukua kutsutaan tul osvaihtoehdon
empiiriseks todennakdisyydeks.
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakdisyys ja
suhteellinen frekvenssi 1/2

Toistetaan satunnaiskoetta n kertaa.

Tarkkaillaan jonkin tulosvaihtoehdon esiintymista koe-
toistojen akana.

Olkoon f ko. tulosvaihtoehdon frekvenss €li lukumaara
koetoistojen joukossa.

Taldin

n

on ko. tulosvaihtoehdon suhteellinen frekvenssi €l
suhteellinen osuus koetoistojen joukossa.

TKK
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakdisyys ja
suhteellinen frekvenssi 2/2

Annetaan koetoistojen lukuma&dran n kasvaa rgatta.
Oletetaan, etta (jossakin mielessa)

%@ P, KuUnnN® +¥
Taloin luku p on ko. tulosvaihtoendon empiirinen toden-
nakoisyys.
Huomautus:

Suhteellisen frekvenssin f/n rgjakayttaytyminen koetoistojen
lukuméaran n kasvaessa el ole tavanomaista |ukujono-
konvergenssia.

Todennakdisyyd askennan konvergenssikasitteita kasitel|aan
|luvussa Stokastiikan konvergenssikésitteet ja raja-arvolauseet.
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Kommentteja

Tulosvaihtoehdon empiirinen todennakdisyys on tulos-
vaihtoehdon suhtedllinen frekvenssi " pitkassa juoksussa”.

Empiirisen todenndkdisyyden mé&aritelma edel lyttaa tul os-
vaihtoehtojen suhteellisilta frekvenssalta tilastollista
stabiliteettia:

Tulosvaihtoehdon empiirisesta todennakoisyydesta el ole
mielekasta puhua, ellel tulosvaihtoehdon suhteellinen
frekvenss kayttaydy satunnai skoetta toistettaessa
tilastollisesti stabiilisti.

Matemaattista todennakoi syytta voidaan pitéa empiirisen
todennadkoisyyden kasitteen idealisointina.
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Ongelmat maaritelmassa 1/2

e Empiirinen todenndkdisyys on empiirinen kasite siina
mielessq, etta tulosvalhtoehdon suhtedl lisen frekvenssin
f/n maara@minen vaatii satunnaiskokeen toistamista ja
havaintojen keraamista satunnai skokeen tuloksista.

* Tulosvaihtoehdon empiirista todennakaoisyytta el
kuitenkaan voida - nimestaan huolimatta- maarata
kokeellisesti, koska suhted lisen frekvenssin tilastollisen
stabiliteetin empiirinen todentaminen vaatisi satunnais-
kokeen tolstami sta aar ettbman monta kertaa

« Empiirisen todenndkdisyyden kasite e anna mahdollisuutta
puhua sellaisten tapahtumien todennakdisyyksistg, joista el
ole havaintoja.
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Ongelmat maaritelmassa 2/2

Empiirisen todenndkdi syyden maaritel massa esiintyva
suhteellisen frekvenssin rgja-arvo el ole hyvin maaritelty:
Mikaan el takaa, etta médritelméassa esiintyva raja-arvo on
olemassa.

Empiirista todenndkoisyytta voidaan pikemminkin
pitéatilastollisesti stabiilisti kayttaytyvan suhteellisen
frekvenssin ominaisuutena kuin todennakaoi syyden
maaritelmana.

TKK
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakdisyys ja
todennakoisyyden frekvenssitulkinta

o Oletetaan, etta toistamme jotakin satunnaiskoettaja
tarkkailemme jonkin tulosvaihtoehdon suhteellista
frekvenssia koetoistojen atkana.

 Todennakdisyyden frekvenssitulkinnan mukaan
ko. tulosvaihtoehdon suhteellinen frekvenss vaihtelee
satunnaisesti koetoi stosta toiseen, mutta saa keskimaarin
tul osvai htoehdon todennakai syytta [ahella olevia arvoja.

« Vahvistavatko havainnot taman on empiirinen kysymys.
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Esimerkki laadunvalvonnasta 1/3

 Osalaitteistae tayta ankarialaatukriteereita.
e Merkitaan:

K = Laite on kelvollinen

V = Laiteon vidlinen

o Oletetaan, etta vialliset laitteet syntyvét tuotannossa taysin
satunnaisesti.

o Erdana paivanavamistettujen laitteiden joukossa on 6 viallista laitetta.
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Esimerkki laadunvalvonnasta 2/3

e Satunnaisiimio: L aitteen laatu
o Koetoisto: Vamistetaan 1 laite
o Koetoistojenlkmn: 300
e TulosvaintoehtoV: Laiteon vialinen
 Vidlisten laitteiden frekvenss:
f=6
* Vidlisten laitteiden suhteellinen frekvenssi:
f 6 1

= > =~ =0
n 300 50
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Esimerkki laadunvalvonnasta 3/3

Oletetaan, etta viallisten laitteiden suhteellinen osuus pysyy paivasta
toiseen suunnilleen samana dli, etta viallisten laitteiden suhted linen
osuus kayttaytyy tilastollisesti stabiilisti.

Taloin suhteellistafrekvenssia

p — i — 6 — 1 j—
n 300 50
on jarkevaa kutsua todennakoi syydeks saada viallinen laite, jos
tehtaalla valmistettujen laittelden joukosta poimitaan satunnai sesti

1 laite tarkastettavaksi.
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Esimerkki otannasta 1/4

Véestotilaston mukaan Suomen vaesto jakautui vuoden 1998 |lopussa

miehiin janaisiin seuraavasti:

Miehet 2 516 000
Naiset 2 643 600
Yhteensa |5 159 600

Tyypillisessa otantatutkimuksessa tutkimuksen kohteet valitaan
poimimalla satunnaisotos kaikkien suomalaisten joukosta.

Satunnai sotoksen poimintaa voidaan kuvata arvontana, jossa jokaista
suomal aista vastaa yks arpalippul.

Todennakaisyys poimiatietty henkild on

1

5159600

TKK
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Esimerkki otannasta 2/4

Suomalaisten lukuméaara: 5 159 600
Miesten lukuméaara i frekvenss: 2 516 000

Miesten suhteellinen osuus di suhteellinen frekvenss kaikkien
suomalaisten joukosta:

2516000 —0.488

5159600
Naisten lukuméaara eli frekvenss: 2 643 600

Naisten suhteellinen osuus €li suhtedllinen frekvenss kaikkien
suomalaisten joukosta:
2643600 0.512

5159600
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Esimerkki otannasta 3/4

Koska suomalaisia on ndinkin paljon, miesten ja naisten suhteel liset
frekvenssit voidaan tulkita empiirisen todenndkoisyyden maaritelman
mukaan todennakdisyyksiks.

Siten todennakadisyys, etta satunnai sesti suomalaisten joukosta
poimittu henkil® on mies, on

2516000 _ 0.488

5159600
Siten todennakaisyys, etta satunnai sesti suomalaisten joukosta

poimittu henkild on nainen, on
2643600 _ 0.512

5159600
Todennakdisyys poimia suomalaisten joukosta nainen on suurempi
kuin todennakdisyys poimia mies, koska naisia on enemman.
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Empiirinen todennakoisyys:
Esimerkki otannasta 4/4

Oletetaan, etta suomalaisten joukosta poimitaan arpomalla yha uusia
1 000 henkil6n satunnaisotoksia.

Talloin otokseen poimittujen miesten ja naisten suhteelliset osuudet
vaihtelevat otoksesta toi seen, mutta otokseen poimituista henkil Gista
keskimaarin
00’ 2516000 _
5159600
on miehiédja keskimaarin
00’ 2643600 _ 51204
5159600

48.8%

on naisia.
Tilastollinen stabiliteetti on sitg, etta ndama suhdeluvut pysyvaét
otoksesta toi seen suunnilleen samoina.
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Todennakoisyys mittana:

Maaritelma

o Hyodyllisen mielikuvan todenndkdisyyden luonteesta
antaa seuraava naiivi maaritel ma:

Todennakoisyys on mitta, jolla mitataan satunnaisiimion
tapahtumavai htoehtojen sattumisen mahdollisuutta.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Todennakoisyyden maaritteleminen
Todennakoisyys mittana:

Kommentteja 1/2

Maaritelméa e tayta hyvan maaritelman tunnusmerkke a,
koska se on kehamaaritelma:

Sattumisen mahdollisuus ja todenndkoisyys tarkoittavat
suunnilleen samaa.

Kuitenkin on totta, etta ns. Kolmogorovin aksioomien
mukaan todenndkdisyys on mitta matemaattisen mitta-
teorian tarkoittamassa mielessa; ks. lukua Toden-

néakodisyyden aksioomat.

Kolmogorovin aksioomien mukaan todennakai syysmitta
kayttaytyy samallatavallakuin pinta-alamitta paits, etta
todenndkdisyysmitalla on ylargjana ns. varman
tapahtuman todennakadi syys.
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Todennakoisyyden maaritteleminen

Todennakoisyys mittana:
Kommentteja 2/2

joukko-opissa kaytettavien Venn-diagrammien avulla
Venn-diagrammien idea:
(1) Tapahtumiakuvataan tasoalueilla.

laskusaantojen havainnol listamisessa perustuu siihen, etta
todennékoisyydella on mittana (lahes kaikki) samat
ominaisuudet kuin pinta-alalla.
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Todennakdisyys ja sen laskusaannot

Johdanto: Deterministisyys ja satunnaisuus
Todennakoisyyden maaritteleminen
>> Todenndakoisyyden perusominaisuudet

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet
Satunnaisilmiot ja niiden tilastolliset mallit

Tilastotieteen tehtavana on kehittaa satunnaisiimioille
tilastollisa mallg a, joiden avulla pyritédan tekemaan
satunnaisiimiéita koskevia johtopaatoksia.
Satunnaisiimioiden tilastolliset mallit perustuvat
todennakoisyyslaskentaan ja siksi niita kutsutaan usein
my0s stokastisiksi malleiksi eli todennakaoisyysmalleiks.
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet
Todennakoisyysmalli

satunnaisiimion tilastollisena mallina

Satunnaisiimion tilastollisessa mallissa eli toden-

nakoisyysmallissa eli stokastisessa mallissa on kaks

0saa:

(1) Satunnaisilmion kaikkien mahdollisten tulos-
vaihtoehtojen kuvaus.

(i) Tulosvaihtoehtojen todennak6isyyksien kuvaus.

Satunnaisiimion tilastollinen malli esitetdan tavallisesti
satunnaisilmion tulosvaihtoja numeerisessa muodossa

kuvaavaan satunnai smuuttujan ja sen todennakoisyys-

jakauman avuIIa; Ks. |UkuaSatunnaismuuttujatjatoden-

nakdisyysjakaumat.
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet
Tilastollisten mallien rakentaminen ja

tilastollisen tutkimuksen tavoitteet

» Tilastollisen tutkimuksen paatavoitteena on tilastollisen
mallin rakentaminen tutkimuksen kohteena olevalle
satunnaisiimiaille.

o Tilastollisen mallin rakentamisen tyOvaihest:

(1) Mallin muodostaminen ilmidlle.

(2) lImidta koskevien havaintojen keraaminen.

(3) Mallin parametrien estimointi.

(4) Mallinja havaintojen yhteensopivuuden testaaminen.

Jos mallissa havaitaan puutteita vaiheessa (4),
palataan vaiheeseen (1).
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet
Todennakdisyyslaskenta ja joukko-oppi

* Todenndkoisyyslaskennan historian tarkeimpiateoreettisia
oivalluksia on ollut se, etta satunnaisiimion tapahtumia
voidaan kasitellajoukkoina.

o Siksl seuraavassa palautetaan mieleen joukko-opin perus-
maaritelmat.
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet
Joukko-opin perusmaaritelmat:

Joukko ja sen alkiot

« Joukko on kokoelma olioita, joita kutsutaan joukon
alkioiksi.
» Joukko on hyvin maaritelty, jos sen alkiot tunnetaan €l

volmme sanoa jokai sesta oliosta onko se joukon akio val
el.

« Merkitdan joukon ja sen alkioiden valista relaatiota
Seuraavasti:

(1) sonjoukon A alkio €i s kuuluu joukkoon A:
sl A

(i) se olejoukon A alkio €li sel kuulu joukkoon A:
sl A
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet
Joukko-opin perusmaaritelmat:
Osajoukko

e Olkoot AjaB kaks joukkoa.
« Josjokaisellejoukon B alkiolle s patee, etta
sl Bb sl A
niin sanomme, ettajoukko B on joukon A osajoukko tal,
ettajoukko B sisaltyy joukkoon A.
 Merkint&
Bl Ata AEB

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet
Joukko-opin perusmaaritelmat:

Tyhja joukko

* Joukko ontyhja, jossihen e kuulu yhtdan alkiota.
* Tyhjdajoukkoa merkitéan symbolilla
fE
e Josjoukko ZAontyhjg e oleolemassa oliotas, jolle
sl A
 Tyhjajoukko A on jokaisen joukon osajoukko eli mieli-
valtaiselle joukolle A pétee:
£l A
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet
Otosavaruus ja alkeistapahtumat

« Satunnaisiimion kaikkien mahdollisten tul osvai htoehtojen
joukkoa kutsutaan otosavaruudeksi.

e Otosavaruuden alkioita kutsutaan alkeistapantumiksi.
e Merkinnét:

(1) Otosavaruutta (engl. sample space) merkitaan
tavallisesti isollakirjaimela S

(i) Otosavaruuden Salkiota merkitaan usein vastaavalla
piendlakirjamellas.
o Josslisakeistapahtuma s kuuluu otosavaruuteen S
merkitaan:

sl S
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet
Otosavaruus ja alkeistapahtumat:

Kommentteja

» Otosavaruus muodostaa perus oukon, jossa satunnals-
Ilmi6n tulosvai htoehtoja tarkastel | aan.

o SatunnaisiimiGtae voida“purkaa’ otosavaruuden
alkei stapahtumia alkeellisempiin tulosvai htoehtoi hin.
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet

Tapahtumat 1/2

e Olkoon Sotosavaruus dli tarkasteltavan satunnaisiimion
kaikkien mahdollisten tulosvai htoehtojen joukko.

o Tarkasteltavan satunnaisiimion tapahtumat ovat
otosavaruuden S alkel stapahtumien muodostamia
joukkoja.

o Siten tapahtumat ovat tarkasteltavaan satunnaisiimioon
liittyvan otosavaruuden S osajoukkoja.
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet

Tapahtumat 2/2

e Jossiis A onjokin otosavaruuden Stapahtuma, niin
Al S
eli
sl Ab sl S
jossa s on tapahtumaan A kuuluva alkel stapahtuma.

 Kun sanomme, etta tapantuma A sattuu, tarkoitamme
alna sitg, etta jokin tapahtumaan A kuuluva alkeis-
tapahtuma s sattuu.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 58



Todennadkodisyyden perusominaisuudet

Otosavaruus, alkeistapahtumat ja tapahtumat:
Esimerkki sukupuolen maaraytymisesta

e Satunnaisiimio:

L apsen sukupuolen méaraytyminen
e (Otosavaruus:

S={Tytto, Poika}
o Alkeistapahtumat:

S, = Tytto

S, = Poika
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet

Otosavaruus, alkeistapahtumat ja tapahtumat:
Esimerkki 1 nopanheitosta

e Satunnaisiimio:
Nopanheiton tulos
e (Otosavaruus:
Siimaukujen joukko S={1, 2, 3, 4, 5, 6}
o Alkeistapahtumat:
Silmaluvut 1, 2, 3,4, 5, 6
o Esimerkki tapahtumasta:
A =" SIimaluku on parillinen” ={2, 4, 6}
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet
Otosavaruus, alkeistapahtumat ja tapahtumat:

Esimerkki 2 nopanheitosta 1/3

e Satunnaisiimio:
Tulokset kahdesta nopanheitosta
e QOtosavaruus S
Silmalukuparien (i, j) (36 kpl) joukko, jossa
| = 1. nopanheiton siiméaluku, i =1, 2,3,4,5,6
] =2.nopanheiton siimaluku, j =1, 2,3,4,5,6
s={11, 12, &3, 14), L5). L6),
(22), (2,2), (2,3), (2,4), (2,9), (2,6),
(31D, (32), (33, (34), (39), (36),
(4.1), (4,2), (43), (4,4), (4,9, (46),
61, 5.2, 53), (54, (55), (56),
(6,1, (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)}
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet
Otosavaruus, alkeistapahtumat ja tapahtumat:

Esimerkki 2 nopanheitosta 2/3

e (Otosavaruuden akiot voidaan esittaa seuraavana taul ukkona:

(i, )) j =tulos 2. nopan heitosta
| = tulos

1. nopan- 1 2 3 4 5 6

heitosta
1 (1,1 11,211,314 ] @5 ] (1,6)
2 2,10)12,2)12,3)](2,4) ] (2,5) | (2,6)
3 (3,1)13,2)13,3)]1(3,4) ] (3,5 ] (3,6)
4 4,014,211 43)]4,4]@4,5) ] (4,6)
5 5,1)165,2)165,3) 154 ] 65,5) ] 5,6)
6 (6,1) ] (6,2) | (6,3) | (6,4) ] (6,5) | (6,6)
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet

Otosavaruus, alkeistapahtumat ja tapahtumat:

Esimerkki 2 nopanheitosta 3/3

o Esimerkki tapahtumasta:

A =7Kummallakin nopalla saadaan sama silmaluku”
={(1.1), (2.2), (3.3), (44), (5,5), (6,6)}
 Esmerkiks:
(2,2)1 A
6,11 A
Al S
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet
Varma tapahtuma ja mahdoton tapahtuma

Varmatapahtuma

e Tapahtumaon varma, jos se eslintyy aina,
kun satunnaisiimid toistuu.

e Otosavaruus Son varma tapahtuma.
Mahdoton tapahtuma

e Tapahtumaon mahdoton, jos se &l voi esiintya koskaan,
kun satunnaisiimid toistuu.

» Tyhja joukko A on mahdoton tapahtuma.
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet
Varma tapahtuma ja mahdoton tapahtuma:

Esimerkit rahan- ja nopanheitosta

Esimerkki 1:

Rahaa heltettdessa tuloksena on ainajoko kruunatal klaava.

Tapahtuma
S={Kruuna, Klaava}
on varma.

Esimerkki 2:

Tavallista noppaa heitettdessa siimauku 7 e voi ollatuloksena.
Tapahtuma{7} on mahdoton.

TKK
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet
Todennakdisyyden perusominaisuudet

» Olkoon Sotosavaruus, jossa satunnaisiimiota
tarkastellaan.

« Jokaisen tapahtuman
Al S
todennakoisyys Pr(A) on reaaliluku valilla[0,1]:
0£Pr(A)£1
 Varman tapahtuman Stodennakagisyyson 1.
Pr(S) =1
 Mahdottoman tapahtuman Atodennéko6isyyson O:

Pr(/) =0
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet
Todennékoisyyksien vertailu

e JOS
Pr(A) > Pr(B)
niin sanomme;

" Tapahtuma A on todennak 6isempi
kuin tapahtuma B”

tai

" Tapahtuma B on epatodennak 6isempi
kuin tapahtuma A”

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet
Todennakdisyyksien vertailu ja

todennakoisyyden frekvenssitulkinta

o Mitatodennakdisempi tapahtuma on,
sitd useammin tapahtumalla on taipumus esiintya
satunnaisilmion toistuessa eli sita suurempi on tapahtuman
havaittu suhteellinen frekvenss.

o Mita epatodennakdisempi tapahtuma on,
sitd harvemmin tapahtumalla on taipumus esiintya
satunnaisiimion toistuessa eli sita pienempi on tapahtuman
havaittu suhteellinen frekvenss.
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet
Lukumaarafunktio

e Olkoon
n(A)
funktio, joka kertoo joukon A alkioiden lukumaaran.
o Kutsumme funktiotan(:) lukumaarafunktioks.

o Jossisjoukon A akioiden lukumaaraon Kk, niin
n(A) =k
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet
Aarelliset otosavaruudet

e Olkoon otosavaruus S aarelinen joukko ja olkoon
n(S)=n
otosavaruuden Salkeistapahtumien eli alkioiden luku-
Madra.
o Merkitaan alkeistapahtumia seuraavallatavalla:
s, =12,K,n

e Tallodin otosavaruus Svoidaan méaaritella luettelemalla sen
akiot:

S={s.s,K,s}
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet
Aarelliset otosavaruudet:

Alkeistapahtumien todennakodisyydet

 Adrellisen otosavaruuden
S={s;, S ..., )
dkestapahtumiens;, s, ... , S, todenndkdisyyksien
Prs)=p;,1=1,2,...,n
on toteuttava ehto

é. p =1
i=1
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet
Aarelliset otosavaruudet:

Tapahtumien todennakdisyydet

 Olkoon A &érellisen otosavaruuden Stapahtuma eli Al S
e Talointapahtuman A todennakaisyys Pr(A) on

Pr(A=a p
isT A

e Summassa lasketaan yhteen kaikki todennakdi syydet

p; = Pr(s)
joilles T A.
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet

Symmetriset alkeistapahtumat ja
niiden todennakdisyydet

e QOletetaan, etta darellisen otosavaruuden

S={S Sy -+ » S}

dkestapahtumiens;, s,, ... , S, todenndkdisyydet ovat
yhta suuria:

Pr(s):%,i =12,K,n

o Tdloin sasnomme, etta alkeistapahtumat s;, S,, ... , S, ovet

symmetrisia.
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet
Symmetriset alkeistapahtumat ja

klassinen todennakdisyys 1/2

o Olemme maéritelleet tapahtuman klassisen toden-

suhteellisena frekvenssina satunnaisilmion kaikista
tulosvaihtoehdoista (ks. kappal etta Todennaksisyyden

maéritteleminen).

 (Olkoot otosavaruuden

S={S1 Sy -+ » S}
dkestapahtumat s;, S, ... , S, sSymmetrisia:

Pr(s):%,i =12,K,n
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet
Symmetriset alkeistapahtumat ja

klassinen todennakadisyys 2/2

« Olkoon A otosavaruuden Stapahtuma, johon liittyvien
alkei stapausten lukumaara on k:

Al S
N(A)=kEn=n(9
o Taloin tapahtuman A klassinen todennakdisyys on

Pr(A) :E
n
jossa sis
k=n(A)

n=n(y
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet
Symmetriaoletus ja uhkapelit

o Usaimmissa uhkapeleissa pelin sdannot edel lyttavat, etta
peliin liittyvat alke stapahtumat ovat symmetrisia.
o Tyypillisid uhkapelien séanndissa esitettyja symmetria-
vaatimuksia ovat seuraavat:
(1) Kaytettavien pelivalineiden (essm. nopan, rahan tai
rulettipyoran) on oltava fysikaalisesti symmetrisia.
(i1) Kaytettavillapelivdineilla (essim. arpalipuillatai
korteilla) on oltava sama todennakoisyys tulla
valituiksi tai jaetuiksi.
 Huomaa, etta vaatimus (1) edellyttda pelivalineiden (esim.
arpalippujen tai korttien) huolellista sekoittamista.
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet
Symmetriaoletus:

Kommentteja

» Otosavaruuden alkeistapahtumien symmetrisyytta voidaan
vain harvoin perustella uhkapelien ulkopuol el la

» Oletus alke stapahtumien symmetrisyydesta on oletus, jota
voldaan testata tilastollisesti, jos ko. satunnaisiimidsta
kerétdan havaintoja.

o Klassisen todennakaisyyden maaritelma edellyttéa sitg,
etta otosavaruus on &arellinen ja sen alkei stapahtumat ovat
symmetrisia.
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Todennadkodisyyden perusominaisuudet
Symmetriset alkeistapahtumat:

EsimerkKi

e Satunnaisiimio:
Tulos nopanheitosta
e Otosavaruus S
Silmaukujeni =1, 2, 3, 4, 5, 6 joukko:
S={1,234,5,6}
* Oletus nopan virheettomyydesta voidaan pukea seuraavaan muotoon:

Pr(i) :%,i =12,3,4,5,6

e Siten oletus noppien virheettomyydesta merkitsee oletusta
akeistapahtumieni =1, 2, 3, 4, 5, 6 symmetrisyydesta.
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