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Odotusarvo
Johdatteleva esimerkKi:

Arpajaiset 1/7

e Olkoon arpajaisissa 1000 arpaa.
e Arpanumerot: 1, 2, ..., 1000.
* Voitonjako:

Voitot (mk) | Voittoja (kpl)
1000 1

100 10

20 100

TKK (c) likka Mellin (2006)



Odotusarvo
Johdatteleva esimerkKi:

Arpajaiset 2/7

« Arvotaan voittonumerot seuraavallatavalla:
(1) Kirjoitetaan arpanumerot lipukkeille.
(2) Pannaan lipukkeet uurnaan.

(3) Poimitaan uurnasta satunnaisesti 111 arpaa:
— 100 ensmmai sta saa voittona 20 mk
— 10 seuraavaa saa voittona 100 mk
— Viimeinen saaVvoittona 1000 mk

* Voitot yhteensa (mk):
1000”1 + 100" 10 + 20" 100 = 4000
« Voitto yhta ostettua arpaa kohden €li voitto/arpa (mk):
4000/1000 =4
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Odotusarvo
Johdatteleva esimerkKi:

Arpajaiset 3/7

Voitto/arpa voidaan laskea my0s toisella tavalla.
Arpanumerot: 1, 2, ...

Voitonjako:

, 1000.

Voitot (mK)

Voittoja (kpl)

1000

1

100

10

20

100

0

889

Voitto/arpa (mk):
1 1000+10”" 100+100" 20+889" 0

1

1000

=4

1000
10 . 100 .

“1000+——"100+——" 20+

1000 1000

889,
1000

0
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Odotusarvo
Johdatteleva esimerkKi:

Arpajaiset 4/7

» Voitto/arpa saadaan siis laskutoimituksella

! ~ 1000+ 10 100+ 100, 20+ 889 0=4
1000 1000 1000 1000
jossa voitto/arpa on laskettu voittojen painotettuna summana, jossa
painoina on kaytetty voittojen todennakaisyyksia:

Pr(Voitto =1000) =~ = 0.001
1000

Pr(Voitto =100) = 10 _ 0.01
1000
Pr(Voitto = 20) = 100 _ 0.1
1000

Pr(Voitto=0) = 889 _ 0.889
1000
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Odotusarvo
Johdatteleva esimerkKi:

Arpajaiset 5/7

Siten suure voitto/arpa on laskettu kaavalla
o}

a %P
jossa
X; = voitto
p; = on voiton x; todennakoisyys

Suuretta voitto/arpa kutsutaan todennakdisyyslaskennassa voiton
odotusar voksi.

Voiton odotusarvo on siis odotettavissa oleva voitto, jos ostaa yhden
arvan.

V oiton odotusarvolle voidaan antaa seuraava frekvenssitul kinta:

Jos ostetaan useita arpoja, voiton odotusarvo kertoo keskimaaraisen
voiton yhta arpaa kohden.
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Odotusarvo
Johdatteleva esimerkKi:

Arpajaiset 6/7

e Arpominen on satunnaisiimio.
o Maéritelldan satunnaismuuttuja X = voitto.

e Satunnaismuuttujan X mahdolliset arvot x; (voitot) ja niiden
todennakoisyydet p, :

X; Pr(X=x)=p,
1000 | 1/1000

100 10/1000

20 100/1000

0 889/1000

e Huomautus:

Huomaa, etta tulosvaihtoehto 0 mk ja sen todennakdisyys on
otettava mukaan!
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Odotusarvo
Johdatteleva esimerkKi:

Arpajaiset 7/7

e Satunnaismuuttujan X arvot x; ja niiden todennakoisyydet

Pr(X=x) =p,
madrittelevat diskreetin todennékoi syysjakauman.
 Lauseke

a,xp=a,xPr(X=x)
madrittel ee diskreetin satunnaismuuttujan X odotusarvon.

e Huomautus:

Odotusarvo méaaritell&an seuraavassa erikseen diskreeteille ja
jatkuville jakaumille.
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Odotusarvo
Diskreetin jakauman odotusarvo:

Maaritelma

o Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja.

e Olkoon {x;, X5, X3, ... } satunnaismuuttujan X tulos-
vaihtoehtojen eli arvojen joukko.

e Olkoon satunnaismuuttujan X pistetodennakoi syysfunktio
fx)=Pr(X=x)=p,1=1,2,3, ...
e Satunnaismuuttujan X odotusarvo on vakio

E(X)=m =a xPr(X=x)=a % f(x)

e Sanomme, ettd satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X) on
sen jakauman odotusarvo, joka kuvaa satunnai smuuttujaan
X littyvia todenndkdisyyksia.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 10



Odotusarvo
Diskreetin jakauman odotusarvo:

Kommentteja

Vakka satunnaismuuttujan saama arvo vaihtelee
satunnaisesti koetoistosta toiseen, satunnai smuuttuja saa
keskima@arin arvoja, jotka vaihtelevat sen odotusarvon
ymparilla

Jos jakaumalla on odotusarvo, se on jakauman toden-

Diskreetin jakauman odotusarvon el tarvitse kuulua ko.
satunnal smuuttujan tulosvaihtoehtojen joukkoon.

Nopanheiton tuloksen odotusarvo on 3.5 (ks. >), mika el esiinny
mahdollisten tulosvai htoehtojen joukossa.

TKK
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Odotusarvo
Diskreetin jakauman odotusarvo:

Esimerkki nopanheitosta

Nopanheittoon liittyvan
diskreetin tasaisen jakauman
pistetodennédkaoi syysfunktio on
muotoa

Pr(X =i) :%,i =1234,5,6

Satunnaismuuttujan X
odotusarvo:

_d . . _e.1
E(X)=gqiPr(X=1)=g 1=
i=1 i=1 6
_1+2+3+4+5+6 _21
6 6

=35

Pistetodennakdisyysfunktio

0.3

02 |

01 |

TKK
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Odotusarvo
Diskreetin jakauman odotusarvo:

Esimerkki onnenpydrasta 1/2

Olkoon diskreetin
satunnaismuuttujan X
pistetodennédkaoi syysfunktio
muotoa

Pr(X=1)=0.3
Pr(X=2)=0.25
Pr(X=3)=0.2
Pr(X=4)=0.15
Pr(X=5)=0.1
Pistetodennadkoisyysfunktio
liittyy luvussa
Satunnaismuuttujat ja
todennakoisyysjakaumat
kasiteltyyn esimerkkiin
ohnenpyorasta.

0.4

Pistetodennakdisyysfunktio

03 |

02 |

01 |

D —

gl —
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Odotusarvo

Diskreetin jakauman odotusarvo:

Esimerkki onnenpydrasta 2/2

 Satunnaismuuttujan X
odotusarvo: 0.4

E(X):éS_ i Pr(X =i)

Pistetodennakdisyysfunktio

031 ¢
i=1
=1 0.3+2  0.25+3" 0.2 0o | [ *
+4" 0.15+5 0.1
—o5 01} | ‘
0 * ’ ’
1 2 3 4 5
1
|
E(X) =25

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Odotusarvo
Jatkuvan jakauman odotusarvo:

Maaritelma

e Olkoon X on jatkuva satunnaismuuttuja.
e Olkoon satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f(x).
e Satunnal smuuttujan X odotusarvo on vakio

E(X)=m = Oxf (x)dx

e Sanomme, etta satunnal smuuttujan X odotusarvo E(X) on
sen jakauman odotusarvo, joka kuvaa satunnai smuuttujaan
X littyvia todenndkdisyyksia.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 15



Odotusarvo
Jatkuvan jakauman odotusarvo:

Kommentteja

« Vakka satunnaismuuttujan saama arvo vaihtelee
satunnaisesti koetoistosta toiseen, satunnai smuuttuja saa
keskimaarin arvoja, jotka vaihtelevat sen odotusarvon
ymparilla

« Josjakaumalla on odotusarvo, se on jakauman
todennakdi syysmassan painopiste.

 Jatkuvan jakauman odotusarvo kuuluu aina ko.
satunnal smuuttujan tulosvaihtoehtojen joukkoon.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 16



Odotusarvo

Jatkuvan jakauman odotusarvo:

Esimerkki tasaisesta jakaumasta

Jatkuvan tasaisen jakauman

Jatkuva tasainen jakauma

tiheysfunktio on

1 1

I——, aEXEDb
f()={b-a

10,  muulloin

Jakauman odotusarvo on
+¥

E(X) = oxf (x)dx 1/(b-a)
- ¥
:Z‘y(xidx a 0 b
. b-a |
~ (2 E(X)=a+(b- a)2
“b-at b

=(b+a)/2=a+(b- a)/2

TKK
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Odotusarvo
Jatkuvan jakauman odotusarvo:

Esimerkki kolmiojakaumasta

e Erdan kolmiojakauman

Kolmiojakauma

tiheysfunktio on 1.2
i-3Xx+1,0£XE2 1
F(x) =] .
10, muulloin 08 1

0.6 1
e Jakauman odotusarvo on

+¥ 0.4 -

E(X) = ¢ (x)dx

0.2

N
o

(- $x+1)dx 1

o

wWIN @D
ol
X
w
+
N
X
&1

E(X) = 2/3
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Odotusarvo

Jatkuvan jakauman odotusarvo:
Esimerkki normaalijakaumasta

Normaalijakauman
tiheysfunktio on

1 exp\l' e my 4
i-c——=
sV i &s gp

Normaalijakauman
tiheysfunktio on symmetrinen

suoran X = msuhteen.

Voidaan osoittaa, etta
normaalijakauman odotusarvo

E(X)=m
ks. lukua Jatkuvia jakaumia.

F(x)=

Normaalijakauma

E(X) =

TKK
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Odotusarvo
Odotusarvon olemassaolo

e Jakaumalla e valttamatta ole odotusarvoa.

 (Odotusarvon olemassaololla tarkoitetaan diskreetin
jakauman tapauksessa Sitg, etta

alx|f(x)<¥

jaj a’_%uvan jakauman tapauksessa sitg, etta
O X[ f(x)dx <¥
- ¥

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Odotusarvo
Odotusarvo ja todenndkoisyysmassan painopiste

» Josjakaumalla on odotusarvo, se yhtyy aina ko. jakauman
todenndkoi syysmassan painopisteeseen.
e Olkoon
E(X)=m
satunnalsmuuttujan X odotusarvo.
 Jos satunnaismuuttujan X jakauma on symmetrinen suoran
X=a
suhteen, niin
E(X)=m=a

TKK (c) llkka Mellin (2006) 21



Odotusarvo
Vakion odotusarvo

Olkoon a el-satunnainen vakio.

Vakion odotusar vo on vakio itse:
E(a) =a

Kommentti:

V akio @ vaihtel e koetoistosta toi seen.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Odotusarvo
Vakion odotusarvo:

Perustelu

o Vaite: Vakiolle a patee

E(a) =a
* Perustelu jatkuvan jakauman tapauksessa:
+¥ +¥

E(a) = pgaf (x)dx=a f (x)dx=ax=a

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Odotusarvo
Lineaarimuunnoksen odotusarvo

Olkoon satunnai smuuttujan X odotusarvo E(X).
Satunnaismuuttujan X lineaarimuunnoksen

Y=a+bX
(ajab vakioita) odotusarvo E(Y) saadaan soveltamalla ko.
lineaarimuunnosta odotusarvoon E(X):

E(Y) = a+bE(X)

TKK
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Odotusarvo

Lineaarimuunnoksen odotusarvo:

Perustelu

e Vaite: Lineaarimuunnokselle
Y=a+bX
patee
E(Y) = a+ bE(X).

* Perustelu jatkuvan jakauman tapauksessa:
+¥

E(Y) = E(a+bX) = ¢Ya+bx) f (x)dx

=af (x)dx+b gxf (x)dx

=a+bE(X)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Odotusarvo
Lineaarimuunnoksen odotusarvo:

Kommentteja

Satunnai smuuttujan X kertominen vakiolla b merkitsee
satunnalsmuuttujan X saamien arvojen mittakaavan
muuttamista.

Satunnal smuuttujan X saamien arvojen mittakaavan
muuttaminen verrannol lisuuskertoimella b muuttaa
satunnalsmuuttujan X jakauman todennakoi syysmassan
pai nopistetta samalla kertoimella.

Vakion a lisédminen satunnai smuuttujaan X merkitsee
satunnal smuuttujan X jakauman todennakoi syysmassan
sirtoa.

Todennakdisyysmassan siirtaminen vakion a verran slirtéa
todennakdi syysmassan pal nopistetta saman verran.

TKK
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Odotusarvo
Odotusarvo jakauman sijaintiparametrina 1/2

Koska odotusarvolla on fysikaalinen tulkinta toden-

kutsua jakauman sijaintiparametriks.
Oletetaan, etta satunnaismuuttujien X ja 'Y tiheysfunktiot
yksihuippuisia ja symmetrisia painopisteensa suhteen.
Talloin satunna smuuttujan X todennakdi syysmassan
padosa sljaitsee vasemmalla satunnaismuuttujan Y
todennadkOi syysmassan padosasta, josjavain jos

E(X) < E(Y)

ks. havainnollistusta 1 >.

TKK
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Odotusarvo
Odotusarvo jakauman sijaintiparametrina 2/2

My0s jos jakauma on yksi hui ppuinen, mutta vino,
odotusarvo kuvaa luontevallatavallajakauman
todenndkdi syysmassan paaosan sijaintia;

ks. havainnollistusta 2 >.

Sen sijaan, jos jakauma on monihuippuinen, jakauman
todenndkoisyysmassan paaosien el tarvitse ollalahella
odotusarvoa; ks. havainnollistusta 3 >.

TKK
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Od

otusarvo

Odotusarvo jakauman sijaintiparametrina:
Havainnollistus 1

Kuva oikealla esittaa kolmen
nor maalijakauman Ny, N, jaN;
tiheysfunktioita f,, f, jaf; .
Tiheysfunktiot f,, f, jaf; ovat
yksihuippuisia ja symmetrisia
suorien X =y, X = W, jaX = Mg
suhteen.

Jakaumat N, ja N, saadaan
siirtamalla jakauman N, toden-
nakoisyysmassaa oikealle.

Jakaumien N;, N, ja N; odotus-
arvot ., W, ja s, toteuttavat
epayhtal 6t

My <My < H3

Jakaumien N, N, ja N, tiheysfunktiot

[, f, f,
7 N
A T T
m m m

TKK
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Odotusarvo
Odotusarvo jakauman sijaintiparametrina:

Havainnollistus 2

Kuva oikealla esittéd kahden
eksponenttijakauman E, jaE,
tiheysfunktioita f, jaf, .
Tiheysfunktiot f, jaf, ovat
yksihuippuisia ja epa-
symmetrisia.

Jakauman E, todennakaisyys-
massa on keskittynyt jakauman
E, todennadkoisyysmassaa voi-
makkaammin origon lahelle.

Jakaumien E, ja E, odotusarvot
U, ja |, toteuttavat epayhtal on

My < My

Jakaumien E, ja E, tiheysfunktiot

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Odotusarvo
Odotusarvo jakauman sijaintiparametrina:

Havainnollistus 3

o Kuvaoikeallaesittda eréan
sekoitetun nor maalijakauman
N tiheysfunktiota f.

o Tiheysfunktio f on kaksi-
huippuinen ja symmetrinen
suoran X = 1 suhteen.

» Jakauman N todennakdisyys-
massalla on vaaka-aksdlilla
kaksi keskittyméaa.

» Jakauman N odotusarvo 1 on
todenndkdi syysmassojen
keskittymien valissa.

Jakauman N tiheysfunktio

3 —>

TKK (c) llkka Mellin (2006) 31



Odotusarvo
Summan ja erotuksen odotusarvo

e Satunnaismuuttujien X jaY summan X + Y odotusarvo on
E(X +Y)=E(X)+E(Y)
o Satunnaismuuttujien XjaY erotuksen X - Y odotusarvo
on
E(X-Y)=E(X)- E(Y)
o Tamamerkitsee sitg, ettd odotusarvo on lineaarinen
operaattori.

e Huomautus:

Todistus vaatii kaksiulottei sten satunnaismuuttujien
madrittelemista ja esitetdan luvussa Moniulotteiset satunnais-
muuttujat ja jakaumat.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 32



Odotusarvo
Summan odotusarvo:

Yleistys
e Olkoot X;,1 =1, 2, ..., nsatunnaismuuttujia
jaa ,1=1,2,...,n vakioita.
e Satunnaismuuttujien X , 1 =1, 2, ... , n painotetun
summan
aaX;

odotusarvo on

3aa><—— aE(X)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Odotusarvo
Diskreetin satunnaismuuttujan funktion odotusarvo:

Maaritelma

o Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka piste-
todennakaoi syysfunktio on

fx)=Pr(X=x)=p,1=1,2,3, ...
« Olkoon g reaaliarvoinen funktio.
e Satunnaismuuttujan g(X) odotusarvo on vakio

E(9(X)) = myx, =a 9(%) T (%)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 34



Odotusarvo
Jatkuvan satunnaismuuttujan funktion odotusarvo:

Maaritelma

« Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio
on

f(x)
« Olkoon g reaaliarvoinen funktio.

« Satunnaismuuttujan g(X) odotusarvo on vakio
+¥

E(9(X)) =myx, = 09(x) T (X)dx

TKK (c) likka Mellin (2006)

35



Jakaumien tunnusluvut

Odotusarvo
>> Varianssi
Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot
Momentit
Vinous ja huipukkuus
Kvantiilit
Moodi
Suurten lukujen laki

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssi
Varianssi:

Yleinen maaritelma

e Olkoon satunnaismuuttujan X odotusarvo
E(X)=m,

e Satunnaismuuttujan X varianssi on vakio
D?(X)=Var(X)=s: =E(X- m)*

e Satunnaismuuttujan X varianssi on satunnai smuuttujan X
omasta odotusarvostaan /m, maaratyn poikkeaman nelion
odotusarvo.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 37



Varianssi
Diskreetin jakauman varianssi

o Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja.

e Olkoon {x;, X,, ... } satunnaismuuttujan X tulos-
vaihtoehtojen eli arvojen joukko.

e Olkoon satunnaismuuttujan X pistetodennakoi syysfunktio
f(x)=Pr(X=x)=p,1=1,2, ...
o Tallbin satunnaismuuttujan X varianssi on vakio

D*(X)=Var(X)=s; =a (x - m)’p

TKK (c) llkka Mellin (2006) 38



Varianssi
Jatkuvan jakauman varianssi

e Olkoon X on jatkuva satunnaismuuttuja.

e Olkoon satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f(x).

o Tallbin satunnaismuuttujan X varianssi on vakio
+¥

D?(X) =Var(X) =s2 = ¢)(x- m)? f(x)dx

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssi
Varianssin olemassaolo

e Jakaumalla el valttamatta ole varianssia.

 Varianssin olemassaololla tarkoitetaan sitg, etta
varianssin maaritteleva summa (diskreetin jakauman
tapauksessa) tal integraali (jatkuvan jakauman
tapauksessa) on aarellinen.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 40



Varianssi
Varianssin maaritelma:

Kommentteja

« Varianss kuvaatodenndkdisyysmassan hajaantuneisuutta
tal —mikaon sama asia— keskittynesyytta jakauman
painopisteen suhteen.

e Jos

Var(X) > Var(Y)
niin satunnalsmuuttujan X todennakoi syysmassa on
haj aantunut voimakkaammin oman pai nopisteeseensa

suhteen kuin satunnaismuuttujan Y todennak6isyysmassa
oman painopisteeseensa suhteen.

o Koskavarianss kuvaatodenndkoisyysmassan
hajaantunel suutta, sita voidaan kutsua hajonta-
parametriksi.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 41



Varianssi
Varianssi jakauman hajaantuneisuuden mittana:

Esimerkki normaalijakaumista 1/2

Kuva oikealla esittdd kolmen
normaalijakauman N, N, ja
N, tiheysfunktioita f,, f, jaf; .
Kalkillajakaumilla on sama
odotusarvo .

Tiheysfunktiot f,, f, jaf; ovat
yksihuippuisia ja symmetrisia
suoran X = 1 suhteen.

Jakaumien N, N, ja N, tiheysfunktiot

H

TKK
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Varianssi
Varianssi jakauman hajaantuneisuuden mittana:
Esimerkki normaalijakaumista 2/2

) Jakaum.ar.]..Nl Jakaumien N, N, ja N, tiheysfunktiot
todenndkdisyysmassa on
keskittynein, kun taas jakauman H
N, todennakdi syysmassa on T
hajaantunein.
o Jakaumien varianssit toteuttavat
epayhtal 6t: " f
Var(X,) < Var(X,) < Var(Xy) o s
|
i
|
m

TKK (c) likka Mellin (2006)



Varianssi
Varianssi:

Toinen laskukaava

» Olkoon satunnaismuuttujan X odotusarvo
E(X)=m
e Satunnaismuuttujan X varianssi voidaan laskea myos
kaavalla

Var(X)=a,- nf
jossa
a, = E(X?)

on satunnaismuuttujan X toinen (origo-) momentti.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssi
Varianssin toinen laskukaava:

Perustelu

e Olkoot satunnaismuuttujan X odotusarvo
E(X)=m
jatoinen momentti
E(X®)=a,
e Satunnaismuuttujan X varianssi on
Var(X) =E(X - n)?
=E(X?- 2mX + nt)
=E(X?)- 2mE(X) + E(n?)
=a,- 2m mnt
=a,- nf

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssi

Standardipoikkeama:
Maaritelma

« (Olkoon satunnaismuuttujan X odotusarvo
E(X)=m

o Satunnaismuuttujan X standar dipoikkeama on vakio
D(X) =5, =E(X- m)’

« Standardipoikkeamaa k&ytetdan samaan tapaan kuin
varianssia todennakdi syysmassan hajaantunel suuden
(keskittynei syyden) mittana.

o Standardipoikkeamaon - toisin kuin varianssl - samoissa
mittayksikdissa kuin odotusarvo.
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Varianssi

Diskreetin jakauman varianssi:
Esimerkki nopanheitosta 1/2

Nopanheiton tulosta satunnai silmidnéa kuvaavan diskr eetin tasaisen
jakauman pistetodennakoi syysfunktio:

P(X:i):%,i:12,3,4,5,6

e  Satunnaismuuttujan X odotusarvo:

6
E(X)=m=8 i Pr(X =i)= a& %1 35

e Satunnaismuuttujan X toinen momenttl.
6 6
E(X%)=a, =8 iI2Pr(X =i)= 8 i*=
i=1 i=1
P+2°+3F +4°+5°+6° 091
6 6

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssi
Diskreetin jakauman varianssi:
Esimerkki nopanheitosta 2/2

e Satunnaismuuttujan X varianss:

Va(X)=D*(X)=s2=a,- nf =1 o218 —»2917
6 36 @
« Satunnaismuuttujan X standardipoikkeama eli keski haj onta:

D(X)=s =+/2917 »1.708

TKK (c) likka Mellin (2006)

48



Varianssi
Diskreetin jakauman odotusarvo ja varianssi:

Laskujen jarjestaminen 1/5

* Nopanheiton tulosta satunnaisilmiona kuvaavan diskr eetin tasaisen
jakauman odotusarvon ja varianssin maaraamista varten tarvittavat
|askutoi mitukset voidaan j &rjestéda seuraavan taul ukon muotoon:

Keskiarvo Varianssi 1 Varianssi 2

1 2 3 4 5 6 7 8 9

i Xi Pi XiPi X;° Xizpi Xi—m (Xi = ”72 (Xi = ”72pi
1 1 1/6 | 1/6 1 1/6 2.5 6.25 25/24
2 2 1/6 | 2/6 4 4/6 -1.5 2.25 9/24

3 3 1/6 | 3/6 9 9/6 -0.5 0.25 1/24

4 4 1/6 | 4/6 16 | 16/6 +0.5 0.25 1/24

5 5 1/6 | 5/6 25 | 25/6 +1.5 2.25 9/24

6 6 1/6 | 6/6 36 | 36/6 +2.5 6.25 25/24
S| 21 1 21/6 | 91 | 91/6 0 17.5 70/24

TKK (c) llkka Mellin (2006) 49



Varianssi
Diskreetin jakauman odotusarvo ja varianssi:

Laskujen jarjestaminen 2/5

e TaulukonrivillaS on sarakesummat riveilta 1-6:
Sarake2: J x =21
Sarake3: J p =1
Sarake4: J xp =m=21/6=35
Sarake5: g x2 =91
Sarake6: g X°p =a, =91/6=15.167
Sarske7:  Q(x- m=0
Sareke8: g (x- m =175
Sareke9:  d (x- m’p =s2=70/24=2917

TKK (c) likka Mellin (2006)



Varianssi
Diskreetin jakauman odotusarvo ja varianssi:
Laskujen jarjestaminen 3/5

e Satunnaismuuttujan X odotusarvon maaraamista varten tarvittavat
|laskutoi mitukset on suoritettu sarakkeissa 2-4.

e (Odotusarvo saadaan rivin S sarakkeesta 4:

E(X)=m=g xp =21/6=35

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssi
Diskreetin jakauman odotusarvo ja varianssi:
Laskujen jarjestaminen 4/5

Satunnaismuuttujan X varianss voidaan maarata kahdella eri tavalla:
Kaava 1.

Var(X)=a,- nt

jossa
a,=E(X*)=4 x'p
m=E(X)=8 xp,
Kaava 2:

Var(X)=E(X- m?=s*=3 (x - m*p,
jossa mon kuten kaavassa 1.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Varianssi
Diskreetin jakauman odotusarvo ja varianssi:
Laskujen jarjestaminen 5/5

Kaavan 1 vaatimat laskutoimitukset on tehty sarakkeissa 2-4 ja 5-6:

E(X)=m=§ xp =21/6=35
E(X*)=a,=8 x*p =91/6=15.167

Kaavan 1 mukaan

.2
Va(X)=a,- nf _9 35?;19 :3_5:2_917
6 8621 12

Kaavan 2 vaatimat laskutoimitukset on tehty sarakkeissa 2-4 ja 7-9:

Var(X)=E(X- m?=s2=3 (x - m?p :;—2:2.917

Kaavan 2 soveltaminen on siind mielessa moni mutkaisempaa kuin
kaavan 1 soveltaminen, etta kaavassa 2 on erotuksien (x; - 17)
maaraamiseks ensin maarattava odotusarvo m

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Varianssi
Jatkuvan jakauman odotusarvo ja varianssi:

Esimerkki tasaisesta jakaumasta 1/2

« Erdanjatkuvan tasaisen jakauman tiheysfunktio:

IE, 0£ X£Db

fF(X)=ib
10, muulloin
e  Satunnaismuuttujan X odotusarvo:
" él zub b

E(X)=m= Oxf (X)dx ‘O( dx_82_b Ho = 5

e Satunnaismuuttujan X toinen momentti:

+¥ 2
E(X?) =a, —Oxf(x)dx—0< dx_SX“ b

&bl 3

TKK (c) llkka Mellin (2006) 54



Varianssi
Jatkuvan jakauman odotusarvo ja varianssi:

Esimerkki tasaisesta jakaumasta 2/2

e Satunnaismuuttujan X varianss:

b> abe b’
Var(X)=D*(X)=s’=a,- ff=—- ¢== =—
LO=EEo i 3 &2 12

e Satunnaismuuttujan X standardipoikkeama:

. p* b
D(X)_S_\/;_Z\/é

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssi
Vakion varianssi

Olkoon a ei-satunnainen vakio.
Vakion varianss on nolla:
Var(a) =0
Tulkinta:
Vakio e vaihtel e satunnal skokeesta toi seen.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Varianssi
Vakion varianssi:

Perustelu

o Vaite: Vakiolle a pétee
Var(a) =0
o Perustelu:
Var(a) = E(a- E(a))” = E(a- a)*> = E(0) =0
koska vakiolle a pétee:
E(a) =a

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssi
Lineaarimuunnoksen varianssi

Olkoon satunnaismuuttujan X varianss Var(X).
Satunnaismuuttujan X lineaarimuunnoksen
Y=a+bX
(ajab vakiota) varianssi on
Var(Y) =b’ Var(X)

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Varianssi
Lineaarimuunnoksen varianssi:
Perustelu

e Vaite: Lineaarimuunnokselle
Y=a+bX
patee
Var(Y) = bVar(X).
 Perustelu:
Var(Y) = Var(a+bX) = Ega+bX)- E(a+bX)g
=E[a+bX - a- bE(X)]’
= E[bX - bE(X)]
=b?E[X - E(X)]’
=b’Var(X)

TKK (c) likka Mellin (2006)

59



Varianssi
Lineaarimuunnoksen varianssi:

Kommentteja

Satunnaismuuttujan X kertominen vakiolla b merkitsee
satunnal smuuttujan X saamien arvojen mittakaavan
muuttamista.

Satunnalsmuuttujan X saamien arvojen mittakaavan
muuttaminen verrannol lisuuskertoimella b muuttaa
satunnaismuuttujan X varianssia kertoimella b.

Vakion a lisdé@minen satunnaismuuttujaan X merkitsee
satunnal smuuttujan X jakauman todennakdi syysmassan
sirtoa.

Todenndkoisyysmassan siirtaminen el muuta toden-

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Varianssi
Standardointi

« Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka odotusarvo E(X) = mja
varianssi D?(X) = s 2.
o Taloinstandardoidun satunnaismuuttujan
Z_X—m

S
odotusarvo

E(Z)=0

javarianss
D*(Z) =1

TKK (c) llkka Mellin (2006) 61



Varianssi

Standardointi:
Perustelu

e Olkoot E(X) = mjaD3X) = s~
« Standardoidaan satunnaismuuttuja X:

Z:X-m
S
. Tallsin
£Z)=E& x- M-Lgx). T
S Sg S S S
2 _ N2 mo_ 1 _1 5
D*(Z)=D?g=X - —2=—=—D?*(X)=—s%=1

S Sg S S

TKK (c) likka Mellin (2006)



Varianssi
Summan ja erotuksen varianssi 1/2

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat X ja’Y ovat
riippumattomia.

Tarkastellaan satunnaismuuttujien XjaY summan X + Y ja
erotuksen X - Y varianssia.

Huomautus:

Satunnaismuuttujien X ja 'Y riippumattomuudel la tarkoitetaan
Seuraavaa:

Se, mita arvoja satunnaismuuttuja X saa, el saariippua sita,
mita arvoja satunnaismuuttuja Y saa ja kaantaen, se, mitaarvoja
satunnaismuuttuja Y saa, el saariippuasita, mita arvoja
satunnalsmuuttuja X saa; kasite taésmennetaan luvussa
Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja jakaumat.

TKK
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Varianssi
Summan ja erotuksen varianssi 2/2

« Riippumattomien satunnaismuuttujien XjaY
summan X + Y varianss on

Var(X +Y) =Var(X) +Var(Y)
e Riippumattomien satunnaismuuttujien XjaY
erotuksen X - Y varianss on
Var(X - Y)=Var(X) +Var(Y)
 Huomautus:
Todistus vaatii kaksi ulotteisen satunnaismuuttujan

madrittelemista ja esitetdan luvussa Moniulotteiset satunnais-

muuttujat ja jakaumat.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssi
Summan ja erotuksen varianssi:

Kommentteja

o Oletetaan, etta satunnaismuuttujat X ja’Y ovat
riippumattomia.

o Tdall6in satunnaismuuttujien X ja’Y summan ja erotuksen
varianssille pétee
Var(X tY)=Var(X)+Var(Y)
e Huomaa
Var(X - Y)t Var(X)- Var(Y)
D(X +Y) ! D(X)+D(Y)
D(X -Y)® D(X)- D(Y)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssi
Summan varianssi:

Yleistys

e Olkoot satunnaismuuttujat X, ,1=1, 2, ... ,n

riippumattomiajaa ,i =1, 2, ... , nvakioita.

e Taloin satunnaismuuttujien X ,1=1, 2, ...
summan

aaX;
varianss on

varsh ax 0= § & var(x,)
&% D

=1

, N painotetun

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssi

Empiirinen jakauma 1/3

e Oletetaan, etta diskreetin satunnaismuuttujan X
mahdolliset arvot ovat

X,1=12,...,n

o Liitetd8n satunnaismuuttujan X arvoihin symmetriset
todennakoi syydet

Pr(X=x)=p :%,i =1,2,K,n

« Otannan perustyypissa, yksinkertaisessa satunnais-
otannassa, havaintoarvot x. noudattavat tétd, ns.
empiirista jakaumaa.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 67



Varianssi

Empiirinen jakauma 2/3

» Suoraan diskreetin satunnaismuuttujan odotusarvon ja
varianssin maaritel mista saadaan:

g 18
EX)=m=axp= ax=x

i1

1o
E(X) a —a)ﬁﬂ naX|2
=1

Var(x) =D*(X)=s* =& (x - m*p, =& (x - X)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssi

Empiirinen jakauma 3/3

* Huomaa, etta odotusarvo
E(X) = m=x="§ X
n '—1
on lukujen x; aritmeettinen keskiarvo ja
Var(x) =DX(X) =57 = "4 (x - X)
=1

on lukujen x; ns. otosvarianss.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssi

Aritmeettisen keskiarvon
odotusarvo ja varianssi 1/2

Olkoot Xi , 1 =1, 2, ..., nriippumattomia satunnais-
muuttujia.

Oletetaan lisaksl, etta satunnaismuuttujillaX; , 1 =1, 2, ...
n on sama odotusarvo javarianss:

E(X,)=m,D*(X))=s%,i=12,K,n
Olkoon
1d

X==a X
N
satunnaismuuttujien X , 1 =1, 2, ... , n aritmeettinen
keskiarvo.

TKK

(c) likka Mellin (2006) 70



Varianssi

Aritmeettisen keskiarvon
odotusarvo ja varianssi 2/2

. Talsin
E(X)=m

2

DZ(X):S_

n

e Huomautuksa:

—  Satunnaismuuttujien X; aritmeettisen keskiarvon odotusarvo on
sama kuin yksittaisten muuttujien yhteinen odotusarvo.

—  Satunnaismuuttujien X aritmeettinen keskiarvo vaihtelee
varianssilla mitattuna vahemman kuin muuttujat itse.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Varianssi
Aritmeettisen keskiarvon

odotusarvo ja varianssi: Perustelu

« Olkoot X ,1=1,2, ..., nriippumattomia satunnaismuuttujia, joille

E(X,)=m,D*(X)=s?,i=12,K,n

- Talgin
E(X) =EZ & x, 2= 1EZ x,2=18 E(x))
8ni g N i g N
—}é_m—}mm—m
n- n
- A o 0O 1 55 0) 0O 1o
D?(X)=D?=9q X ~=-—-D* X 2=—9 D*(X
(0 =DTgya X 5= e DgA X 5= e @ P (X)
Slageole ST
n° - n° n

TKK (c) likka Mellin (2006)



Jakaumien tunnusluvut

Odotusarvo
Varianssi
>> Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot
Momentit
Vinous ja huipukkuus
Kvantiilit
Moodi
Suurten lukujen laki

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot
Markovin epayhtalo

Olkoon g(X) satunnaismuuttujan X positiivinen
reaaliarvoinen funktio, jonka odotusarvo on

E(9(X))
Taloin jokaisellereaaliselle vakiolle a > 0 pétee
Markovin gpayhtalo

Pr(g(x)® )£ =950

TKK

(c) likka Mellin (2006)

74



Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot
Markovin epayhtalo:

Todistus

Todistamme Markovin epayhtd 6n jatkuvien satunnaismuuttujien
tapauksessa.

Olkoon g(X) satunnaismuuttujan X positiivinen reaaliarvoinen funktio,

jonka odotusarvo on E(g(X)).
Olkoon satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f(x) ja olkoon a > 0 vakio.
Markovin epayhtal6 saadaan epayhtal Oketjusta

E(9(X)) = ), 9(x) f (x)clx
3 an(x)dx

=aPr(g(X)?3 a)
jossa
S={x|g(x)* a}

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot
Markovin epayhtalo:

Kommentteja 1/2

e Markovin epayhtal6n

Pr(g(x)® )£ =95
mukaan todenndkdisyys sille, etta mielivataisen
satunnaismuuttujan X (jolle odotusarvo E(g(X)) on
olemassa) positiivinen funktio g(X) saa suurempia arvoja
kuin a > 0, on korkeintaan

E(9(X))
a

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot
Markovin epayhtalo:

Kommentteja 2/2

Markovin epayhtal 6n erikoistapauksena saadaan
positiivisille satunnaismuuttujille X epayhtal 6
E(X)

Pr(X3a)t
(x5 a)e B

jossaa > 0.

Siten mielivaltaisen positiivisen satunnai smuuttujan (jonka
odotusarvo E(X) on olemassa) todennakdisyys akauman
todenndkoi syysmassasta kor keintaan

E(X)
a
on etdisyytta a > 0 kauempana origosta.

100° %

TKK

(c) likka Mellin (2006) 77



Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot

Tshebyshevin epayhtalo

« Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka odotusarvo on
E(X)=m
javarianssi on
Var(X) = s 2
o Talloin pétee Tshebyshevin epayhtalo
1

K2

Pr(|X - m3 ks )£

TKK (c) likka Mellin (2006)

78



Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot

Tshebyshevin epayhtalo.:
Todistus

* Todistamme Tshebyshevin epayhta 6n jatkuvien satunnaismuuttujien
tapauksessa.

e Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja.

e Olkoon satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f(x), sen odotusarvo
E(X) = mjavarianss Var(X) = s 2 seka olkoon k > 0 vakio.

o Tshebyshevin epayhtél 6 seuraa Markovin epayhtéal osta

Pr(g(X)2 a)£ E(g(X))

a
valitsemalla
g(x) =(x- m*; m=E(X)
a=k’s?;s*=Var(X)=E[g(X)]

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot

Tshebyshevin epayhtalo.:
Kommentteja 1/3

o Tshebyshevin epayhtalon
Pr(|X - m3 ks)£k—12

mukaan mielivaltaisen satunnaismuuttujan X (jonka
odotusarvo E(X) = mjavarianssl Var(X) = s 2 ovat
olemassa) todennakdi syysmassasta kor kel ntaan

100° k_12 %

on etdisyytta ks kauempana jakauman painopisteesta m

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot

Tshebyshevin epayhtalo.:
Kommentteja 2/3

Jos X on mielivaltainen satunnaismuuttuja, jollaon
odotusarvo javarianssl, Tshebyshevin epayhtd o antaa
absoluuttisen ylarajan satunnai smuuttujan X toden-

massan osuudelle.

Jos satunnai smuuttujan X jakauma spesifioidaan
tarkemmin, ” hantaalueiden” todenndkoisyysmassan
osuudesta voi daan antaa tarkempia arvioita.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot

Tshebyshevin epayhtalo.:
Kommentteja 3/3

e Esmerkki:

Tshebyshevin epayhtd 6n mukaan kaikille satunnaismuuttujille

X, joillaon odotusarvo E(X) = mjavarianssi Var(X) = s ?, patee
Pr(|X - m? 35);9%

Jos tiedamme, etta X noudattaa normaalijakaumaa (ks. lukua

Jatkuvia jakaumia), Saadaan (esimerkiksi normaalijakaumien

taulukoiden avulla) tarkempi tulos:

Pr(|X - m? 3s)»0.3%

TKK (c) llkka Mellin (2006) 82



Jakaumien tunnusluvut

Odotusarvo

Varianssi

Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot
>> Momentit

Vinous ja huipukkuus

Kvantiilit

Moodi

Suurten lukujen laki

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Momentit
Origomomentit

* Olkoon X satunnaismuuttuja.
e Talbin satunnaismuuttujan Xk odotusarvo

E(X*)=a,

on satunnaismuuttujan X k. momentti eli k. momentti
origon suhteen.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Momentit
Origomomentit:

Erikoistapauksia

e Olkoon
E(X*)=a,
satunnaismuuttujan X k. momentti
o Erityisesti:
a, =1
a,=E(X)=n

e Siten satunnaismuuttujan X 1. momentti on satunnais-
muuttujan X odotusarvo.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Momentit
Keskusmomentit

Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka odotusarvo on
E(X)=m

Tall6in satunnaismuuttujan (X - m)* odotusarvo
EQX - mg=m

on satunnaismuuttujan X k. keskusmomentti el

K. momentti painopisteen msuhteen.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Momentit
Keskusmomentit:

Erikoistapauksia

e Olkoon
EGX - M g=m
satunnaismuuttujan X k. keskusmomentti €li
K. momentti painopisteen msuhteen.
o Erityisesti:
m=0
m=E&X - m*g=s°=Var(X)=D*(X)
e Siten satunnaismuuttujan X 1. keskusmomentti havida

ainaja 2. keskusmomentti on satunna smuuttujan X
varianss.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 87



Momentit
Momenttien olemassaolo

Satunnaismuuttujan X k. origomomentti on olemassa, j0s
E(| X [) <¥
Satunnaismuuttujan X k. keskusmomentti on olemassa,
J0S vastaava origomomentti on olemassa.
V oidaan osoittaa, etta jos
E(| X[") <¥
jollekinnl , niin
E(| X [) <¥ kaikillek <n

Jos siis satunnai smuuttujalla on n. origomomentti, silla on
my06s kaikki alempien kertal ukujen momentit.

TKK
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Jakaumien tunnusluvut

Odotusarvo
Varianssi
Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot
Momentit
>> Vinous ja huipukkuus
Kvantiilit
Moodi
Suurten lukujen laki

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Vinous ja huipukkuus
Momentit

e Olkoonon
a, =E(X"),k=123K
satunnai smuuttujan X kK. origomomentti.
e Olkoon
m=EgX- a))'f,.k=1,23K

satunnaismuuttujan X k. keskusmomentti.

e Huomaa
a,=E(X)=m

m =Eg&X - m?*g=Va(X)

TKK (c) likka Mellin (2006)

90



Vinous ja huipukkuus
Vinous

e Tunnuslukua

0=

kaytetdan todennakoi syys akaumien vinouden mittana.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 91



Vinous ja huipukkuus
Todennakdisyysjakaumien vinous

Jos todennakoi syys akauman pistetodennakdisyys- tai
tiheysfunktio on yks huippuinen, pétee seuraava:
g < 0: Jakaumaon negatiivisesti vino €li
vino vasemmalle, jolloin jakauman vasen hanta on
pitempi kuin oikea hanta.
g = 0: Jakauma on symmetrinen.
g, > 0: Jakaumaon positiivisesti vino €l
vino oikealle, jolloin jakauman oikea hanta on
pitempi kuin vasen hanta.
Huomautus:
Normaalijakaumalle g = 0.

TKK
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Vinous ja huipukkuus

Todennakdisyysjakaumien vinous:
Havainnollistus

Alla on kuvattuna kol me yks huippuista tiheysfunktiota.

10 - ¢%(5) N(0,1) c?(5)

g<o0: g=0: g >0:
Jakaumaon Jakaumaon Jakauma on
negatiivisesti vino symmetrinen. positiivisesti vino

eli vino vasemmalle.

eli vino oikealle.

TKK
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Vinous ja huipukkuus

Huipukkuus

e Tunnuslukua
9, = E -3

kaytetdan todenndkoi syygakaumien huipukkuuden
mittana.
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Vinous ja huipukkuus
Todennakdisyysjakaumien huipukkuus

» Jos todenndkdisyysakauman pistetodenndkoisyys- tal
tiheysfunktio on yks huippuinen, pétee seuraava:

g > 0: Jakaumaon huipukas (normaalijakaumaan
verrattuna).

g < 0: Jakauma on laakea (normaalijakaumaan
verrattuna).

e Huomautus:
Normaalijakaumalle g, = 0.
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Jakaumien tunnusluvut

Odotusarvo
Varianssi
Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot
Momentit
Vinous ja huipukkuus
>> Kvantiilit
Moodi
Suurten lukujen laki
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Kvantiilit
Kvantiilin maaritelma

* Olkoon X satunnaismuuttuja.
o Olkoon lisgksi
O<p<l1
* Josluku x, toteuttaa ehdot
Pr(X£x,)3 p
Pr(X® x)3 1-p
sanomme, €etta x, on satunnaismuuttujan X ja sen jakauman
kvantiili kertalukua p.

 Kvantiili x; toteuttaa siis epayhtal ot
Pr(X<x,) £ p£ Pr(X£ x))
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Kvantiilit
Kvantiilin maaritelma:
Kommentteja

o Kvantiilit voidaan maarata myos sellaisille satunnais-
muuttujille, joillae ole momenttea.

o Kvantiilit evat valttaméatta ole yksikasitteisia:
(1) Diskreettien satunnaismuuttujien kvantiilit ovat usein
monikasitteisia.
(1) Jatkuvien satunnaismuuttujien kvantiilit ovat
yksikasitteisia; ks. seuraavaa kalvoa.
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Kvantiilit
Jatkuvan satunnaismuuttujan kvantiilit

Olkoon
F(X) = Pr(X£ X)

jatkuvan satunnaismuuttujan X kertymafunktio.

Talldin satunnaismuuttujan X kvantiili x, toteuttaa yhtalon
F(X) =p

Kvantiili x; jakaa satunnaismuuttujan X jakauman toden-

P 100 %

on kvantiilistax, vasemmalla ja
(1- p) 100 %

on kvantiilistax, oikealla.
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Kvantiilit
Jatkuvan satunnaismuuttujan kvantiilit:
Esimerkki 1/2

* Kuvaoikealaesittaa N(O, 1)-jakauman kertyméafunktio

standar doidun nor maali- 1
jakauman N(O, 1) kertyméa- 09
funktiota F (2). 83

 Standardoidun normaalijakauman 06 -

N(0, 1) taulukoiden mukaan: 08

F (0.52) =Pr(Z £0.52) » 0.7 03 -

| 0.2

e Siten 02
X7 » 0.52 0

-4 -3 -2 -1 OTl 2 3 4

0.52
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Kvantiilit
Jatkuvan satunnaismuuttujan kvantiilit:
Esimerkki 2/2

o Kuvaoikeallaesittéa
standardoidun nor maali- 0.5
jakauman N(O, 1) tiheys-
funktiota.

« Standardoidun normaalijakauman
N(O, 1) taulukoiden mukaan:

Alueen A pinta-ala

N(O, 1)-jakauman tiheysfunktio

0.52

= Q f,(2)dz
=Pr(Z £0.52)

» 0.7 052
e Siten
X7 » 0.52
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Kvantiilit
Kvantiilit ja tilastolliset taulukot

« Usaimmissa todennakoisyyslaskennan ja tilastotieteen
oppikirjoissa on taulukoituna keskeisten tilastollisessa
paattelyssa kaytettavien jatkuvien jakaumien (standardoitu
normaalijakaumaN(0,1), ¢?-, t- ja F-jakaumat) kvantiilgja
X, Janiita vastaavia todennakoisyyksiap.

o Usaimmissatilastollisissa tietokoneohjelmissa on
aliohjelmia, jotka laskevat tavallissimpien jatkuvien
jakaumien kvantiilgjax, janiita vastaavia toden-
nakoisyyksiap.

° Lisétietojat ks. lukua Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia.
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Kvantiilit
Prosenttipisteet

e JOS p on muotoa
p=09/100,9=12,...,99
kvantiiliax, kutsutaan g. prosenttipisteeks.
« Jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa g. prosenttipiste

jakaa jakauman todennakdi syysmassan kahteen osaan
niin, ettd massasta

g %

on g. prosenttipisteesta vasemmalla ja
(100 - q) %

on g. prosenttipisteesta oikealla.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 103



Kvantiilit
Desiilit

e JOS p on muotoa
p=10 ¢/100,09=1,2,...,9
kvantiiliax, kutsutaan g. desiiliksi.
o Jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa g. desiili

Jjakaa jakauman todennakdi syysmassan kahteen osaan
niin, ettd massasta

10" q %

on g. desiilistd vasemmalla ja
(100- 10 q) %

on g. desiilista oikealla.
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Kvantiilit

Kvartiilit 1/2

e JOS p on muotoa
p=2509/100,g=1,2,3
kvantiiliax, kutsutaan g. kvartiiliks.
o Jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa g. kvartiili

massan kahteen osaan niin, ettd massasta
25 q %

on g. kvartiilistavasemmalla ja
(100 - 25 g) %

on g. kvartiilista oikealla.
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Kvantiilit

Kvartiilit 2/2

« Kvartiilggamerkitaan tavallisesti symboleillaQ,, Q,, Q;ja
sanotaan, etta

Q, = alakvartiili
Q, = keskikvartiili
Q; = ylakvartiili
o Jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa kvartiilit
jakavat jakauman todennakdisyysmassan neljaan yhta
suureen osaan:

25 % massasta on kvartiilista Q, vasemmalle
25 % massasta on kvartiilien Q, jaQ, valissa
25 % massasta on kvartiilien Q, ja Q, valissa
25 % massasta on kvartiilista Q; oikealle
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Kvantiilit
Mediaani

e Jos
P=05
kvantiiliax, kutsutaan mediaaniksi.
* Mediaania merkitaan tavallisesti symbolilla Me.

 Jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa mediaani Me
jakaa jakauman todenndk6i syysmassan kahteen yhta
suureen osaan niin, ettd massasta

50 %

on mediaanistavasemmalla ja
50 %

on mediaanista oikealla.
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Kvantiilit
Mediaani:
Kommentteja

o Jakauman mediaani @ valttamatta ole yksikasitteinen.

« Jakauman mediaani yhtyy jakauman 50. prosentti-
pisteeseen, 5. desiiliin ja keskikvartiiliin Q..

 Mediaani voidaan méaréta myos sellaisille satunnais-
muuttujille, joillae ole odotusarvoa.

 Jos satunnaismuuttujan X jakauma on symmetrinen suoran
X = a suhteen, niin jakauman mediaani yhtyy pisteeseen a:
Me=a
e Jossymmetrisdllajakaumalla on odotusarvo E(X) = W, niin
jakauman mediaani yhtyy pisteeseen .
Me =
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Kvantiilit
Mediaani:
Esimerkki

* Kuvaoikedlaesittaa Exp(1)-jakauman tiheysfunktio

eksponenttijakauman Exp(1) 12
tiheysfunktiota 1
f(x)=e*,x30 o5 |\ 509
valillafo, 4]. .
e Jakauman mediaani saadaan . 50 %
ratkaisemalla yhtal 6 '
X 0.2
Fdt=ge'g o
0 0 T 1 2 3 4
=1-e*=0.5 1
x:n suhteen. Me

e Siten
Me = x=1og(2) » 0.69

TKK (c) llkka Mellin (2006) 109



Jakaumien tunnusluvut

Odotusarvo
Varianssi
Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot
Momentit
Vinous ja huipukkuus
Kvantiilit
>> Moodi
Suurten lukujen laki
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Moodi
Diskreetin satunnaismuuttujan moodi

o Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka
pi stetodennakai syysfunktio on
f(X) = Pr(X=X)
* Piste Mo on diskreetin satunnaismuuttujan X ja sen

jakauman moodi, jos pistetodennakdisyysfunktio f(x)
saavuttaa maksiminsa pisteessa x = Mo:

f (Mo) = max f(X)
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Moodi
Diskreetin satunnaismuuttujan moodi:

Esimerkki
* K.uvaqi_keallaesittéé} Bin(12,1/3)-jakauman tiheysfunktio
binomijakauman Bin(12, 1/3) 0.4
pistetodennékoi syysfunktiota
(g - 22006 28 03 |
$X &35 &35 S S
« Jakauman moodi Mo on pisteessa
X=4 0.1 1 ‘ ‘
0—'I L1 1 I'-—H—H-H-
01 2 3456 7 8 9101112
A
Mo
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Moodi
Jatkuvan satunnaismuuttujan moodi

e Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka
tiheysfunktio on

f(x)

* Piste Mo on jatkuvan satunnaismuuttujan X ja sen
jakauman moodi, jos tiheysfunktio f(x) saavuttaa
maksiminsa pisteessa x = Mo:

f (Mo) =max f (X)
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Mo

odi

Jatkuvan satunnaismuuttujan moodi:
Esimerkki

Kuva oikealla esittaa eréan

Jakauman N tiheysfunktio

sekoitetun nor maalijakauman
N tiheysfunktiota f.

Tiheysfunktio f on kaksi-
huippuinen ja symmetrinen suoran
X = U suhteen.

Jakaumalla N on kaks |okaalia
moodia Mo, jaMo, .

Mo, m Mo,
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Moodi
Satunnaismuuttujan moodi:
Kommentteja

o Jakauman moodi e valttaméatta ole yksikasitteinen; ks.
edellista kalvoa.

 Moodi voidaan m&aréta myos sdlaisilie satunnais-
muuttujille, joillae ole odotusarvoa.
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Jakaumien tunnusluvut

Odotusarvo
Varianssi
Markovin ja Tshebyshevin epayhtalot
Momentit
Vinous ja huipukkuus
Kvantiilit
Moodi
>> Suurten lukujen laki
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Suurten lukujen laki
Suurten lukujen laki:

Formulointi

« Olkoon X ,i=1,2,3, ... jono riilppumattomia
satunnalsmuuttujia, joilla on sama odotusarvo javarianss:
ECX)=m,D?(X)=s52,i=12,3, ...
« Maaritellaan satunnaismuuttujien X ,1=1,2, ... ,n
aritmeettinen keskiarvo:
X =18 x

n |

nio
o Talloin pétee (heikko) suurten lukujen laki:
lim Pr(|X,- m>e)=0

n® +¥
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Suurten lukujen laki
Suurten lukujen laki:

Kommentteja 1/2

Suurten lukujen laille esitetdan todistus luvussa stokastiikan

konvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet.
Suurten lukujen laki ilmaistaan usein sanoin seuraavasti:

Samoin jakautuneiden satunnai smuuttujien aritmeettinen
keskiarvo |ahestyy muuttujien lukuméaran kasvaessa
muuttujien yhteista odotusarvoa sellaisella tavalla, etta
poikkeamien todennak 6isyys satunnaismuuttujien
yhteisesta odotusarvosta lahestyy lukua nolla €
poikkeamat tulevat yha harvinaisemmiksi.

Suurten lukujen lakia voidaan pit&a matemaattisena
formulointinatilastollisen stabiliteetin kasitteelle.
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Suurten lukujen laki
Suurten lukujen laki:

Kommentteja 2/2

o Tassaformuloitua suurten lukujen lakia kutsutaan heikoksi
suurten lukujen laiksi.

e Suurten lukujen laki koskee satunnai smuuttujien
asymptoottista kayttaytymista samaan tapaan kuin
luvussa Jatkuvia jakaumia eSitettava keskeinen raj a-
arvolause.

« Suurten lukujen laissa esiintyva rajakayttaytymisen muoto
on esimerkki stokastiikan konvergenssikasitteista; ks.

|lukua stokastiikan konvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet.

e Suurten lukujen laista on olemassa yleisempia muotoja,
joissa voidaan lieventda samoinjakautunei suus- ja
riippumattomuusol etuksia.
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