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Satunnaismuuttujat ja niiden todenndkoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki 1:

Rahanheitto — 1/2

o Tarkastellaan rahanheittoa satunnaisiimiGna.
o Alkeistapahtumat:

Kruuna, Klaava
e Otosavaruus.

S= {Kruuna, Klaava}

o Maéritelldan reaaliarvoinen funktio x : S® R, jokaliittéda otos-
avaruuden S akioihin reaaliluvun €li numeerisen koodin seuraavalla
tavdla:

Kruuna ® 1
Klaava ® O

* Funktiota x kutsutaan satunnaismuuttujaksi, koska sattuma maaraa
mika funktion arvoistarealisoituu, vaikka x on funktionataysin
maar atty.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todenndkoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki 1:

Rahanheitto — 2/2

Tehdaan seuraava ol etus niista todennakaoi syyksista, joilla x saa
arvonsa:

Pr(x=1)=1/2
Pr(x=0) =1/2
Satunnaismuuttujan x arvot janiihin liitetyt todennakai syydet

muodostavat yhdessa satunnai smuuttujan x todennakoisyys-
jakauman.

Satunnaismuuttuja x ja sen todennakdi syysjakauma muodostavat
tilastollisen mallin eli todennakoisyysmallin rahanheitolle
satunnaisiimiona.

Koska mééritelty satunnaismuuttuja x saavain erillisia arvoja, sita
sanotaan diskreetiksl.

Satunnaismuuttuja x noudattaa Ber noulli-jakaumaa;
ks. lukua Diskreetteja jakaumia.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todenndkoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki 2:

Sukupuolen maaraytyminen — 1/2

Tarkastellaan sukupuolen méaaraytymista satunnaisiimiona.
Alkeistapahtumat:
Tytt6, Poika
Otosavaruus:
S= {Tytt6, Poika}
Maaritellaan reaaliarvoinen funktio x : S® R, jokaliittda otos-

avaruuden S akioihin numeerisen koodin €li reaaliluvun seuraavalla
tavadla:

Tyttd ® 1
Poka ® O

Funktiota x kutsutaan satunnaismuuttujaksi, koska sattuma maaraa
mika funktion arvoistarealisoituu, vaikka x on funktionataysin
maar atty.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todenndkoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki 2:

Sukupuolen maaraytyminen — 2/2

» Tehdadan seuraava, Suomen vakilukutilastoihin vuosiita 1991 — 95
perustuva ol etus niista todennakadi syyksista, joilla x saa arvonsa:

Pr(x=1) = 0.4902
Pr(x=0) =0.5098
e Satunnaismuuttujan x arvot janiihin liitetyt todennakoi syydet

muodostavat yhdessa satunnai smuuttujan x todennakoisyys-
jakauman.

e Satunnaismuuttuja x ja sen todenndk6isyysjakauma muodostavat
tilastollisen mallin €li todennakoisyysmallin sukupuolen
maaraytymiselle satunnaisilmiona

o Koska méaritelty satunnaismuuttuja x saavain erillisia arvoja, sita
sanotaan diskreetiksl.

e Satunnaismuuttuja x noudattaa Ber noulli-j akaumaa;
ks. lukua Diskreetteja jakaumia.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todenndkoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki 3:

Nopanheitto — 1/2

o Tarkastellaan nopanheittoa satunnaisiimiona.
o Alkeistapahtumat:

Silmaluvut 1, 2, 3,4, 5, 6
e (Otosavaruus:

S={Simaluvut 1, 2, 3, 4,5, 6}

o Maéritelldan reaaliarvoinen funktio x : S® R, jokaliittéda otos-
avaruuden Sakioihin numeerisen koodin eli reaaliluvun siten, etta
jokaiseen silmélukuun liitetdan vastaava kokonai s uku:

Silmalukui® 1,i=1,2,3,4,5,6
* Funktiota x kutsutaan satunnaismuuttujaksi, koska sattuma maaraa

mika funktion arvoistarealisoituu, vaikka x on funktionataysin
maar atty.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todenndkoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki 3:

Nopanheitto — 2/2

Tehdaan seuraava ol etus niista todennakaoi syyksista, joilla x saa
arvonsa:

Pr(x=i)=1/6,i=1,2,3,4,5,6

Satunnaismuuttujan x arvot janiihin liitetyt todennakai syydet
muodostavat yhdessa satunnai smuuttujan x todennakoisyys-
jakauman.

Satunnaismuuttuja x ja sen todennakdi syysjakauma muodostavat
tilastollisen mallin eli todennakoisyysmallin nopanheitolle
satunnaisiimiona.

Koska mééritelty satunnaismuuttuja x saavain erillisia arvoja, sita
sanotaan diskreetiksl.

Satunnaismuuttuja x noudattaa diskr eettia tasaista jakaumaa;
ks. lukua Diskreetteja jakaumia.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todenndkoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki 4:

Nopanheitto — 1/2

» Heitetdan noppaa toistuvasti jatarkastellaan satunnaisilmionéd sen
heiton jarjestysnumeron maardytymista, jolla saadaan ensimmaisen
kuutonen.

o Alkeistapahtumat:

Jarjestysnumerot 1, 2, 3, ...

e (Otosavaruus:

S=1{1, 2, 3, ...} on(numeroituvasti) aareton.

o Maéritelldan reaaliarvoinen funktio x : S® R, jokaliittda otos-
avaruuden Salkioihin numeerisen koodin €li reaaliluvun siten, etta
jokaiseen jarjestysnumeroon liitetdan vastaava kokonaisl uku:

Jarjestysnumero 1 ® 1,1=1,2,3, ...

* Funktiota x kutsutaan satunnaismuuttujaksi, koska sattuma maaraa
mika funktion arvoistarealisoituu, vaikka x on funktionataysin
maar atty.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todenndkoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki 4:

Nopanheitto — 2/2

Maardamme myohemmin todennakdisyydet, joilla x saa arvonsa.

Satunnaismuuttujan x saamien arvojen todenndkoisyydet noudattavat
diskreettia jakaumaa, jota kutsutaan geometriseks jakaumaksi.

Satunnaismuuttuja x ja sen todennakdi syysjakauma muodostavat
tilastollisen mallin eli todennakoisyysmallin sen heiton jarjestys-
numeron maaraytymiselle, jolla saadaan ensimmainen kuutonen.

Lisatietoja geometrisesta jakaumasta:

(1)  Taman luvun diskreettej& satunnal smuuttujia ja niiden jakaumia
kasittel evassa kappal eessa kasitel|aan esimerkkid geometrisesta
jakaumasta.

(i) Geometrista jakamaa kasitellaan yleisesti luvussa Diskreetteja
jakaumia.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todenndkoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki 5:

Onnenpyodra — 1/3

Onnenpydran keskipisteeseen on asetettu vapaasti pyoriva osoitin, jota
pyOraytetdan pelissa.
Tarkastellaan satunnaisiimiond kulmaa, jonka osoitin pysahdyttyaan
muodostaa | dhtOasentoonsa verrattuna.
Alkeistapahtumat:

Kulmat valilla[0°, 360°)
Otosavaruus:

S=1[0°, 360°) on (ylinumeroituvasti) aareton.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todenndkoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki 5:

Onnenpydra — 2/3

o Maéritelldan reaaliarvoinen funktio x : S® R, jokaliittéda otos-
avaruuden Sakioihin numeerisen koodin eli reaaliluvun seuraavasti
siten, etta jokaiseen kulmaan liitetdan vastaava reaal il uku:

Kulmax® x1 [0, 360)

* Funktiota x kutsutaan satunnaismuuttuj aksi, koska sattuma maaraa
mika funktion arvoistarealisoituu, vaikka x on funktionataysin
maar atty.

o Tarkastelemme mydhemmin todenndkoisyyksia, joilla x saa arvoja
joltakinvdlilta[a, b] | [0, 360).

e Satunnaismuuttuja x noudattaa jatkuvaa tasaista jakaumaa;
ks. lukua Jatkuvia jakaumia.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todenndkoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki 5:

Onnenpydra — 3/3

o Lisdtietoja jatkuvasta tasai sesta jakaumasta:
(i) Taméan luvun jatkuvia satunnaismuuttujia ja niiden jakaumia
kasittel evassa kappal eessa kasitel|aan esimerkkid jatkuvasta
tasai sesta jakaumasta.

(i) Jatkuvaatasaistajakamaa kasitellaan yle sesti jatkuvia toden-
nakoisyyg akaumia kasittel evassa luvussa.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todenndkoisyysjakaumat
Satunnaismuuttuja:

Maaritelma

Olkoon x funktio otosavaruudesta Sreaalilukujen
joukkoon R :

X:S® R
e Taloin xon satunnaismuuttuja.

» Jos haluamme korostaa sita, etta satunnai smuuttuja x on
otosavaruuden S kuvaus reaalilukujen joukkoon R,
merkitsemme

x(9)1 R,sl S
e Huomautus:

Merkitsemme tassa luvussa satunnaismuuttujia tavallisesti
kreikan kielen aakkosten kirjaimella x ("ksi”).
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Satunnaismuuttujat ja niiden todenndkoisyysjakaumat
Satunnaismuuttujan maaritelma:

Havainnollistus

X:S® R

X(s)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Satunnaismuuttujat ja niiden todenndkoisyysjakaumat
Satunnaismuuttujan maaritelma:

Kommentteja 1/2

e Satunnaismuuttuja on funktiona taysin maar atty, mutta
sattuma maaraa mika funktion arvoista realisoituu.

e Satunnaismuuttuja kuvaa satunnaisiimion tulos-
vaihtoehtoja numeerisessa muodossa.

o Satunnaismuuttuja liittda jokal seen satunnaisiimion
tulosvai htoehtoon reaaliluvun €li numeerisen koodin.

e Huomautus:

Satunnaismuuttuja on termind epaonnistunut, koska se el kerro
sitd olennaista asiaa, etta satunnaismuuttuja on itse asiassa
funktio.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todenndkoisyysjakaumat
Satunnaismuuttujan maaritelma:

Kommentteja 2/2

o Tassaesitetty satunnaismuuttujan maaritelmaon siina
mielessa epatarkka, ettd mika tahansa otosavaruuden
reaaliarvoinen funktio @ kelpaa satunnaismuuttujaksi.

o Jottafunktio kelpaisi satunnaismuuttujaksi, sen on oltava
mitallinen.

» Voldaan osoittag, etta diskreetit jajatkuvat satunnais-
muuttujat — joita tassa esityksessa pel kastéan kasitellaan —
ovat mitallisia funktioita.

o Mitallisuuden kéasittely sivuutetaan tassa esityksessa.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todenndkoisyysjakaumat
Todennékoisyysjakauma:

Maaritelma 1/2

o Olkoon kolmikko (S F, Pr) otosavaruudessa S méaaritelty
todennak6isyyskenttd, jossa on seuraavat € ementit:

S = otosavaruus

F = on otosavaruuden S o0sa oukkojen joukossa
madritelty s-algebra

on s-algebran F alkioille maaritelty
todennakoi syysmitta

e Olkoon x otosavaruudessa Sméadritelty satunnais-
muuttuja eli (mitallinen) funktio otosavaruudesta S
readilukujen joukkoon R :

X:S® R

Pr
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Satunnaismuuttujat ja niiden todenndkoisyysjakaumat
Todennékoisyysjakauma:

Maaritelma 2/2

Satunnai smuuttuja x maarittel ee otosavaruuden S
(mitallisena) kuvauksena todennakoisyysmitan reaali-
|ukujen joukossa.

Satunnaismuuttujan x todennak disyys akaumalla (tai
jakaumalla) tarkoitetaan kuvauksen

X:S® R
read ilukujen joukkoon indusoi maa todennakoi syysmittaa.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todenndkoisyysjakaumat
Todennakdisyysjakauman maaritelma:

Kommentteja

» Todennakdisyys akauma kuvaa otosavaruuden toden-
nakdisyysmassan (= 1) jakautumista otosavaruudessa
madritellyn satunnal smuuttujan arvoalueelle.

e Satunnaisiimiéon liittyvat todennakaoisyydet hallitaan
taydellisesti, jos satunnaisilmidn tulosvai htoehtoja
Kuvaava satunnai smuuttuja ja sen todennakdisyys-
jakauma tunnetaan:

Kaikkien satunnaisiimioon liittyvien tapahtumien
todennakoisyydet voidaan maar ata ilmiodn tulosvaihto-
ehtoja numeerisessa muodossa kuvaavan satunnais-
muuttujan ja sen todennakdisyys akauman avulla.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todenndkoisyysjakaumat
Satunnaisilmiot ja niiden tilastolliset mallit

Tilastotiede kehittda menetelmida jamallegja, joiden avulla
reaalimaail masta pyritéan tekemaan johtopaatoksia reaali-
maailmaa kuvaavien numeeristen tietojen perusteella
tilantei ssa, joissatietoihin sisdltyy epavarmuutta ja
satunnaisuutta.

Tilastollisten menetelmien ja mallien avulla pyritéan
erottamaan ja kuvaamaan reaalimaailman ilmi6iden
saanndnmukai set ja satunnaiset piirteet.

Koska tilastotieteen tutkimiin ilmioihin sisaltyy epa-
varmuutta ja satunnai suutta, tilastolliset menetelmat ja
mallit perustuvat todennakdi syyslaskentaan.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todenndkoisyysjakaumat
Todennakdisyysjakaumat tilastollisina malleina

Satunnaisiimion tilastollinen malli kuvaa ilmion tul os-
vaihtoehtoja ja niiden todennakdisyyksia matemaattisessa
muodossa.

Satunnaisiimion tilastollisessa mallissa eli toden-
nak 6isyysmallissa on seuraavat osat:

(1) Satunnaisiimion tulosvai htoehtoja numeerisessa
muodossa kuvaava satunnaismuuttuj a.

(2) Otosavaruuden todenndkdisyysmassan jakautumista
satunnal smuuttujan arvoal ueelle kuvaava toden-
nakoisyys akauma.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todenndkoisyysjakaumat
Tilastollisten mallien muodostaminen

Kun satunnaisiimiolle konstruoidaan tilastollinen malli,
vaaditaan tilastotieteen ja todennakoi syyslaskennan
tietojen lisdks hyviatietojailmiota selittavasta
taustateoriasta.

Taustateorian tuottaa se tieteenala, jonka alueeseen ilmio
kuuluu.

Esmerkiks taloustiede toimii taustateoriana taloudellisten ilmididen
tilastollisessa analyysissa eli ekonometriassa.

Tilastollinen tutkimus on parhaimmillaan tilastotieteen,
todennékoisyyd askennan ja tutkimuksen kohteena olevaa
Il mi 6ta selittédvan taustateorian yhteispelia.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todenndkoisyysjakaumat
Tilastollinen malli vs havainnot

o Teoreettisen tilastotieteen tehtavana on
konstruoida tutkimuksen kohteena olevalle satunnais-
Ilmiolle tilastollinen malli, joka selittda ilmidsta saatujen
havaintojen kayttaytymisen.

« Empiirisen tilastotieteen tehtavana on selvittad, onko
konstruoitu tilastollinen malli sopusoinnussa havaintojen
kanssa.

e Huomaa, ettatilastollinen malli on teoreettinen ol etus,
joka pit&a alna asettaa testiin havaintojen tuottamaa
|nfor maatioita vastaan.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todenndkoisyysjakaumat
Satunnaismuuttujien tyyppeja

Satunnaismuuttuja maariteltiin (mitallisena) funktiona
otosavaruudesta reaalilukujen joukkoon.

Mitalliset funktiot voivat olla funktioina hyvinkin
monimutkaisia.

Kaikissa tilastotieteen tavanomaisissa sovelluksissa
tullaan kuitenkin yleensa hyvin toimeen seuraavien
satunnal smuuttujien tyyppien kanssa:

(1) Diskreetit satunnaismuuttujat.
(2) Jatkuvat satunnaismuuttujat.

Jatkossa rgjoitutaan pelkastaan diskreettien ja jatkuvien
satunnal smuuttujien kasittelyyn.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todenndkoisyysjakaumat
Satunnaismuuttujien tyyppeja:

Diskreetit satunnaismuuttujat

Satunnalsmuuttujaa on diskr eetti, jos sen arvoalue on
diskreetti joukko eli sen arvoalue muodostuu erillissta
reaaliaksdin pisteista.

Diskreetin satunnaismuuttujan arvoalue on joko aarellinen
tal korkeintaan numeroituvasti aareton.

Diskreetin satunnai smuuttujan todenndkdisyys akauma
madrittel ee alkei stapahtumien todenndk6isyydet.

al kei stapahtumien todenndkoi syyksi sta todenndk 6isyyden
laskusaantdjen avulla.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todenndkoisyysjakaumat
Satunnaismuuttujien tyyppeja:

Jatkuvat satunnaismuuttujat

e Satunnaismuuttujaa on jatkuva, jos sen arvoaue on jokin
reaaliakselin osavali.

 Jatkuvan satunnaismuuttujan arvoaue on reaalilukujen
joukon osavalina ylinumeroituva.

o Jatkuvan satunnaismuuttujan todenndk6isyys akauma
maarittel ee satunnal smuuttujan arvoal ueeseen kuuluvien
reaaliakselin valien todenndkoisyydet.

naiden valien todenndkoisyyksi st todenndk6isyyden
laskusaantdjen avulla.
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Satunnaismuuttujat ja todennakoisyysjakaumat

Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
>> Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennéakdisyysjakaumat
Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat

TKK (c) llkka Mellin (2006) 28



Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

Johdatteleva esimerkki:
Onnenpyora — 1/10

« Kuvaoikeallaesittéa
onnenpy0raa, jonka pinta on
jaettu viiteen sektoriin
A,B,CD,E

» Allaon esitetty sektoreiden
pinta-al ojen osuudet onnen-
pyoran kokonaispinta-alasta:

Sektori %
A 30
B 25
C 20
D 15
E 10

Summa 100
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki:

Onnenpyora — 2/10

* OnnenpyoOran keskipisteeseen
on asetettu vapaasti pyoriva
osoitin.

o Tarkastellaan pelig, jossa
osoitinta pyoOraytetéan ja pelagja
yrittéa arvata mihin sektoriin
osoitin pysanhtyy.

» Pelidavoidaan pitéa
satunnaisilmiong, johon liittyva
otosavar uus eli mahdollisten

tul osvai htoehtojen joukko on
S={Sektorit A, B, C, D, E}
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki:

Onnenpydra — 3/10

e Oletetaan, etta
todennakaoisyydet, joilla
osoitin pysahtyy sektorethin A,
B, C, D, E, suhtautuvat toisiinsa
kuten sektoreiden pinta-alat.

e Taloin voimme asettaa:

Pr(A) =0.30
Pr(B) =0.25
Pr(C) =0.20
Pr(D) =0.15
Pr(E) =0.10
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki:

Onnenpyora — 4/10

o Maédritell&an satunnais-
muuttuja x, jokaliittéa
tulosvai htoehtoihin
A,B,CD,E
reaaliluvut seuraavallatavalla:
A® 1
B ® 2
C® 3
D ® 4
E ® 5

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki:

Onnenpydra — 5/10

e Satunnaismuuttuja x saa arvonsa
seuraavillatodenndkoisyyksill&

Pr(x=1)=0.30 = Pr(A)
Pr(x=2)=0.25 = Pr(B)
Pr(x=3)=0.20 = Pr(C)
Pr(x=4)=0.15=Pr(D)
Pr(x=5)=0.10 = Pr(E)
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki:

Onnenpydra — 6/10

e Satunnaismuuttujaa x sanotaan diskreetiksi, koska se saavain erillisia
arvoja.

e Satunnaismuuttujan x arvoihin liittyvia todennakdisyyks a sanotaan
pistetodennakdisyyksiks, koska ne liittyvét erillisiin pisteisiin
reaaliaksdlilla

o Diskreetin satunnaismuuttujan x arvot ja niihin liittyvét piste-
todenndkdisyydet muodostavat satunnaismuuttujan x todennakoisyys-
jakauman.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki:

Onnenpydra — 7/10

o Diskreetin satunnai smuuttujan x todenndkoi syysjakaumaa voidaan
kuvata sen pistetodennakoisyysfunktiolla.

» Diskreetin satunnai smuuttujan x pistetodennak6isyysfunktio kertoo
miten otosavaruuden Stodennakoisyysmassa (= 1) jakautuu satunnais-
muuttujan x mahdollisille arvaille.

* Pistetodenndkoisyysfunktio f on funktiona epéjatkuva ja se saa
positiivisia arvoja vain erillisissa pisteissa.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki:

Onnenpydra — 8/10

» Esimerkin tapauksessa satunnaismuuttujan x pistetodennakoisyys-
funktio f voidaan maéritella seuraavalla tavalla:

f(1) = Pr(x=1)=0.30 = Pr(A)
f(2) = Pr(x=2)=0.25 = Pr(B)
f(3) = Pr(x=3)=0.20 = Pr(C)
f(4) = Pr(x=4)=0.15 = Pr(D)
f(5) = Pr(x=5)=0.10 = Pr(E)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkki:

Onnenpydra — 9/10

o Olkoon x diskreetin satunnaismuuttujan x mahdollinen arvo ja
Pr(x =x) = p,
vastaava pistetodennakdisyys.

e Satunnaismuuttujan x pistetodennakai syysfunktiota voidaan kuvata
graafisesti piikkifunktioks kutsutulla kuviolla, joka saadaan
yhdistamalla pisteet

(x,0) ja (X, py)
toisiinsajanoilla
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

Johdatteleva esimerkki:
Onnenpydra — 10/10

o Kuvio oikeallaesittéa
esimerkin diskreetin satunnais-
muuttujan x todennakdisyys-
jakauman pistetodenndkoi syys-
funktiota vastaavaa piikki-
funktiota.

» Piikkien pituudet vastaavat niita
todennakdisyyksig, joilla
satunnaismuuttuja x saa
arvonsa.

0.4

0.3 1

02 |

01 |

Pistetotodennakdisyysfunktio

(1, py)
1 @p)
1 G P3)
1 4.py
| (5, ps)
1 2 3 4 5
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Aéarelliset ja numeroituvasti darettomat

otosavaruudet

Olkoon otosavaruus Saarellinen ta numeroituvasti
aareton joukko ja olkoon s otosavaruuden
alkei stapahtuma.

Talloin voimme merkita

S={s.s.K,s,}
jos Son aarellinen ja

S={s.s,,8,K}
JOS Son numeroituvasti aareton.

TKK
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Diskreetti satunnaismuuttuja:

Maaritelma

e Olkoon otosavaruus S aarellinen tai numeroituvasti
aareton.
o Taloin reaaiarvoinen funktio
X.:S® R

joka saa darellisen tal numeroituvasti aarettdman maaran
erillisiaarvojaon diskreetti satunnaismuuttuja.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

Esimerkki 1:
Laadunvalvonta

o Kone tekee erdsta tuotetta sarjatuotantona n kpl péivassa.

 Tuotteistaosaon vidlisia

o Vialliset tuotteet syntyvét valmistusprosessissa taysin
sattumanvarai sesti.

 Oletetaan, etta viallisten tuotteiden suhted linen osuus val mistetuista
tuottei sta on keskimaarin p.

e Tallbdin voimme asettaa:
p = todennakadisyys, etta satunnaisesti valittu tuote on viallinen

* Viallisten tuotteiden lukumaara paivan aikana tehtyjen tuotteiden
joukossa on diskreetti satunnai smuuttuja, joka noudattaa binomi-
jakaumaa,; ks. lukua Diskreetteja jakaumia.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

Esimerkki 2:
Laadunvalvonta

» Kone tekee erasta tuotetta sarjatuotantona.

 Tuotteistaosaon vidlisia

o Vialliset tuotteet syntyvét valmistusprosessissa taysin
sattumanvarai sesti.

e Oletetaan, etta viallisten tuotteiden suhted linen osuus val mistetuista
tuottei sta on keskimaarin p.

e Tallbdin voimme asettaa:
p = todennakadisyys, etta satunnaisesti valittu tuote on viallinen

» Poimitaan tuotteita tarkastettavaksi, kunnes | Oydetaan ens mmainen
viallinen.

 Ensimmaisen viallisen tuotteen jarjestysnumero tarkastettujen
tuotteiden joukossa on diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa
geometrista jakaumaa; ks. lukua Diskreetteja jakaumia.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

Esimerkki 3:
Jonot

« Palvelujonoon tulee asiakkaita keskimaariin k kappal etta aikayksikka
kohti.

» Jonakin aikavalina jonoon tulevien asiakkaiden lukumaara on
diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa (tietyin oletuksin)
Poisson-jakaumaa; ks. lukua Diskreetteja jakaumia.

e Huomautus:

Talldin 1. asiakkaan odotusaika on jatkuva satunnaismuuttuja,
joka noudattaa eksponenttijakaumaa; ks. lukua Jatkuvia
jakaumia.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

Esimerkki 4:
Kalakannan koon maaraaminen

o Pyydystetdan jarvestd joukko kaloja elaving, merkitdan pyydystetyt
kalat jalasketaan ne takaisin jarveen.
o Pyydystetdan jarvestd jonkin ajan kuluttua uus joukko kaloja.

* Maerkittyjen kalojen lukumaara uudessa pyynnissa on diskreetti
satunnaismuuttuja, joka noudattaa hyper geometrista jakaumaa; ks.
|lukua Diskreetteja jakaumia.

e Huomautus

Kuvattua mer kint&-takai sinpyynti-menetel maa voidaan soveltaa
riista- ja kalakantojen laskemiseen.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Diskreetit suureet

Diskreetit satunnaismuuttujat liittyvéat sellaisiin
todenndkoisyyd askennan sovelluksiin, joissa tarkastellaan
diskreettg a suureita.

Esmerkkg &

—  laatuerot (koodattuina numeerisiksi)

— luokittelut ja ryhmittelyt (koodattuina numeerisiksi)

—  Jarjestysluvut

—  lukumaarat

TKK

(c) likka Mellin (2006) 45



Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Pistetodennakdisyysfunktio:

Maaritelma 1/2

e Olkoon otosavaruus Saarellinen tai numeroituvasti
aareton.
e Olkoot diskreetin satunnaismuuttujan x : S® R saamat
arvot el numeeriset tulosvai htoehdot:
X,1=1,2,...,n,josSon &relinen
X,1=1,2,3,...,]0SSon numeroituvasti dareton

o Merkitdan diskreetin satunnaismuuttujan x arvojen
joukkoa kirjaimellaT:

T={X, %X, ..., X}, JosSon airellinen
T={X{,%,X%X3, ... },]OSSon numeroituvasti dareton
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Pistetodennakdisyysfunktio:

Maaritelma 2/2

Reaaliarvoinen funktio f méaarittelee pistetodennakdisyys-
funktion diskreetille satunnaismuuttujalle x, jos

(1) f(x)=Pr(x=x)kakillexT T
(2) f(x)2 OkaikillexT T
3 a f(x)=1
ijxIT

Todennakdisyys

Pr(x=x) =1(x) = p
On satunnal smuuttujan x arvoax; vastaava piste-
todennakoisyys.

TKK
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Pistetodennakdisyysfunktio:

Toinen maaritelma

o Olkoot f diskreetin satunnaismuuttujan x pistetoden-
nakoisyysfunktio, T sen tulosvaihtoehtojen joukko ja

f(x)=Pr(x=x)=p,xI T
satunnal smuuttujan x arvoa x; vastaava pistetoden-

e Satunnaismuuttujan x pistetodennakoisyysfunktio
voidaan méaéritella kaikille reaaliluvuille kaavalla
ip, xIT

f(X)=Pr(x =Xx) :%0, i T

TKK (c) likka Mellin (2006)

48



Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Pistetodennakdisyysfunktion maaritelma:

Kommentteja

* Pistetodenndkdisyysfunktio f on epgjatkuva funktio.

o Maéaritelman ehdon (2) mukaan pistetodennakoisyys-
funktio f on kaikkialla ei-negatiivinen.

o Maéaritelman ehto (2) on vattaméton ehto, koska piste-
todennakdisyydet ovat todennakaisyyksia.

o Maéritelman ehdon (3) mukaan kaikkien pistetodennakai-
syyksien summa = 1.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Diskreetti todennakdisyysjakauma:

Maaritelma

o Diskreetin satunnaismuuttujan x pistetodennakaisyys-
funktio f maarittel ee satunnaismuuttujan x toden-
nak oisyys akauman.

» Josf on diskreetin satunnaismuuttujan x pistetoden-
nakoisyysfunktio, sanomme tavallisesti, ettd x noudattaa
diskreettia todennak6isyys akaumaarf .

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Diskreetin todennakdisyysjakauman maaritelma:

Kommentteja

o Diskreetin satunnaismuuttujan x pistetodennakai syys-
funktio f kertoo miten otosavaruuden Stodennakaisyys-
massa (= 1) jakautuu satunnaismuuttujan x arvoille.

o Diskreetin satunnaismuuttujan x pistetodennakdisyys-
funktion avulla voidaan maaréta kaikki ko. satunnais-

Ilmioon liittyvat todennakai syydet.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Pistetodennakdisyysfunktion kuvaaja:
Piikkifunktio 1/2

o Olkoot f diskreetin satunnaismuuttujan x pistetoden-
nakoisyysfunktio, T sen tulosvaihtoehtojen joukko ja

f(x)=Pr(x=x)=p,xI T
satunnal smuuttujan x arvoa x; vastaava pistetoden-

« Pistetodenndkdisyysfunktiota f voidaan kuvata graafisesti
ns. piikkifunktiolla.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Pistetodennakdisyysfunktion kuvaaja:
Piikkifunktio 2/2

o Pistetodenndkdisyysfunktiota
f(x)=Prix=x)=p,xI T
vastaava piikkifunktio piirretéan seuraavallatavalla:
(1) Merkitdan vastinpisteet
(%, 0)Jja(x . p)
kaikillex. T T tasoon.
(i1) Y hdistetdan vastinpisteet
(%, 0)Jja(x . p)
kaikillex. 1 T toisiinsajanalla.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Pistetodennakdisyysfunktion kuvaaja:

Havainnollistus

¢ Satunnaismuuttujan x
pistetodenndkdi syysfunktiota

f)=Pr(x=x)=p %1 T b P
kuvataan graafisesti piirtamala )
C .. . (X1 » Pi_1)
pisteisiin x. "piikit”, joiden 1 (%11 » Pisg)
pituudet vastaavat piste- >0, }
pi+1

Pistetodennakdisyysfunktio

todennakoisyyksia i1

Pr(X: XI) = pi p

« "Piikin” karkipiste (x; , p;) X X
piirretéan tavallisesti niin, etta se
erottuu selvasti pisteita(x , 0) ja
(X , p,) yhdistavasta janasta.

-

i Xi+1
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Pistetodennakdisyyksien vertailu

e Olkoon

Prix=x)=p ,1=1,2
e Jos

P1 > P

niin tulosvaihtoehto x, on todennakoisempi kuin
tul osvai htoehto x,.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Reaaliakselin valien todennakoisyydet

« Diskreetin jakauman tapauksessavéalin[a,b] | R toden-

Pr@Ex£b)= § Pr(x=x)

i1 [a,b]
o Summassa lasketaan yhteen kaikki pistetodenndkdisyydet
p; =Pr(x=x)
joita vastaavat satunnaismuuttujan xarvot x | [a, b].

o Geometrisesti ko. summan maaréaminen merkitsee niiden
piikkifunktion piikkien pituuksien yhteenlaskemista, joita
vastaavat satunnaismuuttujan x arvot x. I [a, b].
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Tapahtumien todennakdisyydet

Todennakdisyyden aksioomia kasittel evassa luvussa
todetaan seuraavaa:

(1) Jokainen tapahtuma reaalilukujen joukossa voidaan
muodostaa reaaliaksdlin valeista yhdistelemadlla vaga
sopivasti joukko-opin operaatioilla.

(2) Jokaisen tapahtuman todennakoisyys saadaan reaali-
akselin valien todennakdisyyksista todennakoisyys-
|askennan laskusaantojen avulla.

Jos siis diskreetin satunnal smuuttujan pistetoden-

nakoisyysfunktio tunnetaan, se satunnaisiimig, jonka

tulosvai htoehtoja ko. satunnaismuuttuja kuvaa, hallitaan
taydellisesti.

TKK
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Diskreetin jakauman parametrointi 1/2

Oletetaan, etta satunnaismuuttuja x noudattaa diskreettia
todennédkoisyys akaumaa, jonka pistetodennakai syys-
funktioon f .

Pistetodennakdisyysfunktio f riippuu tavallisesti par a-
metreista ei vakioista, jotka maaréavéat funktion f
muodon.

Pistetodenndkoi syysfunktion muodon maaravia para-
metregja kutsutaan usein sen todennak 6isyysjakauman
parametreksi, jonkatodennakoisyydet ko. pistetoden-
nakoisyysfunktio méaérittel ee.

TKK
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Diskreetin jakauman parametrointi 2/2

o Olkoot pistetodenndkdisyysfunktion f muodon madréavét
parametrit

G, @, --- 5 Gy
 Jos halutaan korostaa pistetodennakoisyysfunktion f
riippuvuutta sen muodon maaraavista parametreista,
pistetodennakdi syysfunktiota merkitaan:

(X5 G @ - s @)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Diskreetin jakauman parametrien merkitys

o Diskreetin satunnaismuuttujan x pistetodennakai syys-
funktion f muodon maaraavilla parametrellla gy, @, -.. , g,
on usein jokin sisdlldllinen tulkinta siind satunnais-
IlmiGss4, jonkamalliksi f on konstruoitu.

« Parametrien gy, @, ... , g, arvot ovat sovelluksissa
tavallisesti tuntemattomia ja niiden arvot on estimoitava
eli arvioitava havaintojen perustedlla.

Ks. monisteen Tilastolliset menetelmét lukua Estimointi.

« Parametrga g, @,, ... , g, koskevahypoteesgja €l
oletuksia voidaan testata tilastollisin testein.
Ks. monisteen Tilastolliset menetelmat lukua Tilastollinen testaus.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Tehtavat (a) — (d)

« Haeitetdan virheetonta noppaa, kunnes saadaan kuutonen.
o Olkoon
X ="Sen heiton numero, jolla saadaan ensimmainen kuutonen”
e xondiskreetti satunnaismuuttuja.
» Ratkaistaan seuraavat tehtavét:
(@) Maaraa satunnaismuuttujan x todennakoisyysakauma.

(b) Madrsa todennakdisyys, etté noppaa joudutaan heittamaan
tasmalleen 6 kertaa.

(c) Masrsatodennakdisyys, etté noppaa joudutaan heittamaan
6 kertaa tai enemman.

(d) Masrsatodennakdisyys, etté noppaa joudutaan heittamaan
36 kertaa tal enemman.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Oletukset

» Oletamme, ettd nopanheitot ovat toisistaan riippumattomia siina
mielessy, ettda yhdenk&an heiton tulos @ riipu alkaisempien heittojen
tuloksista.

o Maéritelldan tapahtumat:
A ="Noppaa heitettdessa tuloksena saadaan kuutonen”
A° = "Noppaa heitettéessa tuloksena el saada kuutosta”
» Koska noppa oletettiin virheettomaks,
1
Pr(A) = P
« Komplementtitapahtuman todenndk6isyyden kaavan mukaan

Pr(A°) =1- Pr(A) = g
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Tehtavan (a) ratkaisu

o Tehtadva(a):
Ma&ar&a satunnal smuuttujan.

X ="Sen heiton numero, jolla saadaan ensimmainen kuutonen”
todennakaisyyg akauma.

o Koska ensimmainen kuutonen voidaan saada ensimmaisell g, toisella,

kolmannellajne. heitolla, x on diskreetti satunnaismuuttuja, joka saa
kaikki kokonaislukuarvot 1, 2, 3, ...

e Seuraavassa 0soitetaan, ettd satunnai smuuttujan x todenndkoisyys-

jakauman pistetodennakoi syysfunktio on
-1

Pr(xzi):%gggﬂ i=123K

o Kaavaratkaisee tehtavan (a).
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Pistetodennakdisyysfunktion johto — 1/2

e  Satunnaismuuttujan x todennakoisyysakauman pistetodennakai syys-
funktion lausekkeen perustel u:
(1) Oletetaan, ettda ensimmainen kuutonen saadaan i. heitolla,
1=1,2,3, ...
(2) TAaloinenneni. heittoa on taytynyt tapahtuai - 1 heittoa, joiden
tuloksena el ole saatu kuutosta:

Helton numero: 1 2 K -1 i
Tapahtuma: A° A K A° A

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Pistetodennakdisyysfunktion johto — 2/2

(3) Tapahtumajonon
Aabipolgass A
(i- 1) kpl
todenndkdisyys on riippumattomien tapahtumien tulosdannon
nojalla

(i-1) kpl
o Kaavapédeekaikillei =1, 2, 3, ... jaratkaisee siis tehtavan (a).
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Todennakdisyysjakauma

Pistetodenndkdisyydet

-1

Pr(xzi):%gggﬂ i=123K

kelpaavat todenndkoisyyksiks, koska ne muodostavat suppenevan
geometrisen sarjan, jonka summa = 1.

Koska pistetodenndk6isyydet Pr(x = 1) muodostavat geometrisen
sarjan, satunnai smuuttujan x todennakdisyys akaumaa sanotaan
geometriseks jakaumaks (lisdtietoja: ks. lukua Diskreetteja
jakaumia).

TKK
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Pistetodennakoisyydet — 1/2

» Geometrisen jakauman
-1
Pr(x:i):igsig i=123K
6 é6g

pistetodenndkdisyydet vahenevat eksponentiaalista vauhtia eli kuten
suppenevassa geometrisessa sarjassa, kun i kasvaa.

e Tamamerkitsee seuraavaa:

(1) Todenndkadisyys, ettd ensimmainen kuutonen saadaan heti
ensimmaisella heitolla on kaikkein suurin.

(2) Todenndkadisyys, ettd ensimmainen kuutonen saadaan i. heitolla,
pienenee heittojen lukumaaran i funktiona eksponentiaalista
vauhtia.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Pistetodennakoisyydet — 2/2

Viereinen
taulukko jakuvio
esittavat esimerkissa
johdetun geometrisen
jakauman pistetoden-
nakoisyyks a

-1

. 1?0
Pr(x =1) ==%—=
( ) 6 €69
kuni=1, 2, ..., 12.

i |I5r(x =1)|

0.1667

0.1389

0.1157

0.0965

0.0804

0.0670

0.0558

OloOINJOoOJO B WIN]——

0.0465

0.0388

0.0323

0.0269

0.0224

0.3

02

0.1

Pistetodennakdisyysfunktio

HH“TTH

1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Tehtavan (b) ratkaisu

o Tehtéva (b):
Mika on todenndkdisyys, ettd ensimmainen kuutonen saadaan
6. heitolla?

e  Satunnaismuuttujan x pistetodennak6isyysfunktiosta saadaan:

.0
Pr(x = 6) == ?2 » 0.0670
6 86¢g
» Todennakoisyyden frekvenssitulkinnan mukaan tama merkitsee
Seuraavaa:

Jos 1000 henkil 6& heittéa noppaa, keskimaarin n. 70 saa ensimmaisen
kuutosen 6. heitolla.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Aputulos —1/2

o Edella esitettyjen tehtavien (c) ja (d) ratkaisemiseks johdetaan seuraava
aputulos:
Todenndkdisyys sille, ettd noppaa joudutaan heittdmaan k kertaa tai

enemman ennen kuutosen saamista on
k 1

Pr(x3 k)= 8 , k=123K
6a
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Aputulos — 2/2

« Komplementtitapahtuman todennakaoisyyden ja geometrisen sarjan
osasumman kaavojen nojalla ko. todenndkoisyydeks saadaan:

Pr(x3 k)=1- Pr(x <k)

Igl

=1- J Pr(x=i)
i=1
1550 "

:1__ T —
64 %65

1 1- (5/6)"

1- —%
6 1-56

5o
&6
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Tehtavan (c) ratkaisu

Tehtava (c):

Maaréa todennakoisyys, etta noppaa joudutaan heittdmaan 6 kertaa tai
enemman ennen ensimmaisen kuutosen saamista.

Todennakdisyys, etta noppaa joudutaan heittamaan 6 kertaa tai
enemman ennen ensimmaisen kuutosen saamista on aputul oksen

nojalla
LD
Pr(x3 6) =229 » 0402
863
Todennakaisyyden frekvenssintul kinnan mukaan tama merkitsee

Seuraavaa

Suuressa joukossa ihmisia keskimaarin 40 % joutuu helttdmaan
noppaa 6 kertaa tai enemman ennen kuin he saavat ensimmaisen
kuutosen.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Tehtavan (d) ratkaisu

o Tehtéva (d):

Maar&a todennakoisyys, ettd noppaa joudutaan heittdmaan 36 kertaa
tal enemman ennen ensimmaisen kuutosen saamista.

* Todenndkoisyys, etta noppaa joudutaan heittdmaan 36 kertaa tai
enemman ennen ensimmaisen kuutosen saamista on aputul oksen

nojalla

.30
0]

Pr (X 3 36) = &g+ » 0.00169
86 5
» Todennakadisyyden frekvenssintulkinnan mukaan tama merkitsee
Seuraavaa:

Jos 1000 henkil6a heittaa noppaa, keskimaarin 1 — 2 henkil6a joutuu
helttamaan noppaa 36 kertaa tai enemman ennen kuin he saavat
ensimmaisen kuutosen.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Esimerkki: Kuutosen odottaminen nopanheitossa

Tehtavan (d) ratkaisu: Kommentti

o Edelatodettiin, ettd jos 1000 henkil 6& heittéa noppaa, keskimaarin
1 — 2 henkil6& joutuu heittdm&an noppaa 36 kertaa tai enemman ennen
kuin he saavat ensimmaisen kuutosen.

 Naméal - 2 henkil6avarmasti ihmettelevat heittosarjaansa.
o Tassakohdataan tilastotieteilijan selitys ihnmeille:

Harvinaisetkin tapahtumat yleensa sattuvat ennemmin tai
myohemmin, jos satunnaisiimid toistuu riittavan monta kertaa.
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Satunnaismuuttujat ja todennakoisyysjakaumat

Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
>> Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niilden todennakoisyysjakaumat
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkKi:

Onnenpyodra — 1/6

« Kuvaoikeallaesittaa onnen- N
pyoraa, jonka keskipisteeseen
on asetettu vapaasti pyoriva
osoitin.

o Tarkastellaan pelig, jossa
pelagja valitsee onnenpydrasta
mielivaltaisen sektorin A.

» Osoitinta pyOraytetdan ja pelagja
voittaa, jos osoitin pysahtyy
valitsemaansa sektoriin.

o Oletetaan, etta todennakoisyys
voittaa on suhteessa valitun
sektorin A pinta-alaan, mutta
el riipu sektorin A paikasta.
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat

Johdatteleva esimerkki:
Onnenpyodra — 2/6

» Tarkastellaan satunnais- N
Ilmiona sitd kulmaa, jonka
osoitin muodostaa pysah-
dyttydan N:l1a (N = north)
merkityn suunnan kanssa. X

o Tahan satunnaisiimoon liittyva
otosavar uus eli mahdollisten
tul osvai htoehtojen joukko on

S={Kulmax|xT [0°, 360°)}
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkKi:

Onnenpyodra — 3/6

* Maaritellaan satunnals- N
muuttuja x, jokaliittéa
mahdollisiin tulosvai htoehtoihin
reaaliluvun seuraavasti:

Kulmax® x1 [0, 360)

» Satunnaismuuttujaa x sanotaan
jatkuvaksi, koska x saa kaikki
arvot valilta [0, 360).
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Johdatteleva esimerkKi:

Onnenpyodra — 4/6

Tehdyn oletuksen mukaan todennakadisyys, etta osoitin pysahtyy
valitulle sektorille riippuu vain sektorin leveydesta, mutta el sektorin
paikasta.
Tama merkitsee sitd, ettd onnenpydran osoittimen pysahtymistoden-
nakoisyydet jakautuvat kaikille onnenpyoran samanlevyisille
sektoreille siind mielessa tasaisesti, etta
Pr(x1 [a b]) =Pr(xT [c, d])
josvalin[0, 360) osavdlit [a, b] ja[c, d] ovat yhta pitkia €li
b-a=d-c
Téallaista todenndkoisyyksien jakaumaa kutsutaan jatkuvaksi
tasaiseks jakaumaks; ks. lukua Jatkuvia jakaumia.
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat

Johdatteleva esimerkki:
Onnenpyodra — 5/6

* Esmerkin jatkuvan tasai sen jakauman todennakoisyyksien
jakautumista valilla[0, 360) voidaan kuvata jatkuvalla kayralla

‘| 1
f(x) = . 360 '
to , xi [0,360)
o Kayrada vastaavaa funktiota kutsutaan jatkuvan tasaisen jakauman
(todennakdisyys-) tiheysfunktioksi.

x1 [0,360)
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat

Johdatteleva esimerkki:
Onnenpy0dra — 6/6

Kuvio oikealla esittéa essmerkin

jatkuvan tasaisen jakauman
tiheysfunktiota.

Kuvaan on merkitty myos

alue, joka vastaa onnenpyoraa

esittaviin kuviin merkittya
sektoria A.

Jatkuva tasainen jakauma

0.004

0.003 -

0.002

£(x)

0.001 1

-120

0 120 240 360

480
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Jatkuva satunnaismuuttuja:

Maaritelma

e Satunnaismuuttuja x on jatkuva, jos seuraavat kaks ehtoa
patevat:
(1) Satunnaismuuttuja x saa kaikki reaalilukuarvot
joltakin reaaliakselin valilta.

tahansa yksittaisen arvon = 0.
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Esimerkki:

Jono

» Palvelujonoon tulee asiakkaita keskimaariin k kappal etta aikayksikkoa
kohden.

e Seuraavan jonoon tulevan asiakkaan odotusaika on jatkuva
satunnalsmuuttuja, joka noudattaa (tietyin oletuksin) eksponentti-
jakaumaa,; ks. lukua Jatkuvia jakaumia.

e Huomautus

Talaoin jonkin aikavalin aikana jonoon tulevien asiakkaiden
|lukuméara on diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa
Poisson-jakaumaa; ks. lukua Diskreetteja jakaumia.
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Jatkuvat suureet

e Jatkuvat satunnaismuuttujat liittyvéat sellaisiin
todenndkoisyyd askennan sovelluksiin, joissa tarkastellaan
jatkuvia suureita.

 Esmerkkg&

—  aika —  paino
—  nhopeus —  lampdtila
—  pituus, pinta-ala, tilavuus —  rahaméaara, korko
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Tiheysfunktio:
Maaritelma

Reaaliarvoinen funktio f méaarittelee (todennak Gisyys-)
tiheysfunktion jatkuvalle satunnaismuuttujalle x, jos

(1) f(x) onxnjatkuvafunktio

(2) f(x)3 Okaikillex
+¥

Q) of(¥dx=1

b

(4) Pr(a£x £b) = §f (x)dx

TKK
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Tiheysfunktion maaritelma:

Kommentteja

e Maaritelman ehdon (1) mukaan tiheysfunktio on jatkuva.

o Maaritelman ehdon (2) mukaan tiheysfunktio on kaikkialla
el-negatiivinen.

o Maéaritelman ehto (2) on vattaméaton ehto, koska ehdon (4)
mukaan tiheysfunktion integraalit yli reaaliakselin valien
ovat todennakdisyyksia.

e Maaritelman ehdon (3) mukaan tiheysfunktion integraali
yli koko reaaliaksdlin = 1.
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Jatkuva todennakoisyysjakauma:

Maaritelma

o Jatkuvan satunnaismuuttujan x tiheysfunktio f maarittelee
satunnal smuuttujan x todennakdisyys akauman.

o Jatkuvan satunnaismuuttujan x tiheysfunktio kertoo, miten
otosavaruuden Stodennakoisyysmassa (= 1) jakautuu
satunnal smuuttujan x saamien arvojen valeille.

e Jatkuvan satunnaismuuttujan x tiheysfunktion avulla
voidaan maarata kaikki ko. satunnaisiimioon liittyvat
todennakdisyydet.
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Tiheysfunktion kuvaaja

« Jatkuvan satunnaismuuttujan x tiheysfunktiota f voidaan
kuvata graafisesti jatkuvalla kayréalla

(X, 1))

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Tiheysfunktion kuvaaja:

Kommentteja

e Ehdon (4) mukaan reaaliakselin valelhin liittyvat
todennakdisyydet saadaan integroimalla tiheysfunktio ko.
valilla.

o Geometrisesti reaaliakselin valiin [a, b] liittyvan
todennakdi syyden maaraaminen merkitsee tiheysfunktion
kuvagjan, x-akselin jasuorien x = a jax = b rgjoittaman
tasoal ueen pinta-alan laskemista.

o Maéaritelman ehdon (3) mukaan tiheysfunktion kuvagjan ja
x-akselin valiin jaavan tasoalueen pinta-ala = 1.
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat

Tiheysfunktion kuvaaja:
Havainnollistus

Kuva oikealla esittaa

Tiheysfunktio f(x)

nor maalijakaumaa (ks. lukua
Jatkuvia jakaumia) noudattavan
jatkuvan satunnaismuuttujan x
tiheysfunktiota f(x).

Jatkuville satunnaismuuttujille x
patee yleisesti:

Pr(a£ x £Db)

b

= of (x)dx

= Alueen A pinta-dla

TKK
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Tapahtumien todennakdisyydet

Todennakdisyyden aksioomia kasittel evassa luvussa
todetaan seuraavaa:

(1) Jokainen tapahtuma reaalilukujen joukossa voidaan
muodostaa reaaliaksdlin valeista yhdistelemadlla vaga
sopivasti joukko-opin operaatioilla.

(2) Jokaisen tapahtuman todennakoisyys saadaan reaali-
akselin valien todennakdisyyksista todennakoisyys-
|askennan laskusaantojen avulla.

Jos siis jatkuvan satunnal smuuttujan tiheysfunktio

tunnetaan, se satunnaisiimig, jonka tulosvaihtoehtoja ko.
satunnai smuuttuja kuvaa, hallitaan taydel lisesti.
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Tiheysfunktion maarittelyalue

« Olkoon f jatkuvan satunnaismuuttujan x tiheysfunktio.
o Olkoon

i f(x)>0, josxl [c,d]

Lf(x) =0, josxi [c,d]
o TAaloin

d

of (X)dx=1

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Jatkuvat jakaumat ja

yhden pisteen todennakodisyydet

« Olkoon f jatkuvan satunnaismuuttujan x tiheysfunktio.

o Tdlloin jokaisen yksittaisen pisteen todennakoi syys on
nolla, koska

Pr(x =b) = Ii(grb\Pr(a£x£b)
b
:Llcgrg?f (X)dx

=0

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Tapahtumien todennakoisyyksien vertailu

« Olkoon xjatkuva satunnaismuuttuja jaf vastaava
tiheysfunktio.

e OlkootA={af xE£b} jaC={c£ x£ d} kaks
tapahtumaa.

e Olkoon
b d
of (x)dx > gf (x)dx

o Taloin tapahtuma A on todennakoisempi kuin
tapahtuma C:

Pr(A) > Pr(C)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 94



Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Tapahtumien todennakoisyyksien vertailu:

Havainnollistus

o Kuvaoikealaesittéa Tiheysfunktio f(x)

eksponenttijakaumaa (ks. lukua
Jatkuvia jakaumia) noudattavan
jatkuvan satunnaismuuttujan x

tiheysfunktiota f(x).
 Olkoot \

A={af x£ b}
C={cEx£d}

. Itfoskaselv%isti | | |

Of (x)dx > gf (x)dx

niin tapahtucmaA on toden-
nakoisempi kuin tapahtuma C:
Pr(A) > Pr(C)
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Jatkuvan jakauman parametrointi 1/2

Oletetaan, etta satunnaismuuttuja x noudattaa jatkuvaa
todennadkoisyys akaumaa, jonka tiheysfunktioon f .

Tiheysfunktio f riippuu tavallisesti parametreista el
vakioista, jotka méaraavat funktion f muodon.

Tiheysfunktion muodon méaaravia parametreja kutsutaan
usein sen todennak 6isyys akauman parametreiks,
jonka todenndk6isyydet ko. tiheysfunktio maarittel ee.
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Jatkuvan jakauman parametrointi 2/2

» Olkoot tiheysfunktion f muodon maaréavét parametrit

G Qs - G
 Jos halutaan korostaa tiheysfunktion f riippuvuutta sen

muodon madradvista parametrei sta, tiheysfunktiota
mer kitadan:

(X5 G @ - s @)
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Jatkuvan jakauman parametrien merkitys

o Jatkuvan satunnaismuuttujan x tiheysfunktion f muodon
maaraavilla parametreilla q;, g, ... , g, on usein jokin
sisdllGllinen tulkinta slind satunnaisilmi6ssé, jonka
malliks f on konstruoitu.

« Parametrien gy, @, ... , g, arvot ovat sovelluksissa
tavallisesti tuntemattomia ja niiden arvot on estimoitava
eli arvioitava havaintojen perustedlla.

Ks. monisteen Tilastolliset menetelmét lukua Estimointi.

« Parametrga g, @,, ... , g, koskevahypoteesgja €l
oletuksia voidaan testata tilastollisin testein.
Ks. monisteen Tilastolliset menetelmat lukua Tilastolliset testit.
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Diskreetit jakaumat vs jatkuvat jakaumat 1/2

o Olkoon xdiskreetti satunnaismuuttuja jaf vastaava
pistetodennakdisyysfunktio.

e Olkoon {x;, X, X3, ... } Satunnaismuuttujan x arvojen
joukko.

* Pistetodennakoisyysfunktion f arvo pisteessax; on
todennakaisyys.

f (%)= Pr(x=x)
o Koskafunktion f arvo pisteessa x, on todennakdisyys, niin
O0£f(x)£1
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Diskreetit jakaumat vs jatkuvat jakaumat 2/2

o Olkoon xjatkuva satunnaismuuttujajaf vastaava
tiheysfunktio.

« Tiheysfunktion f arvo pisteessa x e ole todennakoisyys.
* Reaadliaksealin valien todenndkoisyydet saadaan kaavasta

b

Pr(a £ x £ b) = of (x)dx

o Koskaf(x) el oletodenndksisyys, on mahdollista, etta
f(x) > 1
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Esimerkki: Odotusajan jakauma

o Tarkastellaan jonkin tapahtuman odotusaikaa satunnai smuuttujana.

o Oletetaan, etta tapahtumien keskimaarainen lukumaéra jotakin
alkayksikkta kohdenon /.

o Tdldin seuraavan tapahtuman odotusaika x on jatkuva satunnais-
muuttuja, joka voi saada kaikki ei-negatiiviset reaalilukuarvot.

e Tietyin ehdoin satunnaismuuttuja x noudattaa todennakoisyys-
jakaumaa, jonka tiheysfunktio on

f(x)=/e'*,x30,/30

e  Satunnaismuuttujan x todennakoisyys akaumaa sanotaan ek sponentti-
jakaumaksd; ks. lukua Jatkuvia jakaumia.
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Esimerkki: Odotusajan jakauma

Tehtavét (a) — (d)

o Tarkastellaan sovelluksena eréan yrityksen puhelinkeskukseen
tulevien puheluiden odotusaikoja.

o Oletetaan, ettd keskukseen tulee keskimaarin 4 puhelua minuutissa.
» Ratkaistaan seuraavat tehtavét:

(@) Maéaaraatodenndkoisyys, etta seuraavaa puhelua joudutaan
odottamaan korkeintaan 15 sekuntia?

(b) Méaaraatodennakoisyys, etta seuraavaa puhelua joudutaan
odottamaan korkeintaan 30 sekuntia?
(c) Kumpi on todenndkoisempaa:

Se, ettd seuraavaa puhelua joudutaan odottamaan 15 — 30
sekuntia, val se, etta seuraavaa puhel ua joudutaan odottamaan
30 — 60 sekuntia?

(d) Mikéaon todennakoisyys, etta seuraavaa puhel ua joudutaan
odottamaan yli 60 sekuntia?
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat

Esimerkki: Odotusajan jakauma

Ti

heysfunktio

Esimerkin tapauksessa/ = 4, kun

alkayksikkdna on 1 minuuitti. 5

Siten satunnaismuuttujan
X =" Seuraavan puhelun

odotusaika” 3
tiheysfunktio on muotoa 2

f(x)=4e™,x30
Viereinen kuvio esittéa essmerkin

eksponenttijakauman tiheys-
funktion kuvagjaa.

Eksponenttijakauma

0.5 1

15
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Esimerkki: Odotusajan jakauma

Aputuloksia —1/2

o Tarvitsemme tehtavien (a) — (d) ratkai semisessa aputuloksia (1) — (3):
(1) Tapahtuman x £ t todennakdisyys on

Pr(x £1) = f (x)dx
0

(2) Tapahtuman x > t todennakoisyys on komplementtitapahtuman
todenndkoisyyden kaavan ja aputuloksen (1) nojalla

Pr(x>t)=1- Pr(x£t)=¢e*
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Esimerkki: Odotusajan jakauma

Aputuloksia — 2/2

(3) Tapahtuman s£ x £ t todennakdisyys on

Pr(s£x £1t) = ¢f (x)dx

t
= 4(‘)3'4de

ég_
@4
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat

Esimerkki: Odotusajan jakauma
Tehtavien (a) ja (b) ratkaisut

e Tapahtuman x £ 1/4 min todenndkoisyys (tehtava (a)) on aputul oksen
(1) nojalla

g

Pr?(f:%g:l— e_4, =1- e'»0.632
a

e Tapahtuman x £ 1/2 min todenndkoisyys (tehtava (b)) on aputuloksen
(1) nojalla

N |-

Pr?(£%9:1— e_4, =1- €°»0.865
a
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Esimerkki: Odotusajan jakauma

Tehtavan (c) ratkaisu

o« Tapahtumien /4 mnf£ x£1/2minjal/2min£ x£ 1 min
todenndkdisyydet (tehtéva (c)) ovat aputuloksen (3) nojalla

. 1 1

Pr§£x£%2:e4 4 - e4 2=gt'- @%2»0.233
@
. 1 ,

Pr§£x£12:e4 2. @tlt=g?. @%»0.117
@

e Sitentapahtuma 1/4 min £ x £ 1/2 min on todennakdisempi kuin
tapahtuma /2 min £ x£ 1 min.
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennékdisyysjakaumat
Esimerkki: Odotusajan jakauma

Tehtavan (d) ratkaisu

e Tapahtuman x> 1 min todenndkoisyys (tehtava (d)) on aputuloksen
(2) nojalla

Pr(x>1)=1- Pr(x£1) =€ »0.018

» Todennakoisyyden frekvenssitulkinnan mukaan tama merkitsee
Seuraavaa:

Keskus joutuu odottamaan seuraavaa puhelua kauemmin kuin 1:n
minuutin keskimaarin melkein 2 kertaa (100” 0.018 » 2) 100:sta
odotuskerrasta.
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