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Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia

>> Johdanto
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Johdanto
Jakaumien maaritteleminen

normaalijakauman avulla

Useat tilastotieteen keskei set todenndk6isyysjakaumat
voldaan maaritella normaalijakauman avulla.

Tallaisiaovat esimerkiks ¢?-, F- jat-jakaumat, joilla on
keskeinen rooli otogakaumien teoriassa, estimoinnissa ja
testauksessa (ks. monisteen Tilastolliset meneteimat [ukuja

Otokset ja otosjakaumat, Estimointi jaTiIastoIIinen testaus).

Tarkastelemme seuraavien jakaumien maarittelemista ja
ominaisuuksia:

— c¢%*jakauma

— F-jakauma

— tjakauma
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Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia

Johdanto
>> c¢?-jakauma

F-jakauma

t-jakauma
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c’-jakauma
c?-jakauman maaritelma 1/2

e Olkoot X;,1=1, 2, ..., nriippumattomia, standardoitua
normaalijakaumaa N(0,1) (ks. lukua Jatkuvia jakaumia)
noudattavia satunnaismuuttujia.

. Taléin
X. ~N(0,1),i =12,K,n
X, X, K, X~
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c’-jakauma
c?-jakauman maaritelma 2/2

e QOlkoon

X = én. X’
=1
N(0,1)-jakautuneiden, riippumattomien satunnais-
muuttujien X , i1 =1, 2, ..., n neliésumma.
e Talldin satunnaismuuttuja X noudattaa ¢2-jakaumaa
(Khiin neli6 -jakaumaa) n:lla vapausastedlla.
 Merkint&

X~ c?(n)
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c’-jakauma
c?-jakauman vapausasteet

e (¢?-jakauman vapausasteiden lukumééra n viittaa

yhteenlaskettavien lukumaaraén c?-jakauman
madrittel evassa neliGsummassa.

e Vapausasteiden lukumaaran on c?-jakauman muodon
maaradva parametri.
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c’-jakauma

Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

e Olkoon X ~ ¢?(n).

e Odotusarvo:
E(X)=n

 Varianss jastandardipoikkeama:
Var(X)=D?*(X)=2n

D(X) =+/2n
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c’-jakauma

Ti

heysfunktion kuvaaja

Kuvaoikealla esittéa
c?-jakauman

c3(n)
tiheysfunktiota valilla [0, 10}, kun
vapausasteiden lukuméaarallan on
Seuraavat arvot:

i) n=1

(i) n=2

(i) n=5

Jakauman odotusarvo:
E(X)=n

0.6

0.4 1

0.2 1

c(n)

<1

c4(2)
c*(5)

10
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c’-jakauma
Tiheysfunktion ja sen kuvaajan ominaisuuksia

o c?jakauman tiheysfunktio f(x) on positiivinen kaikille
positiivisille argumentin arvoille:
f(x)>0,x>0
» Jos vapausasteiden lukumaara
n=1,2
niin tiheysfunktio on monotonisesti laskeva kaikille x 3 0.
« Jos vapausasteiden lukumaara
n3 3
niin tiheysfunktio on yks huippuinen ja silla on maksimi
jossakin pisteessax > 0.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 10



c’-jakauma
Todennakdisyyksien maaraaminen

c?-jakaumasta 1/2

e Todennakoisyydet voidaan méaraté c?-jakaumasta
jakauman kertymafunktion avulla.
e Olkoon X ~ ¢?(n).
e Olkoon satunnaismuuttujan X kertyméafunktio
Fon(x; n) =Pr(X£X)
e Huomautus 1.

Merkinnalla F,;(x ; n) on haluttu korostaa ¢?-jakauman
riippuvuutta sen vapausasteiden lukumaarasta n.

e Huomautus 2:

Koska c?-jakauman tiheysfunktion integraalifunktiota el osata
esittaa suljetussa muodossa, ¢?-jakauman kertymafunktion
mMaaraamisessa on kaytettava jotakin numeerista menetel maa.
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c’-jakauma
Todennakdisyyksien maaraaminen

c?-jakaumasta 2/2

o Kaikkien c?-jakaumaan liittyvien tapahtumien
todenndkoisyydet saadaan todenndkoisyyksista

Pr(X £ X) = F,i(X; n)
todennakai syysl askennan laskusaantojen avulla.
e Esimerkiksi
Pr(a£ X £b) = F,; (b) - F,(a)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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c’-jakauma

Todennakdisyyksien maaraaminen
c?-jakaumasta: Taulukot 1/2

c?-jakauman taulukot sisdltavét tavallisesti argumentin
X arvoja taulukoituna useille vapausasteiden lukuméaarille
n, mutta vain muutamille kertymafunktion F,; arvoille.

Siten taulukot mahdollistavat seuraavan tehtavan
ratkal semisen (taulukkokohtaisin rgjoituksin):

Maaraa x, kun todennakaisyys
Pr(X £ X) = F,i(X; n)
on annettu.

TKK
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c’-jakauma
Todennakdisyyksien maaraaminen

c?-jakaumasta: Taulukot 2/2

o Koska c?-jakaumaa kaytetédan tavallisesti valiestimoinnin

tai testauksen yhteydessa, c¢?-jakauman taulukoihin on
yleensa taulukoitu sellaisia argumentin x arvoja, jotka

vastaavat todennakdisyyden
Pr(X £ X) = F,i(X; n)

kompl ementtitodennakdisyytta
P=Pr(X3 x)=1- F,(X; n)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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c’-jakauma

Todennakdisyyksien maaraaminen

c?-jakaumasta: Esimerkki

Kuva oikealla esittéa

c?-jakauman 0.12
c?(10) 01 -
tiheysfunktiota vailla[o, 35]. 0.08 |0.

c?-jakauman taulukoista
saadaan:

Alueen A pinta-ala
=Pr(3.940£ X £18.307)
= F, (18.307;10)

- F,,; (3.940;10)
=0.95- 0.05
=0.9

c?(10)

0.06

0.04 1

0.02

18.307
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c’-jakauma
Todennakdisyyksien maaraaminen

c’-jakaumasta: Ohjelmat

e Olkoon X ~ ¢?(n).

* Monet tietokoneohjel mat mahdollistavat seuraavien
tehtévien ratkai semisen ilman ¢?-jakauman taulukoiden
asettamiargoituksia:

(1) Maaréatodenndkoisyys
Pr(X £ X) = F,i(X; n)
kun x on annettu.
(i) Madréa x, kun todennakoisyys
Pr(X £ X) = F,i(X; n)
on annettu.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia

Johdanto

c’-jakauma
>> F-jakauma

t-jakauma

TKK (c) likka Mellin (2006)
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F-jakauma
F-jakauman maaritelma 1/2

« OlkootY;,1=1,2,..., mjaX ,i=12, ...,n
riippumattomia, standardoitua normaalijakaumaa N(O,1)
(ks. lukua satkuvia jakaumia) noudattavia satunnai smuuttujia.

. Talgin
Y ~N(0,1),i =12,K,m, X. ~N(0,2),i =1,2,K,n
Y,Y, KLY, X, X, K, XA

jaedelleen
Y=Y ~c’(m,X=§ X’ ~c’(n)
=1 =1
YN X

TKK (c) llkka Mellin (2006) 18



F-jakauma
F-jakauman maaritelma 2/2

Olkoon
1
-Y
E = m _ n XY
ly mX
| n
jossa

Y~c?(m),X~c?(n),Y™ X
Taloin satunnai smuuttuja F noudattaa Fisherin F-
jakaumaa m:llajan:lla vapausastedlla.
Merkint&

F~F(m, n)

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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F-jakauma
F-jakauman vapausasteet

e [F-jakauman vapausastelden lukuméaarista ensimmainen (m)
viittaa yhteenlaskettavien lukuméaaraan F-jakauman
madrittel evan lausekkeen osoittajassa.

« F-jakauman vapausasteiden lukuméaarista toinen (n)
viittaa yhteenlaskettavien lukuméaaraan F-jakauman
maarittel evan lausekkeen nimittdj assa.

o Vapausasteiden lukumaard mjan ovat F-jakauman
muodon maaraavia parametreja.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 20



F-jakauma
Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

e Olkoon F ~F(m, n).
e Odotusarvo:

E(F) = ,N>2

n- 2
 Varianss jastandardipoikkeama:
2n°(m+n- 2)

, N>
m(n- 2)°(n- 4)

D(F):\/ 2n*(m+n- 2) >4
m(n- 2)*(n- 4)°

Var(F) = D?(F) =

TKK (c) likka Mellin (2006)



F-jakauma
F-jakauman ominaisuuksia

Olkoon

F ~F(m, n).
Taloin myods 1/F on F-jakautunut, mutta vapausastein
njam:

1
—~F(n,m

TKK
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F-jakauma

Tiheysfunktion kuvaaja

o Kuvaoikeallaesittéa
F-jakauman
F(m, n)
tiheysfunktiota valilla [0, 5], kun
vapausasteiden lukuméarillam
jan on seuraavat arvot:

(i) m=10,n=40

(i) m=40,n=10

(i) m=40,n=40
» Jakauman odotusarvo:

E(F)=—"_ n>2
n- 2

TKK (c) likka Mellin (2006)
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F-jakauma
Tiheysfunktion ja sen kuvaajan ominaisuuksia

« F-jakauman tiheysfunktio f(x) on positiivinen kaikille
positiivisille argumentin arvoille:
f(x)>0,x>0
» Jos osoittajan vapausasteiden lukumaara
m=1,2
niin tiheysfunktio on monotonisesti laskeva kaikille x 3 0.
» Jos osoittajan vapausasteiden lukumaara
m3 3
niin tiheysfunktio on yks huippuinen ja silla on maksimi
jossakin pisteessax > 0.
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F-jakauma
Todennakdisyyksien maaraaminen

F-jakaumasta 1/2

* Todenndkoisyydet voidaan maarata F-jakaumasta
jakauman kertymafunktion avulla.
e OlkoonF ~F(m, n).
* Olkoon satunnaismuuttujan F kertymafunktio
Fe(x; m,n) =Pr(F £x)
e Huomautus 1.

Merkinnalla F(x ; m, n) on haluttu korostaa F-jakauman
riippuvuutta sen vapausasteiden lukumaaristd mjan.

e Huomautus 2:

Koska F-jakauman tiheysfunktion integraalifunktiota el osata
esittaa suljetussa muodossa, F-jakauman kertyméafunktion
mMaaraamisessa on kaytettava jotakin numeerista menetel maa.
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F-jakauma
Todennakdisyyksien maaraaminen

F-jakaumasta 2/2

o Kaikkien F-jakaumaan liittyvien tapahtumien
todenndkoisyydet saadaan todenndkoisyyksista
Pr(F £ x) = F=(Xx; m, n)
todennakai syysl askennan laskusaantojen avulla.
 Esimerkiksi
PrlaEF E£b)=F_.(b)- F-(a)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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F-jakauma
Todennakdisyyksien maaraaminen F-jakaumasta:
Taulukot 1/4

« [F-jakauman taulukot sisaltavét tavallisesti argumentin
x arvoja taulukoituina useille vapausasteiden lukumaarille
m jan, mutta vain muutamille kertymafunktion F. arvoille.

e Siten taulukot mahdollistavat seuraavan tehtavan
ratkal semisen (taulukkokohtaisin rgjoituksin):

Maaraa x, kun todennakoi syys
Pr(F £ x) = F=(x; m, n)
on annettu.
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F-jakauma
Todennakdisyyksien maaraaminen F-jakaumasta:

Taulukot 2/4

o Koska F-jakaumaa kaytetdan tavallisesti valiestimoinnin
tal testauksen yhteydessa, F-jakauman taulukoihin on
yleensa taulukoitu sellaisia argumentin x arvoja,
jotka vastaavat todenndk6isyyden

Pr(F £X) = F=(Xx; m, n)
komplementtitodennakai syytta
P=Pr(F3 x)=1- F(x; m, n).

TKK (c) likka Mellin (2006)
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F-jakauma
Todennakdisyyksien maaraaminen F-jakaumasta:
Taulukot 3/4

e Monet F-jakauman taulukot sisdltavat todennakdisyyksia
Pp=Pr(F3 x)=1- Fe(x; m,n)
vastaavia argumentin arvojavain, kun p on “pieni”.
e “Suuriin” p:narvoihin liittyvat argumentin x arvot saadaan
talloin kayttamalla hyvéaks sitg, etta 1/F ~ F(n, m).
e Olkoon
Fon~F(m,n) ja p=Pr(F,,£a)
I:n,m - F(n’ m) ja P = Pr(Fer?’ b)
o Taldin

a==>
b

TKK (c) llkka Mellin (2006) 29



F-jakauma
Todennakdisyyksien maaraaminen F-jakaumasta:

Taulukot 4/4

e Oletukset: e Perustelu:
Fo.n~ F(m,n) Todetaan ensin, etta
Fom~ F(N, M) p=Pr(F,, £a)
p=Pr(Fn,£8) =Pr(1/F,, 2 1/a)

= Pr(Fym® ) = Pr(F, 3 1/a)

* Vate: K oska ol etuksen mukaan

a:} p=Pr(F,,3b)
b niin
b=1/a

TKK (c) llkka Mellin (2006) 30



F-jakauma
Todennakdisyyksien maaraaminen F-jakaumasta:

EsimerkKi

« Kuvaoikedlaesttéa

' F(10, 60)
F-jakauman 1
F(10, 60) 0 |0.05
tiheysfunktiota valilla[o, 4].
e F-jakauman taulukoista saadaan: e
Alueen A pinta-ala 04 -
= Pr(0.3815£ F £1.993) oo | | ATO° 0.05
= F_ (1.993,10,60) : \ \
- F, (0.3815,10,60) o, 1 2 3
=0.95- 0.05 | |
0.3815 1.993
=0.9
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F-jakauma
Todennakdisyyksien maaraaminen F-jakaumasta:

Ohjelmat

e OlkoonF ~F(m, n).

o Useat tietokoneohjelmat mahdollistavat seuraavien
tehtavien ratkaisemisen ilman F-jakauman taulukoiden
asettamiarajoituksia:

(1) Maaraatodennakdisyys
Pr(F £ X) = F=(x; m, n)
kun X on annettu.
(i) Maaraa x, kun todennakoisyys
Pr(F £ X) = F(Xx; m, n)
on annettu.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia

Johdanto

c’-jakauma

F-jakauma
>> t-jakauma

TKK (c) likka Mellin (2006)
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t-jakauma
t-jakauman maaritelma 1/2

« OlkootYjaX ,i=1,2,...,nriippumattomia,
standardoitua normaalijakaumaa N(0,1) (ks. lukua Jatkuvia
jakaumia) Noudattavia satunnai smuuttujia.

e Talbin
Y ~N(0,2), X. ~N(0,),i =1,2,K,n
Y, X, X, K, X~
jaedelleen
X =q X2~ c?(n)
I1=1

YN X

TKK (c) llkka Mellin (2006) 34



t-jakauma
t-jakauman maaritelma 2/2

Olkoon
t - I
=X
n
jossa

Y ~N(0,1), X ~c?(n),Y " X
Talloin satunnai smuuttujat noudattaa Studentin t-
jakaumaa n:lla vapausasteedlla.
Merkinta:

t ~t(n)

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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t-jakauma
t-jakauman vapausasteet

* t-jakauman vapausasteiden lukumaaran viittaa

yhteenlaskettavien lukumaéaraan t-jakauman maarittelevan
lausekkeen nimittd) assa.

o Vapausasteiden lukuma&ra n on t-jakauman muodon
maaradva parametri.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 36



t-jakauma
Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

e Olkoont ~t(n).
e Odotusarvo:
E(t)=0,n>1
 Varianss jastandardipoikkeama:

Var(t) = D2(t) =

D(t) = ,nN>2

TKK (c) likka Mellin (2006)
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t-jakauma

Tiheysfunktion kuvaaja

o Kuvaoikeallaesittéa
t-jakauman 05

t(n)
tiheysfunktiota valilla[- 4, +4],
kun vapausasteiden lukumaardlla
N on seuraavat arvot:

(i) n=1
(i) n=3
(ili) n=100

» Jakauman odotusarvo:

E(t)=0,n>1

o Kuvaan on piirretty myods
standardoidun normaalijakauman
N(0,1) tiheysfunktion kuvaaja.

t(n) ja N(0,1)
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t-jakauma
Tiheysfunktion ja sen kuvaajan ominaisuuksia 1/2

 t-jakauman tiheysfunktio f(x) on kaikkialla positiivinen:
f(x) > O kaikille x

« Tiheysfunktio on yks huippuinen.

* Tiheysfunktio saa maksimiarvonsa pisteessa 0.

» Tiheysfunktio on symmetrinen suoran x = 0 suhteen:
f(- x) =f(+ x) kaikille x

TKK (c) llkka Mellin (2006) 39



t-jakauma

Tiheysfunktion ja sen kuvaajan ominaisuuksia 2/2

e t-jakauman tiheysfunktio muistuttaa standardoidun
normaalijakauman N(O,1) tiheysfunktiota, mutta on sita
paksuhantaisempi.

 t-jakauman tiheysfunktio muistuttaa standardoidun
normaalijakauman N(O,1) tiheysfunktiota sita
voimakkaammin mit& suurempi on vapaus-
asteiden lukumaara n (ks. tarkemmin >).

TKK (c) llkka Mellin (2006) 40



t-jakauma

t-jakauma ja F-jakauma

e Olkoont ~t(n).
o Taldin
t> ~F(Ln)
e Olkoon F ~F(1, n).
o Taldin
JF t(n)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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t-jakauma
t-jakauma ja normaalijakauma 1/2

o t-jakauma ldhestyy standardoitua normaalijakaumaa, kun
vapausaste den lukumaara n kasvaa.

e Olkoont ~t(n).
o Taldin
lim Pr(t £ z2) =F (2

n® +¥

missa F on standardoidun normaalijakauman N(0,1)
kertymafunktio.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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t-jakauma
t-jakauma ja normaalijakauma 2/2

Koska t-jakauma | &hestyy vapausasteiden lukumaaran

n kasvaessa standardoitua normaalijakaumaa N(0,1),
voldaan t-jakaumaan liittyvat todenndkdisyydet maarata
suurilla vapausasteiden luvuilla standardoidun
normaalijakauman avulla.

Normaalijakauma-approksimaatio t-jakaumalle on
kohtuullinen jo, kun n = 30, jariittdva useimpiin
tarkoituksiin, kun n > 100.

Esimerkki:

Edella esitetyssa kuvassa el t(100)- ja N(0,1)-jakaumien
tiheysfunktioiden kuvaagjia pysty erottamaantoisistaan (ks. <).

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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t-jakauma
Todennakdisyyksien maaraaminen

t-jakaumasta 1/2

» Todennakdisyyksien maaraaminen t-jakaumasta voidaan
tehda jakauman kertymafunktion avulla.
e Olkoont ~t(n).
e Olkoon satunnaismuuttujan t kertymafunktio
F(x;n)=Pr(t£x
e Huomautus 1.

Merkinndlla F,(x ; n) on haluttu korostaa t-jakauman
riippuvuutta sen vapausasteiden lukumaarasta n.

e Huomautus 2;

Koska t-jakauman tiheysfunktion integraalifunktiota ei osata
esittaa suljetussa muodossa, t-jakauman kertymaéafunktion
mMaaraamisessa on kaytettava jotakin numeerista menetel maa.
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t-jakauma
Todennakdisyyksien maaraaminen
t-jakaumasta 2/2

« Kaikkien tapahtumien todennakdisyydet saadaan
todenndkoisyyksista

Pr(t £ x) = F/(x; n)
todennakai syysl askennan laskusaantdjen avulla.
e Esimerkiksi
Pr(aEt£b)=F(b)- F(a)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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t-jakauma

Todennakdisyyksien maardaminen t-jakaumasta:
Taulukot 1/3

 t-jakauman taulukot sisdltavat tavallisesti argumentin
X arvoja taulukoituna useille vapausasteiden lukuméaarille
n, mutta vain muutamalle kertymafunktion F, arvolle.

e Siten taulukot mahdollistavat seuraavan tehtavan
ratkal semisen (taulukkokohtaisin rgjoituksin):

Maaraa x, kun todennakoi syys
Pr(t £x) = F/(x; n)
on annettu.
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t-jakauma
Todennakdisyyksien maardaminen t-jakaumasta:
Taulukot 2/3

o Koskat-jakaumaa kaytetdan tavallisesti valiestimoinnin
tal testauksen yhteydesss, t-jakauman taulukoihin on
yleensa taulukoitu sellaisia argumentin x arvoja,
jotka vastaavat todenndk6isyyden

Pr(t £x) = F/(x; n)
kompl ementtitodennakdi syytta
P=Pr(t3 x)=1- F(x;n)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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t-jakauma
Todennakdisyyksien maardaminen t-jakaumasta:
Taulukot 3/3

e Monissat-jakauman taul ukoissa on taulukoitu
todenndkoisyyksa

p="Prt3 x)=1- F(x;n)
van, kun x3 0.

o Tdalloin todenndkoisyydet Pr(t £ - X) saadaan
soveltamalla t-jakauman tiheysfunktion symmetrisyytta
pisteen x = O suhteen:

Pr(t£-x)=1- Pr(t3 - x)
=1- Pr(t £ x)
=Pr(t3 x)
=p

TKK (c) llkka Mellin (2006) 48



t-jakauma
Todennakdisyyksien maardaminen t-jakaumasta:
Esimerkki

o Kuvaoikeallaesittéa
t-jakauman 05

t(10)
tiheysfunktiota valilla[o, 4].
 t-jakauman taulukoista saadaan:
Alueen A pinta-ala
=Pr(- 1.812£t £ +1.812)

t(10)

=R (+1.81210) 4 3 2 1 6 1 2 3 4
- F.(- 1.812,10) . .
=0.95- 0.05 | |
-1.812 +1.812
=0.9

TKK (c) likka Mellin (2006)



t-jakauma
Todennakdisyyksien maardaminen t-jakaumasta:
Ohjelmat

e Olkoont ~t(n).

* Monet tietokoneohjelmat mahdollistavat seuraavien
tehtavien ratkai semisen:

(1) Maaraatodennakdisyys
Pr(t £x) = F/(x; n)
kun X on annettu.
(i) Maaraa x, kun todennakoisyys
Pr(t £x) = F/(x; n)
on annettu.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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