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jakaumat
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Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja
todennakoisyysjakaumat

>> Kaksiulotteiset todenndkodisyysjakaumat
Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Kovarianssi ja korrelaatio
Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot

TKK (c) likka Mellin (2006)



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Satunnaistekijoiden valiset riippuvuudet

* Yhden satunnaismuuttujan todennakoisyys akaumat
Kuvaavat useimpia satunnaisiimi6ta vain r ajoitetusti.

e Satunnaisiimidihin liittyy tavallisesti useita satunnaisia
tekijGita, joiden valiset riippuvuudet ovat varsinaisen
mielenkiinnon kohteina.

o Usalden satunnaisten tekijoiden valisten riippuvuuksien
mallintaminen vaatii tekijoihin liittyvien satunnais-
muuttujien yhtelg akauman tarkastelua.

TKK (c) likka Mellin (2006)



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Esimerkkeja riippuvuustarkasteluista

* Miten ty6ttomyysaste e Miten todenndkdisyys sairastua
Suomessa (% tyodvoi masta) keuhkosyopaan (p) riippuu
riippuu BKT:n kasvuvauhdista, tupakoinnin méarasta ja
viennin volyymistajaBKT:n kestosta?
kasvuvauhdista muissa EU- « Miten vehnan sato (t/ha) riippuu
maissaja USA:ssa? kesén keskilampotilasta, sade-

* Miten akoholin kokonais- madrasta, maan muokkaus-
kulutus (I per capita vuodessa) tavoista, lannoituksestaja
riippuu akoholijuomien hinta- tuholaisten torjunnasta?

tasosta, kaytettavissa olevista
tuloistaja alkoholin
saatavuudesta?

TKK (c) likka Mellin (2006) 4



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Kaksiulotteiset satunnaismuuttujat

e Olkoot X jaY satunnaismuuttujia, joiden otosavaruudet
ova RjaS

o Taldin
X:S®
Y:R®

e Olkoon R" Sotosavaruuksien R ja Skarteesinen tulo:
R* s={(r,9|rT Rsl S}

e Satunnaismuuttujien X jaY jarjestetty pari (X, Y)

madrittelee kaksiulotteisen satunnaismuuttujan:

(X,Y):S" R® *

TKK (c) likka Mellin (2006)



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset satunnaismuuttujat ja

niiden jakaumat

o Olkoot XjaY diskreettgja satunnaismuuttujia.
o Tdlloin jarjestetty pari (X, Y) méadrittelee diskreetin
kaksiulotteisen satunnaismuuttujan.

o Diskreetti kaksiulotteinen satunnaismuuttuja (X, Y)
madrittelee diskreetin kaksiulotteisen todennakoisyys-
jakauman, jota kutsutaan satunnaismuuttujien X ja’Y
yhtelg akaumaksi.

TKK (c) likka Mellin (2006)



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

Pistetodennakdisyysfunktio

« Reaaiarvoinen funktio
f.,:RZ® R
madrittel ee diskreettien satunnaismuuttujien X ja’Y

yhtelg akauman pistetodennak6isyysfunktion, jos
seuraavat ehdot patevét:

(1) f.(xY)2 Okakillexjay

(2) é. é. fr (X y) =1
Xy

(3) Pr(X =xjaY =y)=f,,(XY)

TKK (c) likka Mellin (2006)



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

Tapahtumien todennakdisyydet

e Olkoon
f.,:RZ® R
diskreettien satunnaismuuttujien X ja’Y yhtel5jakauman
pistetodennakadi syysfunktio.
e Olkoon
Al R?
jokin tapahtuma.
o Taldin
PrX T A=a A f (%)

(xy) T A

TKK (c) likka Mellin (2006)



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

Symmetriset todennakoisyyskentat

Olkoon (x;, yi), 1 =1, 2, ... , n erillisten tason pisteiden
muodostama diskreetti pistejoukko.

Maaritell&an diskreetin kaksiulottel sen jakauman piste-
todennakoi syysfunktio kaavalla

. 1 .
for (X, ¥) =Pr(X =X jaY =Y,) :HJ =12,..,n

Taloin satunnaismuuttuja (X, Y) maarittelee symmetrisen
todennakoisyyskentan, jossa kaikki alkei stapahtumat

x,¥),i=12 ...,n
ovat yhta todennakoisia.

TKK
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 1/6

Heitetdan virheetdnta noppaa kaks kertaa.
Maaritelladn satunnaismuuttujat X ja:

X =tulos (siimaluku) 1. heitosta
Y = tulos (siimaluku) 2. heitosta

Voimme olettaa, ettd 2. heiton tulos on riippumaton 1. heiton
tuloksesta (ja kaantaen).

Satunnaismuuttujien X ja'Y mahdolliset arvot:

X:{1,2,3, 45,6}
Y:{1,2,3, 45,6

Muodostetaan satunnaismuuttujien X ja'Y yhteigakauma.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 2/6

« Kahden nopanheiton tulosvaihtoehdot voidaan esittdd seuraavana
taulukkona:

Tulos Mahdolliset tulokset
1. nopanheitosta 2. nopanheitosta
1 1 2 3 4 5 6
2 1 2 3 4 5 6
3 1 2 3 4 5 6
4 1 2 3 4 5 6
5 1 2 3 4 5 6
6 1 2 3 4 5 6

e Siten satunnaismuuttujien X jay jarjestetty pari (X, Y) méérittelee
diskreetin kaks ul ottel sen satunnai smuuttujan, jonka arvoina on 36
lukuparia

(x,y);x=1,2,3,4,56;,y=1,2,3,4,5,6

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 3/6

Koska noppa ol etettiin virheettomaksi ja heittojen tulokset ol etettiin
riippumattomiksi, on luontevaa gjatella, etta kahden nopanheiton
tul osten muodostamat 36 tul osvaihtoehtoa

(x,y):x=1,2,3,4,56:y=1,23,4,5,6
ovat yhta todennakdisia.
Taloin satunnaismuuttujien X ja 'Y yhteigakauman piste-
todennakai syysfunktio saa positiiviset arvot
1
6

1

o (0 Y) =PIX =X =y) =Pr(X =X)Pr(Y = y) = 2% =

o

kun

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 4/6

o Satunnaismuuttujien X ja'Y yhteigakauman pistetodennakdisyys-
funktio

. 1
f.o(X,y)=Pr(X=xj1aY¥Y=y)=—
x (X y) = Pr( ] y) 6

x=12,3,4,506;y=12234>506
voidaan esittéa seuraavana taul ukkona:

1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36

1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36

1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36

1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36

1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36

1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36
1 2 3 4 5 6

1. heiton silmaluku x

| N w| &l O] O

2. heiton silmaluku y

TKK (c) likka Mellin (2006)



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 5/6

* Heltetdan virheetdnta noppaa
kaks kertaa:

X =tulos 1. heitosta
Y =tulos 2. heitosta

o Kuvaoikeallaesittéa
satunnaismuuttujien X ja'Y
yhtel g akauman pistetoden-
nakai syysfunktiota.

o Kuvassaon 36 pylvasta, joista
jokaisen korkeus 1/36.

TKK (c) likka Mellin (2006)



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 6/6

» Heltetdan virheetdnta noppaa )
kaks kertaa:

X =tulos 1. heitosta 51 ¢ ¢ ¢ °

Y =tulos 2. heitosta ) 51 ¢ ¢ ¢ ¢

« Kuvaoikeallahavainnollistaa 3 a1 ® o o o

satunnaismuuttujien X ja’Y N3] e e e o

yhtei 5 akaumaa. 2l o o o e

o Kuvassaon 36 pistettd, joista 1] e o o @
jokaisen todennako6isyys on 1/36. 0 ‘

o 1 2 3 4

1. heitto

TKK (c) likka Mellin (2006)



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 1/9

o Heitetdan virheetonta noppaa kaks kertaa.
o Maéritelldan satunnaismuuttujat X, Yja Z:

X =tulos (siimaluku) 1. heitosta
Y = tulos (siimaluku) 2. heitosta
Z = X + Y = glmdukujen summa
 Voimme olettag, etta 2. heiton tulos on riippumaton 1. heiton
tuloksesta (ja kaantaen).
e Satunnaismuuttujien X, Y ja Z mahdolliset arvot:
X {12 3,4,5, 6}
Y:{1,23,4,5, 6}
Z:{2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12}
o Ma&rétdan satunnaismuuttujien X ja Z yhteigakauma.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 16



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 2/9

e Muodostetaan ensin summamuuttujan Z = X + Y jakauma.

 Muodostetaan sita varten aputaul ukko, joka esittéda kailkkia mahdollisia
tapoja, joilla nopanheittojen siimaukujen summaZ = X + Y voi
syntya

Silméalukujen summat z=x +y

[ 6 [ 7 8 9 [10] 12 ] 12
g 5 | 6 7 9 | 10 | 11
HEAE 6 7 8 9 [ 10
= 3] 4 5 6 7 8 9
sl 2 [ 3 4 5 6 7 8
E 1 | 2 3 4 5 6 7
~ 1 2 3 4 5 6

1. heiton silmaluku x

TKK (c) llkka Mellin (2006) 17



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 3/9

Aputaul ukosta voidaan suoraan lukea 1. ja 2. nopanheiton siimé
lukujen summan

Z=X+Y
todennakaisyyg akauma:

Silmalukujen summat z = x + y ja niiden todennakoisyydet

2

3

4

5

6

=

8

9

10

11

12

1/36

2/36

3/36

4/36

5/36

6/36

5/36

4/36

3/36

2/36

1/36

Esimerkki:

Summa 5 voi syntya kahden nopanheiton tuloksena 4:11a eri

tavadla:

5=1+4=2+3=3+2=4+1
joten todenndkdisyys saada summaksi 5 on 4/36.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 4/9

e 1. nopanheiton tulosja 1. ja 2. nopanheiton tulosten kaikki mahdolliset
summat voidaan esittéa seuraavana taulukkona:

Tulos Mahdolliset summat
1. nopanheitosta 1. ja 2. nopanheiton tuloksista
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12

e Siten satunnaismuuttujien X jaZ = X + Y jarjestetty pari (X, 2)
madrittel ee diskreetin kaksiul ottel sen satunnai smuuttujan, jonka
arvoinaon 66 lukuparia

(x,2);x=1,2,3,4,56;z2=2,3,4,5,6,7,8, 10, 11, 12

TKK (c) llkka Mellin (2006) 19



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 5/9

Koska noppa ol etettiin virheettomaksi ja heittojen tulokset ol etettiin

riippumattomiksi, on luontevaa gjatellq, etta 1. heiton tulosja l. ja 2.

heiton tulosten mahdollisten summien muodostamat 36
tulosvai htoehtoa

(X,2;x=1,2,3,4,56;z=x+y;y=1,223,4,56
ovat yhta todennakdisia.
Taloin satunnaismuuttujien X ja 'Y yhteigakauman piste-
todennakai syysfunktion saa positiiviset arvot

. 1
f..(X,2)=Pr(X=zjaZ=2)=—
wz (%,2) = Pr( J ) 26

kun
x=1,23,456
Z=X+Yy
y=12345,6

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 6/9

o Satunnaismuuttujien X jaZ = X + Y yhteigakauman piste-
todenndkoi syysfunktio voidaan esittéa seuraavana taulukkona:

Silmalukujen summa z

12

0

0

1/36

11

0

1/36

1/36

[
o

0

1/36

1/36

Oo| O] O] O©

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

0

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

0

N| W| & O1]l O] | O] ©

1/36

0

3

o O] O] O] O

1. nopan silmaluku x

(c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 7/9

Esimerkkeg &

(1)

(1)

(iii)

(v)

Oletetaan, etta 1. nopallaon saatu 2. Taloin siimélukujen
summaks e voi tulla 10, joten

Pr(X=1jaZ=10)=0
Oletetaan, etta 1. nopalla on saatu 6. Tall6in siimaukujen
summaksi & voi tulla 3, joten
Pr(X=6jaZ=3)=0
Oletetaan, etta 1. nopallaon saatu 2. Taloin simélukujen
summaksi voi tulla 3, 4, 5, 6, 7 tal 8, joten
Pr(X=1jaZ=2=136;z=3,4,5,6,7,8
Oletetaan, etta 1. nopalla on saatu 6. Taloin siimaukujen
summaksi voi tulla 7, 8,9, 10, 11 tai 12, joten
Pr(X=6jaZ=2=1/36;2z=7,8,9, 10, 11, 12

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 8/9

* Heltetdan virheetdnta noppaa
kaks kertaa:

X =tulos 1. heitosta

Y =tulos 2. helitosta

Z=X+Y
 Kuvaoikeallaesittéa

satunnaismuuttujien X jaZ

yhtel g akauman pistetoden-

nakai syysfunktiota.

o Kuvassaon 36 pylvasta, joista
jokaisen korkeus on 1/36.

TKK (c) likka Mellin (2006)



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreetit kaksiulotteiset jakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 9/9

Heitetdan virheetdnta noppaa
kaks kertaa:

X =tulos 1. heitosta

Y =tulos 2. heitosta
Z=X+Y

Kuva oikealla havainnollistaa
satunnaismuuttujien X jaZ
yhtel g akaumaa.

Kuvassa on 36 pistettd, joista
jokaisen todenndkoisyys on 1/36.

Heittotulosten summa

e S = S =
O B N W
| | |

O P N W » O O N 00 ©
| | | | | | | | |

[
[ [
[ ] [ ] [ ]
[ [ [ [
[ [ [ [ [
[ [ [ [ [ [
[ [ [ [ [
[ [ [ [
[ ] [
[ [
[
1 2 3 4 5 6
1. heitto

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Jatkuvat kaksiulotteiset satunnaismuuttujat ja

niiden jakaumat

e Olkoot XjaY jatkuvia satunnaismuuttujia.

o Talloin jarjestetty pari (X, Y) mérittelee jatkuvan
kaksiulotteisen satunnaismuuttujan.

o Kaksiulotteinen jatkuva satunnaismuuttuja (X, Y)
madrittelee jatkuvan kaksiulotteisen todennakdisyys-
jakauman, jota kutsutaan satunnaismuuttujien Xja'yY
yhtelg akaumaksi.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 25



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Jatkuvat kaksiulotteiset jakaumat:

Tiheysfunktio

* Readiarvoinen jatkuvafunktio
f.,:RZ® R
madrittel ee jatkuvien satunnaismuuttujien Xja'Y

yhtelgakauman tiheysfunktion, jos seuraavat ehdot
patevat:

(1)  f.(xY)2 0kakillexjay
+¥ +Y¥

@ OOfw(x Vdydx=1
¥ -¥ b d

(3) Pr@aE X £bjacEY £d)= ) (X y)dydx

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Kaksinkertaiset integraalit:

Integrointijarjestys

e Huomautus:

Kaytamme kaksinkertaisten integraalien yhteydessa seuraavaa
sopimusta integrointijarjestyksesta:

bd b =
N\ N\ N\ N\ O
OO xv (X, y)dydx = G Of xv (X, y)dy +dx
acC aec ﬂ

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Jatkuvat kaksiulotteiset jakaumat:

Tapahtumien todennakdisyydet

e Olkoon
f.,:RZ® R
jatkuvien satunnaismuuttujien X ja’Y yhtelgakauman
tiheysfunktio.
e Olkoon
Al R?
jokin tapahtuma.
o Taloin

Pr((X,Y)T A) = @fx (X y)dydx

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Kaksiulotteisten jakaumien

kertymafunktiot

Olkoon (X, Y) satunnaismuuttujien X ja'Y muodostama
jarjestetty pari.

Satunnaismuuttujien X ja’Y yhtelg akauman
kertyméafunktio F,, maaritellaan kaavalla

F.(X,yY)=Pr(X £xjaY £Yy)

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Diskreettien kaksiulotteisten jakaumien

kertymafunktiot

e Olkoon (X, Y) diskreetti kaksiulotteinen satunnai smuuttuja.

e Olkoon {x;, X5, X3, ... } satunnaismuuttujan X tulos-
vaihtoehtojen €l arvojen joukko.

e Olkoon{yy, Y, Y3, ... } Satunnaismuuttujan Y tulos-
vaihtoehtojen €1 arvojen joukko.

o Diskreetin kaksiulotteisen jakauman kertyméafunktio on
F.(Xy)=Pr(XExjaY£EYy)
:é. é. fXY(Xi’yi)

XEXYEY
jossa fy,, satunnaismuuttujien X ja 'Y yhteigakauman
pistetodennakai syysfunktio.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 30



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Jatkuvien kaksiulotteisten jakaumien

kertymafunktiot

e Olkoon (X, Y) jatkuva kaksiulotteinen satunnai smuuttuja.
« Jatkuvan kaksiulotteisen jakauman kertymafunktio on
F.(X,yY)=Pr(X £xjaY £Yy)

Xy

= 00 fx (u,v)dvdu
jossafy. satunnaiiéfrfuuttuj len X jaY yhteigakauman

tiheysfunktio.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 31



Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Jatkuvan kaksiulotteisen jakauman

tineysfunktion ja kertymafunktion yhteys

e Olkoon (X, Y) jatkuva kaksiulotteinen satunnai smuuttuja.

e Olkoon F,.(X, y) satunnaismuuttujien X ja’Y yhtels-
jakauman kertymafunktio.

e Josderivaatta
°F.. (X,
! ﬁ;ﬁy = o (x.y)

on olemassa ja on jatkuva, funktio fy.(X, y) on satunnais-
muuttujien X ja'Y yhtei g akauman tiheysfunktio.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 32



Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja
todennakoisyysjakaumat

Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat

>> Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Kovarianssi ja korrelaatio
Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
Diskreetin kaksiulotteisen jakauman reunajakaumat

e Olkoon f,.(X, y) diskreetin kaksiulottei sen jakauman
pistetodennakdi syysfunktio.

e Satunnaismuuttujan X reuna akauman
pistetodennakdisyysfunktio on

fL()=Pr(X=x)=Q fy(Xy)

e Satunnaismuuttujan Y reunajakauman
pistetodennakisyysfunktio on

fy(y)=Pr(Y =y) = é. fry (X Y)

o Satunnaismuuttujien X jaY reunajakaumat yhtyvat
satunnaismuuttujien X ja'Y todennakdisyys akaumiin.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 34



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus

Diskreetin 2-ulotteisen jakauman reunajakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 1/5

o Heitetdan virheetonta noppaa kaks kertaa.
o Maéritelldan satunnaismuuttujat X ja':

X =tulos (siimaluku) 1. heitosta
Y = tulos (siimaluku) 2. heitosta

e Satunnaismuuttujien X ja’Y mahdolliset arvot:

X:{1,2,3, 45,6}
Y:{1,2,3, 45,6

o Ma&rétdan satunnaismuuttujien X ja'Y reunajakaumat.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman reunajakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 2/5

o Satunnaismuuttujien X ja'Y yhteigakauman pistetodennékoi syysfunktio:
PriX=xjaY=y)=f(XY);x=1,2,...,6;y=1,2,...,6

1. heiton silmaluku x
1 2 3 4 5 6

1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36
1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36
1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36
1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36
1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36
1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36

2. heiton silmaluku y
Rl N Wl B O] O

TKK (c) llkka Mellin (2006) 36



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman reunajakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 3/5

o Satunnaismuuttujien X ja'Y reunajakaumien pistetodennakoisyys-
funktiot saadaan madraamalla yhtei §akauman todennakdisyydet
antavassa taul ukossa rivi- ja sarakesummat.

e Satunnaismuuttujan X reunajakauman pistetodennakai syysfunktio on

6
fL()=PH(X=X)= 8 fo(XYy)=6 3—16:%; Xx=12,3,4,5,6

y=1
koska
foy (X, Y) :3—16; x=12,34,5,6;y=12234,5,6

e Satunnaismuuttujan Y reunajakauman pistetodenndkoi syysfunktio on

6
f(y)=Pr(Y=y)=8 fo(xy)=6 i:%; y=12,34,5,6

x=1 36
koska
foy (X, Y) :3—16; x=12,34,5,6;y=12234,5,6

TKK (c) llkka Mellin (2006) 37



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman reunajakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 4/5

Satunnaismuuttujien X ja'Y yhteigiakauman ja reunajakaumien

2. heiton silmaluku y

pistetodennakai syysfunktiot:

1. heiton silmaluku x

1 2 3 4 5 6 | Yht
6 |1/36|1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/6
5 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/6
4 |1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/6
3 |1/36|1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/6
2 | 1/36|1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/6
1 |1/36|1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/6
Yht| 1/6 | /6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus

Diskreetin 2-ulotteisen jakauman reunajakaumat:
1. esimerkki nopanheitosta 5/5

1. heiton tuloksen jakauma 2. heiton tuloksen jakauma
0.3 0.3
02 T 02 1
[ [ [ [ ] ® ® [ ® ® [ ] ® ®
0.1 01 1
0 1 0
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

o Kuvat yllaesittavéat satunnaismuuttujien X ja'Y reunajakaumien
pistetodennakai syysfunktioita:

X =tulos 1. heitosta
Y = tulos 2. heitosta

TKK (c) llkka Mellin (2006) 39



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman reunajakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 1/5

o Heitetdan virheetonta noppaa kaks kertaa.
o Maéritelldan satunnaismuuttujat X, Y ja Z seuraavasti:

X =tulos (siimaluku) 1. heitosta
Y = tulos (siimaluku) 2. heitosta
Z = X+ Y = slmaukujen summa
e Satunnaismuuttujien X, Y ja Z mahdolliset arvot:
X {12 3,4,5, 6}
Y:{1,23,4,5, 6}
Z:{2,3,4,5,6,7,8,9, 10,11, 12}
o Ma&réatdan satunnaismuuttujien X ja Z reunajakaumat.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 40



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman reunajakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 2/5

o Satunnaismuuttujien X ja Z yhteigakauman pistetodennékoi syysfunktio:
Pr(X=xjaZ=2 =f,(X,2 ;x=1,2,...,6;,2=2,3,...,12

1. nopan silmaluku x

Silmalukujen summa z

4

5

6

=
N

0

0

1/36

=
=

0

1/36

1/36

[
o

o|lo|lo| P

1/36

1/36

1/36

O] O] O] O B~

1/36 | 1/36

1/36

1/36

1/36

1/36 | 1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36 | 1/36

1/36

1/36

1/36

1/36

1/36 | 1/36

1/36

1/36

1/36

1/36 | 1/36

0

1/36

1/36

1/36 | O

1/36

1/36

0

N W] | 01l O] | 0] ©

1/36

0

0
0
0

o] O] O] ©

(c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman reunajakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 3/5

o Satunnaismuuttujien X ja'Y reunajakaumien pistetodennakoisyys-
funktiot saadaan madraamalla yhtei §akauman todennakdisyydet
antavassa taul ukossa rivi- ja sarakesummat.

 Esmerkkg&
(1)  Satunnaismuuttujan X reunajakauman pistetodennakoisyys,
kun X = 4;

L(4)=8 142

z=1
:O+O+1+1+1+1+1+1+0+0+0:_

36 36 36 36 36 36
(i)  Satunnaismuuttujan Z reunajakauman pistetodennakoisyys,
kun Z = 10:

1,1.1_3
f (10 f._(x10)=0+0+0+ +
:(10)= 8}1”( ) = 36 36 36 36

TKK (c) likka Mellin (2006)



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus

Diskreetin 2-ulotteisen jakauman reunajakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 4/5

Satunnaismuuttujien X jaZ = X + Y yhtelg akauma ja reunajakaumat:

Silmalukujen summa z

1. nopan silmaluku x

1 2 4 5 6 Yht

12 0 0 0 0 |1/36 | 1/36
11 0 0 0O |1/36 | 1/36 | 2/36
10 0 0 1/36 | 1/36 | 1/36 | 3/36
9 0 O |1/36 |1/36 | 1/36 | 1/36 | 4/36

8 O |1/36|1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 5/36

7 |1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 6/36

6 |[1/36|1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | O | 5/36

5 |1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | O 0 |4/36

4 [1/36 |1/36 |1/36 | O 0 0 | 3/36

3 | 1/36 | 1/36 0 0 0 | 2/36

2 136 O 0 0 0 |1/36

Yht| 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman reunajakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 5/5

0.3

02 |

01 |

0.0

1. heiton tuloksen jakauma
0.3
0.2 -
®e ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0.1
T T T T T T T T T T T OO
1 2 3 4 56 7 8 9101112

Heittotuloksien summan jakauma

il

1 2 3 45 6 7 8 9 101112

Kuvat ylla esittavat satunnaismuuttujien X ja Z reunajakaumien
pistetodennakai syysfunktioita:

X =tulos 1. heitosta
Y = tulos 2. heitosta
Z = X + Y = heittotulosten summa

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
Jatkuvan kaksiulotteisen jakauman reunajakaumat

» Olkoon f, (X, y) Jatkuvan kaksiulottei sen jakauman
tiheysfunktio.

. Satunnaismuuttujan X reunaakauman tiheysfunktio on
K09 = O (x )y

. SatunnalsmuuttUJan Y reunajakauman tiheysfunktio on
fy (¥) = Qfx (X y)dx

- ¥
e Satunnaismuuttujien X jaY reunagjakaumat yhtyvat
satunnaismuuttujien X ja'Y todennakoisyys akaumiin.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 45



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
Satunnaismuuttujien riippumattomuus 1/2

e Oletukset:

(1) Olkoon satunnaismuuttujien X ja'Y yhtelgakauman
pistetodennakoisyys- tal tiheysfunktio f,. (X, V).

(i) Olkoon satunnaismuuttujan X reunajakauman
pistetodennakoisyys- tal tiheysfunktio f,(x).
Olkoon satunnaismuuttujan Y reunajakauman
pistetodennakoisyys- tal tiheysfunktio f(y).

o Maaritelmal:

Satunnaismuuttujat X ja'Y ovat riippumattomia, josja

vain, jos
fxrlX Y) = T (CITUY)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 46



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
Satunnaismuuttujien riippumattomuus 2/2

e Oletukset:

(1) Olkoon satunnaismuuttujien X ja'Y yhtelgakauman
kertymafunktio F,.(X, y).

(i) Olkoon satunnaismuuttujan X reunajakauman
kertyméafunktio F,(X).

Olkoon satunnaismuuttujan Y reunajakauman
kertymafunktio F.(y).

o Maéaaritelma2:
Satunnaismuuttujat X ja'Y ovat riippumattomia, josja
vain, jos
Fxv(X, ¥) = Fx()F(y)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 47



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
Satunnaismuuttujien riippumattomuus:

Yleistys 1/2

o Oletukset:
(i) Olkoon satunnaismuuttyjien X; ,i=1,2, ... ,p
yhtel g akauman pistetodennakoisyys- tai tiheysfunktio

f(Xg, X0 -0 s X0)

(i1) Olkoot satunnaismuuttujien X ,1=1,2, ..., p
reunajakaumien pistetodennakoisyys- tai
tiheysfunktiot f(x) ,1=1, 2, ..., p.

o Maaritelmal:

Satunnaismuuttujat X ,1=1, 2, ... , povat

riippumattomia, josjavain, jos

f(Xy, X5, .. 1Xp) = f(x)f(xy)" -~ f(xp)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 48



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
Satunnaismuuttujien riippumattomuus:
Yleistys 2/2

e Oletukset:
(i) Olkoon satunnaismuuttyjien X; ,i=1,2, ... ,p
yhtel g akauman kertymafunktio
F(Xp %o, 2005 X0)
(i1) Olkoot satunnaismuuttujien X ,1=1,2, ..., p
reunajakaumien kertymafunktiot

F(x),1=21,2,...,p.
« Maaritelma 2:

Satunnaismuuttujat X ,1 =1, 2, ... , povat
riippumattomia, josjavain, jos

F(Xp, Xo1 -y Xp) = F)F(X)™ -7 F(X,)

TKK (c) likka Mellin (2006)



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
Satunnaismuuttujien riippumattomuus ja

tapahtumien riippumattomuus

e Olkoot satunnaismuuttujat X ja'Y riippumattomia.
o Taldin
Pr(aE X E£bjaceYE£d)=Pr(a€ XEDb)Pr(c£Y £d)

e Huomautus:
Vrt. riippumattomien tapahtumien tul osaanto:
Pr(ACB) = Pr(A)Pr(B)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 50



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
Satunnaismuuttujien riippumattomuus ja

tapahtumien riippumattomuus: Perustelu

o Olkoot satunnaismuuttujat X ja 'Y jatkuviaja riippumattomia.
bd

Pr@f£ X £bjac£Y £d) = ODfxy (X, y)dydx

ac
bd

= Q0fx () T, (y)dydx

b d

= Ofx (X) Ofy (y)dydx

b

= 0Ofx (X)Pr(c£Y £ d)dx

b

=Pr(c£Y £ d) ) (X)dx

=Pr(cEYE£d)Pr(a£ X £Db)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
Satunnaismuuttujien riippumattomuus:

1. esimerkki nopanheitosta

o Heitetdan virheetonta noppaa kaks kertaa:

X =tulos (siimaluku) 1. heitosta
Y = tulos (siimaluku) 2. heitosta

o Tarkastellaan satunnaismuuttujien X ja'Y yhteigakaumaa:

. 1
Pr(X =xj1aY¥Y=y) =—
( J y) 36

11
= — X-

6 6
=Pr(X =x)Pr(Y =y)
x=12,3,4,506;y=12345,6

e Siten satunnaismuuttujat X ja'Y ovat riippumattomia.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 52



Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
Satunnaismuuttujien riippumattomuus:

2. esimerkki nopanheitosta

o Heitetdan virheetonta noppaa kaks kertaa:

X =tulos (siimaluku) 1. heitosta
Y = tulos (siimaluku) 2. heitosta
Z = X + Y = glmdukujen summa

o Tarkastellaan satunnaismuuttujien X ja Z yhteigakaumaa.

e Esmerkikg:

Pr(X =1jaZ =8)=01 %xs% - Pr(X =1)Pr(Z =8)

e Siten satunnaismuuttujat X jaZ eivat ole riippumattomia.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja
todennakoisyysjakaumat

Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat

Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
>> Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit

Kovarianssi ja korrelaatio

Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Diskreetin kaksiulotteisen satunnaismuuttujan

funktion yleinen odotusarvo

» Olkoon satunnaismuuttujien X ja'Y yhteigakauman
pistetodennakadi syysfunktio f,. (X, y).

e Olkoon
g: °®
jatkuva funktio.
o Tdallo6in satunnaismuuttujan g(X, Y) odotusarvo on vakio

E(Q(X,Y))=a a 9(xy) fy (X, Y)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 55



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Jatkuvan kaksiulotteisen satunnaismuuttujan

funktion yleinen odotusarvo

» Olkoon satunnaismuuttujien X ja'Y yhteigakauman
tiheysfunktio fy. (X, Y).
e Olkoon
g: °®
jatkuva funktio.

o Tallo6in satunnaismuuttujan g(X, Y) odotusarvo on vakio
+¥ +¥

E(9(X,Y)) = 0 09(X. ) fu (X, y)dydx

TKK (c) llkka Mellin (2006) 56



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Reunajakaumien odotusarvot:

Diskreetit jakaumat 1/2

Olkoon diskreettien satunnaismuuttujien X jaY
yhtei 5jakauman pistetodennakai syysfunktio f,.(X, y).

Satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X) = m, yhtyy

satunnal smuuttujan X reunajakauman odotusarvoon:

E(X)=8 a X (xy)=a xQ fu(xy)
X Y X y

= A xf, (X)

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Reunajakaumien odotusarvot:

Diskreetit jakaumat 2/2

Olkoon diskreettien satunnaismuuttujien X jaY
yhtei 5jakauman pistetodennakai syysfunktio f,.(X, y).

Satunnaismuuttujan Y odotusarvo E(Y) = m, yhtyy

satunnaismuuttujan Y reunajakauman odotusarvoon:

EY)=a a Ve (YY) =a va fx (V)
a i, (y)

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Reunajakaumien odotusarvot:

Jatkuvat jakaumat 1/2

e Olkoon jatkuvien satunnaismuuttujien X jaY
yhtei 5jakauman tiheysfunktio f,.(x, y).

e Satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X) = m yhtyy

satunnal smuuttujan X reunajakauman odotusarvoon:
+¥ +¥ +¥  +¥

E(X) = ) X (X Y)dydx = (% &y (X, Y)clyclx

+¥

= OXfx (x)dx

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Reunajakaumien odotusarvot:

Jatkuvat jakaumat 2/2

e Olkoon jatkuvien satunnaismuuttujien X jaY
yhtei 5jakauman tiheysfunktio f,.(x, y).

 Satunnaismuuttujan Y odotusarvo E(Y) = m, yhtyy
satunnaismuuttujan Y reunajakauman odotusarvoon:

+¥ +¥ +¥  +¥
E(Y) = O OYfxw (X y)dydx = gy O fyy (X, y)dxdy
-¥ - ¥ -¥  -¥

+¥

= oYf (y)dy

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Odotusarvot ja todennakdisyysmassan painopiste

» Olkoot satunnaismuuttujien X ja'Y odotusarvot

E(X)=m  EY)=m
o Talloin kaksiulottelsen satunnaismuuttujan (X, Y)
odotusarvo on jarjestetty pari

(E(X),E(Y)) = (M., m)
e Satunnaismuuttujien X ja'’Y odotusarvojen muodostama
jarjestetty pari (/m, m,) maaraa satunnaismuuttujien X jaY
yhtel g akauman todennakaoi syysmassan painopisteen.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 61



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Summan ja erotuksen odotusarvot

Satunnaismuuttujien X jaY summan X + Y odotusar vo:
E(X +Y)=E(X)+E(Y)

Satunnaismuuttujien X ja'Y erotuksen X - Y odotusar vo:
E(X-Y)=E(X)- E(Y)

Huomautus:

Satunnalsmuuttujien summan ja erotuksen odotusarvojen kaavat
on esitetty ilman perustelua luvussa Jakaumien tunnusluvut.

TKK

(c) likka Mellin (2006) 62



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Summan ja erotuksen odotusarvot:

Perustelu 1/2

o Estetddn satunnaismuuttujien summan odotusarvoa koskevan tuloksen
perustelu kahden jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa.

o Olkoot satunnaismuuttujien X ja 'Y yhteigakauman tiheysfunktio

fxrl%: Y)
jaX:njaY:n reunajakaumien tiheysfunktiot vastaavasti

fx(x) Ja 1{y)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 63



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Summan ja erotuksen odotusarvot:

Perustelu 2/2

TY ¥
e Taloin E(X iY) = C)C)(Xi y) fXY(X’ y)dde
VR
+Y +Y
= C\)dexv (X, ) £ ¥y (X Y)]dde
VIR
¥ ¥ Y¥ +¥

= 0 OXfx (X, Y)dydx £ & O¥f« (X, y)dydx

¥ +¥ +¥  +¥

= OX O fx (X, Y)dydxx gy O fy (X, y)dxdy
-¥ ¥ -¥  -¥

+¥ +¥

= O (X)dx £ A, (y)dy

= E(X) £ E(Y)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Lineaarikombinaation odotusarvo

e Olkoot satunnaismuuttujien X, 1 =1, 2, ... , k odotusarvot
E(X)=m,i=12,K,k
jaolkoota ,1 =1, 2, ..., kvakioita.

e Taloin satunnaismuuttujien X, 1=1,2, ... , K
lineaar ikombinaation

Y=aX +ta,X,+tL+a X,
odotusarvo on
E(Y) =E(a,X, +8,X, +L +8a.X)
=a, E(X,) +a, E(X,) +L+a, E(X,)

=am+a,m+L+am

TKK (c) llkka Mellin (2006) 65



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Rilppumattomuus ja tulon odotusarvo

» Olkoot satunnaismuuttujien X ja'Y odotusarvot

E(X)=m EY)=m
e Jos satunnaismuuttujat X ja’Y ovat riippumattomia, niin
tulon XY odotusarvo on odotusarvojen tulo:

E(XY) = E(X)E(Y)

= m.m,
 Huomautus:
Kaanteinen el pade: Siitg, etta
E(XY) = E(X)E(Y)

el seuraa, eftd satunnaismuuttujat X ja'Y ovat riippumattomia.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 66



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Rilppumattomuus ja tulon odotusarvo:

Perustelu 1/2

o EsSitetdan riippumattomien satunnai smuuttujien tulon odotusarvoa
koskevan tuloksen perustel u kahden jatkuvan satunnaismuuttujan
tapauksessa.

o Olkoot satunnaismuuttujien X ja 'Y yhteigakauman tiheysfunktio

fxrl%: Y)
jaX:njaY:n reunajakaumien tiheysfunktiot vastaavasti

fx(X) Ja Ty(y)
e Olkoot satunnaismuuttujat X ja 'Y riippumattomia, jolloin

fyr(X: Y) = fx(X) f(Y)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 67



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Rilppumattomuus ja tulon odotusarvo:
Perustelu 2/2

TY +¥

« TdIGINE(XY) = 0 OV (X, y)dydx

+Y¥ +¥

= 0 Ofx (X) f, (y)dydx

+¥ +¥

= OXfx (X) OYfy (y)dydx

+¥

= OFy (X) E(Y)dx

+¥

= E(Y) ¢y (X)dx

= E(Y)E(X)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Rilppumattomuus ja tulon odotusarvo:

Yleistys

e Olkoot satunnaismuuttujien X, 1 =1, 2, ... , k odotusarvot

E(X)=m,i=12K,k
e Jossatunnaismuuttujat X.,1 =1, 2, ... , kovat

riippumattomia, niin
E(X,X, L X, ) = E(X,) E(X,) LE(X,)
=mmL.m

e Huomautus:

Kaanteinen el pade: Siitg, etta

E(X, X, L X, ) = E(X) E(X,) LLE(X,)

el seuraa, etta satunnaismuuttujat X, 1 =1, 2, ... , kovat
rilppumattomia.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 69



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Reunajakaumien varianssit

» Olkoot satunnaismuuttujien X ja'Y odotusarvot
E(X)=m  E(Y)=m
e Satunnaismuuttujien X jaY varianssit yhtyva vastaavien
reunajakaumien variansse hin:
Var(X)=D?*(X)=s:

=E[(X- m)’]
Var(Y) =D*(Y) =s?
=E[(Y- m)’]

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Varianssi vaihtelun mittana

e Satunnaismuuttujan X varianssi
Var(X)
kuvaa satunnai smuuttujan X todennakdisyys akauman

todenndkoi syysmassan vaihtelua satunnai smuuttujan X
oman odotusarvon E(X) ympaérilla.

e Satunnaismuuttujan Y varianss

Var(Y)

kuvaa satunnai smuuttujan Y todenndkoisyys akauman
todenndkoi syysmassan vaihtelua satunnaismuuttujan Y
oman odotusarvon E(Y) ymparilla.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 71



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Reunajakaumien varianssit:

Diskreetit jakaumat

e Olkoon diskreettien satunnaismuuttujien X jaY
yhtei 5jakauman pistetodennakai syysfunktio f, (X, y) ja
vastaavien reung akaumien pistetodennakdi syyfunktiot
f(x) jafyy).

o Tdlloin satunnaismuuttujien X jaY varianssit ovat
vakioita

D*(X)=a (x- m)?f,(x)
DX(Y)=a (y- m)*f,(y)

jossa y
m, = E(X)
m = E(Y)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 72



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Reunajakaumien varianssit:

Jatkuvat jakaumat

e Olkoon jatkuvien satunnaismuuttujien X jaY
yhtei 5jakauman tiheysfunktio f,.(x, y) ja vastaavien
reunaj akaumien tiheysfunktiot f,(x) jaf(y).

o Tdl6in satunnaismuuttujien X jaY varianssit ovat
vakioita

D2(X) = ¢), (- m)? f (X)alx
D2(Y) =y, (Y- m)* 1, (y)dy

jossa
m, = E(X)
m = E(Y)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit

Varianssien vaihtoehtoiset laskukaavat

e Satunnaismuuttujien X jaY varianssien kaavat voidaan
Kirjoittaa seuraaviin yhtapitaviin muotoihin:

D*(X) =E[(X - m)’]
=E(X*)- m
= E(X®) - [E(X)I°
D*(Y) =E[(Y- m)"]
=E(Y?)- g
=E(Y®)- [E(Y))°

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Varianssien vaihtoehtoiset laskukaavat:

Perustelu

o Esitetdan varianssin vaihtoehtoisen laskukaavan perustelu satunnais-
muuttujalle X:

D?(X) =E[(X - m)?]
=E[X*-2m X + n1]
=E(X?) - E(2m X) +E(n)
=E(X?)- 2m E(X) + nj
=E(X?)- 2m.m, +nf
=E(X*)- m,

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit

Reunajakaumien standardipoikkeamat

» Olkoot satunnaismuuttujien X ja'Y odotusarvot

E(X)=m  E(Y)=m
e Satunnaismuuttujien X jaY standardipoikkeamat yhtyvat
vastaavien reunajakaumien standar dipoikkeamiin:

D(X)=s,

= JE[(X - m)’]
D(Y)=s,

= JEL(Y - m)?]

TKK (c) llkka Mellin (2006) 76



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Standardipoikkeama vaihtelun mittana

e Satunnaismuuttujan X standardipoikkeama
D(X)
kuvaa satunnai smuuttujan X todennakdisyys akauman

todenndkoi syysmassan vaihtelua satunnai smuuttujan X
oman odotusarvon E(X) ympaérilla.

e Satunnaismuuttujan Y standardipoikkeama

D(Y)
kuvaa satunnai smuuttujan Y todenndkoisyys akauman

todenndkoi syysmassan vaihtelua satunnaismuuttujan Y
oman odotusarvon E(Y) ymparilla.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 77



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit

Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama:
Suureiden dimensio eli laatu

« Satunnaismuuttujalla seka sen odotusarvolla ja standardi-
poikkeamalla on aina sama dimensio €li laatu.
Esimerkki:
Jos satunnai smuuttujan laatuna on m (metri), niitn myos niiden
odotusarvon ja standardipoikkeaman laatuna on m.
e Satunnaismuuttujan ja sen varianssilla el ole sama
dimensio €li laatu.
Esimerkki:
Jos satunnai smuuttujan laatuna on m (metri), niin
sen varianssin laatuna on m?.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Odotusarvot ja standardipoikkeamat:

1. esimerkki nopanheitosta

o Heitetdan virheetonta noppaa kaks kertaa:

X =tulos (siimaluku) 1. heitosta
Y = tulos (siimaluku) 2. heitosta
o Tarkastellaan satunnaismuuttujien X ja'Y yhteigakaumaa.
e Odotusarvot, varianssitjastandardipoi kkeamat:
6
E(X) = a XPr(X = x) _gé_ x_%l_:s 5= E(Y)

—1 x=1

E(X?) = ax Pr(X = x)—é° xzz%l:E(Yz)
D2(X) = E(X?) - [E(X)]? _%- 3%12 _%_2917 D2(Y)

D(X) =+/2.917 =1.708 = D(Y)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit

Odotusarvot ja standardipoikkeamat:
2. esimerkki nopanheitosta 1/2

o Heitetdan virheetonta noppaa kaks kertaa:

X =tulos (siimaluku) 1. heitosta
Y = tulos (siimaluku) 2. heitosta
Z = X + Y = glmdukujen summa

o Tarkastellaan satunnaismuuttujien X ja Z yhteigakaumaa.
e Odotusarvot ja 2. momentit:

_é I
E(X) = @ XPr(X =) ="==35=E(Y)
g 252
E(Z)=Q zPr(Z=2) =25 =
() 6_112 2=2=%

E(X?) = ax Pr(X = x)—%l—E(X )

_1

E(Z )= a Z Pr(Z—z)—lgﬂ
z=1 36

TKK (c) likka Mellin (2006)



Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit

Odotusarvot ja standardipoikkeamat:
2. esimerkki nopanheitosta 2/2

» Varianssit ja standardipoikkeamat :
D?(X) = E(X?) - [E(X)]? :% = 2.917 = D?(Y)
D(X) =+/2.917 =1.708 = D(Y)
D*(Z) =E(Z?)- [E(2)]* = % =5.833

D(Z) =/5.833=2.415

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja
todennakoisyysjakaumat

Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
>> Kovarianssi ja korrelaatio
Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Kovarianssi

Olkoot satunnaismuuttujien X ja'Y odotusarvot
E(X)=m  EY)=m
Satunnaismuuttujien X ja'Y kovarianss on vakio
Cov(X,Y)=s,,
=E[(X- m)(Y- m)]
Satunnaismuuttujien X ja 'Y kovarianssi
Cov(X,Y)

kuvaa satunnaismuuttujien X ja’Y yhtelgakauman toden-
nakoi syysmassan yhteisvaihtelua satunnai smuuttujien X
ja Y odotusarvojen E(X) ja E(Y) maaraaman pisteen

(E(X), E(Y)) ymparill4.

TKK
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Kovarianssi ja korrelaatio
Kovarianssi:

Diskreetit jakaumat

Olkoon diskreettien satunnaismuuttujien X jaY
yhtei 5jakauman pistetodennakai syysfunktio f,.(X, y).

Tall6in satunnaismuuttujien X ja'Y kovarianssi on vakio
Cov(X,Y)=a a (x- m)(y- m)fx (xy)
X oy
jossa
m, = E(X)
m = E(Y)

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Kovarianssi:

Jatkuvat jakaumat

e Olkoon jatkuvien satunnaismuuttujien X jaY
yhtei 5jakauman tiheysfunktio f,.(x, y).

o Taloin satunnaismuuttujien X ja’Y kovarianssi on vakio

Cov(X,Y) =, @), (X~ m)(y~ m) Ty (%, y)ixdy

jossa
m, = E(X)
m = E(Y)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Kovarianssi:

Vaihtoehtoinen laskukaava

o Satunnaismuuttujien X jaY kovarianssin kaava voidaan
Kirjoittaa seuraaviin yhtapitaviin muotoihin:
Cov(X,Y) =E[(X- m)(Y- m)]
=E(XY)- mm
= E(XY) - E(X)E(Y)
e Huomautus:

Vrt. kovarianssin vaihtoehtoista | askukaavaa varianssin
va htoehtoisin laskukaavoi hin.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Kovarianssin vaihtoehtoinen laskukaava:

Perustelu

« Esitetdan satunnaismuuttujien kovarianssin vaihtoehtoisen
|askukaavan perustel u:

Cov(X,Y) =E[(X - m)(Y- m)]
=E[XY- mY- mX+mm]
= E(XY) - E(mY)- E(mX) +E(m,m)
= E(XY)- m E(Y)- mE(X)+mm
=E(XY)- mm - mm, +mm
= E(XY)- m.m

TKK (c) llkka Mellin (2006) 87



Kovarianssi ja korrelaatio
Kovarianssi ja varianssit

« Satunnaismuuttujien kovarianssit itsensa kanssa yhtyvat
satunnal smuuttujien variansseihin:

Cov(X, X) =E[(X- m)(X- m)]
=Var(X)
=s?
Cov(Y,Y) =E[(Y - m)(Y- m)]
=Var(Y)

=52

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Odotusarvot, varianssit ja kovarianssi seka

lineaarimuunnokset 1/2

e Olkoot satunnaismuuttujien X ja'Y odotusarvot, varianssit
jakovarianss:

E(X) =m, Var(X)=s¢

E(Y) =m Var(Y) =s.

Cov(X,Y) =E[(X - m)(Y- m)] =S,
o Olkoot

W =a+DbX

Z=c+dY

jossaa, b, c,dl Rovat readisiavakioita

TKK (c) llkka Mellin (2006) 89



Kovarianssi ja korrelaatio
Odotusarvot, varianssit ja kovarianssi seka

lineaarimuunnokset 2/2

o Talloin pétevét seuraavat kaavat:

E(W)=a+bE(X)=a+bm
Var(W) =b*Var(X) =b’s?

E(Z)=c+dE(Y)=c+dm
Var(Z) =d*Var(Y) =d?’s?

Cov(W,Z) =bd Cov(X,Y) =bds

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kovarianssi ja korrelaatio

Kovarianssi ja lineaarimuunnokset:
Perustelu

e Jossatunnaismuuttujien X ja'Y kovarianss on Cov(X, Y), niin
Cov(W,Z) = E[(W - EW))(Z - E(Z))]
=E[(a+bX - E(a+bX))(c+dY - E(c+dY))]
= E[(bX - E(bX))(dY - E(dY))]
=bd E[(X - E(X))(Y - E(Y))]
=bd Cov(X,Y)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Summan ja erotuksen varianssit

e Olkoot satunnaismuuttujien X ja'Y varianssit
Var(X)=s? Var(Y)=s/
jakovarianss
Cov(X,Y) =5,
o Taldin
Var(X tY)=Var(X)+Var(Y)£2Cov(X,Y)

— 2 2
=Sy *+tS, 25,

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Summan ja erotuksen varianssit:

Perustelu

e Summan ja erotuksen varianssia koskevat kaavat ndhdaan oikeaks
seuraavallatavalla:

Var(X £Y)=E[X xY - E(X £Y)]?

=E[X £Y - E(X)mE(Y)]?

= E[(X - E(X))£(Y- E(Y))I’

= E[(X - E(X))*+(Y - E(Y))’
+2(X - E(X))(Y - E(Y))]

= E[(X - E(X))*]+E[(Y - E(Y))’]
+2E[(X - E(X))(Y - E(Y))]

=Var(X)+Var(Y)+2Cov(X,Y)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Riippumattomuus ja kovarianssi

Jos satunnaismuuttujat X ja'Y ovat riippumattomia, niin
Cov(X,Y)=0
Huomautus:
Kaanteinen el pade: Siitg, etta
Cov(X,Y)=0

el valttamatta seuraa, etta satunnaismuuttujat X ja'Y olisivat
rifppumattomia.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Rilppumattomuus ja kovarianssi:

Perustelu

e Jossatunnaismuuttujat X ja'Y ovat riippumattomia, niin
E(XY) = E(X)E(Y)
e Siten
Cov(X,Y) = E(XY)- E(X)E(Y)
=E(X)E(Y) - E(X)E(Y)
=0

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Riippumattomuus seka

summan ja erotuksen varianssit

e Olkoot satunnaismuuttujien X ja’Y varianssit
Var(X)=s? Var(Y)=s/

* Olkoot XjaY ovat riippumattomia, jolloin
Cov(X,Y)=0

o Taladin
Var(X £Y)=Var(X)+Var(Y)

e Huomautus:

Riippumattomien satunnal smuuttujien summan ja erotuksen
varianssien kaavat on esitetty ilman perustelua luvussa
Jakaumien tunnusluvut.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 96



Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin 1/2

o Oletetaan, ettd satunnaismuuttujilla X ja'Y on seuraavat
odotusarvot, varianssit ja kovarianssi.

E(X) =m, Var(X) =D?*(X) =s¢
E(Y) =m Var(Y) =D?(Y) =s¢
Cov(X,Y) =E[(X- m)(Y- m)] =5,

TKK (c) llkka Mellin (2006) 97



Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin 2/2

e Satunnaismuuttujien X jaY korrelaatiokerroin on vakio
Cor(X,Y)=r,
_ Cov(X)Y)
~ JVar(X)Var(Y)
_ Cov(X)Y)
- D(X)D(Y)

— Sxv
SxSy

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin

lineaarisen riippuvuuden mittana

o Satunnaismuuttujien X jaY korrelaatiokerroin
Cor(X,Y)

mittaa satunnaismuuttujien X ja'Y lineaarisen
riippuvuuden voimakkuutta:
(1) Mitasuurempi on
|Cor(X, Y)|
sita voimakkaampaa on satunnaismuuttujien XjaY
valinen lineaarinen riippuvuus.
(i) Mita pienempi on
|Cor(X, Y)|
sitd hetkompaa on satunnaismuuttujien X ja’Y
valinen lineaarinen riippuvuus.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 99



Kovarianssi ja korrelaatio
Kovarianssi ja korrelaatio:

Suureiden dimensio eli laatu

* Huomaa, etta satunnaismuuttujien korrelaatio on
dimensioton eli laaduton suure toisin kuin niiden
kovarianssl.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 100



Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin ja lineaarimuunnokset

« Olkoon satunnaismuuttujien X ja’Y korrelaatiokerroin
Cor(X,Y).

e Olkoot

W=a + bX
Z=c+dY

« TAaldin
Cor(W, Z) =sgn(bd) Cor(X,Y)
jossa sgn on ns. merkkifunktio:
|+l josx>0
sgn(x)::' 0,josx=0
',I—Ljosx<0

TKK (c) llkka Mellin (2006) 101



Kovarianssi ja korrelaatio

Lineaarimuunnosten korrelaatiokerroin:

Perustelu

e Olkoon satunnaismuuttujien X ja'Y korrelaatiokerroin Cor(X, Y).

e Olkoot
W=a+ bX
Z =c+dY
e Talsin
_ Cov(W,Z)
cortw. 2) JVar(W)Var(2)
_ bd Cov(X,Y)
Jb?Var(X) d? Var(Y)
B Cov(X,Y)
= son(bd) JVa(X)Var(y)

=sgn(bd) Cor(X,Y)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin:

Ominaisuudet

« Olkoon satunnaismuuttujien X ja’Y korrelaatiokerroin
Cor(X,Y).

« TAaldin
(1) -1£ Cor(X,Y) £ +1
(1)  Jos X jaY ovat riippumattomia, niin Cor(X,Y) =0
(i)  Cor(X,Y) =21, josjavain, jos
Y=a+bX,
jossa a jab ovat reaadlisavakiota, b1 0

TKK (c) llkka Mellin (2006) 103



Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin:

Ominaisuuden (i) perustelu 1/2

e Vite
-1£ Cor(X,Y) £ +1
e Perustelu:

(1) Olkoot WjaZ satunnaismuuttujiajaolkoonal  vakio.

(2) We3 0,223 0b EWA)3 0,E(Z9)3 0
(3) (aW- 2)?3 0b E(@W- 2)?3 0
(4) Kohdasta (3) seurag, etta
E(aW- 2)?=a?E(WP) - 2aE(WZ) + E(Z?) 3 O
(5 Valitaan:
= EWz)
E(W?)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin:

Ominaisuuden (i) perustelu 2/2

(6) Siten
E(aW - Z)* =- [E(WZZ)] +E(Z%)3 0
EW?)
josta seuraa, etta
[EWz) "

EW?*)E(Z?)
(7) Vaite seuraa epayhtal6sta (*), kun valitaan
W=X- E(X)jaZ=Y- E(Y)
ja otetaan saadusta epayhtal 6sta neliojuuri.
e Huomautus:

Epdyhtél6sta (*) seuraa erés ns. Schwarzin epayhtal 6n monista
muodoi sta:

[EWZ)])" £ EW®) E(Z°)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 105



Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin:

Ominaisuuden (ii) perustelu

« Vite
Jos X jaY ovat riippumattomia, niin
Cor(X,Y)=0
o Perustelu:
Vate seuraasita, ettdjos X ja'Y ovat riippumattomia, niin
Cov(X,Y)=0

e Huomautus:
Kaanteinen el pade: Siitg, etta
Cov(X,Y)=Cor(X,Y)=0
el valttamatta seuraa, etta satunnaismuuttujat X ja 'Y olisivat
riippumattomia.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 106



Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin:

Ominaisuuden (iii) perustelu 1/3

e Vite
Cor(X,Y)=#1 b Y=a+bX,al R,bI R,b1 0O
e Perustelu:

(1) Ominaisuuden (i) perustelussa kohdan (4) epayhtd on vasen
puoli on 2. asteen polynomi muuttujan a suhteen:

h(a) = E(@W- Z2)? = a’E(WP) - 2aE(WZ) + E(Z?)
(2) Ominaisuuden (i) perustelun kohdan (3) mukaan h(a) 2 0" a.
(3) h(a) >0Kkalkillea, josjavainjos 2. asteen yhtdlébn h(a) =0
diskriminantti
D =4EWZ)])* - 4E(WW?)E(Z*) <0
e Huomautus:

Korrelaatiokertoimen ominaisuus (i) seuraa myos kohdan (3)
epayhtal 6sta.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 107



Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin:

Ominaisuuden (iii) perustelu 2/3

(4) h(a) =0tasmélleen silloin, kun 2. asteen yhtadlon h(a) = 0
diskriminantti
D =4EWZ)]* - AEW*)E(Z°) =0
(5) Siten Cor(X, Y) = x1 tasmalleen silloin, kun
E(@W- 2)?=0
miké on yhtgpitavaa sen kanssa, etta
Pr@W- Z2=0)=1
(6) Siten
Z=aW
todennakdisyydella 1.
(7) Vateseuraa, kunvaitaan W= X- E(X)jaZ=Y- E(Y)]a
merkitaan
b=ajaa =E(Y)- aE(X)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 108



Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin:

Ominaisuuden (iii) perustelu 3/3

o Viite
Cor(X,Y)=#1 U Y=a+bX,al R,bI R,b1 O
 Perustelu:
KoskaY=a+ b X,
Cor(X,Y)=Cor(X,a + bX)
=sgn(b)Cor(X, X)
=sgn(b)
=+1
jossa sgn(® on ns. merkkifunktio:
1+1,josx>0
sgn(Xx) ::' 0,josx=0
{ 1,josx<0

TKK (c) llkka Mellin (2006) 109



Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin:

1. esimerkki nopanheitosta

o Heitetdan virheetonta noppaa kaks kertaa:

X =tulos (siimaluku) 1. heitosta
Y = tulos (siimaluku) 2. heitosta

o Tarkastellaan satunnaismuuttujien X ja'Y yhteigakaumaa.
e Odotusarvot, varianssit ja standardipoikkeamat (laskettu
alkaisemmin):
E(X) =E(Y) =21/6 =35
D?(X) = D%(Y) = 35/12 = 2.917
D(X) = D(Y) = 1.708
« Koska satunnaismuuttujat X ja 'Y ovat riippumattomia, niin
Cor(X,Y)=Cov(X,Y)=0
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin:

2. esimerkki nopanheitosta 1/2

o Heitetdan virheetonta noppaa kaks kertaa:

X =tulos (siimaluku) 1. heitosta
Y = tulos (siimaluku) 2. heitosta
Z = X + Y = glmdukujen summa

o Tarkastellaan satunnaismuuttujien X ja Z yhteigakaumaa.

* Odotusarvot, varianssit ja standardipoikkeamat (laskettu
alkaisemmin):
E(X) =21/6=35 E(Z) =252/36 =7
D?(X) =35/12=2.917 D?*Z) = 210/36 =5.833
D(X) = 1.708 D(2) = 2.415

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korrelaatiokerroin:

2. esimerkki nopanheitosta 2/2

e Satunnaismuuttujat X jaZ elvat ole riippumattomia.
e Lasketaan ensin kovarianssi:

6 12
E(XZ) = a XzPr(X =x,Z =2) _Br
x=1 z=2 36
Cov(X,Z2)=E(XZ)- E(X)E(Z) = I 21><E _10_ 2.917
36 6 6 36

 Korrelaatiokertoimen arvo on:
Cor(x,z)=—MX2) _ 1 _ 507
D(X)D(Z) /2
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Kovarianssi ja korrelaatio
Korreloimattomuus

e Jos
Cov(X,Y)=0
jayhtgpitavadti
Cor(X,Y)=0

niin sanomme, etta satunnaismuuttujat X ja’Y ovat
korreloimattomia.

e Huomautus:

Satunnaismuuttujien korreloimattomuudesta e valttamatta
seuraa niiden riippumattomuus.
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Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja
todennakoisyysjakaumat

Kaksiulotteiset todennakoisyysjakaumat
Kaksiulotteisten jakaumien reunajakaumat ja riippumattomuus
Kaksiulotteisten jakaumien odotusarvot ja varianssit
Kovarianssi ja korrelaatio

>> Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Ehdollinen todennakdisyys

e Olkoot AjaB tapahtumiajaPr(B) * O.
e Tapahtuman A ehdollinen todennakaoi syys tapahtuman B
suhteen on

Pr(AC B)
Pr(B)
« Ehdollisen jakauman maaritelma mukailee ehdollisen
todennakoisyyden maaritelmaa.

Pr(A/B) =
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Ehdolliset jakaumat

Olkoon satunnaismuuttujien X ja'Y yhte gakauman
pistetodennakadi syys- tai tiheysfunktio fy.(X, y).
Olkoot satunnaismuuttujien X ja'Y reunajakaumien
pistetodennakoisyys- tai tiheysfunktiot f,(x) jaf(y).
Satunnaismuuttujan X ehdollinen jakauma
satunnai smuuttujan Y suhteen (ehdolla’Y =y) on

fy (X Y)
Fyy (XY) ==
o O =T )
Satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma

satunnalsmuuttujan X suhteen (ehdolla X = x) on

_ (X Y)
R“wm_fﬂw

, josf,(y) >0

,Jost, (x) >0
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Ehdolliset jakaumat:

Kommentteja

 Satunnaismuuttujan X ehdollinen jakauma

Fev (XY)
satunnaismuuttujan Y suhteen (ehdolla’Y =y) riippuu
yleisessa tapauksessa ehtomuuttujan Y arvosta y.

e Satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma
fyx (Y/%)
satunnai smuuttujan X suhteen (ehdolla X = X) riippuu
yleisessa tapauksessa ehtomuuttujan X arvosta Xx.
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Riippumattomuus ja ehdolliset jakaumat 1/3

» Olkoon satunnaismuuttujien X ja'Y yhtei jakauman
pistetodennakadi syys- tai tiheysfunktio fy.(X, y).
» Olkoot satunnaismuuttujien X ja'Y reunajakaumien
pistetodennakoisyys- tai tiheysfunktiot f,(x) jaf(y).
e Olkoot satunnaismuuttujat X ja'Y riippumattomia.
o Talbin
frlX Y) = Tx(X) fAY)
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Riippumattomuus ja ehdolliset jakaumat 2/3

e Jos satunnaismuuttujat X ja’Y ovat riippumattomia,
satunnalsmuuttujan X ehdollinen jakauma satunnais-
muuttujan Y suhteen yhtyy satunnaismuuttujan X
reunajakaumaan:

frv (XIY) = £,(X) , josf,(y) >0
« Jos satunnaismuuttujat X ja’Y ovat riippumattomia,
satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma satunnai s-
muuttujan X suhteen yhtyy satunnaismuuttujan Y
reunajakaumaan:

foy (V%)= £,(Y) | jost, () >0

TKK (c) llkka Mellin (2006) 119



Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Riippumattomuus ja ehdolliset jakaumat 3/3

Olkoot satunnaismuuttujat X ja 'Y riippumattomia.
Talaoin:

(1)

(1)

Satunnai smuuttujan X ehdollinen jakauma satunnais-
muuttujan Y suhteen e riipu ehtomuuttujan Y
arvoista.

Satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma satunnai s-
muuttujan X suhteen el riipu entomuuttujan X
arvoista.
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Ehdolliset odotusarvot:

Diskreetit jakaumat

o Olkoot satunnaismuuttujat X ja'Y diskreette a.

o Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo
satunnal smuuttujan Y suhteen on satunnai smuuttujan X
ehdollisen jakauman odotusarvo:

E(X)Y =y) = Q Xy (XY)

e Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo
satunnal smuuttujan X suhteen on satunnaismuuttujan Y
ehdollisen jakauman odotusarvo:

E(YIX =x) =8 ¥i,x (¥/X)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 121



Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Ehdolliset odotusarvot:

Jatkuvat jakaumat

o Olkoot satunnaismuuttujat X ja’Y jatkuvia.

o Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo
satunnal smuuttujan Y suhteen on satunnai smuuttujan X

ehdollisen jakauman odotusarvo:
+¥

E(X)Y =y) = o)<, (X]y)dx

e Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo
satunnal smuuttujan X suhteen on satunnaismuuttujan Y

ehdollisen jakauman odotusarvo:
+¥

ECY|X =X) = ¥y (y[X)dy
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Ehdolliset odotusarvot:

Kommentteja

Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo

E(X]Y =)
satunnaismuuttujan Y suhteen (ehdolla’Y =y) riippuu
yleisessa tapauksessa ehtomuuttujan Y arvosta y.
Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo

E(Y|X =X)
satunnaismuuttujan X suhteen (ehdolla X = x) riippuu
yleisessa tapauksessa ehtomuuttujan X arvosta Xx.
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Riippumattomuus ja ehdolliset odotusarvot 1/2

e Jossatunnaismuuttujat X ja’Y ovat riippumattomia,
ehdolliset odotusarvot yhtyvat niiden reunajakaumien
odotusarvoihin.

o JossiisXjaY ovat riippumattomia, seuraava pétee:
E(XY) = E(X)
E(Y|X) = E(Y)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 124



Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Riippumattomuus ja ehdolliset odotusarvot 2/2

e Olkoot satunnaismuuttujat X ja'Y riippumattomia.
o Taladin:
(1) Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo

satunnaismuuttujan Y suhteen e riipu ehtomuuttujan
Y arvoista.

(1) Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo
satunnalsmuuttujan X suhteen &l riipu ehtomuuttujan
X arvoista.
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Ehdolliset odotusarvot satunnaismuuttujina:

Ilteroidun odotusarvon laki

 Ehdolliset odotusarvot voidaan tulkita satunnai s-
muuttujiksi ehtomuuttujan suhteen.

o Siten satunnaismuuttujan Y ehdollisen odotusarvon
odotusarvoksi (satunnaismuuttujan X suhteen) saadaan

E, [E(Y|X)] = E(Y)

« Siten satunnaismuuttujan X ehdollisen odotusarvon
odotusarvoksi (satunnaismuuttujan Y suhteen) saadaan

E, [E(X|Y)] =E(X)

 Kaavat tunnetaan nimellaiteroidun odotusarvon laki.
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Iteroidun odotusarvon laki:

Perustelu

e [teroidun odotusarvon laki nahdaan oikeaks jatkuvan jakauman
tapauksessa seuraavalla tavalla:
+¥ +¥ L+¥

e
E, [E(Y|X)] = OE(Y\X)f (X)dx = Oeonyx(y\x)dyuf (X)dx
¥ By
+¥ e+¥ +¥ e+¥
= 0eOYfvix (Y1) Ty (X)dyudx 08 OYfxv (X, y)dyudx
¥ By a ¥ By
= QY Ofx (X y)dxdy = g¥f, (Y)dy
= E(Y)
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot

Regressiofunktiot ja -kayrat 1/2

o Tarkastellaan satunnaismuuttujan X ehdollista odotusarvoa
E(XYX =y)
ehtomuuttujan Y arvojen y funktiona.

o Téatafunktiota kutsutaan satunnaismuuttujan X
regressiofunktioks satunnaismuuttujan Y suhteen.

e Satunnaismuuttujan X regressiofunktio muuttujan Y
suhteen maarittelee regressiokayran

Xx=9,(y)
=E(X|Y =)
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot

Regressiofunktiot ja -kayrat 2/2

o Tarkastellaan satunnaismuuttujan Y ehdollista odotusarvoa
E(YVX = X)
ehtomuuttujan X arvojen x funktiona.

o Téatafunktiota kutsutaan satunnaismuuttujan Y
regressiofunktioks satunnaismuuttujan X suhteen.

e Satunnaismuuttujan Y regressiofunktio muuttujan X
suhteen maarittelee regressiokayran

Yy = 0,(x)
= E(Y|X =x)
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Regressiofunktiot ja -kayrat:
Kommentteja

e QOlkoon

x=g,(y) =E(X]Y =)
satunnalsmuuttujan X regressiokayra satunnai smuuttujan
Y saamien arvojen y suhteen.

e Olkoon
y=0,(X) =E(Y|X =x)
satunnalsmuuttujan Y regressiokayra satunnai smuuttujan
X saamien arvojen x suhteen.

« Vakkafunktiot g, jag, ovat funktioina taysin maarattyja,
sattuma maaraa, mika funktioiden arvoista realisoituul.
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Regressiokayrat ja ennustaminen 1/4

o Oletetaan, etta satunnaismuuttujien X ja'Y yhteigakauman
pistetodennakadisyys- tai tiheysfunktio fy. tunnetaan.

« Haluamme ennustaa satunnaismuuttujan X (ta Y) arvon
satunnaismuuttujan Y (tai X) saaman arvon perusteella.
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Regressiokayrat ja ennustaminen 2/4

e Tehtaval:

(1) Haluamme ennustaa satunnaismuuttujan X arvon
satunnalsmuuttujan Y saaman arvon perusteella.

(i) Olkoon ennustettu arvo d(Xv).
(i11) Miten ennuste d(X¥2) valitaan optimaalisella tavalla?

e Tehtava?2:

(1) Haluamme ennustaa satunnaismuuttujan Y arvon
satunnal smuuttujan X saaman arvon perusteella.

(i) Olkoon ennustettu arvo d(Y¥X).
(i11) Miten ennuste d(Y¥X) valitaan optimaalisella tavalla?
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Regressiokayrat ja ennustaminen 3/4

o Tehtavan 1 ratkaisu:
Valitaan d(X¥2) siten, ettd ennusteen keskindiovirhe
E[X- d(X¥2)]?
minimoituu.
e Voidaan osoittaa, etta keskinelidvirhe minimoituu
valinnalla

d(X¥2) = E(XV)
e Siten ehdollinen odotusarvo E(X%2) on keskineliovirheen
mielessa optimaalinen ennuste satunnai smuuttujan X
saamille arvoille.
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Regressiokayrat ja ennustaminen 4/4

e Tehtavan 2 ratkaisu:
Valitaan d(Y¥X) siten, etta ennusteen keskindidvirhe
E[Y - d(Y¥X)]?
minimoituu.
e Voidaan osoittaa, etta keskinelidvirhe minimoituu
valinnalla
d(Y¥X) = E(YY¥X)
e Siten ehdollinen odotusarvo E(Y¥2X) on keskineliovirheen

mielessa optimaalinen ennuste satunnai smuuttujan Y
saamille arvoille.
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 1/6

o Heitetdan virheetonta noppaa kaks kertaa.
o Maéritelldan satunnaismuuttujat X ja':

X =tulos (siimaluku) 1. heitosta
Y = tulos (siimaluku) 2. heitosta

e Satunnaismuuttujien X ja’Y mahdolliset arvot:

X:{1,2,3,4,5,6)}
Y:{1,2,3, 45,6}

o Ma&rétdan satunnaismuuttujien X ja'Y ehdolliset jakaumat.
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 2/6

e Satunnaismuuttujien X ja'Y yhtelgakauma ja reunajakaumat:

Todennéakdisyydet Pr(X =x,Y =vy)

1 2 3 4 5 6 Yht
1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/6
1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/6
1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/6
1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/6
1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/6
1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/6
Yht| 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1

1. heiton silmaluku x

RN W &~ OO

2. heiton silmaluku y
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 3/6

o Kalvon 2/6 satunnai smuuttujan X ehdolliset jakaumat saadaan
jakamalla yhtel g akauman todennak6isyydet antavassa taulukossa
kunkin rivin todennakaoisyydet vastaavilla rivisummilla el
vastaavilla reunatodennakai syyksilla.

o Esimerkki:

Satunnaismuuttujan X ehdollinen jakauma satunnaismuuttujan Y

suhteen, kun'Y = 3:
for (%3) 1/36 1
f,3 16 6

fay (XY =3) = x=1,2,3,4,5,6
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot

Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:
1. esimerkki nopanheitosta 4/6

Satunnaismuuttujan X ehdolliset jakaumat ovat taulukon riveina:

2. heiton silmaluku y

Todennéakdisyydet Pr(X = x¥% =vy)

1 2 3 4 5 6 Yht
6 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1
5 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1
4 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1
3 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1
2 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1
1 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1
Yht| 1 1 1 1 1 1

1. heiton silmaluku x

TKK
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

1. esimerkki nopanheitosta 5/6

o Kalvon 2/6 satunnaismuuttujan Y ehdolliset jakaumat saadaan
jakamalla yhtelgakauman todennak6isyydet antavassa taulukossa
kunkin sarakkeen todennakoi syydet vastaavilla sarakesummilla li
vastaavilla reunatodennakai syyksilla.

o Esimerkki:
Satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma satunnaismuuttujan X
suhteen, kun X = 4.

fo (4, 1/36 1
fY|x(y|X:4): XY( y): -

b} — 213747516
.4 16 6° -
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot

Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:
1. esimerkki nopanheitosta 6/6

Satunnaismuuttujan Y ehdolliset jakaumat ovat taulukon sarakkeina:

2. heiton silmaluku y

Todennéakdisyydet Pr(Y = y¥X = x)

1 2 3 4 5 6 Yht
6 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1
5 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1
4 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1
3 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1
2 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1
1 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1
Yht| 1 1 1 1 1 1

1. heiton silmaluku x
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 1/4

o Heitetdan virheetonta noppaa kaks kertaa.
o Maéritelldan satunnaismuuttujat X, Yja Z:

X =tulos (siimaluku) 1. heitosta
Y = tulos (siimaluku) 2. heitosta
Z = X + Y = glmdukujen summa
e Satunnaismuuttujien X, Y ja Z mahdolliset arvot:
X {12, 3,4,5,6}
Y:{1, 2, 3,45, 6}
Z:{2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12}
o Ma&rétdan satunnaismuuttujan Z ehdolliset jakaumat
satunnai smuuttujan X suhteen.
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 2/4

Satunnaismuuttujien X jaZ = X + Y yhtelg akauma ja reunajakaumat:
1. nopan silmaluku x

Silmalukujen summa z

1 2 4 5 6 Yht

12 0 0 0 0 |1/36 | 1/36
11 0 0 0O | 1/36 | 1/36 | 2/36
10 0 0 1/36 | 1/36 | 1/36 | 3/36
9 0 O |21/36 |1/36 | 1/36 | 1/36 | 4/36

8 O |1/36|1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 5/36

7 |1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 6/36

6 |[1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | O | 5/36

5 |1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | O 0 |4/36

4 [1/36 |1/36 |1/36 | O 0 0 | 3/36

3 | 1/36 | 1/36 0 0 0 | 2/36

2 [1/36] O 0 0 0 |1/36

Yht| 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 3/4

o Kalvon 2/4 satunnai smuuttujan Z ehdolliset jakaumat saadaan
jakamalla yhtelgakauman todennak6isyydet antavassa taulukossa
kunkin sarakkeen todennakoi syydet vastaavilla sarakesummilla li
vastaavilla reunatodennakai syyksilla.

 Esmerkkg&
(i) Tapahtuman Z = 8 ehdollinen todennakoisyys, kun
ehtotapahtumanaon X = 3:

i, (83 _1/36_1
f.(3 1/6 6

(i) Tapahtuman Z = 10 ehdollinen todennakdisyys, kun
ehtotapahtumanaon X = 3:

Pr(z=8|X =3) = fz|x(8|X =3) =

Pr(z =10|X =3) :fz|x(10|X =3) = %103 _ 0 _j,
f.(3 1/6
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

2. esimerkki nopanheitosta 4/4

Satunnaismuuttujan Z ehdolliset jakaumat ovat taulukon sarakkeina:

Silmalukujen summa z

1. nopan silmaluku x

1 2 3 4 5 6 Yht

12 0 0 0 0 0 1/6 | 1/6
11 0 0 0 0 1/6 | 1/6 | 2/6
10 0 0 0 1/6 | 1/6 | 1/6 | 3/6
9 0 0 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 4/6

8 0 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 5/6

7 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 6/6

6 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 0 5/6

5 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 0 0 4/6

4 1/6 | 1/6 | 1/6 0 0 0 3/6

3 1/6 | 1/6 0 0 0 0 2/6

2 1/6 0 0 0 0 0 1/6

Yht| 1 1 1 1 1 1
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset

odotusarvot: 1. esimerkki nopanheitosta 1/2

Heitetdan virheetdnta noppaa
kaks kertaa:

X =tulos 1. heitosta
Y =tulos 2. heitosta

Kuva oikealla havainnollistaa
satunnaismuuttujien Xja'Y

2. heitto

yhtel g akaumaa. 27
Kuvassa on 36 pistettd, joista
jokaisen todenndkoisyys on 1/36. 0

1. heitto

TKK
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset

odotusarvot: 1. esimerkki nopanheitosta 2/2

o Satunnaismuuttujan ,
X (= tulos 1. heitosta) 5| o o © o o o
ehdollisia odotusarvoja 5 c © © o o o
satunnal smuuttuj an S4] o o o o o o
Y (= tulos 2. heitosta) g S G G A S
arvojen suhteen on merkitty ,l e o © o o e
katkoviivan yhdistamilla
vinonelicilla et

« 1. nopanheiton tuloksen e 1 2 3 e s s 4
tuntemisesta el ole hyétya 1. heitto

2. nopanheiton tuloksen
ennustamisessa, koska heittojen
tulokset ovat riippumattomia.
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset

odotusarvot: 2. esimerkki nopanheitosta 1/2

Heitetdan virheetdnta noppaa
kaks kertaa:

X =tulos 1. heitosta

Y =tulos 2. heitosta
Z=X+Y

Kuva oikealla havainnollistaa
satunnaismuuttujien X jaZ
yhtel g akaumaa.

Kuvassa on 36 pistettd, joista
jokaisen todenndkoisyys on 1/36.

Heittotulosten summa

e e o
OO R N W
| | |

O B N W » 01 O N 00 ©
| | | | | | | | |

3 4
1. heitto

TKK
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot

Diskreetin 2-ulotteisen jakauman ehdolliset

odotusarvot: 2. esimerkki nopanheitosta 2/2

o Satunnaismuuttujan
Z (= heittotul osten summa)

ehdollisia odotusarvoja
satunnai smuuttujan

X (=tulos 1. heitosta)

arvojen suhteen on merkitty
katkoviivan yhdistamilla
vinondliGilla.

* 1. nopanheiton tuloksen
tuntemisesta on hy6tya heitto-
tulosten summan ennustamisessa,
koska summa el ole riippumaton
1. heiton tuloksesta.

Heittotulosten summa

e = S S =
O B N W
| | |

O P N W » 01 O N 00 ©
| | | | | | | | |

o
o o
o o o
K.
e o o .o
»
o o .0 o
R 4
e o o .0 o o
R4
e eo.-0 o o
K
. o o
&
o o o
o o
o
1 2 3 4 5 6
1. heitto
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Jatkuvan 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

Esimerkki 1/2

o Valitaan luvut X jaY satunnaisesti valilta [0, 1] kahdessa vaiheessa:
(1) Valitaanvdilta(0, 1) satunnaisesti luku X:
X~ Uniform(0, 1)
Olkoon valittu luku x.
(2) Valitaan vdlilta (0, x) satunnaisesti luku Y:
Y ~ Uniform(0, x)
Olkoon valittu luku y.

0 y X 1

o Tehtdvana on mé&arata satunnaismuuttujien X ja’Y yhtelsakauman
tiheysfunktio f,. (X, Y).
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Jatkuvan 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

Esimerkki 2/2

o Oletuksien mukaan satunnaismuuttujan X (reuna-) jakauma tunnetaan:
f (x) =1 O<x<l1
f (x) =0 muulloin

o Oletuksien mukaan satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma ehdolla
X = X tunnetaan:

fax(YvX) =1/x 0<y<Xx
flux(YvX) =0 muulloin
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Jatkuvan 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

Esimerkin yhteisjakauma ja Y:n reunajakauma

e Satunnaismuuttujien X ja'Y yhtelgakauma on
Firl%s Y) = Fraad YY) T3 (X)
= 1/x O<y<x<l1

e Satunnaismuuttujan Y reunajakauma on
1

1
N\ \1
fy (%) = Of (X Y)OX = 3 dx =[log], = - logy
y y
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Jatkuvan 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

Esimerkin yhteisjakauman tiheysfunktio 1/2

« X~Uniform(0, 1)
o Y¥X =X~ Uniform(0, X)
 Kuvaoikeallaesittaa

satunnaismuuttujien X jaY
yhtel 5 akauman tiheysfunktiota

f (X y) =1x,0<y<x<1

=
o

OHwam@\,mm
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Jatkuvan 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

Esimerkin yhteisjakauman tiheysfunktio 2/2

o« X~Uniform(0, 1)
o YYX =x~Uniform(0, X) 12
« Kuvaoikeallaesittaa 1-

satunnaismuuttujien X jaY
yhtel g akauman tiheysfunktion

f (X y) =1x,0<y<x<1
tasa-arvokayria
Xx=1k,0<y<Xx 02 -
kunk=1,2, ..., 30. o‘m
« Kuvaan on merkitty myds suora
y=X,0<x<1

Tasoarvokayrat

0.8 -

0.6 -

0.4
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Jatkuvan 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

Esimerkin reunajakaumien tiheysfunktiot

f (X) fy(y)
5 5
4 4
3 3
2 2
1 1
0 ‘ 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

o Kuvat yllaesittavéat satunnaismuuttujien X ja'Y reunajakaumien
tiheysfunktioita:
f(x)=1,0<x<1

fy) =-1log(y),0<y<x<1
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Jatkuvan 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

Esimerkin Y:n ehdollinen odotusarvo 1/2

e COletetaan, etta
X~ Uniform(0, 1)
Y¥2X = x ~ Uniform(0, X)
o KoskaXjaY¥X = x noudattavat tasaistajakaumaa, niin
E(X) =1
E(Y X =x)=1x
e Satunnaismuuttujan Y ehdollisen odotusarvon E(Y¥X) odotusarvo
satunnai smuuttujan X suhteen on iteroidun odotusarvon lain mukaan

E(Y) =E, [E(Y|X)] =1E(X) =1% =1
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Jatkuvan 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

Esimerkin Y:n ehdollinen odotusarvo 2/2

« Koskatoisadlta

E(Y) = oyt (y)dy
ja
fu(y) = —og(y)

olemme todistaneet seuraavan integraalikaavan:
1

- oylog(y)dy =
0
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Jatkuvan 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

Esimerkin Y:n regressiokayra X:n suhteen 1/2

o« X~Uniform(0, 1)
o Y¥X =x~Uniform(0, X) !
 Satunnaismuuttujan Y ehdollinen 08 |
odotusarvo satunnaismuuttujan X
suhteen on 06 -
E(YIX=X) =x/2 04
e Siten muuttujan y regressiokayra
muuttujan X suhteen on muotoa 0.27
y = X2 0- ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Ehdolliset jakaumat ja odotusarvot
Jatkuvan 2-ulotteisen jakauman ehdolliset jakaumat:

Esimerkin Y:n regressiokayra X:n suhteen 2/2

Huomaa, etta satunnals-
muuttujan X saaman arvon

tuntemisesta on tassa tapauksessa

hy6ty4 satunnaismuuttujan Y o8
Saaman arvon ennustamisessa. 06
0.4 1
0.2 1

0.2

0.4

0.6

0.8

TKK
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