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Osa 3: Todennakdisyysjakaumia
Moniulotteisia todennakoisyysjakaumia
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Moniulotteisia todennakdisyysjakaumia

>> Multinomijakauma
Kaksiulotteinen normaalijakauma

TKK (c) likka Mellin (2006)



Multinomijakauma

Multinomijakauman tausta 1/3

» Multinomijakauma on binomijakauman (ks. lukua
Diskreetteja jakaumia) Y€l Stys useamman toisensa
poissul kevan tapahtuman tilanteeseen.

e Olkoon A, A,, ..., A, otosavaruuden Sositus.
o Taloin:
AGA =/, it ]

S=AEAE »EA,

o Olkoot tapahtumien A, A,, ... , A, todenndkai syydet:
Pr(A)=p,1=12, ...,k
Pt Pt x+p =1

TKK (c) likka Mellin (2006)



Multinomijakauma

Multinomijakauman tausta 2/3

o Maaritelldan satunnaismuuttyjat X, ,1 =1, 2, ... , k

Xi = Tapahtuman A esiintymisten lukumaara
N-kertal sessa toi stokokeessa

« TAaldin
X, ~Bin(n, p),1 =1L2,K,k
jossa
p=Pr(A),1=1,2,...,k
o Lisdks

X, + X, +L+ X, =n

TKK (c) likka Mellin (2006)



Multinomijakauma

Multinomijakauman tausta 3/3

e Multinomijakaumalla tarkoitetaan satunnaismuuttujien
Xy Xoy een ) Xy
yhtel g akaumaa.

e Huomautus:

Satunnaismuuttuja X; elvat ole riippumattomia, koska niita sitoo
toisiinsa ehto

X+ X, +L+ X, =n
jossa toistokokeiden lukumaéra n on kiintea lukui.

TKK (c) likka Mellin (2006)



Multinomijakauma
Multinomijakauma ja sen

pistetodenndkoisyysfunktio

e Satunnaismuuttujat X,, X,, ... , X, nhoudattavat (k - 1)-
ulotteista multinomijakaumaa, jos niiden yhtei 5jakauman
pistetodennak 6isyysfunktio on muotoa

Pr(X, =n, jaX,=n, jaK jaX, =n,)
n!

— M N N
nl!nzu_nk!Iol > P

jossa
pt+p,+tL+p =1
n+n,+L+n =n
* Mekinta
Xy X, ...y X)) ~ Multinom(py, P, --- 5 Py s N)

TKK (c) likka Mellin (2006) 6



Multinomijakauma
Multinomijakauman ominaisuuksia

Jos k = 2, niin multinomijakauma yhtyy binomijakaumaan:

Pruutinom(Xy =Ny JaX, =n- ny) =Prg, (X, =ny)
Multinomijakauman yksiulotteiset reunajakaumat ovat
binomijakaumia.

Multinomitodenndkoi syydet saadaan korottamalla
multinomi (p, + p, + *+ p,) potenssiin n:

h_ O n! 0y 1, N
(ptp,tL+p) =a nin L n! P’ P L p
jossa summa lasketaan yli kaikkien lukujen n;, n,, ... , n,

joille péee ento

n,+n,+»+n =n

TKK

(c) likka Mellin (2006)



Moniulotteisia todennakdisyysjakaumia

Multinomijakauma
>> Kaksiulotteinen normaalijakauma

TKK (c) likka Mellin (2006)



Kaksiulotteinen normaalijakauma
Kaksiulotteinen normaalijakauma

« Kaksiulotteinen normaalijakauma on normaalijakauman
(ks. lukua satkuvia jakaumia) kaksiulotteinen yleistys.

e Huomautus:

Normaalijakauman yleistysta p-ul ottel seen avaruuteen (p > 1)
kutsutaan multinor maalijakaumaksi tai p-ulotteiseksi
nor maalijakaumaksi.

TKK (c) likka Mellin (2006)



Kaksiulotteinen normaalijakauma
Kaksiulotteinen normaalijakauma ja sen

tiheysfunktio 1/2

e Satunnaismuuttujat X ja'’Y noudattavat kaksiulotteista
nor maalijakaumaa, jos niiden yhteigakauman
tiheysfunktio on muotoa

1 ]
fry (X Y) = expj Q(X y)
o () 205 S AJ1- 12, P 2(1 r ) iﬁ
jossa
'72<0 LB Ino & - m, Oy - WO
X . -
Q(X,y) = g (é‘ : xvg s, B% s, &
e Merkinta

(X, Y) ~ No(mg, My Sy, Sv2, Ixy)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 10



Kaksiulotteinen normaalijakauma
Kaksiulotteinen normaalijakauma ja sen

tiheysfunktio 2/2

o Kaksiulotteisen normaalijakauman

No (M My Sy SvPs I'xy)
parametrien on toteuttava seuraavat ehdot:

-¥<m <+¥ s, >0
-¥<m<+¥ s, >0
-1<r,, <+1

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Kaksiulotteinen normaalijakauman parametrit

Olkoon

(X, Y) ~ N, My Sy%, Sv%, Ixy)
Kaksiulottelsen normaalijakauman par ametreina, jotka
taysin maaraavat jakauman, ovat satunnaismuuttujien X ja
Y odotusarvot javarianssit sekaniiden korrelaatio:

E(X)=m, Va(X)=s}
E(Y)=m Var(Y)=s?
Cor(X,Y)=r,

Lisaksi
Cov(X,Y) =S, =SSy

TKK

(c) likka Mellin (2006) 12



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Tiheysfunktion ominaisuudet

« Kaksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktio
muodostaa pinnan

z=fy (X, Y)
kol miul ottel sessa avaruudessa.

e Pinnallaon maksmi satunnaismuuttujien X ja'Y odotus-
arvojen m, ja m, maaraamassa jakauman todennakoisyys-
massan painopisteessa (m, m,).

e Pinnan muodon maaraavat tasa- arvoellipsit

/72< 0 LM 6 &X- m, 0y~ I, G

N 5 s, 5 s, &5 i

=C (vaklo)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 13



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Tasa-arvoellipsien ominaisuudet 1/3

Kaksiulottel sen normaalijakauman tiheysfunktion

muodostaman pinnan muodon maaraavillatasa-

arvoellipsalla on seuraavat ominaisuudet:

(1) Ellipsien keskipisteena on jakauman todennakdisyys-
massan painopiste

(M, m)

(i1) Ellipsien eksentrisyys on seka korrel aatiokertoimen
I« €tta standardipoikkeamien s, ja s, funktio.

(i11) Ellipsi on sitéa eksentrisempi mita voimakkaammin
satunnaismuuttujat X ja Y ovat korreloituneita €l
mit& suurempi on

17

TKK
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Tasa-arvoellipsien ominaisuudet 2/3

(iv) Jos
Fxy=0
ellipsien padakselit ovat koordinaattiakseleiden
suuntai set.
(v) Jos
Fyy=0
jaliséks
Sx =Sy
niin elipsit ovat ympyraGita.
(vi) Jos
ryw=%1
niin ellipsit surkastuvat janoiksi.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Tasa-arvoellipsien ominaisuudet 3/3

o Tasa-arvoellipsien padakselit ovat satunnaismuuttujien X
jaY kovarianssmatriisin

_€s; s,
€ 2 U
eSXY SYU

ominaisvektorelden suuntaiset ja niiden pituudet

suhtautuvat toisiinsa kuten matriisin S ominaisar voj en
neliojuuret.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Jakauman maarittely

o Olkoon
(X, Y) ~N4(4, 3,2, 1,0.7)
e Jakauman parametrit ovat

E(X)=m =4 Var(X)=s% =2
E(Y)=m =3 Var(Y)=s. =1
Cor(X,Y)=r,, =0.7

e Siten

Cov(X,Y)=r,s,5,=0.7" 2" 1=0.9899

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Esimerkki:
Tiheysfunktion kuvaaja

e Olkoon
(X, Y) ~N4(4, 3,2, 1,0.7)
jolloin

« Kuvaoikealla esittéajakauman
tiheysfunktiota

Fyr(%s Y)

TKK (c) likka Mellin (2006)



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Tasa-arvoellipsien yhtalot

Olkoon
(X, Y) ~N4(4, 3,2, 1,0.7)
Jakauman todennakdi syysmassan painopisteena on piste
(M. m) = (4,3)
Jakauman tiheysfunktion muodostaman pinnan muodon maaraavat
tasa-arvoellipsit

aeX - 40 oy - 30 o - 40ay - 36
X, +o—= -2 07
RN A SR AN
—c(vaklo)
Ellipsien keskipisteena on jakauman todenndkoi syysmassan painopiste

(M. m) = (4, 3)

TKK

(c) likka Mellin (2006) 19



Kaksiulotteinen normaalijakauma
Esimerkki:
Kovarianssimatriisi

o Olkoon
(X, Y) ~N4(4, 3,2, 1,0.7)
e Tdl6in satunnaismuuttujien X ja’Y kovarianssimatriisi on

I
%D>CD~ CESCDWD\ q)\:q»q)\ (Pn

9899 1 H

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Kovarianssimatriisin paaakselihajotelma 1/6

o Olkoon
S=ULU
kovarianssimatriisin S padakselihajotelma, jossa L on matriisin S
ominaisarvojen muodostama diagonaalimatriis jaU on vastaavien

ominaisvektor el den muodostama ortogonaalinen matriis, jossa
ominaisvektorit ovat sarakkeina.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 21



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Kovarianssimatriisin paaakselihajotelma 2/6

e Olkoot
/.31,
matriisin S ominaisarvot ja
Uy = (Uyy, Uy)
Uy = (Upy, Upy)
niita vastaavat ominaisvektorit.

e TAlbin
L =¢: 00 j_eu, u,0
8 IZH’ @J21 UZZH
ja
U'SU=L
U'uU=UU =1

TKK (c) likka Mellin (2006)



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Kovarianssimatriisin paaakselihajotelma 3/6

e Olkoon / kovarianssimatriisin S ominaisarvo.
e Tdldin/ toteuttaa yhtalon
V4 2 \
. u
det(z- /1,)=dets x| S o
& Sx Sv-'lu
=17~ (S3+Sy) #5535y~ S5 =0
e Tamaéan 2. asteen yhtal6n ratkaisut saadaan kaavasta
_si+six(s2-shiras?
2

/

 Ratkaisuiks saadaan
[, =2.6091
/,=0.3909

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Kovarianssimatriisin paaakselihajotelma 4/6

Olkoon u = (u,, U,) kovarianssimatriisin S ominaisarvoa/ vastaava
ominaisvektori.

Taladin u toteuttaa matriisiyhtalon
u=/u
Koska vaadimme, etta
ubi=u’+u: =1
niin vektori u = (u,, U,) saadaan ratkaistuks yhta 6ryhmasta
i(sy- /1)y +s,u,=0
|
|,SXYU1+(S$ ) /)U2 =0
.

2 2 _
TU Uy =1

TKK

(c) likka Mellin (2006)

24



Kaksiulotteinen normaalijakauma

EsimerkkKi:

Kovarianssimatriisin paaakselihajotelma 5/6

Ominaisarvoa
[, =2.6091
vastaavaks ominaisvektoriks saadaan
u, = (uyq, Uy) =(0.8517, 0.5240)
Ominaisarvoa
/,=0.3909
vastaavaks ominaisvektoriks saadaan
U, = (U,, U,,) = (- 0.5240, 0.8517)

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Kovarianssimatriisin paaakselihajotelma 6/6

e Kovarianssimatriisin
és2 5,0 2 07J20 ¢ 2 09899
- é , U= € J ¥
S Sen @072 1§ ©og9 1
pazakselihajotel maksi
S=ULU
Saadaan gis
¢, Ou &6091 0 g
€0 7,87 0o 0.39094
_éUy u2u é0.8517 -05240u

8.121 u,d €.5240 0.8517 4
jossa L on matriisin S ominaisarvojen muodostama diagonaalimatriis
ja U on vastaavien ominaisvektoreiden muodostama ortogonaalinen
matriisi, jossa ominaisvektorit ovat sarakkeina.

L =x

TKK (c) llkka Mellin (2006) 26



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Tasa-arvoellipsit ja niilden p&aaakselit 1/4

o Olkoon
(X, Y) ~N4(4, 3,2, 1,0.7)

o Jakauman tiheysfunktion muodostaman pinnan muodon maaraavien
tasa-arvoellipsien padakselit letkkaavat jakauman todennakdisyys-
massan painopisteessa

(m.,m)=(43)

o Tasaarvoellipsien padakseleiden pituudet suhtautuvat toisiinsa kuten

kovarianssimatriisin S ominaisarvojen
[, =2.6091
/,=0.3909

neligjuuret ja vastaavat ominaisvektorit maaréavat padaksel eiden
suunnat.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 27



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Tasa-arvoellipsit ja niilden paaakselit 2/4

o Tasaarvoellipsien padakseleiden suuntaisten suorien yhtal 6t ovat
y=a +thx
y=a, +hb,x
jossa
u,, 0.5240

h=-2= = 0.6152
u, 0.8517

a=m-bm =3-b" 4=0.5390
ovat suurempaa ominaisarvoa 2.6091 vastaavan, pitempaan
padakseliin liittyvan suoran kertoimet ja

a,=m-bm =3-b," 4=9.5015
ovat pienempaa ominaisarvoa 0.3909 vastaavan, lyhyempaan
padakseliin liittyvan suoran kertoimet.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 28



Kaksiulotteinen normaalijakauma

EsimerkkKi:

Tasa-arvoellipsit ja niilden paaakselit 3/4

e Olkoon
(X, Y) ~N4(4, 3,2, 1,0.7)
jolloin

m=4 s2=2
m=3 s;=1
ry =0.7

« Kuvaoikealla esittéajakauman

tiheysfunktion kuvag an tasa-
arvoellipsg) 4, jotka vastaavat

(likimé&grin) todennakdisyyksia

68 %, 95 % ja 99.7 %.

Esimerkiks uloimman ellipsin
siséan jaan. 99.7 % jakauman

todenndkdi syysmassasta.

10

N,(4, 3, 2, 1, 0.7)

(M., m)

10

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

EsimerkkKi:

Tasa-arvoellipsit ja niilden paaakselit 4/4

» Olkoon
(X, Y) ~N4(4, 3,2, 1,0.7) 10
« Kuvaoikealla esittéajakauman 8 |
tiheysfunktion kuvagjan tasa- 6 |

arvoellipsg 4, jotka vastaavat
(likim&arin) todennakdisyyksia

68 %, 95 % ja 99.7 %. 2 -
e Kuvaan on lisdkg piirretty tasa- 0.

arvoellipsien paaakselien
suuntai set suorat

N,(4, 3, 2, 1, 0.7)

10

y =0.5390+0.6152" x
y=9.5015- 1.6254" X

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Reunajakaumat

* Voidaan osoittaa, etta kaksi ul ottei sen normaalijakauman
reunajakaumat ovat normaalisia:

X~N(m, 5x°)
Y ~N(m, sv)
ja niiden tiheysfunktiot ovat 2
_ 1 | lax-m ot
b9 \/ZSX expT 2% S x Bi;
. 2.
()= exp_l CB ”?95

TKK (c) likka Mellin (2006)



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Reunajakaumat
N(4, 2) N(3, 1)
05 05
0.4 - 0.4 -
0.3 | 0.3 -
0.2 | 02 -
0.1 - 01 -
0 - 0 ‘
-2 0 2 4 6 8 10 - 2 4 10
e Olkoon

Kuvat ylla esittavat satunnaismuuttujien X ja'Y reunajakaumia:

(X,Y)~N,(4,3,2,1,0.7)

X ~N(4, 2)
Y~N(3, 1)

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Korreloimattomuus vs riippumattomuus

Kaksiulotteisen normaalijakauman tapauk sessa
satunnaismuuttujien X ja 'Y korreloimattomuus on
yhtapitavaa niiden riippumattomuuden kanssa.

Huomautuksia:

—  Satunnaismuuttujien riippumattomuudesta seuraa aina niiden
korrel oimattomuus.

—  Satunnaismuuttujien korreloimattomuudesta el yleisesti seuraa
niiden riippumattomuus.

TKK

(c) likka Mellin (2006) 33



Kaksiulotteinen normaalijakauma
Korreloimattomuus vs riippumattomuus:
Perustelu 1/3

o Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat X ja'Y noudattavat kaksiul otteista
normaalijakaumaa:

(X, Y) ~ Ny(1m, M, Sy Sy I'yy)

e Jossatunnaismuuttujat X ja’Y ovat riippumattomia, niin ne ovat myos
korreloimattomia, koska satunnai smuuttujien riippumattomuudesta
seuraa aina niiden korreloimattomuus; ks. lukua Moniulotteiset
satunnaismuuttujat ja jakaumat.

o Oletetaan nyt, ettd satunnaismuuttujat X ja'Y korreloimattomia €li
=0

TKK (c) llkka Mellin (2006) 34



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Korreloimattomuus vs riippumattomuus:
Perustelu 2/3

« Kaksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktio on

1 I
foy (X, Y) = expi
06Y) 2,05 S \/1- I’>2(Y Xp':\ 2(1-r XY)Q( y)g
QX y) = g on LMo ax- m, bey- m o

5SS, 5 TS s, K s 3

e Josr,,=0,niin

fr (X Y) =

pi-
2,05x5 i z Sy @
1 b 1ax- cﬁﬂ 1 o1 5 fl
= expi - m&'xiexpi-—&y ’n+y
20s, i 28 s, oh VS, f 28 s, o h

= T (¥ 1, (y)

(c) likka Mellin (2006) 35
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Korreloimattomuus vs riippumattomuus:
Perustelu 3/3

e JosSisry, =0, niin
F (5 Y) = £ () T (y)
jossa fy(x) jaf(y) ovat satunnaismuuttujien X ja 'Y reunajakaumien
tiheysfunktiot.

« Koskaoletuksesta r,. = 0 seuraa, etta kaksiulotteisen
normaalijakauman tiheysfunktio voidaan esittéa reung akaumiensa
tiheysfunktioiden tulona, niin satunnaismuuttujat X ja'Y ovat talloin
rippumattomia; ks. lukua Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja jakaumat.

TKK (c) llkka Mellin (2006) 36



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Ehdolliset jakaumat 1/2

Kaksiulottelsen normaalijakauman ehdolliset jakaumat
ovat normaalisia:

(XY =y)~ N(m(v’siv)
jossa
S
My = E(X‘Y: y) = m +fXYS—X(Y' /71)
Y

sy, =Var(XY=y)=(1- ry,)ss

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Ehdolliset jakaumat 2/2

Kaksiulottelsen normaalijakauman ehdolliset jakaumat
ovat normaalisia:

(Y|X =x)~N(m,.s2,)
jossa
I :E(Y‘X :X):m('l'rxvz—Y(X' /7?<)
X

Sox =Var(Y|X=x)=(1- rg,)Sy

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Ehdolliset jakaumat:
Perustelu 1/4

o Esitetdan perustelu kaksi ulotteisen normaalijakauman ehdollisten
jakaumien nor maalisuudel | e tarkastelemalla satunnai smuuttujan Y
ehdollista jakaumaa satunnai smuuttujan X suhteen (ehdolla X = x).

e Olkoon
fry (X Y)

satunnaismuuttujien X ja'Y yhteigakauman
tiheysfunktio

fyx (Y]X) = satunnaismuuttujan Y ehdollisen jakauman
tiheysfunktio satunnai smuuttujan X suhteen

fy (X) = satunnalsmuuttujan X reunajakauman tiheysfunktio
e Ehdollisen jakauman tiheysfunktion maaritel man mukaan
o (X,
fy (y [ = 2D

fx (X)

TKK (c) llkka Mellin (2006) 39



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Ehdolliset jakaumat:
Perustelu 2/4

o Kaksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktio foy (X, Y):

1 I
fo (X, Y) = expi
D= o O 2 12y

- My 0 LM 0 &X- m Oxy- m C
Q(x y) = - :
g S x Q 8 Sy XYg S x 58 Sy
« Satunnaismuuttujan X reunajakauman tiheysfunktio f, (X):
1 1‘ 18- oP
f(X) = ' i
2,05 .. 28

TKK (c) llkka Mellin (2006) 40



Kaksiulotteinen normaalijakauma
Ehdolliset jakaumat:
Perustelu 3/4

o Nahdaan (melko) helposti, etta

fyy (X, Y)
fx (%)

fY|X (ylx) =

=———ep-
\/2105\((1' rxv) [

QY[ x) = ey m-r j—(x m)

1

2S

O

2
Y

(1- r

i
) Q(y| X)g

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Ehdolliset jakaumat:
Perustelu 4/4

e Siten satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma satunnalsmuuttujan X
suhteen (ehdolla X = xX) on normaalinen:
(Y[X =x) ~N(m,,57)
jossa
S
mx = E(YIX =x)=m +r S—Y(X' m;)

X
Se =Var(Y[X =x)=(1- rg,)sy

TKK (c) llkka Mellin (2006) 42



Kaksiulotteinen normaalijakauma

Ehdolliset odotusarvot

Satunnaismuuttujan X endollinen odotusarvo €l
I egr essiofunktio satunnaismuuttujan Y suhteen

S
E(X\YZY):/?& +rxvs—x(y' m)
Y

on lineaarinen satunnaismuuttujan Y arvojen y suhteen.

Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo €li
regressiofunktio satunnaismuuttujan X suhteen

E(YIX =2 =m 41 2" (x- m)
X

on lineaarinen satunnalsmuuttujan X arvojen x suhteen.

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Regressiosuorat

o Kaksiulotteisen multinormaalijakauman regressiokayr at
ovat suoria, joiden yhtal 6t voidaan kirjoittaa satunnais-
muuttujan X saamien arvojen x funktioina seuraaviin
muotoi hin:

(1) y:nregressiosuora x:n suhteen:
S
Y= M+ (X- %)
SX

(1) Xx:nregressiosuoray:n suhteen:

1,
y=m+ SY(><-mA)
SX

rXY

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Regressiosuorien ominaisuudet 1/5

e Olkoon
—_ SY
y_m'l'rxv—(x' I72<)
SX
y:Nn regressiosuora x:n suhteen ja
y=m o+ S (x- m)
rXY SX
X:N regressiosuora y:n suhteen.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Regressiosuorien ominaisuudet 2/5

» Regressiosuorillaon seuraavat ominaisuudet:

(i) Molemmat regressiosuorat kulkevat jakauman
todennakoi syysmassan painopisteen (3, m) kautta.

(i) Molempien regressiosuorien kulmakertoimillaja
satunnaismuuttujien X ja'Y korrelaatiokertoimella
I'v ON alna sama merkki:

- Suorat ovat nousevia, joSs > 0.
- Suorat ovat laskevia, jos r., < 0.

(il1) y:n regressiosuora x:n suhteen on aina loivempi kuin
X:Nn regressiosuora y:n suhteen, koska

ré, £1
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Regressiosuorien ominaisuudet 3/5

(Iv) y:nregressiosuora x:n suhteen on sita jyrkempi mita
voimakkaammin satunnaismuuttujat X ja 'Y ovat
korreloituneita eli mita suurempi on

I vl
(V) X:nregressiosuoray:n suhteen on sita loivempi mita
voimakkaammin satunnaismuuttujat X ja Y ovat
korreloituneita eli mité suurempi on

17 s
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Regressiosuorien ominaisuudet 4/5

(vi) Molemmat regressiosuorat ovat sita jyrkempia mita
suurempi on satunnaismuuttujan Y varianssi

Sy

(vil) Molemmat regressiosuorat ovat sita jyrkempia mita
pienempi on satunnaismuuttujan X varianss
Sx
(vill) Regressiosuorat yhtyvat tdsmalleen silloin, kun

r==+1
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Kaksiulotteinen normaalijakauma
Regressiosuorien ominaisuudet 5/5

(i) Josr =0, niin regressiosuorat ovat kohtisuorassa
toislaan vastaan jay.n regressiosuora x:n suhteen on

y=1m
jax:n regressiosuoray:n suhteen on
X=m

jolloin y:n saamat arvot eivat riipu X:n saamista
arvoistajax:n saamat arvot elvat riipu y.n saamista
arvoista.
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Regressiosuorat 1/2

o Olkoon
(X, Y) ~N4(4, 3,2, 1,0.7)
* y:Nnregressiosuora muuttujan X suhteen on

:’n+rxvs—Y(X' '72<)

=3+0. 7T(X 4) =1.0201+ 0.4950x

e  X:Nregressiosuora muuttujan y suhteen on

1,
y=m+ SY(X- m)
rXY

—3+ 1 1w 4)=-1.0406+1.0101x

0.7 /2
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Esimerkki:
Regressiosuorat 2/2

» Olkoon
(X, Y) ~N4(4, 3,2, 1,0.7)

« Kuvaoikealla esittéajakauman
tiheysfunktion kuvag an tasa-
arvoellipsg 4, jotka vastaavat
(likim&érin) todennakoisyyksia
68 %, 95 % ja 99.7 %.

« Kuvan suorista loivempi

y =1.0201+0.4950" X

on y:n regressiosuora x:n suhteen

ja suorista jyrkempi
y=-1.0406+1.0101" x

On X:N regressiosuora y:n suhteen.

10

N,(4, 3, 2, 1, 0.7)

10
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Regressiosuorat ja standardointi

Regressiosuorat voidaan kirjoittaa standar doitujen
muuttujien

yC= y- x¢= 2" "k
Sy Sy
funktioina seuraaviin muotoihin:
ye=r, . x¢ y:n regressiosuora x:n suhteen
yC= ri x¢ X:N regressiosuora y:n suhteen
XY

Sandardoitujen muuttujien valisten regressiosuorien
kulmakertoimet ovat sis toistensa kaantei slukuja.

TKK
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Ehdolliset varianssit 1/2

Satunnaismuuttujan X endollinen varianss
satunnai smuuttujan Y suhteen on korkeintaan yhta suuri
kuin satunnaismuuttujan X varianssi:

0£s%, =(1- ri)s} £5]
Jossiis ry,t O, niin satunnaismuuttujan X ehdollinen
jakauma satunnaismuuttujan Y suhteen vaihtelee x:n
regressiosuoran ymparilla vahemman kuin satunnais-
muuttuja X oman pai nopisteensa ympaérilla
Lis8ks péatee, etta

N

s;y=0 U r,=%1
0

2 _ o2 T
Sxy =Sx U Iy

TKK
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Ehdolliset varianssit 2/2

Satunnaismuuttujan Y ehdollinen varianssi
satunnai smuuttujan X suhteen on korkeintaan yhta suuri
kuin satunnaismuuttujan Y varianss:

0£sZ, =(1- r2)s2Es!
Jossiis ry,t O, niin satunnaismuuttujan Y ehdollinen
Jakauma satunnaismuuttujan X suhteen vaihtelee y:n
regressiosuoran ymparilla vahemman kuin satunnais-
muuttuja’Y oman painopisteensa ymparilla
Lis8ks péatee, etta

N

si,=0 U r, =%1
0

2 _ o2 T
Syx =Sy U Iy

TKK

(c) likka Mellin (2006)
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

Ehdolliset varianssit:
Kommentti

« Satunnaismuuttujan X ehdollisen varianssin kaavasta
Siy =W r3)s
ja satunnai smuuttujan Y ehdollisen varianssin kaavasta
Syx == 1) %
nahdaan valittomasti, etta kumpikaan ehdollisista
variansseista el riipu ehtomuuttujan arvoista.

« Siten kaksiulotteisen normaalijakauman kummankaan
ehdollisen jakauman todenndkdisyysmassan vaihtelu
vastaavan regressiosuoran ymparilla el riipu ehto-
muuttujan arvoista.
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Kaksiulotteinen normaalijakauma

EsimerkKi:
Ehdolliset varianssit

e Olkoon
(X, Y) ~N,(4, 3,2,1,0.7)
e Satunnaismuuttujan Y ehdollinen varianss satunnaismuuttujan X
suhteen on

0f£s?, =(@- ri)s:=@1-07°)"1=051£1=s’
e Satunnaismuuttujan X ehdollinen varianss satunnaismuuttujan Y

suhteen on
0£s?

XY

=@- ri,)ss=@0-0.7°)" 2=1.02£2=5s7
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