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Konvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet

>> Konvergenssikasitteita
Suurten lukujen lait
Keskeinen raja-arvolause
Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

TKK (c) likka Mellin (2006)



Konvergenssikasitteita
Satunnaismuuttujat

e Olkoon
(S,F,Pr)
todenndkoisyyskentta ja olkoon X (mitallinen) funktio
otosavaruudesta Sreaalilukujen joukkoon R
X:S® R
e Taloin X on satunnaismuuttuja.

 Jos haluamme korostaa sitg, etta satunnaismuuttuja X on
otosavaruuden Skuvaus reaalilukujen joukkoon R,
merkitsemme

X1 R,sl S
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Konvergenssikasitteita
Satunnaismuuttujat:

Kommentteja

e Satunnaismuuttuja on funktiona taysin maar atty, mutta
sattuma maaraa mika funktion arvoista realisoituu.

e Satunnaismuuttuja kuvaa satunnaisiimion tulos-
vaihtoehtoja numeerisessa muodossa.

e Satunnaismuuttuja liittéa jokai seen satunnaisilmion tulos-
vaihtoehtoon reaaliluvun (numeerisen koodin).
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Konvergenssikasitteita
Satunnaismuuttujien jonot 1/2

Tarkastelemme jatkossa satunnai smuuttujien
Xy X5y X, ...
muodostamiajonoja ja niiden konvergenssia.

Satunnaismuuttujien X, X,, Xs, ... muodostama jono &i ole
lukujono missaan tavanomai sessa mielessa, vaan se on
|ukujonojen joukko.

Satunnaismuuttujien X, X,, X5, ... muodostamassa jonossa
jokaiseen otosavaruuden alkioon s1 Sliittyy lukujono

Xa(8), Xo(9), Xs(9), -

TKK
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Konvergenssikasitteita
Satunnaismuuttujien jonot 2/2

e Lukujono
X1(8), XH(8), X4(S), -
vol konvergoida, kun

sl Al S
ja hajaantua, kun
sl Acl S

e Tama havainto muodostaa toisen |antokohdan toden-
nakoisyyslaskennan konvergenssikasitteiden tarkastelulle.

e Toisen lahtokohdan muodostaa satunnai smuuttujien
X1, X5 X3, ... Jakaumien ja niiden konvergenssin
tarkastelu.
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Konvergenssikasitteita
Varma konvergenssi

e Satunnaismuuttujien
Xy X5y X, ...
muodostama jono konver gol var masti kohti satunnais-
muuttujaa X, jos
lim X (s) = X(s) kaikillesl S

e Huomautus:

Satunnal smuuttujien jonojen varmaa konvergenssia kaytetaan
liian rajoittavana konvergenssin muotona vain harvoin.
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Konvergenssikasitteita
Melkein varma konvergenssi

e Satunnaismuuttujien
X X5, X3, ..
muodostama jono konver goi melkein var masti el
todennakoisyydela yks kohti satunnaismuuttujaa X, jos

Pr(lim X. = X) =1

I® ¥

o Kaytamme talloin seuraavia merkintoja
!!@T X. =X (as)

X 3/4i:® X

jossa lyhenne a.s. = almost surely.
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Konvergenssikasitteita
Melkein varma konvergenssi:

Esimerkki 1/3

o Liitetdan otosavaruuden
S=[0,1]
osavalelhin todennakdisyydet seuraavallatavalla:
Pr[a,b] =b- a,0£a£b£fl
o Maéritelldan satunnaismuuttuja X otosavaruudessa S kaavalla

X(s)=s,sl S
e Funktio X(:) on identtinen kuvaus.
e Maaritellaan satunnaismuuttujien X, , 1 =1, 2, 3, ... jono seuraavasti:
i1, kuns=0

I )
Xi(s)::'a?L- 325 ,kun0<s<1
1§75

$0,kuns=1
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Konvergenssikasitteita
Melkein varma konvergenssi:
Esimerkki 2/3

Satunnaismuuttujien X , i =1, 2, 3, ... muodostama jono konvergoi i:n
kasvaessa rgjatta kohti rajamuuttujaa
il,kuns=0
,IgT X.(9) :: s,kun0<s<1
10,kuns=1
Olkoon joukko
A={sl S|limX(s)* X(s)}
niiden otosavaruuden S= [0, 1] alkioiden (pisteiden) sjoukko, joissa
satunnaismuuttujien Xi(s) , 1 =1, 2, 3, ... muodostama jono €l
konvergoi kohti satunnai smuuttujan X(s) arvoa.
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Konvergenssikasitteita
Melkein varma konvergenssi:

Esimerkki 3/3

Satunnaismuuttujien X(s) , 1 =1, 2, 3, ... muodostama jono konvergoi
kohti satunnaismuuttujaa X(s), jos 0 < s< 1, mutta el konvergoi kohti
satunnalsmuuttujaa X(s), joss=0tal s=1.
Siten

A={sl S|limX(s)t X(s)} ={0, 1}
Koska

Pr(A) =0
volmme sanoa, etta satunnaismuuttujien Xi(s) ,1=1, 2, 3, ...
muodostama jono konvergoi kohti satunnaismuuttujaa X(s) muualla
paitsi nollamittaisessa joukossa A.

Siten olemme todistaneet, ettd satunnaismuuttujien
Xi(s),1=1, 2,3, ... muodostama jono konvergoi melkein varmasti €l
todennakaisyydella yksi kohti satunnaismuuttujaa X(s):

X ® X (as.)
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Konvergenssikasitteita
Kvadraattinen konvergenssi

e Satunnaismuuttujien
Xy X5y X, ...

muodostama jono konver goi kvadr aattisesti kohti
satunnaismuuttujaa X, jos

. SN N2 —
iI!@rQEg(Xi X)"g=0
o Kaytamme talloin seuraavia merkintoja
IIg@r}r) X. =X (g.m.)
X 3/4%%:@ X

jossa lyhenne g.m. = in quadratic mean.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Konvergenssikasitteita
Kvadraattinen konvergenssi:
Esimerkki 1/2

e Olkoon
X,1=1,23, ...

jono riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden
odotusarvot javariansst ovat

E(X) =H
Var(X)=s?2
e Madritelldan satunnaismuuttujien X,, X,, Xs, ... , X, aritmeettinen
keskiarvo kaavalla

X :ié X.,n=123K
n

i=1
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Konvergenssikasitteita
Kvadraattinen konvergenssi:

Esimerkki 2/2

Koska satunnaismuuttujat X, X,, Xs, ... , X, oletettiin
riippumattomiksi janiilla on sama odotusarvo javarianss, niin niiden
aritmeettinen keskiarvon X, =S X, /n odotusarvo javarianssi ovat

E(X,)=m
Var(X )=s?*/n
Koska

2

E[(X_ - m?]=Var(X.) :S? % %3 0

niin satunnaismuuttujien X,, X,, X,, ... , X, aritmeettisten keski-
arvojen X_=SX./n muodostamajono X, ,n=12,3,K konvergoi
kvadraattisesti kohti satunnaismuuttujien X;, X, X, ... yhteista
odotusarvoa .

X ® m (q.m.)
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(c) likka Mellin (2006) 14



Konvergenssikasitteita
Stokastinen konvergenssi

e Satunnaismuuttujien
X X5, X3, ..

muodostama jono konver goi stokastisesti kohti satunnais-
muuttujaa X, jos kaikille e> 0 pétee

iI!@rQPrq X -X|>e)=0

o Kaytamme talloin seuraavia merkintoja
ip %, =X
X; 27,3 X

jossalyhenne P = in probability.
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Konvergenssikasitteita
Stokastinen konvergenssi:

Esimerkki 1/3

o Olkoon
X,1=1,23, ...
jono riippumattomia ja samaa hormaalijakaumaa N(|, s ?)
noudattavia satunnaismuuttujia, joiden odotusarvot ja varianssit ovat
E(X) =H
Var(X)=s?2
e Madritelldan satunnaismuuttujien X,, X,, Xs, ... , X, aritmeettinen
keskiarvo kaavalla

X :ié X.,n=123K
Nz

. Taléin
X N(m,s?/n)

n

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Konvergenssikasitteita
Stokastinen konvergenssi:

Esimerkki 2/3

Kaikille e> 0 péatee
Pr(| X, - m>e)=1- Pr((m- e< X_< n+e)

X, -

e . m_, e ¢
sidn sidn  sidng

ae
=1- Pre-
g

e e e o
=1-Pro- — _ <Z<+——__
& s/yn s/Vng
e’ e 0 _& e w
=1- Fo — =
ngs/J_z & s/ng

® 0,kunn® ¥

jossa F (2) on standardoitua normaalijakaumaa N(O, 1) noudattavan
satunnaismuuttujan Z kertymafunktio.
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(c) likka Mellin (2006) 17



Konvergenssikasitteita
Stokastinen konvergenssi:

Esimerkki 3/3

o Koskakaikille e> 0 pétee
Pr(X, - m>e)® 0,kunn® ¥
niin satunnaismuuttujien X,, X,, X,, ... , X, aritmeettisten keski-
arvojen X =SX./n muodostamajono X ,n=1,2,3 K konvergoi
stokastisesti kohti satunnaismuuttujien X;, X,, X,, ... yhteista
odotusarvoa |:

X ® m(P)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Konvergenssikasitteita
Jakaumakonvergenssi 1/2

e Olkoon
X X5, X3, ..
jono satunnaismuuttujia, joiden kertymafunktiot ovat

Fl(x)’ Fz(x), F3(X),

e Satunnaismuuttujien X;, X,, X3, ... muodostamajono
konvergoi jakaumaltaan €li hetkosti kohti satunnais-
muuttujaa X, jonka kertyméafunktio on F,(X), jos

lim F; () = Fy (%)

jokai sessa satunnai smuuttujan X kertymafunktion F,(x)
jatkuvuuspisteessa x eli sellaisessa pisteessa x, jossa Fy(X)
on jatkuva.
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Konvergenssikasitteita
Jakaumakonvergenssi 2/2

o Kaytdmme talldin seuraavia merkintoja:
X =X U
X; V273 X F (X)

jossa L =in (probability) law.
o Kirjamen L tilalla kaytetdan joskus kirjainta D:
D = indistribution.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Konvergenssikasitteita
Jakaumakonvergenssi:
Esimerkki 1/2

e Olkoon
Xy KXoy X, ...

jono satunnaismuuttujia, joiden kertymafunktiot ovat
i0,kunx<0
! J
F)=11- F- 29 kun O£ x£i
; & 7
10, kun x>i
« Koska

ind {2

GIO_

niin
limF (x) =1- €*,x3 0
i® ¥
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Konvergenssikasitteita
Jakaumakonvergenssi:

Esimerkki 2/2

* Funktio
F(x)=1-e”,x30
on eksponenttijakauman Exp(1) kertymafunktio.

e Siten satunnaismuuttujien X, , i =1, 2, 3, ... muodostama jono
konvergoi jakaumaltaan eli heikosti kohti satunnai smuuttujaa
X~ Exp(1):

X ® X~ Exp(1)

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Konvergenssikasitteita

Konvergenssikasitteiden yhteydet 1/2

V oidaan osoittaa, etta todenndkoisyys askennan
konvergenssikasitteilla on seuraavat yhteydet:

(1) Meken varmakonvergenss (a.s.) implikol
stokastisen konvergenssin (P).

(i) Kvadraattinen konvergenss (g.m.) implikoi
stokastisen konvergenssin (P).

(i11) Stokastinen konvergenss (P) implikoi jakauma-
konver genssin eli heikon konvergenssin (L).

(iv) Melkein varman ja kvadraattisen konvergenssin
yhteydestd e voida sanoa mitéan yleista.

Todistamme seuraavassa kohdan (ii).

TKK
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Konvergenssikasitteita

Konvergenssikasitteiden yhteydet 2/2

o Konvergenssikasitteiden yhteydet voidaan esittéa
seuraavana kaaviona:

Melkein varma Kvadraattinen
konvergenssi konvergenssi

(a.s.) (g.m.)

R R

Stokastinen
konvergenssi

(P)
B

Jakauma-
konvergenssi

(L)
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Konvergenssikasitteita
Kvadraattinen konvergenssi implikoi

stokastisen konvergenssin: Todistus 1/2

Oletetaan, etta satunnaismuuttujien

X,i=123, ...
muodostama jono konvergoi kvadraattisesti kohti satunnaismuuttujaa
X, jolloin

!(I@FQ Eg(xi - X)ZB:O
Tarkastellaan todenndkdisyytta

Pr(| X. - X [>e€)
Markovin epayhtalosta (ks. lukua Jakaumien tunnusluvut) ja
kvadraattisen konvergenssin maaritelmasta seuraa, etta

Pr(| X, - X |>6) £ EQX, - X)2}% 3B O
e
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Konvergenssikasitteita
Kvadraattinen konvergenssi implikoi

stokastisen konvergenssin: Todistus 2/2

« Koska
Pr(| X; - X|>e) %% 3 0
niin satunnai smuuttujien
X,i=123, ...

muodostama jono konvergoi stokastisesti kohti satunnalismuuttujaa X
suoraan stokastisen konvergenssin maaritelman perusteella.

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Konvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet

Konvergenssikéasitteita
>> Suurten lukujen lait
Keskeinen raja-arvolause
Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Suurten lukujen lait

Vahva suurten lukujen laki 1/2

e QOlkoon
X,1=123, ...

jono riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnais-
muuttujia, joilla on sama odotusarvo:

EXX)=m,i=1,2,3, ...
o Maaritelldan satunnaismuuttujien X ,1=1,2, ... ,n
aritmeettinen keskiarvo:
X :l - X.

n |

N

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Suurten lukujen lait

Vahva suurten lukujen laki 2/2

Talloin péatee vahva suurten lukujen laki:
Satunnaismuuttujien Xy, X,, X3, ... , X, aritmeettisten
keskiarvojen X =S X. /n muodostama jono konvergoi
melkein varmasti eli todennakoisyydela yks kohti
satunnal smuuttujien yhtel sta odotusarvoa |:

Xn 3/4%%@ n
Huomautus:

Vahvan suurten lukujen lain todistus on vaativaja sivuutetaan,
sen sijaan todistamme seuraavassa heikon suurten lukujen lain.

TKK
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Suurten lukujen lait
Vahva suurten lukujen laki:

Kommentteja

Vahva suurten lukujen laki ilmaistaan usein sanoin
Seuraavasti:

Samoin jakautunei den satunnai smuuttujien

aritmeettinen keskiarvo lahestyy muuttujien lukumaaran
kasvaessa rajatta muuttujien yhteistd odotusarvoa melkein
kaikkialla eli se otosavaruuden S osajoukko, jossa
konvergenssia el tapahdu on nollamittainen.

TKK
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Suurten lukujen lait

Heikko suurten lukujen laki 1/2

« Olkoon X ,i=1,2,3, ... jono riilppumattomia
satunnalsmuuttujia, joilla on sama odotusarvo javarianss:
ECX)=m,D?(X)=s52,i=12,3, ...
« Maaritellaan satunnaismuuttujien X ,1=1,2, ... ,n

aritmeettinen keskiarvo:
X =18 x

n |

Ni-
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Suurten lukujen lait

Heikko suurten lukujen laki 2/2

o Taloin patee heikko suurten lukujen laki:

Satunnaismuuttujien X, X,, X, ... , X, aritmeettisten
keskiarvojen X =S X. / n muodostama jono konvergoi
stokastisesti kohti satunnaismuuttujien yhteista
odotusarvoa [

X Y r?é,¥@ 1
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Suurten lukujen lait

Heikko suurten lukujen laki:
Todistus

Olkoon X; , 1 =1, 2, 3, ... jono riippumattomia satunnai Smuuttujia,
joilla on sama odotusarvo javarianss:
E(X)=mD?(X)=s2,i=1,2,3, ...
Ma&aritellaan satunnaismuuttujien X , 1 =1, 2, ... , n aritmeettinen
keskiarvo:
13

Xn :_a Xi

Nz
Tshebyshevin epayhtalon (ks. lukua Jakaumien tunnusluvut) mukaan

_ g2
Pr(|X,- m> e)£n—t92

Koska epayhtal on oikea puoli ® O, kunn® ¥, niin
Xn 3/4%)13@ I
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Suurten lukujen lait

Heikko suurten lukujen laki:
Kommentteja

Heikko suurten lukujen laki ilmaistaan usein sanoin
Seuraavasti:

Samoin jakautunei den satunnai smuuttujien
aritmeettinen keskiarvo lahestyy muuttujien lukumaaran
kasvaessa muuttujien yhteista odotusarvoa sellaisella
tavalla, etta poikkeamien todennakdisyys satunnais-
muuttujien yhteisesta odotusarvosta tulee yha
pienemmaks eli poikkeamat tulevat yha
harvinaisemmiksi.

TKK
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Suurten lukujen lait
Suurten lukujen lait:

Kommentteja

» Suurten lukujen lakega voidaan pitéa matemaattisena

formulointinatilastollisen stabiliteetin kasitteelle (ks.
|UkuaTodennakbisyyslaskennan peruskasitteet).

e Suurten lukujen lait koskevat satunnaismuuttujien
asymptoottista kayttaytymista samaan tapaan kuin
keskeinen raja-arvolause.

« Vahvasuurten lukujen laki implikol heikon suurten
lukujen lain.

» Suurten lukujen laeista on olemassa ylel sempid muotoja,
joissa voidaan lieventda samoinjakautunei suus- ja
riippumattomuusol etuksia.
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Suurten lukujen lait
Suurten lukujen lait:

Esimerkki 1/5

» Olkoon A otosavaruuden Sjokin tapahtuma ja ol etetaan, etta
Pr(A) =p
o TAlGin
Pr(A)=1- Pr(A)=1- p=q
o Madritelldan diskreetti satunnaismuuttuja X:
v :‘:,1,josAtapahtuu
10, Jos A el tapahdu
e Satunnaismuuttujan X pistetodennakoi syysfunktio on
f(x)=Pr(X=x)=p*g"*,0<p<l,g=1- p,x=0,1
joten satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoulli-jakaumaa parametrilla
P (ks. lukua Diskreetteja jakaumia):
X ~ Bernoulli(p)
E(X)=p

TKK (c) llkka Mellin (2006) 36



Suurten lukujen lait
Suurten lukujen lait:

Esimerkki 2/5

Toistetaan edellisella kalvolla maariteltya Bernoulli-koetta n kertaa ja

ol etetaan, ettd koetoistot ovat riippumattomia.
Tarkastellaan tapahtuman A sattumista koetoistojen aikana.
Oletuksien mukaan

Pr(A)=p,Pr(A=1- p=q¢
Maaritellaan diskreetit satunnaismuuttujat X, , 1=1,2, ..., n
| 1, jos A tapahtuu kokeessali
1 O jos A el tapahdu kokeessa i

Satunnaismuuttujat X, , 1 =1, 2, ... , novat riippumattomia ja
noudattavat samaa Bernoulli-jakaumaa Bernoulli(p):
Xy Xoy vy XN

Xi ~Bernoulli(p),1=1,2,...,n
E(X)=p,1=12,...,n

TKK
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Suurten lukujen lait
Suurten lukujen lait:

Esimerkki 3/5

Olkoon
Y=a X

i=1
satunnaismuuttujien X, 1 =1, 2, ... , n summa.
Koskaluku 1 esiintyy summassaa X tasmélleen yhtéa monta kertaa
kuin tapahtuma A sattuu n:n koetoiston aikana, satunnaismuuttuja Y
kuvaa tapahtuman A esiintymisten frekvenssia eli lukuma&aréa n-
kertai sessa Bernoul li-kokeessa.

Satunnaismuuttuja Y noudattaa Binomijakaumaa parametrein n jap
(ks. lukua Diskreetteja jakaumia):

Y ~ Bin(n, p)
E(Y) =np

TKK
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Suurten lukujen lait
Suurten lukujen lait:
Esimerkki 4/5

e Satunnaismuuttujien X , 1 =1, 2, ..., n aritmeettinen keskiarvo
Xn :X :} : Xi
n ni,

kuvaa tapahtuman A esiintymisten suhteellista frekvenssia dli
suhteellista lukumaér aa n-kertai sessa Bernoul li-kokeessa.

« Tilastotieteessa satunnaismuuttujat X , 1 =1, 2, ... , ntulkitaan
havainnoiksi saman Bernoulli-kokeen toistoista.

o Tadlldin suhteelliselle frekvenssille Y/n kaytetdan taval lisesti merkintéa

. _f
pn - F
jossa f on tapahtuman A havaittu frekvenssi, kun tarkastel un kohteena

oleva satunnaisiimi© on toistunut n kertaa.
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Suurten lukujen lait
Suurten lukujen lait:

Esimerkki 5/5

Vahvan suurten lukujen lain mukaan suhteellinen frekvenssi
p, = f /n konvergoi melkein varmasti eli todennakadisyydella yksi
kohti tapahtuman A todenndk6isyytta p:

P, =f/In%IE3® p=Pr(A
Koska vahva suurten lukujen laki implikoi hetkon suurten lukujen lain,

tiedamme, etta tapahtuman A suhteellinen frekvenssi konvergoi myds
stokastisesti kohti tapahtuman A todenndkoisyytta.

Koska tapahtuman A havaittu suhteellinen frekvenss p, = f /n
konvergoi kohti tapahtuman A todennakdisyytta Pr(A) = p, kun
havaintojen X lukumaara n kasvaa rajatta, sasnomme, etta suhteellinen
frekvenss tarkentuu havaintojen lukumaaran kasvaessa kohden
tapahtuman A todennakoi syytta.

TKK
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Konvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet

Konvergenssikéasitteita
Suurten lukujen lait
>> Keskeinen raja-arvolause
Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Keskeinen raja-arvolause

Johdanto 1/2

Olkoon X; ,i =1, 2, ... , njono riippumattomia, Samaa
nor maalijakaumaa N(/m s 2) noudattavia satunnais-
muuttujia.

Talloin satunnai smuuttujien X summa Y,, on normaalinen:

Yn = é. Xi - N(nmnsz)
=1
Kysymys:
Mita voidaan sanoa riippumattomien, samaa jakaumaa
noudattavien satunnai smuuttujien summan jakaumasta,
jos ko. satunnaismuuttujat elvat noudata normaali-
jakaumaa?
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Keskeinen raja-arvolause

Johdanto 2/2

* Ei-normaalisten satunnaismuuttujien summae yleensa ole
normaalinen.

« Kuitenkin, jos yhteenlaskettavia on " tarpeeksi paljon”,
satunnai smuuttujien summa on (hyvin yleisin ehdoin)
approksimatiivisesti normaalinen.

 Tamaon keskeisen raja-arvolauseen olennainen sisato.

« Koska monia satunnaismuuttujia voidaan pitéa usean
riippumattoman tekijan summana, antaa keskeinen raja-
arvolause selityksen empiiriselle havainnolle niiden
normaalisuudesta.
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Keskeinen raja-arvolause

Keskeisen raja-arvolauseen formulointi 1/3

« OlkoonX ,i1=1,2,3, ... ]ono riippumattomia, samoin
jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden odotusarvo ja
varianssi ovat

E(X.)=m,i =12,3K

DZ(Xi):sz,i =123 K
e QOlkoon

Yn = é. xi
=1
satunnaismuuttujien X , 1 =1, 2, ... , n summa.
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Keskeinen raja-arvolause

Keskeisen raja-arvolauseen formulointi 2/3

Summan Y,, odotusarvo javarianss ovat
E(Y,))=nm
D?(Y.)=ns*
e Sandardoidaan summay, :
Y - nm
s+/n

e Annetaan n® ¥

 Tadlloin satunnaismuuttujan Z,, jakauma |ahestyy
standardoitua normaalijakaumaa N(O, 1).

Z =

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Keskeinen raja-arvolause

Keskeisen raja-arvolauseen formulointi 3/3

o Siten keskeinen raja-arvolause sanoo, etta

fféxi-nm -
lim Prc-2 £7z-=F(z
WY E sun iy

jossaF on standardoidun normaalijakauman N(O, 1)
kertymafunktio.

e Merkinta

é_xi—nm

'=1S\/ﬁ . N(O,1
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeinen raja-arvolause:

Todistus 1/9

Olkoon
X,1=1,23, ...
jono riippumattomia, samoin jakautuneita satunnai smuuttujia.

Oletetaan, etta satunnaismuuttyjilla X, 1=1,2, 3, ... on
(yhteinen) momenttiemafunktio (ks. lukua Momenttieméafunktio ja
karakteristinen funktio) jossakin origon ympéaristOssa.

Olkoot satunnaismuuttujien X , 1 =1, 2, 3, ... odotusarvo ja varianss
E(X.))=m,i=123K
D?(X.)=s%,i=123K

TKK
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeinen raja-arvolause:

Todistus 2/9

o Olkoon

Y =X +X,+L+ X,
satunnaismuuttujien X , 1 =1, 2, ... , n summa.

e  Summamuuttujan Y, odotusarvo ja varianss ovat
E(Y,))=nm
D*(Y,)=ns*?

e Sandardoidaan summa, :
7 = Y. - nm

sn

e Standardoidun muuttujan Z, odotusarvo ja varianss ovat
E(Z,))=0
D*(Z.) =1

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Keskeinen raja-arvolause

Keskeinen raja-arvolause:
Todistus 3/9

o Siirrytaan tarkastelemaan keskistettyja satunnaismuuttujia
T=X-mi=123K

e Satunnaismuuttujien T, odotusarvo javarianss ovat
E(T)=0,i=,23K
D*(T)=s%,i=123K

« Keskistettyjen muuttujien T; avulla standardoitu muuttuja Z, voidaan

Kirjoittaa muotoon
- Y - nm

s
X X, L+ X - nm

sn

(T,+T,+L+T)

sf

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Keskeinen raja-arvolause

Keskeinen raja-arvolause:
Todistus 4/9

Satunnaismuuttujien X , i =1, 2, 3, ... momenttiemaf unktion
olemassaol osta jossakin origon ympéaristossa seuraa keskitettyjen
muuttujien

T=X-mi=123K
momenttiemafunktion olemassaol o jossakin origon ymparistissa.
Olkoon

m(t) = E(€")
satunnaismuuttujien T; , 1 = 1, 2, 3, ... yhteinen momenttiemafunktio.
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeinen raja-arvolause:

Todistus 5/9

Koska riippumattomien satunnaismuuttujien summan momentti-
emafunktio on summan tekijoiden momenttiemafunktioiden tulo, niin
satunnai smuuttujan

Y - nm_
sVn s

momenttiemafunktio m (t) voidaan esttaa muodossa

N

Z, = (T T, L +T,)
n

M, (1) = aMe— 24
& &svna
jossasiis m(t) on satunnaismuuttujien T, , 1 =1, 2, 3, ... yhteinen
momenttiemafunktio.
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeinen raja-arvolause:

Todistus 6/9

Satunnaismuuttujien T, , 1 =1, 2, 3, ... yhteisella momenttiemafunktiolla
m(t) on jossakin pisteen t = 0 ymparistossa voimassa sarjakehitelma
m(t) =1+a,t +5"—22t2 +12h(t)
jossa
a, =E(T"), k=12
on satunnaismuuttujien T, , 1 =1, 2, 3, ... k. (origo-) momentti, k=1, 2,
jah() ® 0, kunt® O.
Koska
a,=E(T)=0,i=1,23K
a,=E(T?)=D*(T)=s?,i=123K
niin
2

m(t) =1+a,t +‘:"'—22t2 +t2h(1) :1+S7t2 +E2h(1)
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeinen raja-arvolause:

Todistus 7/9

e Sijoitetaan satunnaismuuttyjien T, , 1 =1, 2, 3, ... yhteisen momentti-
emaf unktion m(t) sarjakehitelma
2

m(t) =1+ %tz +t2h(t)

satunnai smuuttujan
Y-nm_ 1
Z =-" = (T,+T,+L+T))
S\/ﬁ S\/ﬁ 1 2

momenttiemafunktion lausekkeeseen

-\n

mn(t):gmaeLqi'
& &s/na
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeinen raja-arvolause:
Todistus 8/9

o Saamme sijoituksen tuloksena lausekkeen

m (t) = éL+S 22t & et & aet t')l,J
8 2 &sVnp 8S\fﬂ 8S«fﬂg

18& t aetooU

85f

+

M: (B(Ds

jossa

=0
n®¥ 85\/_ﬂ

jokaisdlle kiintedlle .
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeinen raja-arvolause:

Todistus 9/9

. Eksponenttifunktion ominaisuuksien perusteella

aez t? aet 500"
t +— _-'?/V@e
mn() S]- (;2 S 85\/——U 4 &y

e Koska

t2/2
e

on standardoidun normaalijakauman N(O, 1) momenttiemafunktio,

satunnal smuuttujien
Y - nm

sn

muodostama jono konvergoi jakaumaltaan eli hetkosti kohti
standardoitua normaalijakaumaa N(O, 1):

Z,¥:%3® Z N(01)

Z =
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Keskeinen raja-arvolause

Kommentteja 1/3

o Keskeisen rga-arvolauseen mukaan usean satunnais-
muuttujan summa on (tietyin ehdoin) approksimatiivisesti
normaalinen (lahes) riippumatta yhteenlaskettavien
jakaumasta.

e Huomautus:

Y hteenlaskettavien el tarvitse olla edes jatkuvia, vaan ne voivat
ollajopa diskreettga.
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Keskeinen raja-arvolause

Kommentteja 2/3

Approksimaation hyvyys riippuu yhteenlaskettavien
satunnalsmuuttujien lukumaarasta, niiden jakaumasta ja
erityisesti niiden jakauman vinoudesta.

Approksimaation hyvyys paranee, kun yhteenlaskettavien
satunnal smuuttujien lukumaar a kasvaa.

Jos yhteenlaskettavien satunnai smuuttujien jakauma on
symmetrinen, approksimaatio on hyva jo suhteellisen
pienill& yhteenlaskettavien lukumé&arilla.

Jos yhteenlaskettavien satunnai smuuttujien jakauma on
epasymmetrinen, hyva approksimaatio vaatii enemman
yhteenlaskettavia.
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Keskeinen raja-arvolause

Kommentteja 3/3

« Keskeinen rgja-arvolause koskee satunnaismuuttujien
asymptoottista kayttaytymista samaan tapaan kuin
suurten lukujen laki.

o Keskelsessa rgja-arvolauseessa esiintyva
rajakayttaytymisen muoto on esmerkki jakauma-
konver genssista eli hetkosta konver genssista.

o Keskelsestarga-arvolauseesta on olemassa yleisempia
muotoja, joissa lievennetddn samoinjakautunei suus- ja
riippumattomuusol etuksia.
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Keskeinen raja-arvolause

Aritmeettisen keskiarvon
approksimatiivinen jakauma

K eskelsesta rg a-arvol auseesta seuraa:

Riippumattomien samoin jakautuneiden
satunnaismuuttujien X , 1 =1, 2, ... , naritmeettinen
keskiarvo

X :lé_ X.

n |

N
on suurille (mutta &rellisilie) n approksimatiivisesti
normaalinen parametreinaan mja s 4/n:
2 .
X, Nem™ .
& Ng
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Konvergenssikasitteet ja raja-arvolauseet

Konvergenssikéasitteita
Suurten lukujen lait
Keskeinen raja-arvolause
>> Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

TKK (c) likka Mellin (2006)
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Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

De Moivren ja Laplacen raja-arvolause

Olkoon X ~Bin(n, p) jag=1- p.

Siten
E(X)=np
Var(X) =npg

Keskeisen raj a-arvolauseen mukaan

. - np
Iim Pr £z_—F Z
n® +¥ /np ( )

jossaF on standardmdun normaalijakauman N(O, 1)
kertymafunktio.

Tata keskeisen rgja-arvol auseen seurausta on tapana

kutsuta De Moivren ja L aplacen raja-ar volauseeks.

TKK
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Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

Binomitodennakoisyydet ja
normaalijakauma 1/4

 DeMoivren jaLaplacen rga-arvolauseen mukaan
binomijakaumaa

Bin(n, p)

voidaan suurille n approksimoida nor maalijakaumalla
N(m s?)

jossa
m=np

s?=npg,q=1- p
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Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

Binomitodennakoisyydet ja
normaalijakauma 2/4

Jos SIS
X~ Bin(n, p)

niin De Moivren ja Laplacen rg a-arvolauseen mukaan
suurillen

o - npt_') aa- npd
&/npa anpqz

jossaF on standardoidun normaalijakauman N(O, 1)
kertyméafunktio.

Prla< X E£b)»F
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Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

Binomitodennakoisyydet ja
normaalijakauma 3/4

 Josajab ovat kokonaislukuja, approksimaatio on hieman
parempi, jos kaytetdan kaavaa

a+1/2- npo - - 1/2- np@
& Jog g & Vg g
o Korjaustekija 1/2 perustuu siihen, etta diskreettia

binomijakaumaa approksimoidaan jatkuvalla
normaalijakaumalla.

Prla< X Eb)»F

TKK (c) llkka Mellin (2006) 64



Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

Binomitodennakoisyydet ja
normaalijakauma 4/4

 Josannetaan a® —¥, saadaan approksimaatiotul os
ab+1/2- npd
SN
jossa F,, on binomijakauman kertymafunktio.
» Josa = b, saadaan approks maatiotul os
&a+1/2- npo = & 1/2- npé

E o 5 & Jhog g

jossa fy, on binomijakauman pistetodennakoi syysfunktio.

Pr(X £b)=F, (b) » F

Pri(X=a)=f,(a)»F
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Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

Hypergeometrisen jakauman todennakdisyydet ja
normaalijakauma 1/2

* Hypergeometrinen jakauma
HyperGeom(N, r, n)

|dhestyy perusoukon koon N kasvaessa rajatta binomi-
jakaumaa

Bin(n, p)
jossa
p=r/N
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Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

Hypergeometrisen jakauman todennakdisyydet ja
normaalijakauma 2/2

o Siten hypergeometrista jakaumaa
HyperGeom(N, r, n)
voidaan suurille N approksimoida nor maalijakaumalla
N(m s?)
jossa
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Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

Poisson-jakauma ja
normaalijakauma

Olkoon X ~ Poisson(/).
Siten
E(X)=/
Var(X) =/
Keskeisen raja-arvolauseen mukaan

. X -/ o)
lim Pr £z-=F(z
| ® +¥ g J/ ﬂ ()

jossaF on standardoidun normaalijakauman N(O, 1)
kertymafunktio.
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Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia
Poisson-jakauman todennakadisyydet ja
normaalijakauma 1/4

» Poisson-jakaumaa koskevan raja-arvol auseen mukaan
Poisson-jakaumaa

Poisson(/)

voidaan suurille / approksimoida normaalijakaumalla
N(m s?)

jossa
m=/
s® =/
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Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

Poisson-jakauman todennakadisyydet ja
normaalijakauma 2/4

Jos siis

X ~ Poisson(/)
niin Poisson-jakaumaa koskevan ragja-arvol auseen mukaan
suurille /

Pr(a<><£b)»|:§é’"9- paa- /¢

J 5 &I ¢

jossaF on standardoidun normaalijakauman N(O, 1)
kertymafunktio.

TKK

(c) likka Mellin (2006) 70



Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

Poisson-jakauman todennakadisyydet ja
normaalijakauma 3/4

 Josajab ovat kokonaislukuja, approksimaatio on hieman
parempi, jos kaytetdan kaavaa

ab+1/2- /o -1/2- 18
SN % N
o Korjaustekija 1/2 perustuu siihen, etta diskreettia

Poi sson-jakaumaa approksimoidaan jatkuvalla
normaalijakaumalla.

Prlla< X £b)»F
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Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

Poisson-jakauman todennakadisyydet ja
normaalijakauma 4/4

 Josannetaan a® —¥, saadaan approksimaatiotul os
ab+1/2- 1§
& JI ¢

jossa F,, on Poisson-jakauman kertymafunktio.
» Jos a = b, saadaan approks maatiotul os

@@ +1/2- 16 aa-1/2- 1
& I B 8 N

jossafy, on Poisson-jakauman pi stetodennakm syysfunktio.

Pr(X £b) = F,(b) » F

Pr(X=a)=f,(a)»F
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